3 Sucessodes

Ficha para praticar 11 Péags. 54 e 55 Assim;

1.1. Conjunto dos majorante§l0 ,+ oo a =254 sntl_, oy
Conjunto dos minoranteg:eo , 4] n+2

3+l ;5 54=0

Maximo: 10 “hy2 0T OT
Minimo: 4 3n+1-2,54n+ 3 _

1.2. Conjunto dos majorantes] = n+2 =0
Conjunto dos minorantegoo, 1] 3n+1- 250 - 508

o ! =0 o
Méaximo: n&o existe n+2
Minimo: 1 _ 0.4&n- 4:08:0 -
. . 1 n+2

1.3. Conjunto dos majorante%:—a ) +oo[ - 0,46n- 4,08 @Tn+ 2 0-
Conjunto dos minorantesi = 0,4n=4,08n# - 2-
Maximo: nao existe - n= 4'085n -2 <
Minimo: ndo existe 0,46

1.4. Conjunto dos majorantes] -n :&1

23

. . 3
Conjunto dos mlnorante%:—oo , ——} 204 . . . . o
2 ComoE nao é um numero natural, entdo 2,54 nao é
Maximo: ndo existe 5
termo da sucessao.

3
Minimo: 5 31. a) a,,=(p+2-5"=(p-3°=p*-6p+9
21, a=3x2t1 -7 a,, =(2p-5)" = 4p> - 20p+ 25
2+2 4 2 2
3x4+1 13 byo = =(p+2)" ~5=p*+4p+ 4- 5=
252 "% =p?+4p-1
2
a2+a4:z.§.173,:, a2+a4:71+£6© b2p=(2p) _5:4p2_5
4 6 12 12 2 2
47 b) a,,-a =(n+1-5"-(n-5"=
- a+a,=—
Y = (n-4)~(n-9)’ =
3(n+1)+1
22, a,=2NFY*L r3t1_ e 4 =’ -8n+16-(n’- 10+ 23 =
n+1+2 n+3 n+3
3n+1 N+1 n+ 2 =n’-8n+16-n’+ 1 - 25=
an+1: 1= + = _ _
n+1 n+2 n+2 =2n-9
_3n+1+n+2_ M+ 3 b, —b, =(n+1)°-5-(n’-5) =

. n+2 ~n+2 . =n’+2n+1-5-n*+ 5=
2.3. 2,8 é termo da sucesséo se exisfirN tal quea, =2,8. —on+1

Assim: Entdo,a,,,—a,=2n-9 eb,, —b =2n

=28. Nt 5 2 ¢ 2
& =28~ "5 =28< 32. a,<b, = (p-5)<p’-5-

3n+1 2820 = p*-10p+ 25< p*- 5«
The2 0T - -10p+ 25< -5 - 1p<- 5 25-

3n+1-2,dn+ = —-10p<-30= 1(@> 30=
- ¢ =0 o p 03

n+2 < p>30
3n+1-2,8- 5,6_o Portanto,p0NOp>3.
n+2 3.3. 7 éotermo da sucessag se existirnON tal quea, =7.
- M:o Assim:
n+2 - _E? =
= 0,20-4,6= 00N+ 2 0w 8,7 (n-8 =7
- 0,2n=4,60n% -2 = n-5==J70n-5=7
4,6 »3 - n==/7+50n=7+5
= NnN= = NnN= . .
,2 —J7 +5 e+/7 +5 ndo sdo nimeros naturais, entdo 7 ndo é

Portanto,2,8 é termo da sucessao de ordem 23. termo da sucessaa, .
Por outro lado, 2,54 é termo da sucessio se erigtl¥ tal Por outro lado, 7 é o termo da sucesif®e existirnON
que a, =2,54. tal queb, =7.



4.1.

4.2.

4.3.

Assim:
b,=7 = n"-5=7=n’=7+ 5= n’= 12~
e n==y120n=+12

-J12 e 12 nio sdo nimeros naturais, pelo que 7 também
néo é termo da sucessBp.

Portanto, 7 ndo é termo de nenhuma das duas 8asess

dadas.
Vamos estudar o sinal dg,_, —u,

5-(n+1) 5-n
n+1 un = T =
3 3
5-n-1 5-n
3 3
5-n-1-5+
3

h -

n

1

3
Assim, u,,, —u, <0,0n0ON, ou seja,u, € decrescente.

Vamos estudar o sinal dg,, —u

h -

_ 3(n+1)  3n
un+l_un_7_ -
3n+)-1 -1
_3+3  &n _
T3n+3-1 -1
_3n+3 N _
“T3+2 -1
_(an+g(m-)-a(a+ 3 _
- (3n+2)(n-1 -
-+ N-3- N’- 6 _
- (3n+2)(n-1)
_ -3
_(3n+2)(31—:l)

Sendan um ndmero naturadn+ 2> 0,0n0ON e
3n-1>0,0nON .

Portanto, <0,0n0ON, ou seja,

-3
(3n+2)(n+19)
u,., — U, <0,0n0ON, entdo,u, € decrescente.
Vamos estudar o sinal de,, —u, .

-

c
&
|
c
|

Sendon um ndmero naturaﬁ?lg] >0,0n0UN , portanto,

—g(%} <0,0n0ON, ou sejau,,, —u, <0,0n0ON, pelo

que u, é decrescente.

5.1. Vamos estudar o sinal dg,, —u

5.2.

5.3.

7.1.

3.1. Sucessoes de numeros reais

4n+1)+1 4n+1_
n+l+4 n+4
_4n+4+1 A+l A+ 5 s+ 1
" n+5 n+4 n+5 n+4d
_(4n+5)(n+4)-(m+Y(n+ 5

(n+5)(n+4)
:4n2+lfﬂ+ i+ 20- 4°- 286-n- 5:
(n+5)(n+4)

u., —u =

n+1 n

15
(n+5)(n+4)

Sendon um nimero naturafn +5)(n+4) >0, OnON,

pelo que >0,0n0ON.

15
(n+5)(n+4)
Entdo,u,,, —u, >0,0n0ON, ou sejau, é crescente.
Vamos estudar o sinal dg,, —u
U, —Uu,=2"-2"=
=2'x2-2=2(2-3=2
Sendon um namero natural,"2> QnON.
Entdo,u,,, —u, >0,0n0ON, ou seja,u, € crescente.
Vamos estudar o sinal dg,, —u, .
U=ty = (1 ~2(n+ 1) ~(n' - 2) =
=n’+2n+1-2n-2-n*+ =
=2n-1
Sendaon um ndimero natural2n—-1> 0,0n0ON.
Entdo,u,,, —u, >0,0n0ON, ou seja,u, € crescente.

h -

Vamos comecar por calcular alguns termos da saicepara
melhor compreender o comportamento, da sucess@o, um
vez que a presenca tﬂel)" pode sugerir que a sucessao é

ndo mondtona.

C1+(-1)° _1-1_
 =—+ 21 =="-=0
1+2 3
! _2+(-1)° _2+1_3
T 2+2 4 4
_3+(-)° _3-1_2
Uy=———F==—"==

342 5 5

Comouy, <u, e u, >u,, podemos desde ja concluir que a

sucessao nao é mondétona.
Recorrendo ao algoritmo da diviséo:

8n n+1

-8n—-8 g8
-8
PO
"7+l

. 1
Por outro lado, a sucesséo de termo gerali é
n+

decrescente e de termos positivos, portanto, 0 € um

. . 1 . .
minorante e o primeiro termo, no cagq € majorante.



7.2.

7.3.

Assim:
0<is},DnDN
n+l 2
1

—fs—i<O,DnDN =
2 n+1l

- —4s—i<o,DnDN -
n+1

- 4<8--2 <8OnON -
n+i

= 4<u,<8,0n0N

Portanto, a sucessiun) € minorada e majorada, pelo que é

limitada.

1 .
_q\n — Sen e par
A

n

n 1 L.
—-= sen é impa
n

Por outro lado:
1 1 )
0<—<—,0nON0O né par
n 2

-1< —£<O,DnDNDnéimpar
n

Portanto,-1<u, < % ,OnON .

Como a sucess&a,) é minorada e majorada, entéo é
limitada.

. n
Consideremos os termos de ordem par, no cu;seﬁ.
n+

Recorrendo ao algoritmo da diviséo:

n 2n+1

1 1
-n-=- =
2 2
21
2
1
y=to 2
2 2n+1
0< L sfl,DnI]NI]népar@
2n+1 5
1
- 0<—2 si,DnDNDnépar@
2n+1 10
1
@—is— 2 <0,0nONO né par=
10 n+1
1
ul—is}—i<—l OnONOnNé par=
2 1002 n+1 2

o gsun<},|]nDND n é par
5 2

Consideremos, agora, os termos de ordem impaiqswm

8.1.

8.2.

8.3.

3.1. Sucessoes de numeros reais

0<151,DnDND n é impar
n

= O<§s3,DnDND n é impar.
n

Assim, o maior dos majorantes determinado é nermor

dos minorantes determinado é 0, pelo que,
0<u,<3,0n0N

Como a sucessédo é minorada e majorada, entadadim

u, <10+ 0,001~ 10%;& 16+ 0,00

Como pON, entdo:

¥ 0,001 ——<p -

10p+1<10p+ 0,00p = 5001

= p>1000
Portanto, os termos da suceséﬁp) sdo inferiores a

10+ 0,001 a partir do termo de ordem 1001, inclusive.

10p+1

up<10+£w <10+¢

Como pON, entdo:

10p+1<1l@p+ep = Kep = p>%

Entao, os termos da suces@p) sao inferiores a 10¢ a
partir do termo de orderk +1, sendd o maior nimero
inteiro menor qu% .

+
u, :10n 1@ u, =10+,1
n

Assim:

0<1s1,DnDN - 1O<10+15 11In0ON
n n

ou sejal0<u, <11,0n0N, pelo que a sucessga,) €
minorada e majorada, logo é limitada.
3" -1 & divisivel por 8 ¢é equivalente a dizer fgfe-1= &,
sendok um nimero natural.
Seja p(n) a condi¢aod" - 1= & .
1.° A propriedade é verdadeira para1, isto é,p(1) €
uma proposicao verdadeira.
F-1=& - 8= & (verdade conk =1)
2.° A propriedade é hereditaria, ou seja:
F-1=g = 3" -1= &, comr,s ON.
Admitindo que, para determinadd]N , se verifica
F-1=8:
Frd_1=g - F"?-1=8- Fx 8- E 8-
o (Br+)xF-1=& - 8x 3+ 8- F 8-
= 8rx9+8=& - 9+)=28
Sendo qued(9r +1) =& ~ s=9r+1
Portanto, p(n) € universal enN, poisp(1) é verdadeira e
p(n) é hereditaria, log@™ -1 & para todo o nimero

naturaln, divisivel por 8.

10.1.A sucesséc(un) ndo é majorada, pelo que nédo € limitada.

10.2. A sucessaqu,) néo é minorada, pelo que n&o é limitada.



11.1. =3
a=2-Ltop 1.5
a 3 3
a=2-Lop Lo, 8.7
a, S 5 5
3
5 9 7 11
a,=2-—=—, 8, =2-—=—
¢ 7T % 9 9
5 7 9 11
Portanto,a, =3,a, =—,a,=—,a,=— €ea. =—.
a a, 3’ BTN 8 9
2n+1
11.2. a =
% 2n-1
e Paran=1:
= 2x1+1@ 3:2i1 = 3=3 (verdadeira)
2x1-1 2-1

11.3.

11.4.

* Pretendemos agora provar que a propriedade é
hereditaria, ou seja, se para datoN :
_2n+1 2(n+1)+1_2n+3
“2n-1' 2(n+1)-1 M+1
1

entdoa,,, =

a,=2-—= (férmula de recorréncia)

a,
1
2n+1
2n-1
o 2n-1_
2n+1
_4n+2-n+1_ h+ 3
2+l 2+l
Portanto, a propriedade é hereditaria.
Pelo principio da indugdo matematica podemoslaonc
2n+1
n-1
B+, 2% 200+ 1, 2 306- 1
©0 7% 2x200-1 2 300- 1
zﬂlJr@l: 479 99
399 599 23900

=2- = (por hipétese)

quednON, a, =

Portanto,a,,, + a4, = 479 998.
239 001
33 n+1_33
%73 -1 s
- 2n+1_§%=0®
2n-1 31
(2n+1)31- 33 - ) _
- ;-] =0 -
62n+ 31- 66+ 33_
3an-9
. An+64
3 -7

- —4n+64=003( 2~ )}# O-
« 4n=640 M- 1# O

o n=l6Dn¢% = n=16

Entéo,%i € 0 16.° termo da sucesséo.

3.1. Sucessoes de numeros reais

J|-f (23 4
1Bl 3 3
2

Ficha para praticar 12 Pags. 56 a 59

5(n+1
1.1 U, -u, _S{n+Y )+4—[5”+4J:
3 3
_5n+5,, &,
3
_5
3

pelo queu,,, —u, é constante, no caso iguaga
Assim, a sucessé(un) € uma progressao aritmética de
razécé.
3
_2+3(n+3 _2+3n_
T on+l n
_2+3+3 2+ 3 _
T on+l n o
_5+3n 2+ 3 _
T n+l n o
_(5+3n)n-(2+ F)(n+ 7 _
- n(n+1) B
_Bn+3n’-n-2- - B _
- n(n+1) -

1.2. u,-u

n+1 n

__ 2
n(n+1)

Comou,,, —u, ndo é constante, podemos, desde j& concluir,

que (u,) n&do é uma progress&o aritmética.
2
n?-n_n(n-1
e (=)
n n
Uy, —U, =(n+1)-1-(n-1) =1
u,,, — U, é constante, no caso igual a 1.

1.3. u

n

Assim, a sucessé(un) é uma progressao aritmética de
razao 1.

14. u =n- =




2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

3.1.

3.2.

Por outro lado:
6(n+1)-3 6n-3
un+1_un = - =
4 4
:6n+6—3—61+ 3_6_3

4 T4 2

u,,, —Uu, é constante, no caso igualga
Assim, a sucessé(nn) € uma progressao aritmética de
. 3
razdo— .
2
(un) € uma progressao aritmética e sendaespetiva

razéo, temos que:

U,=U;+5r ,ousejab=4+5 « 5= 2« r=§.

o 2
Arazao é igual ag .
(un) € uma progressao aritmética e sendaespetiva
razéo, temos que:

. 70=80+10 - 10=- 10-

Ugy = Ug,+10r , ou seja:
- r==1
Arazdo éigual a -1
(un) € uma progressao aritmética e sendaespetiva

razéo, temos que:
Upg =Up, 2r = U = Uy = 2

Ouseja,5=2r = rzg.

s 4 5
Arazdo é igual 35 .
(un) € uma progressao aritmética e sendaespetiva

razéo, temos que:
Upg U +37 = U s~ U, =3

n

Ou seja:
2=3 =1 :Q
3
. 4 V2
Arazdo é igual a? .
Determinemos a raz&alesta progressao aritmética.

Temos queu, =u, +3r , ou seja:

10=8+3 = 3 = Z@rzg

Portanto, a raz:?lo:eg3 .

Por outro lado:
U, =u,+5r

2 10 40
u12 =10+ SXE s U12: 10'\"3 s u12:73

Entéo, 0 12.° termo desta progressé%(r)é

Determinemos a razao desta progressao aritmética.
Temos queu, =u, +3r , ou seja:

“4=2+3F = 3=-6= r=-2
Portanto, a razdo é 2.

Por outro lado, temos, por exemplo, que:
U, =Ug+6r, isto é:

4.1.

4.2.

5.1.

5.2.

3.1. Sucessoes de numeros reais

U, =-4+6%(-2) = u,=-4-12=
= u,=-16
Entéo, o 12.° termo desta progressao é —16.

Determinemos a raz&alesta progressao aritmética.
Temos queu,, = ug +15r :

45=30+1% = 15= 15 r=
Arazéo é 1l
Determinemos o 1.° termo:
u; =u, +4r , isto é:
30=u +4x1e u = 30- 4= u,= 2¢
O termo geral d¢u,) é:
u, =u +(n-1)xr
Portanto:
u,=26+(n-1Ix1= u, = 26+n- 1=
= U, =n+25
Assim, o termo geral §, =n+25.
Determinemos a raz@adesta progressao aritmética.
U, =Ug+4r , ou seja:
2=10+4 = 4=-12=r1=-3
Arazéo é -3.
Determinemos o 1.° termo.
Ug =Uu, +7r , isto é:
10=u, - 21 u, = 31
O termo geral d¢u,) é:

u, =u +(n-1)xr

Portanto:
u,=31+(n-10x(-3 = u, = 3 B+ 3=
= u,=-3n+34

Assim, o termo geral 6, = -3n+ 34.

Os multiplos naturais de 3 sdo termos de uma pssSgo

aritmética de razéo 3 e cujo primeiro termo € 3.

=18, isto é,54=3x18e 3—;8:116,

Por outro Iado,534

isto €,348= 3x 11¢€.

Assim, pretende-se calcular a seguinte soma:

3x18+ 3 19+ X 26- .+ 8 115 B 116
54+ 348

= X(

116-17) = 20k 9% 19 89

A soma pedida é 19899.

O menor multiplo de 5 maior que 42 é 45%%: 9, logo
45=5x 9,
O maior mdultiplo de 5 menor que 448 é 44@3&52 89,

logo 445= 5x 89.

Por outro lado, temos que os multiplos naturaiS d&o
termos de uma progressao aritmética de razaape c
primeiro termo é 5. Assim, pretende-se deternanar
seguinte soma:

5x9+5x 10+ ..+ 5 88 & 8¢

:45%44% (89-9+1) = 245 8k 19 84

A soma pedida é 19 845.



6.1.

6.2.

6.3.

7.1.

7.2.

7.3.

8.1.

Uy —U, =8(N+1) - 4~ (&~ 4 =
=8n+8-4-&+ 4=8
Comou,,, —u, € constante, no caso igual a 8, a sucessdo
(u,) € uma progress&o aritmética de raz&o 8.
SejaS,, a soma pedida.

U, + Uy

Entdo, S,, = x20.

U =4 eu,=8x20-4< Uy,=160- 4= u,= 15t

S, = 4+2156x 20= 80x 20= 160(

A soma pedida é igual a 1600.
u,>508 = - 4> 508~ &> 508 4 B> 512

- n>%2.:. n>64

Assim, o primeiro termo déu,) que é maior do que 508 &

0 65.° termo.
4n+1
Unsy = 3n = 4n+1 = 4n+1—n =4
u 4 4
3

Uy » .
-l @ constante e igual a 4.
u
n

Portanto a sucessé(on) € uma progressao geomeétrica de

razéo 4.
3n+1
_— +1 +1
U, _ 5n+1+1 :ix 5" _
un 3n 5n+2 ?
5n+1

- 3n+1—3 _ 5n+1—(n+2) = 3x 51 - §
5

~_u ) . 3
Entdo,—* é constante e |gual1g.
u

n

Portanto, a sucessé(un) € uma progressao geomeétrica de
~ 3
razéo-.
5

OnON, et = 27 (\/g)::;s -
“ " oa()
O

2n (\/é)n-h?
_omitony ( \/é)n+4—(n+3) _

_ ZX(\/E)nM—n—?: _ 2)(\/_8:
=2/8=4/2

Portanto, a sucessiun) € uma progressao geomeétrica de

razao 42 .
M _ 2x3—(n+1)+2 _

Un0ON,
A 2)( 3—n+2
_ 3—n—n+2 _ 3—n+1 _3n+1—(—n+2) _
- W - W - -
- 3—n+1+n—2 - 3—1 - 1

w

8.2.

8.3.

3.1. Sucessoes de numeros reais

Portanto, a sucessiun) € uma progressao geométrica de
~ 1
razéo=.
3
A soma, S, , dos primeiros termos da sucesg$gig) é:
1-r"
=V, X
S =X

v, =2x3%% o v =2x3- v, = 6

ol

R RSERCE
-y

Assim, uma expressado da soma d@simeiros termos da

n-2
sucesséo pode s§ = 9—[%) .

Vn:E o 2X3‘"+2:£ o
81 81
- 3—n+2:i -
81
- 3—n+2:i -
- 3—n+2:3—4‘:
s N+2=-4 <

= NnN=6
2 ~
Portanto,8—1 € 0 6.° termo da sucessao.

Seja(u,) a progressdo geométrica.
Us =u,xr?, senda arazéo dgu, ).
26=8xr? o 12220 2213,

8 4
V13 13

o r=-——>0r=——
2 2

No entanto, sabemos que a suce:{sﬁ)) € ndo mondtona,

_ 413
pelo quer <0, ou seja,r = 5

Determinemos, agora, 0 primeiro termo (dg) .
u, =u,xr?, ou seja:
8:ulxl—3c»u1=8><— —.
4 13 13
Por outro lado, o termo geral de é:
u, =uxr"*, ou seja:
n-1

32 ( J13
U, =—x| ——

13 2

2

32 [_Jﬁ]ﬂ_

Entdo,0n0N, u, =—x
13



3.1. Sucessoes de numeros reais

10.1.u, =4 11.2. Sabemos quel, = -3+ (n-1)x 5,0n0N .
uz_i@uzzf’ U =-3+(10- )x 5o U =—3F X 5=
3 3; o Uy=-3+45< u, = 42
° 3 g o Uy =—3+145- U, = 142
4 AsSSim, U, —U,,=42-142< U ,—U 4=~ 100
=%y =9_ =4 3-6(n+1) 3-
R BT 121 Upy —4, = (n+3) s-en
2 2
Portanto,u?,zﬂ euA:i. _3-6n-6_3-&_
9 27 5
n-1
10.2. Seja A(n) a condicaou, :4><(}} . -6n-3_3-&_
3 2 2
1.2 A1) é verdadeira. _6n-3-3+& _-6_ 4
1-1 ° 2 2
u = 4X(}) - 4x(}) Portanto,0n0N, u,,, —u, = -3, ou seja, € uma progressao
aritmética de raze3.

= 4=4x1- 4= 4(proposicao verdadeira) v 3x ()
. . e 12.2 ntl V7 0 -
2.° A propriedade é hereditaria Ty 3x 2"
n-1 n
Tem-se queu, = 4><(fj é verdadeira, para _2m o2t
3 - -n - =n -
2 2
determinadonN , por hipétese de indugéo e = 9 (=) = gt
1Y)’ 1
U, =4x — . :2'1:7
' (?J 2
Assim: L Portanto,0n 0N, Yt =% , ou seja,(V,) é uma progresséo
v
un+1:$':'un+1=7><un had !
3 3 o =1
- geométrica de razaez} .
1
= U, =—X|4x| = -
"3 { (3) } 12.3. Pretende-se determinar a soma de 40 termos caivescda
1y N sucessadu, ) , a partir do 15.° termay,,, inclusive, ou seja,
= Uy = 4"[5] < Uy = 4"[5) pretende-se determinar:

. o . U+ Ut U+ UG =S5~ S,
Provamos, assim, a hereditariedade da propriedade.

Entéo, comoA(l) é verdadeira e a propriedade é hereditaria, S. :&zumxm
pelo principio da innd_lfgéo, pode-se concluir que S, U+ Uy 54
DnDN,un:4x(1) . 2
3 3 3-6x14 81
: - U= Uy =——F—=">
11.1.Seja A(n) a condigdou, =-3+(n-1)x 5. 2 2 2
1.2 A1) é verdadeira. Uy, = 3-6x54__ 321
2 2
W =-3+(1-)x5- -3=-3+ x 5= 3 32 3 81
= —3=-3 (proposicao verdadeira) S.-S,= 2 2 y54-_ 2 2414,
2.2 A propriedade é hereditaria 2
Tem-se quey, = -3+(n-1)x 5 é verdadeira, para um < §, 5, = —81x 54+ 2k 14~
dadonON, por hipétese de indugéoug = -3+ 5n . = §,~S,=-4080
Assim, vem que: ou
- - U, +U
Un+1—Un+5<:>Un+1—_3+(n_])x5+ Se S:%X(54—15+3:
< Upy 573455+ 5 87 321 y, =376x15
- =-3+5n Y T, ST
Uy = 2 2 x40= 87 2
Provamos, assim, a hereditariedade da propriedade 2 =
Ent&o, comoA(1) é verdadeira e a propriedade é =-204x 20=
hereditaria, pelo principio da indugdo, pode-selktin =—4080 . .
queu, =-3+(n-1)x5,0n0N, como queriamos A soma pedida € igual a —4080.

provar.



12.4.

12.5

13.

14.

v,=3x2" e y=3x 2P o v=X1le vy =8
v, =3
V. =

n

Vo =V, X % para todmON

. Pretende-se determinar a soma dos 12 termos caosscu

da progresséo geométri(an) , a partir do 8.° termo,

inclusive, ou seja, pretende-se determinar:
Vg +Vg+...+Vg+V, =S-S5,

1_r19
=y, X
3.9 1 l r
7
S, =v,— , sendor == (razao).
Assim:
1-(1)” M3
2 2
Se-S, =3x—5F—-3x—F
1-= 1-=
2 2

1

wfelif ()

262 144
Considerando que os trés termos consecutivosngertea

uma progressao aritmética, temos:
X -1-(x+1)=x+9-(¥ -1 -

19
)
=3x - 3x LL
2

e X2 -1-Xx-1=x+9-x*+ 1~

= 2x*-2x-12= 0=

o X*-X-6=0<
1+./(-1)* - 4x(-9

= X= P

2
= Xx=30x=-2
Portanto, parac=3, obtemos os termos:
Xx+1=3+1=4
X2-1=F-1=9-1= ¢
X+9=3+9=12

Parax=-2, obtemos os termos:
X+1=-2+1=-1

x2-1=(-2)"-1= 4- 1= 2

X+9=-2+9=7

Logo, ostermos sdo 4 ,8e 12o0u-1,3e7.
Como o perimetro do triangulo é 36, temps- u, +u, =36
e sendo a razdo da progresséo,

w +(u,+r)+(u+2r)=36

isto é,3u, + 3 = 36, ou seja,u, +r =12 .
Entéo:

u,=u +r=12,u,=u,-r =12-r
Ug+r=12+r

Por outro lado:

u,=u +r =12,u,=u,—r =12-r

15.

16.

3.1. Sucessoes de numeros reais

U =U,+r =12+r
Por outro lado, sabemos que o triangulo é retantpdo
wHui=ul - uf+(u1+r)2 =(u,+ 2r)2 -
o u2+12% =(u, + 24- 21,)°, poisy, =12-1 < r =12-y,
o w2 +12°=(24-u,)" -

o (12-r1)*+12 =(12+r)” =

= 144- 24 +1° + 144 144 +r?

= 48 =144 r=3
Daqui resulta que:
u=12-3=9u,=1zZeu,
Portanto, as medidas dos lados do tridangulo ratanngBC]
séo 9cm, 12 cme 15 cm.

Suponhamos quéun) € uma progressao geomeétrica de

=12+ 3=15

razdor #0, entdou, =ar"™*

Por definicdo, temos que:
U13 _ arl3—1

=r
u ar’t

7

Por outro lado, temos que:
1

_512_ 1 _1

u7 512 512 §

Das duas igualdades resulta:

6
Gzig rez[}j - r:—}Dr:}

-

g° 8 8 8

Como (un) € uma progressao geométrica monétona, a razao

. i, 1
r e positiva, ou seja :é .

Visto que:

6
512=u, :aX[}j ,a=
8

ou seja:

g _ &
? :E :89
(5

n-1
Logo, u, =8° X(a =8xgmt=8g"",

Seja(un) uma progressdo geomeétrica de poténcias de base 3

e de primeiro termo 81.

Uma expresséao do termo geral da progressao geoaétri
pode ser dada par, =81x 37 = 3x 3= 3*3,

u, =1162 261 467- 3= 3o

= n+3=19- n=16

Portanto, o termd 162 261 46 é o termo da progresséo
geométrica(u,) de ordem 16.

16 6
e 3

] 1743392 16



17.1.

17.2.

18.

19.

2
OnON, Yen = 8% 2 2X5
. 2 2x5"

5n

5 _ 5 _1

5" 5'x5 5

Portanto,(vn) € uma progressao geomeétrica de ra%éo
. . . 1 L
A razéo da progresséo geometr(@@) é < e 0 primeiro

termo év, =—

Logo, a soma das primeiros termos é dada por

) 2,
=—X 5 =—X 5 =

Portanto, uma expressao da somardesmeiros termos da
progressdo geométrida,) é:

1 1"
=—x|1-=
=20y
Sabemos que a sucess(ﬁp) € uma progressao aritmética

de razdoV2, portanto:
OnON, u,,, —u, =+/2
Por outro lado, temos que a suces@ﬁc} € uma progressao

geométrica:
/8.
Pz Vo 2 83 R, =
v 3By,
n
- 3‘\/§(Un+1‘un) -
= 3_\/@(\/E = 3_‘/E =
= 3_4 = i
81
1
Portanto, Vot =

=51 OnON pelo que(v,) € uma progress&o

vn
- ~ 1
geométrica de razao |guaI%a1.

Os tempos de treino de cada semana estéo e m@gres
o ~ 1 . . 1
aritmética de razéo = e pois 12 minutos correspondeéa

de uma hora.
O termo geral desta progresséo é:
1
u, =u, +(n-1)x=
5
Por outro lado, o Anténio pretende que na semateiar a

semana da prova, ou seja, daqui a 28 semanasagiduio

treino, dessa semana, seja, inferior ou igual ar8shisto &,
gueu,,<8.

Assim, vem que:

3.1. Sucessoes de numeros reais

Uy <8 = u1+(28—])><%s 8-

= u1+27><1s8«:»
5
- U +54<8- u,< 2,6

Temos que 2,6 h =2 h 36 min, portanto, a duragddreino
da primeira semana n&o pode ser superior a 2 Hr86 m

gwn 2
20.1.Como OnON, S =3~ =2 4 sycessagw,) € uma
w, w3

progressao geomeétrica de razraeg .
20.2.0 termo geral da sucesséa,) ¢ dado pow, =w, xr"*

Comow, =-2 erzg:

n-1
()
3

Pretende-se determinar:

2 10
12 l_(fj
_ 3) _
DW=y x— =
i=3

1
3
63{1@}
_ 464200
177 147
21.1.u \/§ Zsu’{ ) J3- ZSI{R—E)
:\/5—23ir(gj:
@z[f]fsﬁs 0
\/§ Zsu’{ ) J3- ZSIVE %}
—\/§+28IV‘( J J3+ {\/_] 2z
=/3- 23|r( J J3- 2sif 2)=
=4/3-2x0=4/3
Logo,uljfu :0;/25\/_3 ;/\/—?% 21 como queriamos
verificarz. 4

21.2.u =0 < \/§—Zsir(n—;j: 0OnON -

- sm(”“} Y3 onon -
3) 2

(M
3

« (n=1+6k,kDZ;On= 2+ & kOZ;)

=%+2kn,kDZDn—;:%+2kn,kDZ)DnDN



22.

Como Z; é um conjunto com uma infinidade de elementos,
entao existe uma infinidade de termos nao nulos ma
concretamente, os termos de ordertais que
n=1+6k,k0Z; On=2+ & kOZj
Uma expresséo para o termo geral da progre(maopode
ser dada pou, =u, +(n-1)r .
U,, =U+(1+p=-1r=u,+pr
U, ,=w+(n-p-1r
Uy,p +U, , =(ty+ pr)+(u,+(n=-p-1)r)

=u +pr+u+tnr—pr-r

=u +u tnr—r

U tnr-r+u

=u+(n-Dr+uy,

NG N A

un

Ficha de teste 6

1.

Pags. 60 e 61
v, =-3

V,=V,+4=-3+4=1

V, =V, +4=1+4=5

V,=V,+4=5+4=9

Portanto, o quarto termo da sucesséo € 9.

RespostalA)

U= (5— n)2
Basta, verificar que:
u,=(5-4)°=1
u;=(5-5°=0
u; =(5-6)*=1

Portanto,u, >u, € ug <u,, pelo que a sucessa,) é

ndao mondtona.

2
m U=
7-2n
u, = 2 u—g'u— 2
2 7-2x2  ? 3% 7-x23
2
u, = = u,=-2
Yo 7-2x4 *

Portanto,u, <u, e u, >u, , pelo que a sucess#o,) é
n&o monoétona.
m Sen é par, entdn +1 é impar, pelo que:
Uy U, =2(n+D)+2-( 1+ )=
=2n+2+2-h-1=
=3
Por outro lado, se é impar, entdm +1 é par, pelo que:
Uy U, =2(n+D)+1-(n+ I =
=2n+2+1- - 2=
=1
-u,>0,0n0ON, ou sejau

Entéo,u >u,, On0ON,

logo (u,) € uma sucess&o monétona crescente.

n+1 n+1

10

3.1. Sucessoes de numeros reais

_s(n+) s _

“u = _.on _

" 5(n+])-1 m-1

_ 5n+5 5 _H+5 & _

"Bn+5-1 m-1 m+ 4 H-1

(5n+5)(5n-1)- S :+ 4 _
(5n+4)(5n-1 -

250’ -+ 2%1- 5 2B°- 28
(5n+4)(=n-1 -
-5

(5n+4)(5n-19)

Como (5n+4)(5n -1 > 00nON , entdo
-5

(5n+4)(5n-1)

n+l

<0,0n0ON, ou seja(u,) € uma

sucessao monotona decrescente.
RespostalC)
64+170= 234 e 234:117= :
Assim, Ug, +U;,,=U,,+u,,,=10
Portanto:
Uy, + U117:10 < 2'1117= 10< u ur <
Resposta(B)
243=3 e531441= ¥
Pretende-se calcular a seguinte soma:
F+3F+3+F+ F+ 3% 3% 3 ouseja, trata-se da
soma de oito termos consecutivos a partir do B¥age
inclusive, de uma progressdo geométrica, de razécufo
primeiro termo é 3.
F+P+3I+F+ F+ 3%+ 34+ 3%=9,-S,=
:3><1—i2—3x1_34 =
1-3 1-3
13 ax 3
-2 -2

__3 2y, 3 _
= E(1 3 )+Ex(1 3“)_

_3 +§x312+§—§x =

2 2 2 2
3 3 ., F-3F

=Zx3P-_Zx3
2 2 2

=797 040
Resposta(D)
(un) é uma progressdo geométrica ndo monétapa,4 e

=3

us =9, pelo que, sendoa respetiva razéo, temos que:

U, =u,x2* , ou seja9=4xr?.

9=4xr? o g: 2

r‘ o
4
4 4
3 3

o r=—0r=-—
2 2
Todavia, como(u,) é no mondtona, entdo< 0, portanto
3
r=-=,
2



7.1.

7.2.

Assim, a soma dos dez primeiros termos desta SATES, ,

éigual a:
10 10 10
el e
=u, =u,X =Uu,X =

1 1
1- _§ l+§ E
2 2 2
10
22,4 1_(_§j =3u1x[1— 59 04sj_
5 2 5

1024 )~
2 ( 58 ozi
=—u x| - =
5 1024

11 605
= - U
512
RespostalC)
(w,) é uma sucess&o de termos positivos, pelo que

n

w, >0,0n0N .

5
2w, - W, S

ol

Assim, > >2 =

n

N
N

Portanto,OnON, w, > 00w, sg , OU seja:

O<w, < g ,On0N, pelo que(w,) é minorada e majorada e

assim sendo é limitada.
Estudemos o sinal de,,, —u, .

n

! _1-3(n+) 1-3n_1-3-3 = B_

n+1 n

n+l+4 n+4 n+5 n+4
_-3n-2_1-3_
n+5 n+4
_(-3n-2)(n+ 4 -(1- )(n+ 9 _

- (n+5)(n+4) -
=—3n2—121—2h—8—n—5+312+ 16 _
(n+5)(n+4)

_ -13
(n+5)(n+4)
Como (n+5)(n+4)>0,0n0N, entdo:
_713<0,DnDN,0useja,un+l—un<0,IZInIZIN,
(n+5)(n+4)

portanto, a sucessiun) € monétona decrescente.

Recorrendo ao algoritmo da diviséo, temos que

-3n+1 | n+4

3n+12 _3
13

U =3+ 13
n+4
Por outro lado, temos que, para tauld N :

1 1 13 13

2 . ~
Portanto,-3<u, < _E ,0OnON, e, sendo assim, a sucessao

(u,) € minorada e majorada, pelo que é limitada.

11

8.1.

8.2.

8.3.

9.1.

3.1. Sucessoes de numeros reais

Por definicdo de progressao aritmética sabe-se:
U,,=u,+r,0n0ON < u,,-u, =r,0On0ON
Assim:
X* =(x+6)= x+18—(x2)
Resolvendo esta equacao:
X2 -X-6=x+18-x*
o 22 = 2x—-24= 0=
= xX*-x-12=0=
_ 1 (=) - 4x1x(-13
= X1 -

X_11J4_9

= X

Sex=4:
Xx+6=4+6=10
x*=4*=16
X+18=4+18= 22
Por outro lado, se&x=-3:
X+6=-3+6=3
x=(-3)"=9
X+18=-3+18= 1t
Portanto, e como o 4.° termo é igual a 4, apamass uma
solugdo, pois, no ultimo caso, os termos seriatne315 e
sendo estes consecutivos, 0 4.° termo nunca pasigria
Os termos pedidos sdo 10, 16 e 22.
O termo geral de uma progresséo aritmé@ln;@) € dado por:
u, =u, +(n-4)xr
Comou,=4 er=9-3=6:
u, =4+(n—4)>< 6 u,=4+ - 24~
= u,=6n-20
u100 + u101+ ot u199: 8199_ S 9

+
S = U 2U199 x199=

_(6x1-20 +(6x199- 2p

> x199= 115 42(
S, =2 e 99
_(6x1-20+(6x 99- 2¢x99:
2
=27720

Portanto,Sy, — Soo =115 420- 27 726 87 7C
A soma pedida 87 700.

v, =1- 23ir{3§j = V= 1- ZS"EE_%J =
- Vv =1- ZSil'(gj o V= 1~ {f} -

=V, :1—\/5

Por outro lado:



9.2.

10.

o et a3
oz 4ot
reas(er 450

Entéo:

Vi~V =1-32-(1442) = 1=V 2- £V 2=-2/2

V=1 1- 2sir(@) =1 - 2sif@j =- 2
4 4

csinfMlz1e Mo i kOZ
4 42

e m=2n+8kn, kOZ =

= n=2+8,k0Z
Como,nON, entdon=2+8k,kON,, ou seja, a sucessao
tem, de facto, uma infinidade de termos igua&s-l,

concretamente todos os termos cuja ordem verifica a
condigdon=2+8k,kON, .

(u,) € uma progressao geométrica, pelo que:

— 6 in-
Us =UyXr°, ou seja:

i:64><r6 - rszi -
64 4096
P r:ei Dr:eil P
\ 4096 \}4096
- r:EIZIrz—fl
4 4

p . o 1
Como (u,) é mondtona, entdn>0, pelo quer :Z )

Determinemos o primeiro termo da, ) .
u, =u,xr?, ou seja:
64=u1><(1J8 = u1=6—48 =
4 1
5
~ u =4 194 30¢
O termo geral d¢u,) é:

u, =u, xr"*, ou seja:

l n-1
U, = 4194 304 [fj

4
No entanto,
4194304 ¥

n-1 -11 n-1
werla] o
1 n-12
el
4

Assim, uma express&o do termo gera(dg é:

1 n-12
()
4

12

11.

3.1. Sucessoes de numeros reais

A 1.2 modalidade é um problema que pode ser ridsobom
recurso ao conceito de progresséao aritmética.

Assim, 2 é 0 1.°termo e 0,5 é a razédo.

Pretende-se calcular a soma dos primeiros oitoo®r

O termo geral da progress&o, considergsg, é:

u, =u +(n-1)xr, ou seja:
u,=2+(n-1)x0,5- u, = 2+ 0,5~ 0,5
- u,=0,5n+15

Assim, u; =0,5x 8+ 1,5= u, = 5,

W+Us :2+5,5x
2

Portanto,§, = 8 8=30.

Na 1.2 modalidade, o trabalhador ganharia, nurdelia
trabalho, 30 euros.
Quanto a 2.2 modalidade é um problema que pode ser
resolvido com recurso ao conceito de progressaméica.
Assim, 2 é 0 1.°termo e 1,2 (+ 20%) a razao.
Pretende-se calcular a soma dos primeiros oitoo®r
O termo geral da progresség,) €:
v, =V, xr"", ou sejay, = 2x(1, 2)"_1.
Assim:
v =2x(L,2"" & vy = 7,17
Portanto:
8
S Bl (T
1-1,2
Assim, na 2.2 modalidade, o trabalhador ganhauia, dia
de trabalho, aproximadamente, 33 euros.

33



Ficha para praticar 13

1.1. Pretendemos mostrar que para todo o nimerodeal
positivo existe uma orderpON tal que:

1.2.

2.1.

OnON,nzp=> un—% <0

un—7<5.:. n+2—7<5.:.
2 n+5

2(n+2)-(n+9
2(2n+9) 0=

2n+4-2n-
o |——— <) =
4n+10

1

o _1J<5
in+1
1
4n+10

<d

= 4n+10>1 =
o

= 4n>1—10@
o

1-106
>
40

<= N

Pags. 62 a 65

x . . - -100
Ent&o, sendp um ndmero natural maior ou |gua|}aéF

é verdade quéindN,n= p=>

1
u,—=
2

X - +00

. 1
limu,==.
2

Da alinea anterior, tema¥=0,01.

> 1-10x O,OlE| pON
4x0,01

p=22,50p0N
p=230p0N
Portanto, todos os termos de ordem

pertencem &/,

condicgbes.

<0, 0useja,

igual ou mfexi22 nédo

1 o
°‘°1[Ej , OU seja, sdo 22 termos nestas

Pretendemos mostrar que para todo o niUmerodred)

existe uma ordenpON , tal que:
OnON,n2 p=|u,+2<J

1_2n+%<5.:.
+1

1-2n+2(n+1) <s
n+1

lu,+2<d =

1-2n+2n+ 2
n+l |

=

<0 =

- i<5@ §<n+1.:.

n+1 o
- n+1>§ - n>§—1c> n>3;5
) o )

Sendg um nimero natural maior ou

igualg’a;—d é

verdade quéInON,n> p=|u, +2<J, ou seja,

limu, =-2, como queriamos provar.

2.2 U, 0V, 5(-2) = n>

= n>990n0ON

Portanto, todos os termos de ordem igual ou geed 00
pertencem &/, ,;(~2) .

2.3.

n+l

n

3.2. Limites de sucessoes

3-0,03

Estudemos o sinal de,,, —u

UnN =
3

h -

=1—2(n+:l)_1—2n=

n+l+1

n+1

_1-2n-2 1= _-2-1 + B_

n+2

n+l n+2

n+l_

_(z2n-9)(n+)-(1- 2)(n+ J _

(n+2)(n+1)
:—2n2—2n—n—1—n—2+ n®+ 4 _

3

(n+2)(n+1)

(n+2)(n+1)

Como (n+2)(n+1)>0,0n0N, entdo

(n+2)(n+1)

-3

U, —Uu,<0,0n0ON.

Portanto, a sucessa,) € decrescente.

<0,0nON, ou seja:

3. SejalL um numero real positivo qualquer, entao:
u,>L = 6n-3>L = n>L+3

+ . . ;
- n >T , OU seja, sendB um ndmero natural superior

+
ou igual aL—G3 , temos quéInON,nz2p=u,>L,

portanto,u, — +e.

4. u, =

n

4.1.

v, ~(-5)} <o -

_1)”

(

<

n

n

n

P 1<5g n>-=—
o

(R

<) =

1

Sejad um nlmero positivo qualquer.

(_]')n—5+%<5@

Logo, para cada@ >0, existe uma ordenpN tal que,
OnON, n= p:‘un —(—5)‘ <J.

. . . 1
sendgp um numero natural maior ou |guaka_a.

Portanto,limu, =-5.

(0,

F-of]

4.2, u,-u, :{

(-3 _5} _
k

p ek sac
impares



5.1. Para mostrar quém
3+

5.2.

4an -

2 =2, temos de verificar que
n

00 >0 existe uma ordenpON tal que,

4n—2_%<5.

OnON,n= pz‘
3+2n

De facto:
4n-2
3+2n

4n-2- 2( 3+ 21)

o |l—— 2 <) =
3+2n

an-2-6-4
3+2n
8 ‘<5.:. 8 <
3+2n\ 3+ h

21<0 =

<0 =

0 =

.:.§<3+2n.:> §—3<2q.:>
o o

8-30 8-

<2n < n>

Assim, e dadad >0 arbitrario, existe uma orderpCON tal

que, ONON, nz p= |41 =2
+2n

- % <0, sendg um namero

. . 8-35
natural maior ou igual a?

Para mostrar quém ((—1)n x i1+ 4} =4, temos de
n

mostrar quello >0 existe uma ordenpN tal que:

2 +4j—4}<5
n+1

OnON,nz p:{((—l)”x

De facto:

Assim e dadod >0 arbitrario, existe uma ordemp N tal
no 2
-1) x +4|-4<J, send
[( e ] % ®

. . . 2-0
um numero natural maior ou |guaka? .

que,OnON,nz2 p=

Recorrendo a definicédo de limite, temos que:
00 >0 existe uma ordenpUN , tal que:

OnON,n2= p:‘L—A{<5
3+4n

-

3+4n

n-12-1e
3+4n

n-4(3+ 4n)
3+ M

<0 =

=

‘<5@

7.1.

7.2.

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.
8.7.

8.8.

9.1.

9.2.

3.2. Limites de sucessoes

<

—15n—17<5@
3+4n

- 15n+12<
3+4n

= 15n+12< D+ 4o

= 15Nn-4nd< P - 12~

= n(15-49) < P - 12

0=

30-12

n(15-45)< ¥ -12= n> apenas s&5- 45 < 0,
45

ou seja, se5>1z5 .

Assim:
n__ <0 = n> 30-12 apenas para7>1—5.
3+4n 15- & 4

Como nao acontece para qualguer nimero real\oghj
como é solicitado na definicdo, podemos conclué i@o é

verdade qudim n =4,
3+4n

Para mostrar quém ﬁ): +00, temos que verificar que
0L >0, existe uma ordenpON tal que
OnON,n> pzl> L

200

De facto:

DS < n>200
200

Assim, dadoL >0, arbitrario, escolhe-se pgpa primeiro
numero natural superior 200L .

Para mostrar quém (3-n) = -, temos de verificar que
0L >0, existe uma ordenpON tal queOnON,
n=zp=3-n<-L

Assim:

3-n<-L e -n<-L-3< n>3+L

Logo, dadoL >0, arbitrario, escolhe-se pgvap primeiro
ndmero natural superior a+3_ .

. . 6-3n

limu, =lim ==
+n

. . 4n+8_ 4

limu, =lim =

3n-1 3

. . =3n+2

limu, =lim =-00
8

limu, =lim 212 5

limu, =lim—— =0
n+1

limu, (-8n+3) = -co

limu, =lim (=7 +2n) = +e

)
= +o00

a) Por exemplou, =-n
an+2

. .1+
limu, =lim (

b) Por exemploy, =

a) lim [E +an =lim (Ej +limv, =0+4 =4
n n



. (1 1. 1
b) Ilm(u—z"j =lim (EU”J =Ellm u, =Ex(—m) =—o0

+ +
10. |imun=|im§/4 8n:\3/lim4 hoyg=2e
-n n

1 1
. . 4n \ 2 . an 2
limv, =lim| — | =|lim|—— =
2+n 2+n
gl Lo 11 V2
4§ da 42 Y2 2

Assim, vem que:
. (u limu, -2 2
lim|l =2 | = = — =92x—=

v, ) limy, 2 J2
2
__A L W2 Lp
2 2

1 1
4 4
11, limb, =lim [ 25y | 2 jim [y | 2
16n 10

1
mfl
16 16 2

Por outro lado, tem-se que:

lim (a,) lim (b,) =(k+1)x% =k7+1

Assim, e comdim (a, ) lim (b,) = —% , temos que:

7k+1:—} s k+l=-1= k=-2
2 2
Portanto,k = -2
12.1.SejaT(n) a condigéiou, <4, para todo o nimero natural

m T(1) éverdadeira, uma vez qm@:g <4

m  Suponhamos qu@(n) € verdadeira para um ndamero

naturaln (hip6tese de inducao).

Queremos mostrar qu'l'e(n +1) é verdadeira, isto é:

U, <4 e 5—i< 4 = aJn_4<
n un

- BU, —4< 4y, - u, <4

4o

(Atendendo a que
OnON,u, >0)
Logo, u,,, <4, ou seja,T(n+1) é verdadeira.

Assim, pelo principio da inducdo matematica, poake
concluir queu, <4, para todo onON .

12.2. ul:E
2

u, = —i=5— 4><f—1—7

U 5
u, >u,

Se(u,) é mondtona tera de ser crescente.

3.2. Limites de sucessoes

SejaP(n) a condigdo enN :

Upia —U, > 0« U > Uy
+ P(1) é verdadeira pois, -u, = 1—57 —i;’ >0
« P(n) é hereditaria

Admitamos, por hipotese, que para dadoN se tem
u,,, > U, . Pretendemos provar que entgg, > u,,,

4 4

Upy >U, = —<— = (u,>0,0n0N)

n+l

I R
u u

n+1 n

=u > un+1

n+2

Logo, P(n) € hereditaria.
Fica, assim, provado que,, >u,, OnON , ou seja(u,) é

mondtona crescente.
12.3. (u,) € monétona crescentel N, u, <4, pelo que(u,)

€ convergente, uma vez que toda a sucessao ceescent
majorada é convergente.

13. Sejal um numero real positivo qualquer, entdo:

nn+3>L -

un>L -
= mn+3>2L =
= nmn>2L-3 =

2L-3
>

T

-n

Portanto, para qualquer nimero real positiaxiste uma
ordem pON paraaqualnON,nzp=u,>L

. . . 2L-3
Neste casq é qualquer nimero natural superiora— .
T

Logo, limu, =+oo .

14. Sejal um namero real positivo qualquer.
L+3
10
Portanto, sendp um ndmero natural superior ou igual a

U, <-L e 3-1n<-L « 1h>L+ 3= n>

L+3
W,temos quenN,nz p=u, <-L.

Logo, u, — —o .

15.1. lima, =lim>- " =-2=_1
8n+3 8 4

15.2. limb, =lim—3=1_—~1__3/2
Jan+a J2o 2

15.3. limc, =lim 2+ - 31
1n+12 12 4

15.4. limd, =lim 2= = -

155, lime, =lim 22" =~

15.6. lim f, =lim =0

16. Sejav, =n+3, entdolimv, =+ .



17.
17.1.

17.2.

17.3.

18.

18.1.

18.2.

18.3.

19.

19.1.

19.2.

19.3.

20.

A sucessadu,) pode obter-se da sucesqdn) alternando

apenas o0s 99 primeiros termos.

Assim, resulta que:
limu, =limv, e, portantolimu, =+oco .

limu, =lim (2 +6n) = +eo

Por exemplow, =2, pois

lim (u,w,) =lim [ (2 +6n)x 2] = lim(4+12n) = +oo

Por exemplo,w, = -1, pois

lim (u,w, ) =lim [ (2 +6n) x (=1) | = lim (-2~ 6n) = —e0
Por exemplo,w, =-10n , pois:

lim (u, +w,) =lim [ (2 +6n) +(~10n)] = lim(2~ 4n) = ~e0

. . 4n+l_ 4
limu, =lim =—=2
1-2n -2
2n .
Por exemplo,w, =——, pois:
n+1

lim (u, +w,) =lim u, +lim w, =

=-2+ Iimﬂz—2+ 2=0
n+1

3n .
Por exemplow, =———, pois
6n+ 2

lim (u,w,) =lim u, xlim w, =

—3n =-2x —§ =1
en+2 6

Por exemplow, =

=—2><Iim(

+3 .
, pois

lim (u, -w,) =limu, ~lim w, =
-2n+3_

=-2-1lim
=-2-(-2)=-2+2=0

limu, :Iimi =0
1+n

1 .
Por exemplow, ==, pois:
n

lim (u, +w,) =lim u, +im w, =0 +lim * =
n
=0+0=0

1-n .
Por exemplow, == , pois:
lim (u, -w,) =limu, ~lim w, =
=0-lim: "=0-(-1)=1
n

Por exemplow, =n , pois:

Iim(unan)=lim( 3 xn)=
1+n
:||mﬂ =3

1+n
lima, =lim =2

2n n

Iimcn:Iim( }:2—1:1

n+5 n+1

20.1.

20.2.
20.3.

20.4.

20.5.

20.6.

21.

21.1.

21.2.

3.2. Limites de sucessoes

limd, =lim(2+n?)=-2+0=-2
lim[ &, x4b, | =lim &, xiim ¢fb, =
=lima, x4limb, =

4
:2)(4[1) :2)(}:_']_
VL2 2

lim(c,-d,)=limc, -limd, =1-(-2)=3
lim(3a, -c,) =1lim(3a,) -limc, =3lima, ~limc, =
=3x2-1=5

d, _ limd, _ limd, _
V23, lim(2a,) V2lima,
S 2 12

\/Exz \/—2 2
d,—h, _lim(d,-b,) _limd,-limb, _
a,xc, lim(a,xc,) lima,xlimc,
1

_2_7
:716 =-1- 1

lim

lim

=38

2x1 32 32

&

lim 2
d

d

_limyb, -lim3c, _fimb, -3fimc, _
B lima, B lim a, -
limd, lim d,

\/I_g/i 1,
_\V16 4 -y 1
2 -1

-2
. . 8n
lima =lim——=8
% n+1

2+n

limb, =lim [

lim &/a, -lim /b, =lim ¢,
< lima, —,/imb, =limc, =
- Y8-1+3=limc, -

= 2-2=1limc, =

+3) =1+3=4

= limc, =0
1
Por exemplogc, =—.
n

2lim(c,)-1_ 1

limb,  lima,
2lim(c,)-1_1
4 8

: _1
= 2lim(c,) 1=2

3n+2

Assim, e por exemplcg, = .
P P an+1




Ficha para praticar 14 Pags. 66 a 69
u,={/3+u, = U,=v3+2 = U2:\/—5
U; =4/3+U, = u3=\/3+\/§
Portanto,u, =J5e u, =y3+5.

1.2. a) (u,) € crescente se e somente3eIN,u,,, > u,

1.3.

2.1.

Mostremos que a condi¢éo se verifica paral .
u,2Uu, < J5=2 (proposicéo verdadeira).
Provemos, agora, que a condigéo € hereditarisgja)
OnON,u,,, 22U, = U,,,2U,,

Admitindo a hlpotese de |nduc;ao isto é, que upar
dadonON , , temos que:

Uy > U, = 3+U,,, > 3+ U, =

= 4/3+u,,, >,/3+u, = > Da definig&o dei,

temosOnON ,u, > C
= Upip 2 Unyy

n+1 2

2u,, OnON é hereditaria.

n+l =

Entdo, se a condigaa,,, > u, é verificada paran=1 e é

Assim, a condicaal

hereditaria, é universal el , ou seja(u,) € monétona

crescente.

b) Seja p(n) a condicdou, <3.
p(1) é uma proposicao verdadeitg:<1l - 2< 3
Mostremos, agora, qup(n)= p(n+1), isto &,
u,<3=u,,<3

U, <3< 3+u, <6~

= .3+ u, <J€ -
o U, <V6=u,,<3  (pois6<3)
Portanto,p(n) € hereditaria, pelo quenON, u, <3

(u,>0,0n0N)

Temos que(u,) € mondtona crescenteln N, u, <3.

Logo, (u,) é convergente porque toda a sucessdo monétona

crescente e majorada é convergente.

Como (u,) é convergente temos qlieu,,, =limu, .

Sejalimu, =a=limu,,,
J3+u, < limu,,, =
J3+limu,

Comolimu, =limu,,, =a:

limu,,, = lim@3+u,) =

< limu,,, =

3+ta=a’=3+a - a’-a-3=0<
1+4/(-1)" - 4x 1x(-3

- a= o
2x1
1413
=a==U= e
—1_‘/1—35 _1+4/13
2 2

Todavia, os termos da sucesséo sdo todos pospiglmsque

1+4/13 - 1++/13
= , ou sejalimu, = .
2 2
) . n+4 (;j n_1
limu, =lim =lim —==
3n-1 X 3

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

3.2. Limites de sucessoes

: : Zn(mj n’
limu, =lim 1 =lim — =lim n? =+
n
. 2n- 3[5) pi 2
limu, =lim =lim — =lim —=0
1-n? -n -n

oo—oo

limu, =lim (\/2n+3 —\/ﬁ)( =
(M—Jﬁ)(v an+ 3+\/ﬁ) _

=1lim
Jon+3+4/n
(a3 (o)
=lim—r_ 7 =
J2n+3++/n
—lim 2n+3-n —lim n+3 _
J2n+3+/n Jon+ 3+4n
—lim n+3 _
(Er )=o)
+— |+, [n°| =
\/ n n? n
3
n[1+7J
=lim n+3 =lim n =

_1+0_
0 0*
(=)

"mwﬂmWFH-@:
(M—n)(\/nz—ﬂ+ n) _
Jn?+1+n B

n*+1+n

=lim

=lim
n +1-n?
\/12 l+n

1

=lim———=—7=0

Jn?+14en  +oo
n+sm[nn)(fj
")

limu, =lim
n+1



3.1.

3.2

3.3.

4.1.

4.2.

4.3.

Por outro lado, temos quen0N, -1< sir(n—;j <1l e
Iim1 =0 pelo quelim {%in(mﬂ =0.
n n 3

1+ésin AL
n 3 :1+0:

1 1+0
n
O termo geral(un) de uma progressao geomeétrica é

lim
1+

u, =u, xr"*, onder é a respetiva razao.
Ent&o:
-1
1Y’ 1 3
un:3x — @un:3xﬁ@un:7_l
2 n 2

A soma dosp primeiros termos de uma progressao geométrica

€S, =ux , OU seja:

1-
P P
(% ()
P Sp =3x

_ 6

= 5=07%
6

Portanto,Sp =6-——.
zp

|imsn=|im[e—§j=6—£=6—o= 6
2" +00

Significa que a soma dogprimeiros termos desta sucessao
tende para 6, quando — +oo .

5n? - 2 (E]. 5 5 1
3n+10n2 10* 10 2

Y on? [E). 1 . om?
limu, =lim|| = | + =lim|=| +lim =
2 n+2 2 n+2

. 2n?
=0+Ilim— =lim2n =+
n

limu, =lim

3
® Jn l+ﬂ
o \/ﬁ+\3/ﬁ(jj. n)_
limu, =lim n =li n =
S
n
6/ 2 2
1+€/n_ 1+§/n73 1+§/i
=lim— =im 0 =lim n -
i_z i_z 1 _2
n Jn Jn
1
1+ —
_||m \/ﬁzﬁz—}
1 _,0-2 2

4.4.

4.5.

4.6.

6.1.

6.2.

3.2. Limites de sucessoes

2n+n? @

In+n
(2
n =lim

n? \3/;”4.1 n +1
nz n 3(n2)3 n

2

limu, =lim

=lim

S P
=lim = —=—=
\/T 1 0+0 O
3= 4=
n° n
® 2 1
. . 2n2+1[;). n(2+—2j . n2+¥
limu, =lim =1lim =lim =
n n
=lim 2+7 J2+0=4/2
N 1
fimu, =lim —2""° e )nmﬁ(”j—
" n+n
Jn ;{[\/ﬁ+lj
n
1
-Z4+n
—I|m —I|m n_ -

[n
n?

O+oo

T 0+1

\/I+1
n
1 1

1 1, L
u,=1+=-+=-+—+..+— €asoma dasprimeiros termos
3 9 27 3

~ - 1. . L
de uma progressdo geométrica de ragae cujo primeiro

termo € igual a 1.

U= :1x1_@n _ 1_@” _ 1_[;17 _
3

e 1@]
3
Entéo:
limu, =lim E 1—[3]} =lim —gxlim [1 —(3] -
—fX(l—O):g

v,=3ev,=3
U, =2°+3 - u,=7

Portanto,v, x (u,)* =3x 7% = 147.

= lim (4_4”3]@

o (-an®) _
-Jm[ . ]-.!m(*mz)—

= —00

lim v,

n— +oo




8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.
8.6.

V4n® +9
n

limb, =lim[2"°~5"] = |im{2”(23—2nﬂ =

= Iim[Z”[S— 2}] = lim2" x Iim[S—[gjn] =
= (+00) x (8- (+w)) =

=+00X(—00) = —00

Iim(an +bn) :2+(—oo):—oo

limu, =lim (n2 —3n3) =lim (—3n3) =
=-3limn® =-3x(+o0) = —co
limu, =lim (—1 +10°-n* - 102n5) =
=lim (—102n5) =-10 limn®=
= —100x(+oo) = -

limu, =lim [3(—1)x on }:o

n’+3
dado quednON, -3< 3x(-1)"< 3.
5n 5n

lim—2 =lim 2 =jim > =0
n“+3 n n

N

e o produto de uma sucesséo limitada por uma See
limite nulo é uma sucesséo que tende para O.

) _—6n-3+n°
limu, =lim————=
an* -n
. n
=lim— =lim — =+
4n 4

limu, =lim [sin(nr) | =lim0 =0
Iim({‘/z +4/n%+3n —n) =

=lim Y4 +Iim(\/n2 +3n- n)(m:)
(\/n2+3n —n)(x/n2+3n +n)

Jn2+3n+n

A +3n- 4

n2(1+ §j +n
n

=1+lim

=1+lim

8.7.

8.8.

8.10.

3.2. Limites de sucessoes

1 1
limu, =lim [2” +3”J =lim2" +lim3" =

:Iim{‘/i+oo=1+oo=+oo

2
(\/3n2+n) - (V&)
lim =
V3n? +n+/3n
3n*+n-3n? _
N3n2 +n++/3n
V3n?+n++/3n

n

=lim

=lim

_ 1 _
T J3+0+4/3
1 _+3

2J3 6
\/n2+n—4n=

limu, =lim
6n-1

n2(1+3j—4n
n

=lm+———=
6n-1



3.2. Limites de sucessoes

nli+l—an . . 3n3—n+8[;j
— i n _ 10.5. limu, =lim ——— =
=lim on-1 2n-n"+3
.3 .3
n[ /1+i_4J =lim =5 =lim = =0
=lim—-— < = 2 2
1 10.6. limy, =lim| 2" - |-
n 6_ﬁ n“+1 n°-1
o2n® on?
hael =lim—— -lim =
. l+ﬁ_4 n?+1 n-1
= lim oo on?
6-= —Ilmﬁ—llm?—
_J1+0-4_-3_ 1 =2-1=1
ol cien 10.7. limu —|im4/‘°’_2”+27h2[Zj
9.1. u1=cols::1=_12+1=0 oo 1+9n°
5 _ [im 320+ 2w _
u, _ood ) +V2 1+9n?
2+1 .
_1+\/§ — ||m27rl —
= =0,18 9n
27_ f3
= [— =43
JE-ULS Y (s

u, >u, e u,<u,.Logo, (u,) énao monétona.

10.8. limu, =lim /”4”‘3”‘”(2)
(gj " 4n* +n?
9.2. Iimwz [ n*+n®+n+1_
n+1 I|mw—
n(COSS]m)+\/r]ﬁJ - /”mi :\/i:}
=lm—7—7— ~/ 4n* 4 2

1 o
n(l+ﬁj o 45 (E]

10.9. limu, =lim

cos(nn)+\/i 5" +1+6
0+0 n
n n_ -0 5,(2 1]

=lim —+
141 1+0 : "
n =lim =
6n
1 5"[1+n+j
Como OnON, -1< co{nt) <1 e = - 0, entéo 5 5
n
2 n
. codnm) . -
hmis( ) =lim |:COS(HTE)X1:I =0 porque o produto de . (5) +l
n n =I|m71 6 v
uma sucessao limitada por uma sucesséao de limieéruma 1+§ +(gj
sucessao que tende para 0. - B 0+1 =71 o

10.1. Iimun:Iim(n6 —3n“+2n2+n—3) = T1+ 0+(+00) oo

=lim n6 = +o0 n+l n (Ej
. . (o==) 10.10. fimu =lim& —2*12
10.2. limuy, =limvn®-n+2 = " 4 +3+2
:\/Iim(n3—n+2):\/limn3: w42 41
i &
=./+00 = +00 =lim

10.3.

10.4.

3n° +2n— 1@

limu, =lim
n+4
. 3n®
=lim = =lim (3n) = +o
n
. , -n’ +n’ &
limu, =limM ——— =

5-2n+n®-n?
n3

=lim -1

4 1+3—+£
4 &
4_(1j +i
2 4 _

1+(§) 2
4 4

_4-0+0_
1+0+0

=lim




3.2. Limites de sucessoes

. . (=) ( j
10.11. I|mun:hm(x/n2 +3n+2—x/n2+1) = g+ 4
10.15. limu, —Ilm? =
(\/n2+3n+2—x/n2+1)(x/n2+ i+ 2+\/n2+]) g" o
=lim = =lim +lim=—=
Y +3n+2+Jn2+1 52 52
2 2 n n
(\/”ZJ'S”J'Z) ‘(\/n2+1) —lim—2 4jim 2 X4 _
=lim = 5" x 5 5'x 5§
2 2
\Z/n +3n+242-x/n +1 —i|im(§jn+i|im(f)n—
—jim_n *sn+2-n -1 _ 25 '\5) 25 |5
JnZ+3n+2+yn?+1 4
i 3n+1 :2—5x(+oo)+—><0:
Jn2+3n+2+Jn?+1 =400+ 0 =400
n[3+%j 10.16. i I nes 12
i 16, limu, =lim —————— =
=lim 3 2 1 v2n® +1+ 4n
nJl+=+-5 +n 1+ i n+3
3+1 n2(2+i2j+4n
= lim n = n
\/l+§+—22+\/l+—]; :|im7n+3 =
n n n 1
3+0 3 n 2+F+4n
\/1+ J1+0+0+/1+ 0 2 (1+ 3)
n —
) 1+ [;) =lim—>_n/ _
10.12. limu, =lim = 1
\/n6+1 n 2+¥+4
=lim—— 3
1+°
[l+— =lim n - 1+0 _
L et e
. n
1 J2-4
= = = =
T a0
1
(—3+1) _ J2-4
=lim——= Tz .-
= (s
_N2-4_a-2
it *1 0 941 2-16 14
BN ET ralc)
10.17.  limu, =lim =
1-2n
(0xe) 3
10.13. limu, —Ilm[n - (n+4n )} = n2(1+ﬁj
=lim =
3(n+ 4n? _
=lim ( _ ). I-an
n-t 1+ s
12n+ W
—|| 2_1 - =||m 1 =
12n n(ﬁ_z)
AP .
_ _ (o-=) R
10.14. Ilmun:hm(4”*2—6") = =lim =
1
=-2
. 4" n
=lim|6"x| 4*| =— |-1||=
l: ( (6“] H _\/1+0__3.
N 0-2 2
:"m{an(m(SJ _1ﬂ= n+sin2(n)(§]
10.18. limu, =lim———L =
n“+1

:+oox(16x O—]):—oo



10.19.

10.20.

n
=lim———<t=
r+3)
njn+=
n

_1+0 _
+o0 +0

ComoOnON, 0< sirfn< 1e1 - 0 vem que
n

sin
n

lim

n

sucessao limitada por uma sucesséao de limiteéhuloa
sucessao que tende para 0.

limuy, =lim .+ Sinn @
-

5n2 + cosn
sinn
n?|1+>—
= lim [ ”2j—1+°—1
cosn 5+0 5
n2[5+ =2 J

dado quel2 - 0,0nON,-1< sinn)< e
n

OnON, -1< cogn) < 1.

Logo, como o produto de uma sucesséao limitadaimar
sucessao de limite nulo € uma sucesséo que tena®p

sin(n) cosn

temos qudim———+=0 e lim——=0.
n n

(=)

imu, =lim (2/n? +1-3n) =
T
mWE:EE_aqz
ew

=+oo;<(\/]?)—3)

:+oox(—2) = —00

=lim

=lim

=lim

11.1.Vamos mostrar, por indugdo matematica, qné& N, u, > -5

SejaT(n) acondi¢do enN u, >-5.
m T(1) éverdadeira, uma vez que
m  Suponhamos qu€&(n) € verdadeira para um dado

numero naturah (Hipotese de indugao).
Queremos mostrar qu'l'e(n +1) é verdadeira, isto é,

un+1 > _5 "

u,>-5« 1un>1‘><(—5) -
5 5

- }un>—1c> flun—4>—1—4a»
5 5
- éun—4>—5c> U, >-5

Logo, u,,, >-5 , ou sejaT (n+1) é verdadeira.

Pelo principio de indugédo matematica, podemoslaorgue
u, >-5, paratodondN .

2
n =lim (sinzx }j =0 dado que o produto de uma

10

11.2.

11.3.

12.

13.1.

13.2.

14.1.

3.2. Limites de sucessoes

1 1 1

~u,—-4+5 —-u,+1 =(u,+5
M:u"+1+5:5 i :5n :5(n )
v, u,+5 u,+5

n

gl

u +5

n n

Portanto,On0ON, LTSS =é ,logo (v,) € uma progresséo
v

n

- ~1
geometrica derazde.

lim v, =lim (le — j -

p=1

limv, =lim [

3n__3)_
1+20n 2

3n _3_
1+2/n 2

=lim——--

=lim

-3 3.

0+2 2
Portanto,limv, =0.

3.3,
2 2

As medidas dos comprimentos dos segmentos estdo em

progressao geomeétrica de raz%ocujo 1.°termo é 3.

Na figura estao representados 6 segmentos, pelsequ
pretende obter a soma dos seis primeiros termds des

progressao.
Assim:
6 6
1_[3 - gj 2)°) _ 665
=3x =3x =0Ox| 1-| = =—
ST 7 1 [ [3)] 81
3 3
A soma das medidas dos comprimentos dos segmeigasl
665
a— cm.
81
A soma pedida é igual a:
2 n
5
limS, =lim|3x 32 —3><1 2-9
1-= 1-—
3 3

A soma das medidas dos comprimentos de todog es
. . 1), 1.1
a) lima, =lim|[3™"+= |=lim| =+=|=
) fims, ( nj [3” nj

=Iimi+lim}=0 +0=0
3 n



14.2. a)

+ 2 2
b) |imq=|im[2 n ]:Iimn:Iim n = +oo
n+1 n
_1 .
Por exemploc, i pois:

n“+n

+n? +n2
Iim(qxcn):lim(zn:]l xlzjznm [23”2}
2
=lim ™ =tim £ =0

n n
b) Por exemplogc, = 2n+ 3, pois
. . 1 2n+3
lim(a —c )=lim|3"+=- =
(a.-c) ( - j

:Iim[s‘” +1)—Iim2n7+3:
n n

:O—Iim@=0—2=—2
2

Ficha de teste 7

Pags. 70 e 71
OnON

n+1?

m (u,) édecrescente, pois, >u

m A sucesséc(un) € decrescente e, portanto, € majorada e
comolnON, u, >8, entdo 8 é um minorante e sendo
minorada e majorada € limitada.

m Asucessaqu,) é monétona decrescente e limitada pelo
que é convergente mas ndo se pode garantir que

limu, =8

Resposta(B)
limu, =lim (n—zJﬁ)(wf)nm [n_zm}
:Iim(n—Zn\/E]:li Hl—z\/gﬂz
:IimnXIim[l—Z\/E]:

:+oox(l—2x0):+oox1:+oo

Resposta(D)
Temos que:

~ () (3
lim > u, =lim 12><71 =lim 1ZXT =

p=1 1-= 2
4 4
= |im{48[1—[1yﬂ :l6lim[1— (1” =16x(1- 0= 1€
3 4 4
RespostafA)

4. =m Sea:},entéoun :(}J e Iim(}j =0, pelo que a
3 3 3

sucessadu,) é convergente.
m Sea=0,entdou, =0"=0 elimu, =0, pelo que a
sucessadu,) é convergente.

11

6.1.

6.2.

7.1.

3.2. Limites de sucessoes

m Sea=1,entdou, =1"=1eliml=1, pelo que a
sucessadu,) é convergente.

m Sea=3,entdou, =3" e [im3' =+, pelo que a
sucessadu,) é divergente (o limite n&o é um niimero
real)

Resposta(D)

lim(a, xb,) =lima, xlimb, =ax(+«) e comoaldR",

entdolim (a, xh,) =—c .
RespostafC)

Temos quea, =32 e OnON, a,,, =§an , pelo que a

sucessac(an) € uma progressao geométrica de razao igual a
2

c
O termo geral d¢a,) é dado por:
g, =axr"

2 n-1
Portanto,a, = SZX(EJ .

Assim:

2

n-1
a, =0,052 428 8- 32(5} = 0,052 4288

(2)”‘1 0,052 4288

5 32

3 -womenr ( -(
5) 10 000 000

= nN-1=7<=n=8

n-1
[fj =0,001 638 4~

Existe um quadrado com lado 0,052 428 8, tratdes®°
quadrado da sucesséo de quadrados da figura.

(25753

(2-vn+3)(2+vn+3) i

Y YOy
ey
T (n-p(2+vn+g)
cim A=+
(n-1)(2+n+3)
—lim—_4-n=3 _
(n-1)(2++n+3)
o -n+1 _
RTE TS
—lim——("=1)

(n-1)(2+vn+3)



7.2.

9.1.

9.2

=lim

Sejad um numero real positivo qualquer.

Para mostrar quémi2 =0, temos de verificar que
n
0 >0 existe uma ordenpON , tal que

OnON,n= p:‘%—4<5
n

Assim:
i—0 <J = i<5@ J‘<n2 - n>71
n? n? ) Jo

Sendg um nimero natural maior ou igualj%g é verdade

queOnON,n=2 p=

1
F_%J
. 1
ou seja, qudim— =0.
n

Sen<100,u, =-2.

Por outro lado, s& >100, temos qued < 1

Assim, OnON, -2<u, < 1—;3 portanto, a sucessga,) é

minorante e majorada, pelo que é limitada.

L)oim "o
+2 n+2

lim (nu,) =Iim(nx .

<—.
n+2 103

12

10.

11.

3.2. Limites de sucessoes

Z+4n+
Sejaun:w , entao:
+3
(n+1)°+4(n+)+ 4
lim 222 = im n+1+3 -
u, n*+4n+4
n+3
n*+2n+1+4dn+ 4+ 4
= lim n+4 =
n“+4n+4
n+3
| n"+6n+9 n+3 |_
=lim X 5 =
n+4 n“+4n+4

nN*+3n°+6n°+ 18+ M+ 27
n®+4n*+4n+ 4n*+ 16+ 16
n*+9n*+ 27+ 27_. n®
3 2 =lim 3
n°+8n“+20n+ 16 n

=lim

Ent&o, e usando o resultado dado, temos que:

_In*+4n+4
lim p|——— =1
n+3

pOdg=r :Seasucessim,) é mondtona crescente e

limitada entéo é convergente.
A proposicao é verdadeira.



