Exame final nacional de Matemética A (2022, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

1.1. Como o vértice A pertence ao semieixo positivo Oz e o vértice F' pertence ao semieixo positivo Oy,
entdao a base [ABCDEF] do prisma pertence ao plano zOy.
Como o prisma hexagonal [ABCDEFGHIJKL] é reto, a base [GHIJK L] é paralela ao plano 2Oy,
o seja o plano que contem esta face é definido por uma equagao da forma z =k, k € R

Como o ponto M, equidistante de ambas as bases tem de cota 2, entao a altura do prima é 2 x 2 = 4,
ou seja, a equagao do plano que contém a face [GHIJKL] é z =4

Resposta: Opcao B



1.2. Como as bases do prisma sdo hexagonos regulares, as faces laterais opostas sao
paralelas, pelo que os planos BCJ e LEF sao paralelos, ou seja os respetivos

vetores normais sao colineares. TU
Observando a equagao que define o plano BCJ podemos verificar que um .
vetor normal deste plano (e também do plano LEF 6U = (3, —+/3,0), pelo que Tu

o plano LEF é da forma
3¢t —V3y+d=0

Como o ponto B tem ordenada e cota nulas e pertence ao plano BC'J, determinamos a sua abcissa,
g, substituindo as coordenas conhecidas na equacao do plano:

6
3x3—\/§x0—6:0<:>3x3—0:6<:>x13=§ & =2

Como o ponto M é o centro do prisma, também é o ponto médio do segmento [BL], e assim, temos que:
L=M+BM

. —_—
Determinando as coordenadas do vetor BM, temos:

— 4 23 4 623 v A L
BM=M-B= — 200 =[2-22Y25) = I .
<3 3 7) ( 7070) (3 37 3 a) | /:
(225, s
AN 1
Pelo que as coordenadas do ponto L sao: : O :
'541:_ apps s ~‘~E_) y
42 2 2 2 4 BX
poma B (4285) 4 (L2238, _(248))  BY—
373 373 33 "

Como o ponto L pertence ao plano LEF', substituindo as coordenadas na equagao anteriormente
identificada, podemos determinar o valor do parametro d:

3X = — +d=0&2-44+d=0& -24+d=0& d=2

2
2 4 4 3

Assim, uma equacao do plano uma equacgao cartesiana do plano LEF, na forma indicada, é:

3z —V3y+0z4+2=0
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2. Como qualquer triangulo inscrito numa semicircunferéncia é retangulo, temos
que a medida da hipotenusa do triangulo é AC' = 4, e recorrendo as defini¢oes
de seno e cosseno, para determinar as medidas da base (BC) e da altura

(AB), vem: B
BC BC —
sena = — < sena = —— < BC =4sena Q@
AC 4 A C
L L 4
B __
cosa=— & cosa=—— & AB =4cosa
AC 4
: : N . = 4 .
Como o raio da circunferéncia é metade do respetivo diametro, r = —5 =35 2, temos que a area da
regiao é a diferenca da area do semicirculo e da area do triangulo:
A, 2 BCx AB 2)2  4s X 4 cos 4
A:7—A[ABC]:%— > :W(; — 5enoz2 COba:g—E%senacosa:

=21 — 4 X 2senacos a = 21 — 4 sen (2a)

3. Como o nimero deve ter 5 algarismos diferentes como os 6 algarismos de 0 a 5, e o algarismo das unidades
deve ser 5, existe apenas uma alternativa para o algarismo das unidades.

Como o algarismo das dezenas de milhar ndo pode ser zero, nem 5 (que é o algarismo das unidades),
existem 4 alternativas para este algarismo.

Para o terceiro algarismo escolhido, por exemplo o dos milhares, voltam a existir 4 alternativas, porque o
zero ja pode ser considerado nesta posicao, e para as restantes duas posicoes existem, respetivamente 3 e
2 alternativas.

Assim, a quantidade de nimeros que existem nas condigoes descritas, é:
4x4x3x2x1=96

Resposta: Opgao D

4. Determinando a probabilidade com recurso a regra de LaPlace, calculamos o quociente do numero de
casos favoraveis pelo nimero de casos possiveis, sendo os casos possiveis equiprovaveis.

Como a empresa tem 60 funciondrios, o nimero de grupos de 4 funcionérios que podem ser formados, sem
sequéncia ou hierarquia, ou seja, o ntimero de casos possiveis é 60Cy.

O ntmero de funciondrios que trabalham em regime presencial corresponde a 75% do total de traba-
lhadores (sendo excluidos os 25% que trabalham exclusivamente a distdncia), ou seja 0,75 x 60 = 45 .
Como se pretende calcular a probabilidade de serem selecionados, no méximo, trés funcionarios que tra-
balham em regime presencial, podemos calcular o niimero de casos favoraveis pela diferenca de todos os
grupos que se podem constituir e o numero de grupos que é constituido exclusivamente pelos funcionarios
que trabalham em regime presencial, ou seja °Cy —%° C;.

Assim, recorrendo a regra de LaPlace, a probabilidade de serem selecionados, no méximo, trés funcionarios
60C, 45 C,
4 — 4

que trabalham em regime presencial, pelo menos, dois dias por semana, é: 00
4

©
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5. Como A e B sao acontecimentos independentes, temos que

P(AN B) = P(A) x P(B)

Assim,

P(B)+ P(4) x (1- P(B|4)) = P(B) + P(4) x (1 _ Pf(g;l)) -
= P(B)+P(A) - P(BNA)
= P(B)+ P(A) — P(A) x P(B) )
= P(A)+ P(B) - P(A) x P(B)
= P(4)+P(B)(1- P(4))
= P(A)+ P(B) x P (4) 3)

(1) Definigao de probabilidade condicionada
(2) Hipétese: P(AN B) = P(A) x P(B)
(3) Teorema: P (X) =1— P(X)

Logo P(B) + P(A) x (1 — P(B|A)) = P(A) + P(B) x P (A) g.e.d.

6. Usando a definicao do niimero e, temos que:

limun:lim(n+k> zlim(n—f—k) :lim(l—i—k) =k
n n o n n

Resposta: Opgao C

7. De acordo com a enunciado, e com a defini¢cao de progressao aritmética, temos que:

eu3s=1vl+2r=1 v,=1-2r

e vig=v1+9r=1-2r+9r=14+T7r

e vg=v1+8 =1—-2r+8r=1+6r
Desta forma, vem que a razao é:

5 5 5 30r 30r 5 2r 1
= 1+7r=2(1+6 1+7r=14+2" o202 1o T2
V10 4v9<:> + Tr 4(+r)<:> + Tr 4+4 & Tr i i o T=7

1
& —27“21@7“2—5

1
E o primeiro termo é: v1:1—2r:1—2<—2):1—|—1:2

Assim o termo geral da sucessdo é: v, =2 — §(n -1)
Desta forma, resolvendo a equacao v,, = —50, vem:
1 n 1 n 1 n 105
Up 50 & 2(n ) 50 < 2+2 50 € —3 5 5 & =5 5

1
<=>n=2><% < n =105

Como a solugao da equagdo é um ndmero natural, entdo —50 é o termo de ordem 105 da sucess@o (vy,),
ou seja, v195 = —50
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8. Como z = ee’®, temos que:

e |z| = e, pelo que o afixo de z é um ponto pertencente & circunferéncia de centro na origem e raio e

T
e Arg(z) = e, como e & 2,7 temos que T < Arg(z) < 5 pelo que o afixo de z é um ponto do 2.°

quadrante.

Resposta: Opgao A

9. Simplificando a expressao de z;, como i’ = 4T3 =43 = —{ temos que:

=1+ x(2+)+i"=1+2+i%)x(2+4)—i=2ix (2+14) —1i

=(1+2—1)x (24+4)—i=2i(2+4) —i=4i+ 2> —i =3 +2(-1)

Assim, podemos determinar o valor de zo:

Xy B4l s gy ST 342 B42A)(2-30) 0 6946
T T TR T arm TR T s 2T (27 @i
o = 8116001 _6+6-11i 0 -
72 = 4-9(—1)2 Z2 = 19 2= 7 z9 = —1i

Logo temos que:

243

2o =senf +icosf < senf +icosf = —i < senf +icosf =0—i

Ou seja senf =0 A cosf = —1, peloque =«

10. Para averiguar se a fungao f é continua em x = 0, temos que verificar se f(0) = lim f(x)

x—0
3
0)=-
. . 3z 3(0) 0 -
° chli%f(l‘) = ilg})esx 1T SO 1 S0 -1_0 (Indeterminagéio)
. . 3z . 1 . 1 . 1
allg%)f(m) - il—r{%)em” -1 il_r)r}) et —1 il_r% (€3 — 1) x % o allg%) (€5 — 1) x
3w 3z x 2 5z
(considerando y = 5z, temos que se x — 0, entdo y — 0)
. 1 B 1 N 1 1
- Y _ 5 7 Y _ 5 -1 5 )
y=0 & lim w hn})e X lir%g 1x 3
y y—0 Y y— Yy y—

Lim. Notavel

Como f(0) = lirrbf(x), entdo a funcdo f é continua em z =0 .
z—
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11.

11.1. Determinando a equagao da assintota vertical do grafico de g, quando x — 400, temos:

lim g(z) = lim (In(1+e®) —2) =In(1+e">) — 0o = +00 — 0o (Indeterminagio)

T—+00 r—400
lim g(z)= lim (In(l1+e")—z)= lim (In(l+e")—Ine”)= lim In L
r——+00 T—+00 oo s e
= i 1 ! il li | 1—|—1 = 1 +1)=In(0+1)=Inl1=0
sam nlZte) = m G =In{ — =ln —Inl=

Logo a reta definida por y = 0 é uma assintota do gréafico de g, quando z — +o0

Determinando o declive da assintota obliqua do grafico de g, quando x — —oco, temos:

lim g(x) ~ lim In(l1+e*) —x lim (ln(l—l—e) x)

m = _— pry _— pry
r——00 I xr——00 98 T—r—00 T X
In(1 v In(1 T In(1 + +
— Hm (M_l):M_lzm_lzo__l:o—_1:_1
T—r—00 x —0Q —0o0 —0o0

Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:

b= lim (g(z) — ma) = $l'}r_noo(ln(l +e)—z—(-1)z) = lim (In(l+€*)—z+z)=

T—~ 00 T——00

= lim In1+e*)=In(1+e*°)=In(1+0)=Inl=0
T——00

Desta forma a equacao reduzida da assintota obliqua do gréfico de g, quando z — —o0, é:

y=—-1lxz+0 & y=—2x
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11.2. Determinando a expressao da fungao derivada, temos:

(1+e") ()" + ()

g’(x):(g(x))/:(ln(l—kem)—x)/:(ln(l—l—ex))/—(x)': e —il= e —1=
_0+e® _ e
_1+e””_ _1+em_

O declive da reta tangente ao grafico de g, no ponto de abcissa 0, é dado por:

g 1 1 1
=% - =l _1=_=
1+e€0 1+1 2 2

m = ¢'(0)
Determinando a ordenada do ponto do gréfico de abcissa 0, temos:
g(0)=In(1+e’) —0=1In(1+1)=1n2

Como o ponto de abcissa 0, também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas deste
ponto e o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valor de b:

1
1n2=—§><0+b = 1n2:b
Desta forma, a equacao da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 0, é:
1 x
y=-3 xz+In2 & y:f§+ln2

Assim, as coordenadas do pontos A e B, sdo:

e A(0,In2) porque g(0) =1In2

e B(2In2,0) porque 0 = fg +In2 & g =ln2 & x=2In2
E assim, a drea do tridngulo [OAB] é:

OA x OB ~ In2x2mln2 2(In2)?
2 - 2 2

AjoaB) = = (In2)?

12.

12.1. Considerando o ponto P como o ponto de intersecao da reta s com o eixo Oy temos que as respetivas
coordenadas sao P(0,b), sendo b para calcular a ordenada na origem da reta s.

Assim, temos que o declive da reta s, é:

- ~1 -1

M ep—za 0-(-1) 1

Como m = b — 1, temos que:
m=b—1& b=m+1

Resposta: Opgao A
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12.2. Como o ponto C' é projecao ortogonal do ponto B sobre o eixo Oy,
as coordenadas do ponto C sdo (0,(m + 1)), e o valor de m para o
qual a drea do triangulo [ABC] é igual a 4 , é a solugao da equagao:

zp X (yB —ya)
2
(m+1)x ((m+1)2-1)
2
s m+1)P3—(m+1)=8

A[ABC]:4<:> =4 &

=4 &

Desta forma, visualizando na calculadora grafica os graficos das
fungoes f(z) = (x +1)3 — (z + 1) e g(x) = 8, numa janela que
permita a visualizagdo da intersecao dos dois graficos, reprodu-
zido na figura ao lado, e usando a funcionalidade da calculadora
para determinar valores aproximados das coordenadas do ponto
de intersecao de dois graficos, obtemos o valor aproximado (as
centésimas) das coordenadas do ponto de intersecao, cuja abcissa
é o valor de m pretendido:

(1,175 8)

Assim, o valor arredondado as centésimas de m para o qual a area
do triangulo [ABC] é igual a 4, é 1,17.
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13. Para estudar o sentido o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexao, comecamos por
determinar a expressao da segunda derivada:

(1-3e*")(z) — (x—€**) =z —32e> —z+e3®  —32e3 +e3*  3(-3z+1)

x 2

Determinando os zeros da segunda derivada, vem:

e3®(=3z +1)

Jd'"(z)=0 & 5 =0 &7(-3rx+1)=0A 2240 &
——

PV,z>0

T

1
& £7=0 V-3+l=0&1=3zr& -=2
W—/ 3
Cond. impossivel
Assim, estudando a variacao de sinal de g” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de
g, vem:

x 0 % +00
e3® n.d. + + +
—3x+1 | nd. + 0 —
x? n.d. + + +
g’ n.d. + 0 —

Logo, podemos concluir que o grafico de g:

e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [%, + oo[
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo ]0,%]
e tem um unico ponto de inflexao, cuja abcissa é x = % .

14. As solugoes da equagao pertencem ao conjunto {xr € R: 92+ 1 >0 A 6z > 0}

1
Como 9z > -1 A 62 >0 & z > ) ANz>0 < x>0, temos que = € ]0,+ oo[, e resolvendo a

equacao, vem que:

1
5 logy (97 + 1) = logy(62) < logy (97 + 1) = 2log,(62) < logy (97 + 1) = log,(62)* < 9z +1 = (62)* <

—9= VP 4361

S 95 4+1=3622 & —362°+92+1=0 & 2=

2 x (—36)
x:7_9+15 V x:7—9—15 =14 xz—i V .2321
—72 —72 12 3
Assim, como = > 0, z = —%2 nao é solucao da equacgao, pelo que o conjunto dos nimeros reais que sao

. - 1
solugao da equagao, é: 3
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15. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcao f, para estudar a monotonia da fungao e
a existéncia de extremos:

!
f'(z) = (Vkz —n(kz)) = (Vkz) — (In(kz)) = ((kz)?) - (k) _ % x (kz)'~2 x (kz) — kﬁ =
x 7
1 1 k 1 1 k k k k2x — 2kvkz
=-xkr) Ixk—-—=-X—=Xk-—=—=—-"—=——"— " =
2 kx 2 \kx kx  2vEkx kx 2kxvkx
B k(km = 2\//4:33) _ kx —2Vkx
k x 2zxvVkx k#£0  2zxvVkzx
Calculando os zeros da derivada da fungao f, temos:
kx —2Vk
Fla)=0e 2"V _ 0o ke—2Vkz=0A  20Vka £0 &
2x/ kx N————
Cond. universal para >0
2 2 2 (ka)? 4
& kz=2Vkr = (kz)° = (2Vka)” & (kz)® =4dkz & p :4k:7éokx=4 S z=7

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcdo, vem:

x 0 % +00
kv —2vkr | nd. | - 0 -
20vVkx n.d. + + +
1 n.d. — 0 I
f nd. | ™~ | min | —

. . ~ .. 4 a
Assim, podemos concluir que a funcao f tem um minimo absoluto em x = z porque é decrescente no

4 4
intervalo }O’k [ e crescente no intervalo ] % + oo {

4 4 4
f(k> —,/k:xkln(kxk) =V4-In4=2-In4

Como a funcao é continua, porque é o produto, a diferenca e a composicao de fungoes continuas, e

O valor do minimo é:

lim f(z) = lim (\/ﬁ —In(kz)) = V0 x z —In(0% x z) = V0 —In(0") = 0 — (—00) = 400

z—0t z—0t

entao o contradominio de f é
D =12 —1n4, + oo
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