Exame final nacional de Matemética A (2023, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

1. Analisando a monotonia de cada uma das sucessoes, temos:

e a, =(n—>5)% Comoay =1; a5 =0 e ag = 1, temos que ay > as e az < ag, entio a sucessio niao é

monadtona;
(-=1)" 1 1 1 ~ R
e b, = : Comoa; = ——; a2 = - eaz = ——, temos que a; < as € ag > as, entao a sucessao nao
i n+3 4 5 6
€ monotona;
e ¢, =(—2)": Como a; = —2; as =4 e a3 = —8, temos que a; < az € az > ag, entdo a sucessdo nao é
mondtona;
1
o d,=—:
n
d d 1 1 n n+1 n—n-—1 1
1 — = —_— = = — frng = —
e " n+l n n24n n2+4n n?+n n?+n

Como n € N, entdo n? +n > 0,logo d,,+1 — d, < 0,¥n € N, ou seja, a sucessdao é monétona (decres-
cente).

Resposta: Opgao D

2. Temos que:

e sequéncia dos raios das semicircunferéncias: r,, = 277! ;

e sequéncia dos comprimentos das semicircunferéncias (semiperimeros das circunferéncias):

2X X7y,

@p = 5 =7 x2"1

Como os termos da sequéncia dos comprimentos das semicircunferéncias é uma progressao geométrica de
razdo 2, e cujo primeiro termo é ¢; = m x 20 = 7, entdo o comprimento total das 25 semicircunferéncias é
a soma dos 25 primeiros termos da sequéncia:

I

Sos =T X =7 x 33554431 ~ 1,0541 x 10® cm ~ 1054 km

3. Como P (ANB) = P(A\ B) = P(A) — P(AN B) = 0,5, entao:
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B) < P(AUB) = P(B) + P(A) — P(AN B) <

< 0,8=P(B)+05 & 0,3=P(B)
Resposta: Opgao B



4.1.

4.2.

5.1.

©

Como os 9 bombons vao ser colocados em 9 compartimentos, existem °C, formas de colocar os 4
améndoa, e por cada uma destas formas existem ®C formas de colocar os 2 de aveld nos restantes 5
compartimentos, e ainda 3C3 formas de colocar os 3de noz, nos restantes trés compartimentos, sendo
esta 1ltima, uma forma tnica de colocar os bombons de noz.

Desta forma o ntimero de casos possiveis é °Cy x° Cy x3 Cy =2 Cy x5 Cs.

Para que uma linha fique preenchida s6 com bombons de améndoa, para os restantes 6 compar-
timentos devemos selecionar 1 para colocar o de améndoa restante (°C;), 2 dos 5 compartimentos
restantes para os de aveld (°Cy) e os restantes serdo preenchidos com os de noz.

Como qualquer uma das 3 linhas pode ser a que sera ocupada pelos bombons de améndoa, o nimero
de casos favoraveis é 3 x8 C; x® Cy x3 C3 =3 x8 € x® Cs.

Assim, recorrendo a regra de LaPlace, a probabilidade na forma de fragao irredutivel, é:

3)(601 ><502 1

904 XSCQ - 7

No contexto da situacdo descrita AN B representa o acontecimento: <o primeiro bombom ter recheio
de frutos secos e o segundo nao ter recheio de frutos secos>, pelo que P (C [AN E) é a probabilidade
de que o terceiro bombom tenha recheio de caramelo, sabendo que o primeiro tinha de frutos secos
e o segundo de caramelo.

Como na primeira extracao existiam 9 bombons com recheio de frutos secos e 22 de caramelo, na
segunda extracao deverao existir 8 de frutos secos e 22 de caramelo e na terceira extragao deverao
existir 8 de frutos secos e 21 de caramelo.

9 FS L2 Ext.} 8 FS 2.4 Ext.} 8 FS 3.2 Ext.}
22 C 1FS 22 C 1C 21 C 1C

Assim, como sabendo que o acontecimento representado por A N B ocorreu, para a probabilidade
P (C’|Aﬁ B), existem na terceira extracao 21 bombons de caramelo, ou seja, 21 casos favoraveis;
num total de 8 + 21 = 29 bombons, ou seja, 29 pelo que, recorrendo a Regra de LaPlace, temos:

P(Cl4NEB) ==

Como um vetor diretor diretor da reta que contém o eixo Ox é U = (1,0,0)
e para que um plano seja perpendicular a uma reta, o vetor normal do
plano deve ser colinear com o vetor normal da reta, de entre as equagoes
apresentadas, podemos identificar a que representa um plano cujo vetor T
normal é colinear com o vetor U : !
I
I
I
|
o

e z =0, vetor normal: U4 = (0,0,1) e (0,0,1) # k(1,0,0) vk € R

y = 6, vetor normal: 3 = (0,6,0) e (0,6,0) # k(1,0,0) ¥k € R U
z = 2v/3, vetor normal: v¢ = (21/3,0,0) e (2v/3,0,0) = 21/3(1,0,0) /2\@ <A
e z+y+2z=0, vetor normal: o7 = (1,1,1) e (1,1,1) # k(1,0,0) Vke R =

Resposta: Opgao C
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5.2. Como o ponto B pertence ao plano mediador do segmento de reta [OA], designado por M o ponto
médio de [OA], temos que [BM] é a altura do triangulo [OAB] relativa a base [OA].

Assim temos que:
« 0A=1/(2v3-0)° +(6- 02+ (002 = VIX3F36 70 = VIS = 43

2
N e <.’L’A—;—xo,yA‘;‘yO,ZA;‘ZO> _ ( \/§;+0’6;070;0> = (\/3,3,0)

A equagao do plano mediador de [OA] (ao qual pertence o ponto B), é:
(2—0)24+(y—0)2+(2—0)% = (—2V3)%+(y—6)%+(2—0)? & 2%+ = 22 —42V3+12+y*—12y+36 =

& 0=—42V3+12 12y +36 © 42V3+12y —48=0 & V3z+3y —12=0

Como o ponto B pertence & reta AB, entdo as suas coordenadas sdo da forma: B(v/3k,16 — 5k,0)
pelo que podemos determinar o valor de k, substituindo as coordenadas no plano mediador de [OA]:

250

V3 xV3k+3(16—5k) —12=0 < 3k+48— 15k —12=0 < 36 = 12k < 5=k e k=3

Desta forma temos que:
e B(v3x316—-5x3,0)=(3v3,16 — 15,0) = (3v/3,1,0)

. W:\/(3\/§—¢§)2+(1—3)2+(0—0)2=\/(2\/3)2+(—2)2:\/4><3+ =16 =4

E assim, vem que:

. OAxBM _—— 4V3x4
WOABCDE]:A[OAB]XOD:+X D=%x5:2\/§x4x5:40\/§

6. Designando por P o ponto pertencente ao segmento de reta [AB] com ordenada igual & do ponto C, temos
que [C'P] é a altura do tridngulo [ABC], relativamente & base [AB], e assim, vem que:

e AB = tg o
1 ——2

Ol

e CP=zx4—zc=1—cosa=1—-=

1o AB =9-1« AB =8 < AB = 22

1 —
o tg2a+1 = —— s AB1—|—1 =
cos? o

Wl = W=
@\)—\‘»—l

3

E assim, a drea do tridngulo [ABC], é:

2
ABxCTP 2V2x3 25

A = =
[ABC] 5 5 3
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7.1. Como o dominio de f é R\{0}, para que exista lin%)f(x), entdo tem que se verificar lim+f(:c) lim f(x)
T— z—0 z—0—

Assim, temos que:
e lim f(z) = lim (In(2—e®)+2+2) =In(2—€’)+0+2=mIn(2-1)+2=I1+2=0+2=2
z—0t z—0t

x 0 0 0
° zlir(IJl_f(a’;) = Il_lf(rJl— SZ);I (7@.11:) = SeI;O(ai 1 ) = ieil 1 = 0 (Indeterminagao)

. (az) _ lim <sen (azx) " ax) _ (sen (az) Lo ) _
z—0—

z—0— €% — et —1 ax z—0~ ax et —1

(considerando y = az, temos que se x — 0™, entdo y — 0~, porque a > 0)

. seny . X . . x . 1
= lim x lim (a x =1x lim ax lim =ax lim — =
y—0— Y x—0~ et —1 z—0— z—0-e® — 1 z—0— €7 — 1

—_———
Lim. Notével %
lim 1 1
=
=ax 22 _ —gx-=aq
.. &=l 1
lim
r—0— x
N————’

Lim. Notédvel

Logo, determinando o valor de a, vem: lim f(z) = lim f(z) & 2=a
z—0t z—0~

7.2. Como o grafico de f, admite uma assintota obliqua quando z — +00, podemos determinar o declive
da assintota:

m =

lim f(x): lim In(2—e®)+x+2 — lim <1n(26)x+2)

z—+oo T T——+00 T T—+00 + T T

= lim <1><1n(2—e_1)+1+i>: lim l>< lim (1n(2—e_”))+ lim 1+ lim 3:

r—+00 xr r—+oo r——+00 Tr—+00 r——+oo I

1 2
=— xIn2-e®)+1+—=0xIn(2-1)+1+0=0xlnl+1=0x0+1=0+1=1
“+00 “+00

Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:

b= lim (f(z)—mz)= lim (f(z)—1x2z)= lim (W(2—-e*)+2z+2—2)=

T—+00 T—r—+00 T—r+00
= lim (n(2-¢")+2) =l (2-e)+2=Mm2-e")+2=n(2+0)+2=m2+2

Desta forma a equacao reduzida da assintota obliqua do grafico de h, quando x — 400, é:

y=1xax+n2+2 < y=x+In2+2

8. Recorrendo as propriedades dos logaritmos, temos que:

b
log,, <> =2 & log,b—log,a=2 & log,b—1=2 & log,b=2+1 & log,b=3
a

E assim:

1 3 3 3 12 15
log,, (\/a>3><b2> = log, Va3 +log, b zloga(a);’—i—Zlogab: ixlogaa+2><3: §><1+6: 5—1—? =5

Resposta: Opgcao B
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9.1. Comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao g:
g (z) = (e®cosz) = (e%) x cosz + €% x (cosx)’ = e® cosze®(—senz) = e”(cosx — sen )
Calculando os zeros da derivada da fungao g, temos:

g () =0 & e"(cosz — senz) =0 & e’ =0 V cosx = senz &
N——

Cond. impossivel
& cosx:cos(gfz> & :c:gfx+2k7r \Y x:f(gfx)+2k7r,k€z &
T T
& m+x=§—|—2k7r \Y, x:—§+x+2k7r,kEZ &

o 2m:g+2lm\/0x:—g+2kﬂ,keZ@x:%—i—lm,kez
—_—

Cond. impossivel

T
Assim, como o dominio de g é [0,7[, a Unica solugdo da equacao é x = i ,(k=0).

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

75 0 4 s
e” + + + + n.d
cosx — senx + + 0 — n.d.
q + + 0 = n.d.
g min, | —¥ | Méx. | % | n.d.

Assim, podemos concluir que a funcao f:
2 . 71'
e ¢ crescente no intervalo O’Z ;

a . 70
e ¢ decrescente no intervalo |:Z,7T [;

e tem um minimo relativo que é: g (0) = €%(cos(0)) =1x1=1;

9.2. A abcissa dos pontos do graficos da funcao g com a ordenada igual a abcissa sao solucoes da equagao
g(z) =2z & g(z) —z=0
T
Assim vamos mostrar que a fungao h(z) = g(x) — = tem pelo menos um zero no intervalo } 5 {

Como a funcao g, e também a funcao h resultam de operagoes
sucessivas de fungdes continuas em [0,7[, sdo continuas neste

g . . iy
intervalo, e em particular no intervalo [5,5] .

C.A.
Como h(g) < 0 < h(g), entao, podemos concluir, - . .
| 1 (5) = et () 5w
pelo Teorema de Bolzano, que existe ¢ € }g,g{ tal que 3 er o8 3 3
h(c) = 0, ou seja, que existe, pelo menos, uma solu¢io da | p (E) — e% cos (f) _T L 57
2 2 2 ’

T
equagao h(x) = g(z) — = no intervalo }575 [, isto é, que
existe, pelo menos, um ponto do gréfico de g cuja ordenada é
igual a abcissa, neste intervalo.
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10. Como e* > 0 e e * > 0, entdo e + e~ % #£ 0,Vx € R, pelo que resolvendo a equagao, temos:

T _ ,—T 1
i—f<:>3(ew—e*””):e$+e*$<:>36$—3e*"”—e‘””—e*””:0<:>Qew—4e*z:0<:>
et +e® 3

1 5 4 2(e*)2 — 4
o2 -dxtonoarxs L 0o X Tt Lo _4gn &40 o
et er et er ——
Cond. universal
o In2

& 2e :4®62m:2®2x:ln2©x:7

In2

11. Observando que a diferenca entre a distancia maxima e a distancia
minima corresponde ao diametro, a, da circunferéncia, temos que:

a=3V2+3-(3V2-3)=3V2+3-3V2+3=3+3=6

Assim, os dois instantes em que a distancia do ponto P a reta r é
igual ao didmetro da circunferéncia, sao as solugoes da equacao

dit)=a & d(t)=6

Desta forma, visualizando na calculadora gréfica o grafico

da funcéo f(x) = %(2+ sen x—cos x), e a reta horizontal
de equagao y = 6, para 0 < x < 7, reproduzido na figura ao
lado, e usando a fungao da calculadora para determinar va-
lores aproximados das coordenadas do ponto de intersecao
de dois graficos, obtemos o valor aproximado (as décimas)
das abcissas dos pontos de intersecao, a que correspondem
os dois instantes em que a distancia do ponto P a reta r é

igual ao didmetro da circunferéncia:

t = 1,4s ety ~ 3,3

~A

12. Como Arg(z) = g, considerando p = |z|, temos que z = pe'7.

. ;I ~
Como 2i = 2e'2, entao:

2z =2ix z=2¢e"% x pei% = 2pei(%+%) = 2pei(%ﬂ+§l) = 2pei§l
9
Ou seja, Arg (2iz) = %

Resposta: Opgao B
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13. Escrevendo z» na forma trigonométrica (pe'®) temos:

e p=I= /(-2 + (-VBP = VITB=vi=2

° tg&: — = = /3; comosenf < 0 e cosf < 0, f é um angulo do 3° quadrante, logo 0 —7r+§ =3

= —i, escrevendo z; + i23 na forma trigonométrica, vem:
71 +i% = —5i—i=—6i =6e

Assim, simplificando a expressdo de w, temos que:

= Z1 +Z23 = 661'7 = 66i7 = £61<377"_4"T‘“')
4 (0%) wel®) 2

T
Como w é um imaginario puro se Argw = 5 + k7, k € Z, temos que, para k € Z:

3r  dnm 97  8nm 3w 6kw
Argw——+k <:>T_T_E—‘rkﬂ-@F_T_F+?®9ﬁ_8nw_3ﬂ+6kﬂ-¢>

270(3 — _
(3 — 4n) PN 3—4n
6T

Como n € N, o menor valor de n que corresponde a um valor inteiro de k é 3:

3—-4(1) 1
3 = 3

& 97 — 31 — 8nw = 6k & 67 — 8nw = 6k < 27(3 —4n) = 6kT &

en=1— k=
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14. Designando por m e n as abcissas dos pontos A e B, temos que as respetivas coordenadas e as do ponto
médio sao:
e A(m,h(m)) = (m,am?)
e B(n,h(n)) = (n,an?)

2 2
o« M m—i—n’am +an
2 2

Como a derivada da fungao h é h'(z) = (amz)/ = 2azx, os declives das retas tangentes ao grafico de h, nos
pontos A e B, sao:

e my = h'(m) =2am

e mp =h'(n) =2an
E assim, designado por podemos determinar uma expressao para a ordenada da origem para cada uma
das equagoes da retas, substituindo a expressao do declive e das coordenadas dos pontos de tangéncia:

e y=maxz+bs & am®=2amxm+bs & am®—2am? =by & —am® =by

e y=mpxzx+bg & an® =2an xn+bg & an? —2an? =bg & —2an® =bp

2

Ou seja as equagdes das retas tangentes nos pontos A e B, sdo, respetivamente, y = 2max — am* e
y = 2nax — an?, pelo que a abcissa do ponto de intersecio das retas é a solucao da equacio:

9 9 2maz —am?  2naz — an®
2maxr — am” = 2nar — an” & =
a a
& 2mx —m? =2nr —n? & 2mxr —2nr=m? —n? & z(2m—2n)=m? —n? &
(n—m)(n+m) n+m
S r=—" Y S = —"
2(m —n) 2

Como as abcissas do ponto médio e do ponto de intersecao das tangentes sao iguais, logo, o ponto de
intersegao das tangentes pertence a reta vertical que contém o ponto médio.
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