Exame final nacional de Matemética A (2024, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

1. De acordo com a definigao por recorréncia, calculamos o segundo e o terceiro termo da sucessao:

e a1 =3;
e as=2xu;+2=23)+2=38;
a3 =2xuz+2=2(8)+2=18;

Resposta: Opgao C

2.1. Como sabemos que:

e a linha que tem 19 cartoes, é a linha cujo segundo niimero nimero é 18, ou seja, a linha em que
os niimeros sio da forma 8C,;

e 0 quarto de numero de cada linha, quando existe, é da forma "Cj ;

Temos que: o quarto nimero da linha que contém, exatamente, 19 cartdes, é:
1805 = 816

Resposta: Opgao A

2.2. Como sabemos que em cada linha o niimero de cartoes é superior ao da linha anterior em uma
unidade, o nimero de cartoes em cada linha é uma progressao aritmética de razao 1 e cujo primeiro
termo € 1, temos que:

e o numero de cartoes na ultima linha da figura, n, é dado pelo termo geral:
ecn=1+n—-1)x1l=14+n-1=n

e a soma de n termos desta progressao aritmética, ou seja, o nimero total de cartoes usados para
uma figura com n linhas, é:
Sn = 3081

Assim, resolvendo a equagao anterior, temos:

1
S, = 3081 < ClJ“Tc"xn::ao& o "

xn=3081 & n(l+n)=3081x2 &

—1+/(—1)2 — 4(1)(—6162)
2(1)

Como n é a ordem de uma sucessdo, é um valor natural, pelo que, n # —79, ou seja, n = 78.

S n+n?=6162 < n’+n—6162=0 < n= e n=78Vn=-79




3.1. Para averiguar se a funcdo f é continua em z = 0, temos que verificar se f(0) = lim f(z) = lim f(x)

z—0t
4cos0 4x1 4
0 = = = — = —2
A ey s Sl B
4cosx 4cos0Ot
li = 1li = -2
* Jim f(z) a:ar(r)lJr senz —2  sen0t — 2
1-— 1 — e6x0" 1-1 0
e lim f(z)= lim e = ¢ = = — (Indeterminagcéo)
z—0— z—0- 3 3x 0~ 0 0
1— b 1- 1+eﬁ'm 2 6z _1
lim f(z) = lim C — lim = lim x2) = tim (—2x¢
z—0- z—0~- 3 z—0~ z—0~ 2 z—0~ 6x
(considerando y = 6z, temos que se z — 07, entdo y — 0~ )

=-2x1=-2
y—0— y—0— y

Lim. Notéavel
Como f(0) = lim f(x) = lim f(z), entdo a funcao f é continua em x = 0.
z—0t z—0~

3.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungéo f, para z €]0,27]:

( 4cosx )’ (4cosz) (senx —2) — (4cosz) (senz — 2)

senx — 2 (senz — 2)2

f'(z)

4(cosz) (senz —2) — (4cosz) ((senz) — (2)') _ 4(—senx) (senz —2) — (4cosx) (cosz — 0)

(senz — 2)2 N (senz — 2)2 B
—4sen?z 4 8senz —4cos?z  —4(sen®z + cos?z — 2senx) —4 ‘< (1-2 )
e = = - senx
(senz — 2)2 (senz — 2)2 (senz — 2)2

Calculando os zeros da derivada da fungao f, em x €]0,27] :

—4
flz)=0& ——— = =0V1—2senz=0 & —2senz=—-1 & senx =
2
(senzx — 2)
—_—
Cond. impossivel

=

DN | =

@Senx:sen% @x:%—i-ﬂm\/x:ﬁ—z—i—ﬂm,keZ

: s - - m 5m
Assim, como z €]0,27[, as tnicas solugdes da equacao sdo x = 5 Vo= s

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fun¢ao, vem:

(k= 0).

s 5T
m n.d. - - - - - -
1—2senz | n.d. + 0 — 0 + +
I n.d. — 0 + 0 — —
f nd. | | min. | — 7 | Mdx. | 3 | min.

Assim, podemos concluir que a funcao f:

. . T o7
e ¢ crescente no intervalo E’F g

T 5T
e ¢ decrescente no intervalo }O’E} e no intervalo |:,27T:| ;

. T 5T
e tem extremos relativos para: x = — ;x = —ex =27 .
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4.1.

4.2.

5.1.

Designando por a o nimero de bolas amarela inicialmente existentes no saco e por v o nimero de
bolas verdes inicialmente existentes no saco, temos que:

a
« PA)= a+v
o P(B|A) = %
E assim, como P(B|A) = 1:)(;3(2)3) < P(ANB) = P(A) x P(BJA), e como a >1ewv > 1, entao
a—14+v>1,ouseja, a—1+4v#0 e assim vem que:
2p(A

P(ANB) = %P(A) & P(A) x P(B|A) = %P(A) & P(Bl4) =3 & PBlA) == &

Wl o

a—1 2
————=- 5 3a-1)=2(a—-14v) © 3a-3=2a—24+2v & a=2v+1
a—1+v 3

Logo, como v é um nimero natural, 2v é um nimero par, e 2v + 1 é um nimero {mpar, ou seja, o
nimero de bolas amarela inicialmente existentes no saco, a, ¢ um nimero impar.

Como estao no saco 200 bolas e 49% sao verdes, sabemos que o contetido do saco é constituido por:

e 200 x 0,49 = 98 bolas verdes, e
e 200 — 98 = 102 bolas amarelas.

Assim, extraindo ao acaso 4 bolas do saco, o nimero de conjuntos diferentes que é possivel formar,
ou seja, o niimero de casos possiveis, é 200C,.

O numero destes conjuntos que contém, pelo menos, 3 bolas verdes, é a soma dos conjuntos que
contém 3 bolas verdes e 1 amarela com os conjuntos formados por 4 bolas verdes. Ou seja, o niimero
de casos favordveis, é 22C5 x102 ¢, +%8 C,.

Assim, a probabilidade do conjunto das 4 quatro bolas conter, pelo menos, trés bolas verdes, na
forma de dizima, arredondado as décimas, é:

9803 ><102 Cl +98 04
20004

~ 0,3

Como a equacgao que define o plano que contém a base do cone é z + 2y —8 = 0, o vetor normal deste
plano, %(1,2,0), também é um vetor normal de qualquer plano paralelo ao plano da base do cone,
pelo que a equacao do plano que pretendemos definir é da forma:

c+2y+d=0
Como se pretende que o plano contenha o ponto de coordenadas (1, — 3,4), Tu
podemos determinar o valor do parametro d, substituindo estas coordenadas,
na equagao anterior: Tﬁ

1+2(-3)+d=0< 1-6+d=0 —5+d=0 < d=5

E assim, uma equagao que define o plano paralelo ao plano que contém a base do cone e que passa
no ponto de coordenadas (1, —3,5), é:
r+2y+5=0

Resposta: Opgao C
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5.2. Como os pontos A e B pertencem ambos ao plano definido pela equagdo = — 2y — 8 = 0, temos que:

e o0 ponto A tem ordenada e cota nulas, porque pertence ao semieixo positivo Oz, ou seja a sua
abcissa é: 4 —2(0) —8=0 < x4 =38

e 0 ponto B tem abcissa e cota nulas, porque pertence ao semieixo positivo Oy, ou seja a sua

ordenada é: 0 —2(yp) —8=0 < 2yp =8 © yp=- < yp =4

2
Determinando as coordenadas do ponto M, ponto médio do segmento [AB], temos:

(8+0’0+470+0> — (420
2 2 2
Como [AB] é um didmetro da base do cone, e o cone é reto, o ponto médio do segmento de reta
pertence a reta MV, perpendicular & base do cone que contém o vértice. Assim, como o vetor normal
do plano que contém a base do cone, 9(1,2,0), também é um vetor diretor da reta MV, uma equagao
da reta MV é:

(x,y,2) = (4,2,0) + k(1,2,0),k € R

Assim, as coordenadas do ponto V, sao da forma (4 + k,2 + 2k, 0) e como a sua abcissa tem menos
uma unidade do que a sua ordenada, obtemos o valor de k a que corresponde o ponto V, resolvendo
a equacao:

44 k=24+2k—-1 < 4-24+1=2k—k & 3=%k

Ou seja, as coordenadas do ponto V' sao (4 +3,2+2(3), 0) =(7,8,0)

6. Inserindo numa lista da calculadora gréfica os valores dos vencimentos (em euros) dos funciondrios da drea
comercial, e noutra lista as frequéncias absolutas, ou seja, o niimero de funcionarios correspondente a cada
valor da lista anterior, e calculando as medidas estatisticas referentes a primeira lista, usando a segunda
como frequéncia, obtemos os valores da mediana, da média e o do desvio padréo, com aproximacao as
décimas:

T =940; T = 955 e 0 =~ 49,58

Podemos assim constatar que a média dos vencimentos dos funcionarios desta area ¢é inferior ao funcionérios
da area de producao; e que o desvio padrao dos vencimentos dos funcionérios da area de producao é infe-
rior ao desvio padrao dos vencimentos dos funciondrios da drea comercial.

Podemos ainda observar que nenhum funcionérios da area comercial tem um vencimento inferior a 900

euros. Sabemos ainda que existem 50 — 12 = 38 funcionarios na area de produgao e como a mediana dos

vencimentos deste funcionarios é 900 e nenhum deles tem um vencimento igual a 900 euros, entao metade
. . . .38 S -

deles tem um vencimento inferior a 900 euros, ou seja, 5 = 19 funcionarios da empresa estao nestas

condicoes a que corresponde uma percentagem, p, relativamente ao total dos funciondrios da empresa,
calculada por:

A0, M0,y
Logo, as correspondéncias corretas sao:
eI —Db)
e IT — a)
e ITI — ¢)
e IV — b)

©
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7. Como o ponto A pertence a circunferéncia de raio 4, centrada na origem e define com a origem e o semieixo
positivo Oz um angulo de amplitude «, as suas coordenadas sao (4 cos o, 4 sen ).

Assim temos que:

e AB =4sena
e OB = —4cosa, porque o € } g,ﬂ'[, logo cosa < 0

e BD=20B =2 x (—4cosa) = —8cos

E assim a drea do quadrildtero [ABC D] pode ser obtida como a soma das dreas dos triangulos [ABD] e
[BCD], ou o dobro da drea de um deles, porque sdo congruentes:

B

AB
AjaBcp) = Aasp) + Aep) = 2 X Ajapp) = 2 X

; —BD x AB =

= —8cosa x 4sena = —32sen o cos o = —16(2sen a cos o) = —16sen (2a)

8. Como a funcdo f é polinomial, é confnua em R, e em particular no | C.A.

intervalo [0,1].
f(0)=a(0)®?+0—-2=-2
Como f(0) < 0 < f(1), entdo, podemos concluir, pelo Teorema
de Bolzano, que existe ¢ € ]0,1] tal que f(¢) = 0, ou seja, que a funcio | f(1) =a(1)* +1-2=a—1
f tem, pelo menos, um zero no intervalo |0,1] . Como a > 1, entao f(1) >0

9. As solugoes da equacao pertencem ao conjunto {x € R: 2z >0 A x+ 1> 0}
Comozxz>0AN —z>-1< x>-—1,

temos que z €]0, + co[N] — 1, + oo ou seja, x €]0, + oo, e resolvendo a equagdo, vem que:

1 1 1 1
Elong—logQ\/;r—i—l:—l & ilogzx—logz(aﬂ—l)% =-1< ilogzm—ilogQ(aﬂ—l):—l &

1
& §(log2m—log2(:c+1)) =—1 & logyz —logy(z+1) = =2 & log, (frl) =-2&
x
T a5 1 95 1 1
& =2"? & == & =2 & 4z= ledr—z=13z=1z==
z+1 2+l 2 T rrl A TTET v . =3

1
Assim, como 3 €]0, + oo, o conjunto solucdo da equagao é {3} .
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10. Como a massa da substancia diminui 5% entre os instantes a e 3a, temos que no instante 3a, a massa da
substancia corresponde a 95% da massa existente no instante a, ou seja:

m(3a) = 0,95 x m(a)

Desta forma, inserimos na calculadora grafica o

1764
, ~ - ot L _ y
grafico da fungao f(z) = 101600 e visua "N

lizamos os graficos das fungoes:

e g(z) =095 x f(z)

* h(z) = f(3z)
reproduzidos na figura ao lado, para 0 < x < 1, uma
vez que o instante a ocorre no primeiro minuto da
reacdo. Usando a fungdo da calculadora para deter-

minar valores aproximados das coordenadas do ponto
de intersecao de dois graficos, obtemos o valor aproxi-

|
|
mado (com trés casas decimais) da abcissa do ponto | 9
de intersecao das fungoes g e h, a que correspondem — : ! h
o instante a: 1 ‘ \
a~ 0,527 0 0,527 1

Assim temos que a amplitude do intervalo [a,3a], em minutos, é:
3a —a =2a~2x0,527 ~ 1,054 min

Como 0,054 minutos correspondem a 60 x 0,054 = 3,24 segundos, a amplitude do intervalo é 1 minuto e
3 segundos.

11. Temos que:

e Como a reta r é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0 e contem um ponto do 4.2 quadrante,
tem declive negativo, pelo que a fungdo f é decrescente em x = 0, ou seja, f/(0) < 0. Assim, a
afirmacao I. é falsa.

e Como a origem pertence ao grafico de f, temos que f(0) = 0 pelo que o declive da reta r é:

o — (0 =l 1B Q) @ =0 @)

x—0 z—0 z—0 x—0 x—0 I

Como a reta s é uma assintota do grafico de f, quando x — 400, temos que o declive da reta s é:

ms = lim M
r—+o0 T
Logo limM X  lim M = 8 = m, X ms # —1 pelo que a afirmacao II. é falsa.
x—0 I r—+oo I 9
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12. Como [ABCD] é um losango, [AC] é uma das diagonais, e como AC = |21 — 23| = 6 ¢ 0 ponto O é o ponto

médio de [AC], temos que OA = z; = g =3.

Temos também que, como o tridangulo [OAB] é retdngulo em 0:

DA +0B =48 & |11 +|nl> = |1—2? © 32+|22 =52 & |22 = 25-9 = || = V16 = || = 4
Logo, |z2| = 4 e 22 é um imagindrio puro, entdo zo = 4i.

Como [BD] também é uma diagonal do losango que é bissetada na origem pela outra diagonal, entao
OB = 0D, ou seja, |z2| = |z4], pelo que z4 = —4i.

Assim, vem que:
29 X 24 = 4i x (—4i) = —16i®> = —16 x (—1) = 16

Resposta: Opgao B

13. Temos que:
o 22 — (2619)2 — 920i0X2 _ 4,i(26)
o 227 = 2(X0) (2¢%9) (261(=9)) = 2 x 2 x 2¢7(0+0—0 = 8ix0 = 8
Logo, vem que:
22 +2:2-6=2V3i & 4/ + 8- 6=2V3i & 4¢/®) = 24 2V/3;

Escrevendo —2 + 2+/3i na forma trigonométrica (pe’®) temos:

e p=1/(-22+(2V3) = VItix3=VEit12=/16=4
2\/3 T
—2

= —/3; como sena > 0 e cosa < 0, a é um angulo do 2.° quadrante, logo « = 1 — = =

t =
e g« 3

2
3

Desta forma temos que 2 + 2v/3i = 4e'3", pelo que:
2 4+2:2—6=2V3i & 46/ =24 2V3i & 46/®) = 4'F
Logo podemos obter o valor de 6:

29:2%+2k7r,kez<:>9:

2w

Y
Z = — Z
2><3’k€ & 0 S,ke

Como 6§ € ]O,g {, para k = 0 temos que § = g
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14. Como o dominio da fungao é [0, + oo, comegamos por determinar o declive da assintota nao vertical do
grafico de g, quando x — +oc:

g(x) \/(f(x))2—|—4a:2—|—5x \/(f(£))2—|—4x2—|—5x
m= lim == = lim = lim =
r—+oo I T——+00 T 2—+00 \/.%'7
2 2 2
4z% +5 Ag2
— T \/(f(x)) +2x 0T hm \/(f(mz)) +i2+5i:f: Tion \/<($)) L4 2
T—+00 x T—+00 x x T r—+o00 x x
Como o grafico de f admite uma assintota horizontal, quando © — +o0, entao lim 7f(x) =0

x—+oo I

r—+o0o I T—>+400 T—+0o0 T

2
5 5
:\/< T f(m)) + lm 4 lim =02 44t =0T —Vi=2
(o]

Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:

b= lim (g(z) —mz)= lim (g(z) —2z) = lim <\/(f(x))2 + 422 + bx — 2m> =

r—+o0 r—+o0 r—+o0

L 2 N B \/(f(x))2+4x2+5x+2x B
= lim_ (\/(f( ))? + 422 + 5 2) \/(f(x))2+4x2+5x+2x _

(\/(f(x))2 + 42 + 5x)2 — (22)? i

(f(:c))2 + 422 4 bx — 4x?

= lim ( lim =
T \/(f(x))2+4x2+5x+233 $_>+°o\/(f(:c))2+4x2+5x+2x
(f(x))2+5x
o (@) +s5e —
= lim = lim =
$_>+Oo\/(f(:r))2+4x2+5x+2x roee \/(f(x))2+4x2+5x+233
x
2
; @4—5 i %x) x f(z)+5
T ) e T (@)
Ve i z 2
- 19 fwes Jdim (150 45) )
T——+00 2 5
\/(f(x)> +4+242  fim \/<f(x)> L4424
X T T—+00 xT T
0+5 5 5 5

T 0+410+2 Vit2 2+2 4

Desta forma a equagao da assintota nao vertical do gréfico de g, quando z — +o0, é:

5
:2 —
Y $+4
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