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1.
Como log,(b?) =16 < 2log,b =16 & log,b =8
Entdo log, (%) =log,a—log,b=1—-8 = =7
Resposta correta: (A)
2.
2.1. Para estudarmos a funcdo f , de dominio R*, quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto

a existéncia de pontos de inflexdo, determinemos a expressdo analitica da segunda derivada da funcéo f:

. 1+ 2Inx\’ 2><§><x—(1+21nx)><1 2—1-2lnx 1-2nx
f7e0 =< ) - x? - x? T x2
Procuremos os zeros da segunda derivada:
1—2Inx 5 1
f”(x)=0<:>x—2=0<:>1—21nx=0/\ xth(:)lnxzz AN x+0ox

1

=ez AN x#0ex=+e AN x#0

Comox € R* ,entdiox =+e .
Tendo em conta que o sinal de f'(x) é o sinal de 1 — 2Inx pois x? > 0,Vx € R ; estudando a variacdo do

sinal da segunda derivada e relacionando com o sentido da concavidade do gréfico da funcéo, obtem-se:

0 Ve +coo
1—-2inx n.d 0 —
x> n.d + + +
Sinal de f" n.d 0 -
Sentido de concavidade
- nd ) P.I. M
do grafico de f

Concluimos, pela anélise da tabela, que o gréfico da fungéo f tem a concavidade voltada para cimaem ]O; \/E],

tem a concavidade voltada para baixo em [\/E; +oo[ e admite um ponto de inflex&o no ponto de abcissa ve.
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2.2.

Para determinarmos a area do tridngulo [AOB], e tendo em conta que A(e, 2), temos que conhecer as
coordenadas do ponto B.

Ora, como r é a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa e e temos que o declive da retar (m,.) é

igual a:

1+2lne 3

my = f(e) = H2me =2

e e

Sendo a reta s perpendicular a reta r, temos que o seu declive (my) é igual a —g .
Assim uma equacdo que definearetas é: y = — gx + b
Como o ponto de coordenadas (—3, 0) pertence a reta s, temos que

e
O=—§x(—3)+b S b=—e

e
sty =-zx—e
Sendo B o0 ponto de interse¢do da reta s com o eixo O,, , concluimos que B tem de coordenadas (0, —e).
. X4XOB exe e?
Assim, A[AOB] = AZ = - =7

3. (AE 2018)
Sabemos que P(A N B) = 0,4.
Pretende-se determinar P(A U B).

Pelas leis de De Morgan, AN B = A U B
Logo, P(A U B) = 04.

Como P(AUB)=1-P(A U B)
Temos PAUB)=1-04 =06

Resposta correta: (B)

3. (AE 2023)
Sabemos que o preco X de uma refeicdo segue uma distribuicdo normal, com média 7 euros, e
P(X > 9) = 0,12.
Pretende-se calcular P(7 < X < 9).
A distribuicdo normal é simétrica em relacdo & média. Como a média é 7 euros, metade dos valores séo
maiores do que 7 e metade dos valores sdo menores do que 7,logo P(X > 7) = 0,5.
Como P(X>7) = P(7<X<9) + P(X>9)
Entdo:
05=P(7<X<9)+ 012=P(7<X<9)=05-012=P(7<X<9)=0,38

Ouseja: P(7<X<9)=38%

Resposta correta: (B)
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4.
Na tabela seguinte, apresentam-se as percentagens da despesa anual média associada a habitacéo e a

alimentacéo de seis anos.

Ano Habitacéo, x (%) Alimentacéo, y (%)
1989/1990 12,4 29,5
1994/1995 20,6 21,0
2005/2006 26,6 15,5
2010/2011 29,2 13,3
2015/2016 31,9 14,3
2022/2023 39,0 12,9

a) Usando a calculadora gréafica, determinamos os desvios-padrdao populacionais, obtendo os seguintes
valores:

Para a habitacdo: o, ~ 8,43 pontos percentuais.

Para a alimentagdo: o, =~ 5,90 pontos percentuais.

Como 8,43 > 5,90, as percentagens da despesa em habita¢do apresentam maior dispersdo do que as

percentagens da despesa em alimentacdo. Assim, a resposta correta para (a) € a (3).

b) Em 2022/2023, a alimentag&o correspondeu a 12,9% da despesa total e teve o valor de 3121 euros.
Calculamos a despesa total:
0,129 X T = 3121 < T = 3121 + 0,129,0usejaT = 24 193,80 €

Calculamos 39,0% da despesa total, pois essa é a percentagem da habitacdo, arredondada as unidades.
H = 0,39 x 24193,80 = 9435,58€ = 9435€

Assim, a resposta correta para (b) é a (3).

c) Calculamos o coeficiente de correlagdo linear, usando a calculadora gréfica, arredondado as centésimas:
r = —0,93

Assim, a resposta correta para (c) € a (1).

d) Pretende-se estimar a percentagem da despesa em alimentacdo, y, quando a percentagem da despesa em
habitacdo é x = 19,8%.
A reta de regressao de y em funcdo de x, usando os dados da tabela e arredondando os parametros as
milésimas, é:
y = —0,648x + 35,006
Substituimos x por 19,8:
y=-—0,648 x 19,8+ 35,006 © y = —12,8304 + 35,006 = 22,1756 = 22,2%

Assim, a resposta correta para (d) é a (2).
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5.

Os numeros pretendidos deverdo terminar em 0 ou 5 para serem multiplos de 5. Sendo maiores do que 50 000

deverao iniciar-se em 5, 6, 7, 8, ou 9.

Se terminarem em 0, podem iniciar-se em 5, 6, 7, 8, ou 9, 0 que corresponde a 5 X 84,

diferentes.

Se terminarem em 5, podem iniciar-se em 6, 7, 8 ou 9, o que corresponde a 4 x 84,

diferentes.

1680 numeros

1344 ndmeros

Assim sendo, o numero total de nimeros naturais com cinco algarismos diferentes, multiplos de 5 e maiores

do que 50 000, é igual a 1680 + 1344 = 3024.

6.
Sejam M: “sair um cartdo com um numero multiplo de 3” e P: “sair um cartdo com um numero par”.
Tem-se que:
P(M) = 0,625 e P(P|M) =§
Como
piimy =2 S PEOM L by = ixpany o P i) = i x (1 Po) o
3 P(M) 3 3 3

(:)P(PHIVI)=§><O,375<=>P(PHIVI)=%

Por outro lado,

_ — _ 1 7
PPUM)=1-P(PUM)=1-P(PNM)=1-==

8

7. (AE 2018)

3n+5
Tem-se que u, = iz

Estudamos o sinal de u,,,; —u, paraconcluir sobre o tipo de monotonia de (u,,).

3(n+1)+5 3n+5 3n+8 3n+5
Upt1 — Up = - = - =
n+1+2 n+2 n+3 n+2
3n?+8n+6n+16—3n2-5n-9n—15 1
= = > 0,vn € N\{0}
(n+2).(n+3) (n+2).(n+3)

Conclui-se assim que (u,,) é monotona crescente.

7. (AE 2023)

Sabe-se que f(x) = x%e* — % e, sendo assim, f'(x) = 2x e* + x% e* = (2x + x?).e*

8

Pelo método de Newton-Raphson, sendo x, = —1, a aproximacao do zero de f apds a primeira iteracao, x;, é

dada por:
 fo) f(=1) e -3

X1 = Xg f,(xo)(:)xl=—1—f,(_1)(:>x1=—1— =—

Como tal, o resultado arredondado as milésimas é —1,359 .

~ —1,359141
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8.1.

A opc¢édo (A) ndo € a correta, porque AG.AH >0, pois o0 angulo formado pelos dois vetores € agudo e ndo
obtuso.

A opcio (B) é a correta, porque FD.AD =0, pois FD L AD.

A opgédo (C) ndo é a correta, porque AG.4H # 0, dado que, os dois vetores ndo sdo perpendiculares.

A opcio (D) ndo é a correta, porque FC.AD =0, uma vez que FC L AD.

Resposta correta: (B)

8.2.

O volume V de um cubo é determinado por V = a3, onde a representa a medida do comprimento da aresta

do cubo.

Como uma face do cubo esta contida no plano BCF e o ponto A pertence a face oposta, a distancia entre A e

0 plano BCFcoincide com o comprimento da aresta do cubo (a = AB).

O plano BCFé dado por —3x + 6y — 2z + 14 = 0, pelo que um vetor normal do plano é 7 (-3, 6, —2)

Uma equacéo da reta que contém o ponto A e é perpendicular a BCF é:

(x,y,z) =(-3,52)+k(-3,6,-2),keR

Portanto, um ponto genérico da reta tem coordenadas (—3 — 3k, 5+ 6k, 2 — 2k),ke R

Determinamos o ponto do plano pertencente a reta, ou seja, 0 ponto B:

—3(-3-3k)+6(5+6k)—2(2—-2k)+14=0= 9+9k+30k+36k—4+4k+14=0¢c
= 49% =-49<=k=-1

Como k = —1, o ponto B tem de coordenadas (0, —1, 4).

Calculamos a aresta, ou seja, a distancia entre A a B.

E:\/(—3—0)Z+(5—(—1))2+(2—4)2 =7

Assim, o volume do cubo é 73 = 343

9.

Areta AD é paralela a reta BC, uma vez que [ABCD] é um retangulo. Logo as retas tém o mesmo declive.
Uma equacdo da reta AD, é daformay = —2x + b,comb e R.

Uma vez que a reta AD contém o ponto A de coordenadas (2, 0), obtemos:
0=—-2X%X2+b,istoé, b =4.

Consequentemente o ponto D tem coordenadas (0, 4), visto ser a interse¢do da reta AD, com 0 eixo das
ordenadas.

A reta AD é perpendicular & reta DC, uma vez que [ABCD], é um retangulo.
Tendo em conta a relacdo entre os declives de retas perpendiculares, o declive da reta DC é % :
Assim, a reta DC tem equagéo y = %x + 4.

O ponto C ¢ a interse¢do das retas DC e BC.
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1
{y=5x+4 @{—2x+5=%x+4=}{—2x—%x=—5+4(:)
y=-2x+5 .

2

5

21
5

O ponto C tem coordenadas (g%)

10.
A afirmagcdo | é falsa, pois, se a derivada de f é negativa para qualquer x € R, entdo f é monétona
decrescente. Em particular, f(1) < f(0), ou seja, f(1) < 2.

. ~ . . ;- 1 - ~ P
A afirmacdo Il também é falsa, porque o dominio de 7 seria R apenas se a fungéo f ndo tivesse zeros, o que

ndo ocorre. Como a fungédo f¢é continua em [1, 2], por ser continuaem R, e f(1) x f(2) < 0, o teorema de

Bolzano garante que f tem pelo menos um zero no intervalo ]1, 2[, o que impossibilita que o dominio de %

seja R.

11.
Sejaz=eP A0 € ]0%[ sendo arg(z) = 6.
Ao multiplicarmos o nimero complexo z por i, 0 seu afixo é transformado por uma rotagao de grad de

centro na origem do plano complexo.

Podemos afirmar que arg(iz) = 0 + g

Como 0 < 6 <7, conclui-seque 0+ <O +2 < +- = <O+-<m

Assim = < arg(iz) < m , isto é arg(iz) € 2.°Q.

Conclui-se entdo que o ponto que corresponde ao afixo do nimero complexo z é o ponto B.
Resposta correta: (B)

12.

Consideremos o nimero complexo z escrito na forma algébrica a+bi,com a, b € R.

Sabe-se que Re(z) + Im(z) =0 © Im(z) = —Re(z) © b = —a.

Podemos escrever z = a — ai, com a € R.

Tem-sez:%(:»w:zx(3—4i) ew=(a-a)3-4) <

ow=3a—4ai—3ai+4ai*=w=3a—-7ai—4a=w=—a—"7ai

Logo IWI = 5 = \/(_a)z + (_7a)2 = 5 = V50a2 = 5 =1 50a2 — 25 =

& 2—1<=> = \/ZV _2
A )
Comow = —a — 7ai ARe(w) <0, logoa = g e entdo, na forma algébrica:
_Vz_ 7,
= 2 2 [
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13. (AE 2018)

Pretende-se determinar o menor valor de a , para o qual a funcdo f, de dominio [0, a], definida por

f(x) = sen(2x) + cos x tem, exatamente, vinte zeros.

Comega-se por determinar o nimero de zeros da funcdo f no intervalo [0, 27| .

f(x) =0 < sen(2x) + cosx =0
< 2senxcosx +cosx =0
& cosx (2senx+1)=0

& cosx=0 V 2senx+1=0
1
& cosx=0 V senx = -3
Verifica-se que no intervalo [0,2mz[ a funcdo f tem,
T 11m -
exatamente, quatro zeros, sendo 2w — = = 0maior desses

Zeros.
Como 5x 2w = 10m , no intervalo [0,107x[ , a funcdo f

tem, exatamente, vinte zeros, sendo o maior desses zeros

T 591
10m —==—.
6 6

. , 591
Portanto, conclui-se que o menor valor de a é —

13. (AE 2023)
Sabe-se que PR =PQ,PB=6 e QR =66
Como o ponto B ¢é o baricentro do triangulo [PQR], tem-se,

2 __ 2 —
PB=§PS(=>6=§ PS & PS=9

O ponto C é o circuncentro do tridngulo [PQR] , peloque CP = CQ = CR.
Tem-se aindaque CP =PS— CS=9—CS,portanto CR=9—CS .

O ponto S é o ponto médio do segmento de reta [RQ], pelo que SR =

Assim, tem-se:

(9—TS)? =CS? + (3v6)" < 81— 18TS + 52 =CS? + 54

& 18CS =27

o ¢5=23
2

=3V6
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14.

A distancia, d , entre os pontos A e B pela superficie do cone, é dada

pela expressao d(x) = ZX—T sen (gx) ,com x €]0,1]

Pretende-se determinar o valor de x para o qual a distancia entre os
pontos A e B, pela superficie do cone, excede em 40% o comprimento do

diametro da base do cone.

Assim, tem-se,
dx)=2r+04x2r=dx)=14%x2r

= %sen(%x)zlAXZr

1 T
& - sen (Ex) =14
Recorrendo a calculadora e considerando
1 p
filx) = ~ sen (%x) e fLbx)=14, —_1N
1.4 fa
determinam-se as coordenadas do ponto de intersecdo dos graficos das f2 \e

fungdes f; e f, .
O valor de x é, aproximadamente, 0,523

15.
A reta de equacdo y = —x + 2 é assintota obliqua ao grafico de f, quando x — +oo, pelo que:
i 2152._ — i =
xl_l)rpm = le xl_l)rpoo(f(x) +x)=2

Assim, o declive da assintota ao grafico de g, quando x — +oo, é:

x+e*

x fQ) + X x + e* x e*
tim 99 = i 2T e gy TO =—1+ lim —+ lim — =
X—->+0o X X—+00 X X—-+o00 X X—-+00 Xxe X—>+00 Xe xX—>+oo xe
11 1 1
=-14+ lim —+ lim - =-14—+—=-1404+0=-1
xo4+oeX x-o+0x Ece) + o0

A ordenada na origem é:

x+e* . . oxteX
—+ x) = xl_l)rlloo(f(x) +x)+ xl_lgloo — =

e

Jim (9@ +x) = Jim (G +7
x e*
=2+ lim —+ lim —=2+

x—+weX x-o+00eX lim é

Logo, a reta de equacdo y = —x + 3 € assintota obliqua ao grafico de g, quando x — +co.
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16.

Os triangulos [COD] e [CAB] séo semelhantes, pois tém dois angulos iguais, o angulo ACB que é comum aos
dois triangulos e os angulos COD e CAB sdo iguais por serem de lados paralelos e ambos obtusos.

Assim, como o tridngulo [COD] é isdsceles, dado que OC = 0D = 1, o triangulo [CAB] também ¢é isosceles.
Entéo,

=AC =0C + 0A =1+ 0A.

»—\g;|

— 1
Como cosa = = & 0A = ——, tem-se que:
0OA cosa

AB=1+0A=1+ ﬁ , COMO queriamos mostrar.

FIM

e ——
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