MATEMATICA A
10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

RESOLUGCOES - Caderno de atividades

1.
1.1. O numero de votos validamente expressos nesta eleigcéo foi:
n.2 de votos validamente expressos = 134 + 231 + 407 + 59 = 831

Logo, a percentagem de votos validamente expressos de cada candidato foi:

134
Percentagem candidato A = 31 x 100 = 16%

231
Percentagem candidato B = 31 x 100 = 28%

407
Percentagem candidato C = 331 X 100 = 49%

59
Percentagem candidato D = 331 X 100 = 7%

1.2. O vencedor desta eleigéo foi o candidato C. Foi considerado vencedor por maioria simples,
pois ndo registou mais de 50% dos votos validamente expressos.

2.

2.1. Tendo em conta que foram registados 900 votos validamente expressos, entdo o numero de
votos na candidata Luisa Poluidora foi:

N.2de votos Luisa Poluidora = 900 — (543 + 235) = 122

A Luisa Poluidora obteve 122 votos nesta eleigéo.

2.2. Tendo em conta os resultados registados, podemos verificar que a vencedora foi a Joana
Ambiente.

Para obter maioria absoluta, um candidato deveria obter mais de 50% dos votos validamente
expressos, ou seja:

9
N.2de votos necessarios para maioria absoluta = - +1 =451

Logo, Joana Ambiente venceu estas eleicdes com maioria absoluta dos votos.

2.3. Tendo em conta que foram registados 302 votos em branco na primeira contagem de votos,
entao Luisa Pouco Poluidora conseguiu convencer 50% destes 302 eleitores. Ou seja:

N.2de eleitores convencidos = 0,5 X 302 = 151 eleitores
Fazendo uma recontagem e apuragao dos votos, temos que:
N.° de votos Joana Ambiente = 543 N.¢de votos Leonardo Reciclagem = 235
N.¢ de votos Luisa Pouco Poluidora = 122 4+ 151 = 273
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Podemos entao verificar que, mesmo com a conquista de mais votantes, a eleicdo mantém a
Joana Ambiente como vencedora por maioria absoluta (para obter maioria absoluta, um
candidato necessitaria de obter 529 votos validamente expressos).

3.

3.1. Os boletins de voto recolhidos permitem organizar os dados numa tabela de preferéncias
semelhante a seguinte:

1.2 Preferéncia The Blaze Foals Roosevelt

2.2 Preferéncia Foals Parcels The Blaze

3.2 Preferéncia Parcels Roosevelt Foals

4.2 Preferéncia Roosevelt Tha Blaze Parcels
N.° de votos 2 3 2

3.2. Pontuando cada uma das bandas de acordo com as preferéncias dos 7 alunos, podemos
verificar que:

Foals - 4Xx3+3X2+2X2+4+1x0=22pontos
Parcels - 4x0+3Xx3+2x2+1x2=15pontos
The Blaze > 4x2+3%x2+2x0+1x3 =17 pontos
Roosevelt - 4x2+3x0+2x3+1x2=16pontos

Podemos concluir que a banda vencedora foi Foals.

3.3. Fazendo um levantamento do numero de primeiras preferéncias de cada uma das bandas,
podemos verificar que:

N.2de primeiras preferéncias Foals = 3
N.2de primeiras preferéncias The Blaze = 2
N.¢ de primeiras preferéncias Roosevelt = 2

N.° de primeiras preferéncias Parcels = 0

Para obter maioria absoluta no conjunto das primeiras preferéncias, uma das bandas deveria de

obter:
7+1

N.2de primeiras preferéncias maioria absoluta = — =

Como nenhuma das bandas registou 4 primeiras preferéncias no conjunto dos 7 boletins de
voto, entdo nenhuma alcangou maioria absoluta no conjunto das primeiras preferéncias.
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3.4. Fazendo o devido ajuste nos boletins de votos e na tabela de preferéncias, temos que:

1.2 Preferéncia The Blaze Parcels Roosevelt

2.2 Preferéncia Parcels Roosevelt The Blaze

3.2 Preferéncia Roosevelt Tha Blaze Parcels
N.° de votos 2 3 2

Realizando a nova apuracéo de pontos pelas bandas:
Parcels -3 Xx3+2Xx2+1x2=15pontos
The Blaze - 3x2+2x2+1x3 =13 pontos
Roosevelt - 3x2+2x3+1X2=14pontos

Apoés aretirada de Foals da eleicao, a banda eleita é Parcels com 15 pontos.

4. Consideremos a situacao seguinte com 3 candidatos A, B e C e 9 votos validamente expressos

1.2 Preferéncia A B C
2.2 Preferéncia B C B
3.2 Preferéncia C A A

N.° de votos 5 3 1

Para obter maioria absoluta, um dos candidatos tera de obter mais de metade dos votos
validamente expressos. Neste caso:

9+1
N.2de primeiras preferéncias maioria absoluta = —— =

Fazendo a apuragédo das primeiras preferéncias de cada candidato:
N.%de primeiras preferéncias A = 5
N.2de primeiras preferéncias B = 2

N.¢ de primeiras preferéncias C = 2

Concluimos que A é o vencedor da eleigdo por maioria absoluta, com 5 primeiras preferéncias.

3 | Matematica - Ensino Secundario

¥/ areal



MATER

10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

Apurando as pontuacdes obtidas por cada candidato pelo método de contagem de Borda:

A->3%Xx54+2x0+1x%x(3+1)=19pontos
B—-3x3+2x(5+1)+1x0=21pontos
C->3x1+2x3+1x5=14pontos

Aplicando o método de contagem de Borda, o vencedor é o candidato B com 21 pontos.

5.
5.1. A percentagem de votantes que registaram um voto validamente expresso foi:
percentagem votantes com v.v.e.= 100% — 13% = 87%

Tendo em conta que o nimero de votantes, x, abrangem os votos validamente expressos e votos
brancos ou nulos, podemos entao definir a seguinte proporgao:

4263 87%
x  100%

Ou seja:

_4263x100
*=7er T

Estes 4900 votantes correspondem a 95% dos eleitores, y, inscritos, pois a percentagem de
abstencéo foi 5%. Definindo uma nova proporgao, obtemos:

4900  95%

y  100%
4900 x 100 5158
Y=""9 ~

Nesta eleicdo estavam inscritos 5158 eleitores, aproximadamente.

5.2. Temos que existiram 4263 votos validamente expressos. Para que um candidato garantisse
vitéria por maioria absoluta, entdo teria que registar mais de metade dos votos validamente
expressos. Ou seja:

o 4263+ 1
N.® de votos para maioria absoluta = — = 2132

Para vencer por maioria absoluta, um candidato deveria registar, no minimo, 2132 votos
validamente expressos.
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6.1. As pontuagdes obtidas por cada um dos alunos candidatos foram:
Jodo »3x10+2x%x(4+7)+1x(3+5)=060pontos
Sandra - 3x4+2x(10+3+5)+1x 7 =55 pontos
Teresa >3 X (3+5+7)+2x0+4+1x(10+ 4) = 59 pontos

O aluno mais pontuado foi o Jodo. A segunda aluna mais pontuada foi a Teresa. Podemos entéo
concluir que o Joao foi eleito delegado e a Teresa subdelegada de turma.

6.2. Apurando as pontuagdes de cada um dos candidatos, tendo em conta a distribuicdo de
pontuacdes indicada pela professora, temos que:

Jodo » 6x10+4x(4+7)+1x(3+5) =112 pontos
Sandra - 6 X4+ 4x(10+3+5)+1x 7 =103 pontos
Teresa > 6 X (3+5+7)+4%x0+1x(10+4) = 104 pontos

Mesmo com a alteragdo de pontuagdes, o Jodo mantem-se o aluno mais votado, seguido da
Teresa. Logo, o resultado da eleicdo mantinha-se, pelo que a conjetura da Maria esta correta.
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1.1. Deveremos comegar por determinar os quocientes que resultam da divisdo do numero de
votos validamente expressos pelo conjunto de divisores da sequéncia 1, 2, 3, 4, e assim

sucessivamente.

Logo, atribui-se os 7 mandatos as forcas politicas com os 7 maiores quocientes. Ou seja:

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

Forga Politica PXz PXY PXX
N.° de votos
390 289 300
Divisores

1 390,00 289,00 300,00
2 195,00 144,50 150,00
3 130,00 96,33 100,00

4 97,50 72,25 75,00

Forga Politica PXz PXY PXX
N.° de votos
390 289 300
Divisores

1 390,00 289,00 300,00
(1) 3) 2

9 195,00 144,50 150,00
(4) (6) (5)

3 190,00 96,33 100,00
(7)

4 97,50 72,25 75,00

Podemos concluir que a forga politica PXZ sdo atribuidos 3 mandatos e as forgas politicas PXY e
PXX séo atribuidos 2 mandatos a cada uma.
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1.2. Comecamos por determinar os quocientes que resultam da divisdo do numero de votos
validamente expressos de cada uma das forgas politicas por 1, 3, 5, 7, e assim sucessivamente.

A B c D E
N.° de votos
490 987 678 290 459
Divisores
1 490,00 987,00 678,00 290,00 459,00
3 163,33 329,00 226,00 96,67 153,00
5 98,00 197,40 135,60 58,00 91,80
7 70,00 141,00 96,86 41,43 65,57

De seguida, atribuimos os 9 mandatos as listas que registam os 9 maiores quocientes:

Forga Politica A B C D E
N.° de votos
490 987 678 290 459
Divisores
1 490,00 987,00 678,00 290,00 459,00
(3) (1) (2) (6) (4)
329,00 226,00
3 96,67 153,00
(5) (7)
197,40
5 98,00 135,60 58,00 91,80
(8)
7 70,00 141,00 96,86 41,43 65,57

Assim, a forga politica A recebe 2 mandatos, a forga politica B recebe 3 mandatos, a forga
politica C recebe 2 mandatos, a forga politica D recebe 1 mandato e a forga politica E recebe 1
mandato.
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2.1. Para determinar a diferengca na distribuicdo de convites pelos 4 grupos, de seguida
aplicamos ambos os métodos propostos:

e Método 1

Ao dividirmos o numero de alunos de cada grupo pela lista de divisores 1, 2, 3, 4, e assim
sucessivamente, obtemos os seguintes resultados:

Grupo B C P R
.2de alunos
430 1020 850 200
Divisores
1 430,0 1020,0 850,0 200,0
2 215,0 510,0 425,0 100,0
3 143,3 340,0 283,3 66,7
4 107,5 255,0 212,5 50,0
5 86,0 204,0 170,0 40,0

Atribui-se entdo os 10 convites ao grupo que apresentam os 10 maiores termos da série que
quocientes obtidos anteriormente:

Grupo B C B R
.9de alunos
430 1020 850 200
Divisores
430,0 1020,0 850,0
1 200,0
(4) (1) (2)
215,0 510,0 425,0
2 100,0
(9) (3) (%)
340,0 283,3
3 143,3 66,7
(6) (7)
255,0 212,5
4 107,5 50,0
(8) (10)
5 86,0 204,0 170,0 40,0

Pelo método 1, o grupo B iria receber 2 convites, o grupo C iria receber 4 convites, o grupo P iria
receber 4 convites e o grupo R néo iria receber nenhum convite.
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e Método 2

Fazendo os respetivos calculos para cada grupo tendo em conta atribuicdo de convites por
proporc¢ao direta, podemos verificar que:

30
9 [ = X =1, ~
N.® de convites grupo B 5500 10=172~=2
N.¢ de convites grupo C = 2500 X 10 =4,08 =~ 4

0
2500)(10—3,4%3

N.2de convites grupo P =

0
x10=08=1

0
o ] —
N.2de convites grupo R 2500

Pela aplicacdo do método 2, o grupo B receberia 2 convites, o grupo C receberia 4 convites, o
grupo P receberia 3 convites e o grupo R receberia 1 convite.

Tendo em conta a aplicacdo destes métodos, o grupo R com a aplicagcdo do método 1 nao teria
convites atribuidos. No entanto, com o método 2 R receberia 1 convite. Logo, o grupo R sairia
favorecido com a aplicagado do método 2.

2.2, Aplicando o método de Sainte Lagué aos valores apresentados, comegamos por determinar
os quocientes que se obtém pela divisdo do numero de alunos de cada grupo por1,3,5,7,9, e
assim sucessivamente:

Grupo B @ P R
.2de alunos
430 1020 850 200
Divisores

1 430,0 1020,0 850,0 200,0
3 143,3 340,0 283,3 66,7
5 86,0 204,0 170,0 40,0
7 61,4 145,7 121,4 28,6
9 47,8 113,3 94,4 22,2
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De seguida, atribui-se os 10 convites aos grupos com os 10 maiores quocientes registados. Ou

seja:
Grupo B © P R
.9de alunos
430 1020 850 200
Divisores
] 430,0 1020,0 850,0 200,0
(3) (1) (2) (7)
143,3 340,0 283,3
3 66,7
(10) (4) (5)
204,0 170,0
5 86,0 40,0
(6) (8)
145,7
7 61,4 121,4 28,6
(9)
9 47,8 113,3 94,4 22,2

Ao aplicar o método de Sainte Lagué, podemos concluir que seriam atribuidos 2 convites ao
grupo B, 4 convites ao grupo C, 3 convites ao grupo P e 1 convite ao grupo R.

Segundo o primeiro método, o grupo R ndo receberia nenhum convite. O método de Sainte Lagué

prevé a atribuicdo de um convite ao grupo R. Logo, o método de Sainte Lagué favorece o grupo R
em comparagao com o primeiro método.
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3. Iniciemos por aplicar o método de Hondt. Comegamos por determinar os quocientes obtidos
pela divisdo do nimero de cidadaos de cada regiao por 1, 2, 3, 4, e assim sucessivamente. Ou

seja:
Regiao Plana Reta Circular Trigonométrica
N.°de
Cidadaos
345 109 59 203
Divisores
1 345,0 109,0 59,0 203,0
2 172,5 54,5 29,5 101,5
3 115,0 36,3 19,7 67,7
4 86,3 27,3 14,8 50,8
5 69,0 21,8 11,8 40,6
6 57,5 18,2 9,8 33,8
7 49,3 15,6 8,4 29,0
8 43,1 13,6 7,4 25,4
9 38,3 12,1 6,6 22,6

De seguida, atribuem-se os 16 equipamentos as regides que registem os 16 maiores quocientes:

Regiao Plana Reta Circular Trigonométrica
N.°de
Cidadaos
345 109 59 203
Divisores
1 345,0 109,0 59,0 203,0
(1) (5) (10) (2)
172,5 54,5 101,5
2 29,5
(3) (12) (6)
115,0 67,7
3 36,3 19,7
(4) (9)
86,3 50,8
4 27,3 14,8
(7) (13)
69,0 40,6
5 21,8 11,8
(8) (16)
57,5
6 18,2 9,8 33,8
(11)
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49,3

7 15,6 8,4 29,0
(14)
43,1

8 13,6 7,4 25,4
(15)

9 38,3 12,1 6,6 22,6

Segundo o método de Hondt, a regido Plana receberia 8 painéis solares, a regido Reta receberia

2 painéis, a regiao Circular receberia 1 painel e a regidao Trigonométrica receberia 5 painéis
solares.

Aplicando agora o método de Sainte Lagué, iniciamos por determinar os quocientes resultantes
da divisdo do numero de cidadaos de cada regiao por 1, 3, 5, 7, e assim sucessivamente:

Regiao Plana Reta Circular Trigonométrica
N.°de
Cidadaos
345 109 59 203
Divisores
1 345,0 109,0 59,0 203,0
3 115,0 36,3 19,7 67,7
5 69,0 21,8 11,8 40,6
7 49,3 15,6 8,4 29,0
9 38,3 12,1 6,6 22,6
11 31,4 9,9 5,4 18,5
13 26,5 8,4 4,5 15,6
15 23,0 7,3 3,9 13,5
17 20,3 6,4 3,5 11,9
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De seguida, atribui-se os painéis solares as regides que apresentam os 16 maiores quocientes

registados:
Regiao Plana Reta Circular Trigonométrica
N.°de
Cidadaos
345 109 59 203
Divisores
1 345,0 109,0 59,0 203,0
(1) (4) (7) (2)
115,0 36,3 67,7
3 19,7
(3) (11) (6)
69,0 40,6
5 21,8 11,8
(5) 9)
49,3 29,0
7 15,6 8,4
(8) (13)
38,3 22,6
9 12,1 6,6
(10) (16)
31,4
1 9,9 5,4 18,5
(12)
26,5
13 8,4 4,5 15,6
(14)
23,0
15 7,3 3,9 13,5
(15)
17 20,3 6,4 3,5 11,9

Pelo método de Sainte Lagué, a regiao Plana iria receber 8 painéis, a regiao Reta iria receber 2
painéis, a regiao Circular receberia 1 painel e a regido Trigonométrica receberia 5 painéis.

Concluimos entao que a escolha do método de partilha, de entre os dois sugeridos, nao leva a
distribuicdes dos painéis diferentes de entre as regides.
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4.1. Fazendo a distribuigcao proporcionaldos 10 mil euros pelas 5 instituicdes, podemos verificar
que:

N.2de Utentes = 314 + 109 + 208 + 150 + 201 = 982

314
Quantia instituicéa A = 982 x 10 000 =~ 3197,56 €

109
Quantia instituicao B = 982 X 10000 = 1109,98 €

208
Quantia instituicdo C = 982 X 10 000 = 2118,13 €

150
Quantia instituicdo D = 982 X 10 000 = 1527,49 €

201
Quantia instituigao E = 982 X 10 000 = 2046,84 €

No caso da distribuicdo diretamente proporcional, a instituicdo A receberia 3197,56 €, a
instituicao B receberia 1109,98 €, a instituicdo C receberia 2118,13 €, a instituicdo D receberia
1527,49 € e a instituicio E receberia 2046,84 €.

4.2.

a) Aplicando o método de Hondt, comegamos por determinar os quocientes obtidos pela divisdo
do numero de utentes de cada instituigao:

Instituicao A B C D E
N.°de
Utentes
314 109 208 150 201
Divisores
1 314,0 109,0 208,0 150,0 201,00
2 157,0 54,5 104,0 75,0 100,50
3 104,7 36,3 69,3 50,0 67,00
4 78,5 27,3 52,0 37,5 50,25
5 62,8 21,8 41,6 30,0 40,20
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A atribuicao das tranches de mil euros é feita baseada nos 10 maiores quocientes obtidos pelas
instituicdes. Ou seja:

Instituicao A B C D E
° de Utentes
314 109 208 150 201
Divisores
] 314,0 109,0 208,0 150,0 201,00
(1) (6) 2) (5) (3)
157,0 104,0 100,50
2 54,5 75,0
4) (8) ©
104,7
3 36,3 69,3 50,0 67,00
(7)
78,5
4 27,3 52,0 37,5 50,25
(10)
5 62,8 21,8 41,6 30,0 40,20

Concluimos entado que a instituicdo A recebera 4000 €, a instituicdo B recebera 1000 €, a
instituicao C recebera 2000 €, a instituicdo D recebera 1000 € e a instituicao E recebera 2000 €.

Em comparagdo com a distribuicdo proporcional do dinheiro, o0 método de Hondt favorece a
instituicdo A e prejudica as restantes.
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b) Comecemos por simular a distribuicado das tranches de dinheiro pelas instituicoes através do
método de Sainte Lagué.

Os quocientes resultantes da divisdo do numero de utentes por 1, 3, 5, 7, 9, e assim
sucessivamente, sio:

Instituicao A B C D E

N.° de

entes

314 109 208 150 201
Divisores

1 314,0 109,0 208,0 150,0 201,00
3 104,7 36,3 69,3 50,0 67,00
5 62,8 21,8 41,6 30,0 40,20
7 44,9 15,6 29,7 21,4 28,71

De seguida, atribuimos as tranches de mil euros as instituigbes com os 10 maiores quocientes:

Instituicao A B C D E
N.° de
entes
314 109 208 150 201
Divisores
1 314,0 109,0 208,0 150,0 201,00
(1) (5) (2) (4) (3)
104,7 69,3 50,0 67,00
3 36,3
(6) (7) (10) (8)
62,8
5 21,8 41,6 30,0 40,20
9)
7 44,9 15,6 29,7 21,4 28,71

No caso da aplicagao do método de Sainte Lagué, a instituicdo A receberia 3000 €, a instituigcéo
B receberia 1000 €, a instituicdo C receberia 2000 €, a instituicdo D receberia 2000 € e a
instituicao E receberia 2000 €.

Com a possivel cedéncia da Cémara para a utilizacdo do método de Sainte Lagué para a
distribuicdo do dinheiro, a instituicdo D seria beneficiada, pois receberia mais 1000 euros em
relagéo a aplicagdo do método de Hondt.
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5.

5.1. A percentagem de abstencéao é determinada da seguinte forma:

N.2de abstencionistas = 253 865 — (58 399 4+ 28 844 + 14933 + -+ + 617 + 838 + 2790)
= 118 452

118 452

253865><100 46,7%

Percentagem de abstencao =

A percentagem de abstencéo nestas elei¢bes foi de 46,7% aproximadamente.

5.2. Usando as potencialidades da folha de calculo, comegamos por registar os dados relativos
a distribuicao de votos pelas forgas politicas e criar uma coluna com os divisores a usar para
determinar os quocientes.

Partido PPD/PSD.CDS-PP PS JPP CH PCP-PEV IL PAN BE PTP L RIR MPT ADN
V.V.E. 58399 28844 14933 12028 3677 3555 3046 3036 1369 858 727 696 617
Divisores

1

2

3

4

5

6

De seguida, usando a ferramenta de arrastar ao conjunto de dados, obtemos os quocientes da
divisdo do numero de votos validamente expressos por 1, 2, 3, 4, e assim sucessivamente.

Partido PPD/PSD.CDS-PP PS i CH PCP-PEV IL PAN BE PTP L RIR MPT ADN
V.V.E. 58399 28844 14933 12028 3677 3555 3046 3036 1369 858 727 696 617
Divisores

1 58399,0 28844,0 14933,0 12028,0 3677,00 3555,00 3046,00 3036,0 1369,0 858,0 7270 696,0 6170
2 29199,5 14422,0 7466,5 6014,0 1838,50 1777,50 1523,00 1518,0 684,5 429,0 363,5 348,0 308,5
3 19466,3 9614,7 49777 4009,3 1225,67 1185,00 1015,33 1012,0 456,3 286,0 2423 232,0 2057
4 14599,8 7211,0 3733,3 3007,0 919,25 888,75 761,50 759,0 342,3 214,5 181,8 174,0 154,3
5 11679,8 5768,8 2986,6 2405,6 735,40 711,00 609,20 607,2 2738 1716 145,4 139,2 1234
6 97332 4807,3 2488,8 2004,7 612,83 592,50 507,67 506,0 2282 143,0 1212 116,0 102,8
7 8342,7 4120,6 21333 17183 525,29 507,86 435,14 433,7 195,6 122,6 103,89 99,4 88,1
8 7299,9 3605,5 1866,6 1508,5 459,63 444,38 380,75 3795 1711 107.3 90,9 87,0 771
9 6488,8 3204,9 1659,2 1336,4 408,56 395,00 338,44 3373 152,1 95,3 80,8 773 68,6
10 5839,9 2884,4 1493,3 1202,8 367,70 355,50 304,60 303,6 136,9 85,8 72,7 69,6 61,7
11 5309,0 26222 1357,5 1093,5 334,27 323,18 276,91 276,0 124,5 78,0 66,1 63,3 56,1
12 4866,6 2403,7 1244,4 1002,3 306,42 296,25 253,83 253,0 1141 715 60,6 58,0 51,4
13 44922 22188 1148,7 925,2 282,85 273,48 234,31 233,55 105,3 66,0 55,9 53,5 47,5
14 1714 2060,3 1066,6 859,1 262,64 253,93 217,57 2169 97,8 61,3 51,9 49,7 44,1
15 3893,3 19229 995,5 8019 24513 237,00 203,07 2024 91,3 57,2 48,5 46,4 41,1
16 3649,9 1802,8 933,3 751,8 229,81 222,19 190,38 189,8 85,6 53,6 45,4 43,5 38,6
17 3435,2 1696,7 878,4 707.5 216,29 209,12 179,18 178,6 80,5 50,5 42,8 40,9 36,3
18 32444 1602,4 8296 668,2 204,28 197,50 169,22 168,7 76,1 47,7 40,4 38,7 34,3
19 3073,6 1518,1 785,9 633,1 193,53 187,11 160,32 159,8 721 45,2 38,3 36,6 32,5
20 2920,0 1442,2 746,7 601,4 183,85 177,75 152,30 151,8 68,5 429 36,4 34,8 30,9
21 2780,9 1373,5 7111 572,8 175,10 169,29 145,05 144,6 65,2 40,9 34,6 331 294
22 2654,5 13111 678,8 546,7 167,14 161,59 138,45 138,0 62,2 39,0 33,0 31,6 28,0
23 2539,1 12541 649,3 523,0 159,87 154,57 132,43 132,0 59,5 37.3 31,6 30,3 26,8
24 24333 1201,8 622,2 501,2 153,21 148,13 126,92 126,5 57,0 35,8 30,3 29,0 257
25 2336,0 1153,8 597,3 481,1 147,08 142,20 121,84 1214 54,8 34,3 291 278 24,7
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Posteriormente, usamos a ferramenta ORDEM que permite ordenar cada um dos quocientes
de entre todos os quocientes registados pela folha de calculo criada:

Partido PPD/PSD.CDS-PP PS JPP CH PCP-PEV L PAN BE PTP L RIR MPT ADN
V.V.E. 58399 28844 14933 12028 3677 3555 3046 3036 1369 858 727 696 617
Divisores
1 1 3 5 8 30 33 38 39 73 97 106 110 117
2 2 7 13 17 59 61 66 68 111 138 144 146 152
3 4 1 21 27 79 82 87 88 134 157 168 172 181
4 6 15 29 40 93 94 101 102 147 179 192 197 209
5 9 19 41 50 105 108 119 120 161 198 216 21 230
6 10 23 48 56 118 123 129 130 174 219 234 235 240
7 12 26 54 62 126 128 136 137 186 231 239 241 246
8 14 32 58 69 133 135 141 142 199 237 245 247 254
9 16 36 64 75 139 140 148 149 212 243 250 253 260
10 18 43 70 80 143 145 154 155 224 248 256 259 267
1 20 46 74 85 150 151 159 160 229 252 262 265 274
12 22 51 78 89 153 156 165 166 236 258 269 2n 280
13 24 53 84 92 158 162 170 17 238 263 275 278 285
14 25 55 86 96 163 164 176 177 242 268 279 282 289
15 28 57 90 99 167 169 183 184 244 272 283 286 293
16 31 60 9N 103 173 175 188 189 249 277 287 290 299
17 34 63 95 109 178 180 193 184 251 281 292 294 304
18 35 65 98 113 182 185 201 202 255 284 296 298 309
19 37 67 100 115 187 190 205 207 257 288 300 302 312
20 42 71 104 121 191 195 211 213 261 291 303 306 315
21 44 72 107 124 196 200 217 218 264 295 307 310 318
22 45 76 112 125 203 204 222 223 266 297 31 313 321
23 47 77 114 127 206 208 225 226 270 301 314 317 323
24 49 81 116 131 210 214 227 228 273 305 316 320 324
25 52 83 122 132 215 220 232 233 276 308 319 322 325

Podemos entdo concluir que: o PPD/PSD.CDS-PP recebeu 23 mandatos; o PSrecebeu 11
mandatos; JPP recebeu 5 mandatos; CH recebeu 4 mandatos; PCP-PEV, IL, PAN e BE
receberam 1 mandato cada.

5.4. Tendo em conta que a assembleia regional da Madeira elege 47 deputados, entdo para que
um partido garante maioria absoluta da assembleia terd de obter:

4741

N.® de deputados para maioria absoluta = 24

PPD/PSD.CDS-PP elegeu apenas 23 mandatos, ficando a 1 mandato para obter a maioria
absoluta. Como a IL recebeu 1 mandato, este partido teve um papel fulcral nesta eleigao, pois
coligando com PPD/PSD.CDS-PP dava a garantia de que a maioria absoluta seria atingida.

18 | Matematica - Ensino Secundario

¥/ areal



- b
MATEMATICA /

10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

1. A compensacao por cessacao de contrato por parte do Jodo é calculada percorrendo os
passos descritos. Assim:

RD =800 + 30 = 26,67 €

Tendo em conta que o Joao iniciou o seu contrato em janeiro de 2019 e terminou em maio de
2023, entdo possui 4 anos completos e 5 meses de trabalho nesta empresa. Ou seja:

MC = 26,67 X 14 X 4 = 1493,52 €

De seguida, determina-se o montante de compensacao dos restantes meses trabalhados pelo
Jodo:
26,67

MNC = Xx5=11,11€
12

A compensacéo a ser atribuida ao Joao é determinada por:
CF = 1493,52 + 11,11 = 1504,63 €

O Joao ird receber uma compensagéao no valor de 1504,63 € por cessagéao de contrato.

2. Comecemos por determinar quanto é que a empresa pagou por cada mesa do tipo M e por
cada mesa do tipo L:

PrecomesaM =50+5x%x4=70%€ Precomesal =90+ 4x6 =114 €

Por cada trabalhador, foi ainda cobrado uma contribui¢céo para atribuicdo de um presente
especial, sendo que foi pago na totalidade:

Total Presente Especial = 5,50 x 110 = 605 €

Logo, temos que o custo total deste evento para a empresa € de:
Total pago TecTudo = 20 X 70 + 5 X 114 4+ 605 = 2575€

Sabemos que o custo da organizagao da festa é de 1000 euros, pelo que o lucro obtido com a
sua organizagao é:

Lucro = 2575 — 1000 = 1575 €

A empresa de organizacao de eventos lucrou 1575 € com a realizacao deste evento.
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3. Para decidir qual o melhor estabelecimento para adquirir estas bolachas para a sua familia,
a Maria devera determinar o prego de referéncia que seré termo de comparacgao. Neste caso,
podera optar por determinar o prego por grama de bolachas em cada um dos
estabelecimentos. Assim:

’

300

Prego por grama A = ~ 0,0066 €

4,
P B =——=10,006€
rego por grama 7T0

3,2
P C =——0,0065€
reco por grama 200
Podemos entao concluir que o melhor estabelecimento para adquirir as bolachas serd o
estabelecimento B.

4. A converséao entre euros e ddlares é diretamente proporcional, pelo que poderemos definir a
seguinte proporcao:4
1€ 1,06%
x 1%
Logo, podemos concluir que:
1x1
~ 1,06

A 25 de outubro de 2023, 1 délar americano valia 0,94 euros, aproximadamente.

x ~ 0,94 €

5.
5.1. No caso de um regime de capitalizacéo por juros simples, entdo:
N.2deanos =4  N.%de capitalizagdes =1 taxa de juro anula = 1,6% = 0,016
Capital Inicial = 30450 €
Capital Final = 30 450 4+ 30 450 X 4 x 0,016 = 32 398,80 €

O Luis acumularia 32 398,80 euros num depdsito efetuado segundo estas condigdes.

5.2. No caso de o capital ser investido na modalidade de juros compostos, entao:
N.9deanos =4  N.2de capitalizagdes =1 taxa de juro anula = 1,6% = 0,016
Capital Inicial = 30450 €
Capital Final = 30 450 x (1 + 0,016)* ~ 32 446,07

Na modalidade de juro composto nas condi¢cdes descritas, o Luis iria acumular um total de
32 446,07 € neste depdsito.
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6.1. Tendo por referéncia a tabela da pagina 64 do manual relativa a retengao na fonte de IRS,
temos que o Daniel ird reter em fonte de IRS 15,1% do seu salario bruto mensal, acrescido de
11% de contribuigdo para a Segurancga Social. Assim, a percentagem de descontos aplicada no
salario bruto mensal do Daniel é:

Percentagem de descontos = 13% + 15,1% = 26,1%

O total de desconto é determinado por:
Total de desconto = 1300 x 0,261 = 339,30
Logo, o salario liquido mensal do Daniel é:
Salario liguido mensal = 1300 — 339,3 = 960,7 €

O salario liquido mensal do Daniel é de 960,70 euros.

6.2. O Daniel reteve na fonte de IRS mensalmente 15,1% do seu salario bruto mensal. Ou seja:
Retencao na fonte de IRS mensal = 0,151 X 1300 = 196,30 €

Tal corresponde a uma quantia total anual de:
Retencdo na fonte de IRS anual = 196,30 X 14 = 2748,2 €

O Daniel reteve 2748,20 € na fonte de IRS ao longo desse ano.

6.3. O rendimento coletavel do Daniel ao longo do ano é:
salario bruto anual = 1300 X 14 = 18 200 €
rendimento coletavel = 18 200 — 4104 = 14 096€

Logo, o rendimento coletavel do Daniel enquadra-se no 3.° escaldo, pelo que:
a=11284x%x0,16692 =~ 1883,53 €
b =0,265 x (14 096 — 11 284) = 745,18 €
coleta = 1883,53 + 745,18 = 2628,71 €

Tendo em conta a quantia acumulada em retencéo na fonte de IRS ao longo do ano, bem como
das deducdes a coleta a aplicar, entao temos que:

2748,2 + 745 = 3493,2€
restituicdo = 2628,71 — 3493,2 = —864,49 €

O Estado tera de restituir ao Daniel a quantia de 864,49 € nesse ano.
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1.

1.1. Massa de cada um dos alunos da turma X do décimo ano.
Varidvel estatistica quantitativa continua.

1.2. Cor do cabelo de cada um dos alunos da turma X do décimo ano.
Variavel estatistica qualitativa nominal.

1.3. Mencgao (Nao satisfaz, Satisfaz, Satisfaz Bem) atribuida ao comportamento de cada um
dos alunos da turma X na ultima aula de matematica.

Variavel estatistica qualitativa ordinal.
1.4. Numero de irméaos de cada um dos alunos da turma X do 10.° ano.
Variavel estatistica quantitativa discreta.

1.5. Tamanho (XS, S, M, L, XL) da camisola vestida por cada um dos alunos da turma X do
decimo ano.

Variavel estatistica qualitativa ordinal.

1.6. Tipo de sangue de cada um dos professores da escola do Humberto.
Varidvel estatistica qualitativa nominal.

1.7. ldade, em anos, de cada um dos professores da escola do Humberto.
Varidvel estatistica quantitativa discreta.

1.8. Tempo, em minutos, de viagem, entre a casa e a escola, de cada um dos alunos da Turma
X.

Variavel estatistica quantitativa continua.

2.
2.1. Alunos do décimo ano da escola da Mariana.
2.2. Neste estudo, foi realizada uma sondagem.

2.3. Aamostra tem dimenséo 26.
2.4.

Idade dos alunos

Idade 15 16 17
Frequéncia absoluta 3 10 11 2
Frequéncia relativa (%) 3846 | 42,31 | 769

2.5. Amoda é 16 anos.
2.6. Amédia deste conjunto de dados é 15,5.

2.7. Amediana é 15,5.
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3.
(A) Sondagem. A amostra escolhida nao é adequada, pois como os individuos inquiridos
sdo todos da mesma cidade, poderao escolher o clube dessa cidade.
(B) Sondagem. A amostra é representativa.
(C) Sondagem. A amostra escolhida nao é adequada, pois os inquiridos tinham de possuir
telefone e voluntariaram-se para responder.
(D) Censo, pois foi estudada toda a populagéo (os alunos do 10.° ano).
(E) Sondagem. A amostra é representativa.
4.

4.1. Este estudo é um censo, porque é estudada toda a populagéo.

4.2. Avariavel em estudo é a altura dos jogadores que praticam basquetebol na Equipa dos
Traquinas. Trata-se de uma variavel quantitativa continua.

4.3.

Altura dos jogadores

Frequéncia Frequéncia Frequéncia

Altura  Frequéncia

absoluta absoluta . relativa
(cm) acumulada "™®l@tiva  ..imulada
[175, 180[ 4 4 ;_D= 20% 20%
[180, 185[ 7 23—0= 15% 35%
1
185, 190 8 —=h% 40%
[ [ 20
[190, 195[ 13 25_13: 25% 65%
[195, 200[ 15 2%:10% 75%
[200, 205[ 18 23_1:': 15% 90%
[205, 210] 19 1 5% 95%
20
[210, 215[ 20 21—0=5% 100%
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4.4. A classe modal é a classe [190,195[ que € a classe a qual corresponde a maior frequéncia
absoluta.

4.5. A classe mediana é a classe [190,195[ que é a classe onde se atingem os 50% de
frequéncia relativa acumulada.

4.6.
Altura dos jogadores
Altura (cm) Frequéncia absoluta Marca da classe
[175,180[ 4 177,5
[180,185] 3 182,5
[185,190[ 1 187,5
[190,195] 5 192,5
[195,200] 2 197,5
[200,205] 3 202,5
[205,210[ 1 207,5
[210,215] 1 212,5
Média
. 4x177,5+3x1825+1875+5x%x192,5+2x 1975+ 3 x 202,5 + 207,5 + 212,5
20
= @ =191,5
20 '

A média é aproximadamente iguala 191,5.

4.7.Variadvel quantitativa discreta.
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1.
1.1. Trata-se de uma variavel quantitativa continua.

1.2. Aturmatem3+4+6+3+3+1=20alunos

1.3.
N de Nimero de horas de estudo
alunos | semanais
8
6
L
2
0 3 6 9 12 15 18 N.ode
horas
Fonte: Propria
2.1

Idade dos elementos do plantel de futsal da equipa do Bernardo
Idade 15|16 |17 (18|19 |20 |21 |22 |23 |24 |25
SEGIENEENGERINEN 1 | 1 (2 (4|2 (1 (1|2 (0|01

2.2. Amoda é 18, porque é a idade com a maior frequéncia absoluta.

A mediana é 18. Amédia é 19. Avariancia é 6,9. O desvio padrdo é 2,6.

2.3.

Idade dos elementos do plantel de futsal
da equipa do Bernardo

|
10 15 20 25 30 Idade(anos)

Fonte: Equipa do Bernardo
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2.4.

Frequéncia } Idade dos jogadores
absoluta

4

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 Idade
(anos)

Fonte: Equipa do Bernardo

3.
3.1. Responderam ao inquérito 90 alunos.
3.2. Classificagao de autoavaliagao.

3.3. Avariavel é quantitativa discreta.
3.4.

Autoavaliacdo dos alunos do 9.2 ano

0 1 2 3 L 5 6 Classificacao

Fonte: Prépria
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4.
4.1.
Minimo 50
Maximo 200
Amplitude 150
Amplitude = 200 — 50 = 150
4.2,
1.2 Quartil 80
3.9 Quartil 145
Amplitude
interquartil 65
Amplitude interquartil = 3.2 quartil — 1.2 Quartil = 145 — 80 = 65
4.3.
Valores, em euros, angariados pelas
25 turmas da escola
| |
0 50 100 150 200 250 Valor [euros)
Fonte: Escola
4.4.
Percentil 80 150

Significa que 80% das turmas angariam até 150 euros.

5.
5.1. Amoda é 21 e a mediana é 32,5.

5.2. O primeiro quartil € 21 e o terceiro quartil é 45.
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5.3.
Valores, em euros, angariados pelas
25 turmas da escola
0 50 100 150 200 250 Valor [euros)
Fonte: Escola
6.

6.1. Amédia das idades dos elementos do elenco € 18.

6.2. O desvio padrao das idades dos elementos do elenco é 14,47.
6.3.Sim. O 60.

6.4.

a) A média das idades dos elementos do elenco sera 19.

b) O desvio padrao das idades dos elementos do elenco sera 14,47.

Classificacdes obtidas no teste de conhecimentos

Classificacao Frequéncia absoluta qu:izﬁ::; t:isauluta
[0, 20[ 5 5
[20, 40[ 12 17
[40, 60[ 8 25
[60, 80[ 20 45
[80, 100] 5 50

7.2. Um valor aproximado da média é 53,2. Um valor aproximado do desvio padrao é 24,04.
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7.3.e7.4.

Frequéncia 4  Histograma de frequéncias relativas

relativa
acumulada acumuladas
(%)

100
80

60
50%
40

75%

25% ygofmo=mnne-

80 100
Classificacao

Fonte: Empresa

8. Um valor aproximado do desvio padrao é 7,118.

9.

9.1. Variancia = 19,54
9.2. Desvio padrao = 4,42
9.3.

Medida do comprimento de algumas trutas

Comprimento (cm) Frequéncia absoluta

[20, 25]
[25, 30[
[30, 35]
[35,40[

10.

10.1. O Manuel tem classificacdo maxima mais elevada do que a Maria.

10.2. O Manuel tem classificagcdo mediana mais elevada do que a Maria.
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10.3. A amplitude interquartis das classificagdes do Manuel € maior do que a amplitude
interquartis das classificagbes da Maria

11.

11.1. Amedida de localizagdo mais adequada é a mediana. Os valores mais pequenos
influenciam muito a média.

11.2. Amedida de dispersdo mais adequada é o desvio padrao, pois caracteriza bem a
disperséo dos dados resultante da existéncia de outliers.

12.
Meédia
15,4 «——= Histograma 1
7,35 — Histograma 2
Desvio padrao

547 >< Histograma 1
2,68 Histograma 2
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1.
1.1.
\ Tempo para concluir o
Y trabalho vs Classificagao
25
20 s .
15 $e
»
10 »
5
0 5 10 15 20 25 X

1.2. O coeficiente de correlacao é -0,88. Trata-se de uma correlagado negativa forte.

1.3. Avariadvel independente é o tempo para concluir o trabalho. A varidvel dependente é a

classificagéo.

2.

2.1.G(65,8; 393,6)

480

Perimetro e altura das arvores

460
440

420
400

380
360

340
320

| Y.

Y

54 56 58 60 62 EJ-LIEE 68 70 72 74 76 X
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2.2.
y | Perimetro e altura das arvores
480
460
440 —
420 e
400 G""
380 >
360 —
340 . g
320 —~
54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 X
2.3.
Dados Grafico Estat
X1 Y1l
de pontes I 5
waridncia co 293 .92
; produtes 130964
orrelagdo 0.997041
Regressdo y=a x+b
iciente a = 6.479718
iciente b | -32.76543
:erminagdo 0.9940807

Equacédo dareta de regressdo y = 6,48x — 32,77

2.4. Valor do coeficiente de correlagdo 0,997.

25.y = 648 x 80 — 32,77 = 485,63

A altura estimada de uma arvore com 80 cm de perimetro é 485,63 cm.
2.6. 5 metros = 500 centimetros.

500 + 32,77
500 = 6,48X - 32,77 S X = W S X = 82,22

O perimetro estimado de uma arvore com 5 metros de altura é 82,22 cm.

3. (A)
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41
B Edlecs) @oRsdSHEET
LinearReg (ax+b)
a =13.797619
b =18.5714285
=0.99385476

r z
r2=0.98774728
MSe=2975.53571
y=ax+b
[COPY]

(dlc)Real SHEET

y =13,8x + 18,57
4.2. Sejax = 50.
y =13,8 x50+ 18,57 = 708,57 = 709 acessos

5.
(A) 0,997 diagrama 1 (B) 0,718 diagrama 3
(C) -0,997 diagrama 2 (D) -0,718 diagrama 4

y Diagrama de dispersao
350
300
250 ¥
200 e
150 .
100 .

0 2 4 ) 8 10 12 X

6.2. O outlier é o ponto (6,10).
6.3. O coeficiente de correlagao é 0,85.

6.4. O valor do coeficiente de correlagao, sem considerar o outlier, é¢ 0,9998.

33 | Matematica - Ensino Secundario

¥/ areal



MATEMATICA A
10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

FICHA 7 - PONTOS NOTAVEIS CLASSICOS DE UM TRIANGULO

1.
1.1.

a) AJ c) [CE]

b) DE d) [CF]
1.2.

a) AJ b) CE c) CF d) DE
1.3.

a) BAJ = JAC, logo, a semirreta AJ é bissetriz do angulo BAD e, portanto, todos os
pontos dessa semirreta sdo equidistantes dos lados [AB] e [AC]. Assim, como o
ponto P pertence ao segmento [A]], conclui-se que é equidistante dos lados [AB] e
[AC]. Por outro lado, sabemos que PE = 5¢cm e, como a reta PE é perpendicular a
reta AB, a distancia do ponto P ao lado [AB] é de 5 cm. Assim, conclui-se que a
distancia do ponto P ao lado [AC] é de 5 cm.

R.:5cm

b) Pelo Teorema de Pitdgoras temos que AP = V122 + 52 cm = 13 cm.
Como o ponto P pertence a mediatriz do lado [AB], o ponto P é equidistante dos
vértices A e B e, portanto, BP = AP = 13cm.
R.: 13 cm

2. Nao. A localizagdo encontrada corresponde ao ponto equidistante dos locais onde os
passeios se cruzam. Deveriam ter determinado o incentro do triAngulo que representa o jardim,
construindo as bissetrizes de dois dos seus angulos internos e determinando a intersegdo das
mesmas. Este ponto localiza-se necessariamente no interior do jardim, visto que o incentro de
um tridngulo se localiza necessariamente no seu interior.

3. Seja O o circuncentro do tridngulo [ABC] e M o ponto médio do lado [AB].
Como 0 é o circuncentro do tridngulo, OM é a mediatriz de [AB] e, portanto, os tridngulos
[BMC] e [OMB] sao retangulos.

Como o triangulo [ABC] é equilatero BC = AB = 2cm.

Como M é o ponto médio de [AB], MB = 1cm. >

Pelo Teorema de Pitagoras, vem que:

CM? + MB? = BC?

Seja a o comprimento de [CM], em cm.
a?+12=22ed’?+1=4oad’ =3ca=+V3
CM =+3cm

Como o tridngulo é equilatero, sabemos que o ponto 0 é o M A
. — 2—— 23 S B
baricentro e, portanto, 0C = (M = T\/_cm. v
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2
Acireuto = T X 1aio? =m x C0? = X (?) cm? = gn cm?
base x altura AB xCM 2 x+/3
Apape) = = = cm? = 3cm?
2 2 2
4
Asombreada = Acircuto — AlaBc] = (gn - \/§) cm? ~ 22,1cm?
R.: 22,1cm?
4.
4.1.

G é o baricentro do tridngulo [ABC], logo, [AE] e [CD] sdo medianas do tridngulo e, portanto, D
e E sdo os pontos médios dos lados [AB] e [BC], respetivametne.

Assim, AD = BD = 5cm.

. 2__ 2

AG =§AE=§x6cm=4cm

Como [AE] e [CD] séo perpendiculares em G, os tridngulos [ADG], [CGE] e [AGC] séo
retangulos em G.

Pelo Teorema de Pitagoras, vem que:

AG? + DG* = AD?

Seja a o comprimento de [DG], em cm.
£2+a?=5216+a’=250a’=25-16oa’=9ca=4+V9a=13
DG = 3cm

CG =2DG =2 X 3cm = 6cm

R.: a)AD =5cm b)AG =4cm ¢)DG =3cm  d)CG = 6cm

4.2,

Pelo Teorema de Pitagoras, vem que:

AC? = AG*> + CG?* e CE? =GE*+ CG*

Sejam b e c, respetivamente, os comprimentos de [AC] e [CE], em cm.
b?=42+6> = b>=16+36 = b> =52 b =+V52
?=22+6°ob>=4+36b>=40 b = +V40

AC =+/52cm e CE =+/40cm

BC = 2CE = 2v/40cm

Piasc) = AB + AC + BC = (10 + V52 + 2v/40)cm ~ 29,9cm

R.: 29,9 cm

Seja M o ponto médio do lado [AB].

G é o baricentro do triangulo [ABC], logo, MG = %ﬁ

35 | Matematica - Ensino Secundario

¥/ areal



10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

M é o ponto médio de [AB], logo, AM = %ﬁ
Como 4B = CG, concluimos que AM = MG e, portanto, AGM = MAG.
Analogamente se conclui que MGB = GBM.
AGB + GBA+ BAG = 180° &
© AGB + GBM + MAG = 180° &
& AGB + MGB + AGM = 180° &

[e]

~ ~ A A 18 ~
& AGB + AGB = 180° & 2AGB = 180° © AGB = < AGB =90°

R.: 90°
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FICHA 8 - RETA DE EULER E CIRCUNFERENCIA DOS NOVE PONTOS

1.GH = 20G e N é o ponto médio do segmento [OH].

¢c)GN = ON — 0G = 6cm —4cm = 2cm
1.2.
a)OH = 30G = 3 X 5cm = 15cm

S om— 1gscm = (7,5-5)cm = 2,5cm

1.3.

a) GN = ON — 0G = 21 _ 0 _ 300 _20H _ OH
2 3 6 6 6

__ OH OH -

OG=?=2X?=2XGN=2X1CTH=2CTH

b)GH =2 X 0G =2 X 2cm = 4cm
¢)ON = 0G + GX = 2cm + 1cm = 3cm

2.1. Oincentro e o baricentro tém de ser pontos do interior do tridngulo, pelo que ndo podem
estar contidos nos lados, em particular, ndo podem coincidir com um dos vértices. Como o
circuncentro estd a mesma distancia dos trés vértices do tridngulo, se coincidisse com um
deles teria de coincidir com os outros dois e néo existiria triangulo. Assim, conclui-se que esse
ponto notavel é o ortocentro. Se o ortocentro € um dos vértices entdo o triangulo tem de ser
retdngulo, pois, para as alturas se intersetarem num dos vértices, as mesmas tém de coincidir
com os dois lados que contém esse vértice.

R.: Tridngulo retdngulo

2.2. Os quatro pontos notaveis classicos coincidem se as medianas também forem alturas e
estiverem contidas nas mediatrizes e nas bissetrizes do tridngulo e tal acontece apenas nos
triangulos equilateros.

R.: Tridngulo equilatero (consequentemente € um triangulo acutangulo).

2.3. Oincentro e o baricentro tém de ser pontos do interior do tridngulo, pelo que nao podem
estar contidos nos lados, em particular, ndo podem coincidir com o ponto médio de um deles.
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Se o ortocentro fosse o ponto médio de um dos lados, a altura relativa a um dos vértices desse
lado seria o préprio lado e seria perpendicular ao lado oposto ao vértice o que era impossivel
pois teriamos um tridangulo com dois lados paralelos. Assim, o Unico ponto notavel que pode
coincidir com o ponto médio de um dos lados do tridngulo é o circuncentro.

Como o circuncentro é o ponto médio de um dos lados, a circunferéncia que circunscreve o
tridngulo tem esse lado como didmetro e o vértice oposto, estando contido nessa
circunferéncia, vé os outros dois vértices segundo um angulo reto. Conclui-se, assim, que o
triangulo [ABC] é retangulo.

R.: Tridngulo retangulo.

2.4. A reta nao existe se todos os pontos forem coincidentes e tal acontece se o tridngulo for
equilatero.

R.: Tridngulo equildtero (consequentemente é um tridngulo acutangulo).

2.5. O ortocentro é exterior ao tridngulo apenas se as alturas referentes a dois dos vértices ndo
intersetam os lados opostos, tal acontece quando o tridngulo é obtusangulo.

R.: Tridngulo obtusangulo.

3.

Construir o segmento de reta [AO] com 7 cm de comprimento.
Construir a circunferéncia e centro no ponto A e 6 cm de raio.
Construir a circunferéncia de centro no ponto O e 3 cm de raio.

Pobd-=

Marcar o ponto G, baricentro do tridngulo [ABC], que é um dos pontos de intersegdo das

duas circunferéncias construidas.

5. Marcaroponto M, ponto médio do lado [BC], que é o ponto da semirreta AG de intersecao
das duas circunferéncias construidas.

6. Tracar areta OM (é a mediatriz do lado [B(C]).

7. Tracar a reta r, perpendicular a reta OM pelo
ponto M. N

8. Tracgar a circunferéncia de centro no ponto O
que contém o ponto A.

9. Marcar os pontos B e C, que correspondem aos
pontos de intersecdo da circunferéncia
construidano passo8earetar.

10. Construir o tridngulo [ABC].
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4,
T'

4.1. Ocirculo de 9 pontos do tridngulo [RST] é o circulo limitado pela
circunferéncia circunscrita ao tridngulo [R’S’T’]. Como o tridngulo
[R'S'T’] é retangulo em R’, a circunferéncia que o circunscreve 6 cm
tem didmetro [S’T’].
Pelo Teorema de Pitagoras, temos que S'T' = V82 + 62 = 10. ' '

& a R 8 cm S

. _ 10 _

ralOcjrc.9 pontos = 7 = 5.

Assim, conclui-se que o raio da circunferéncia de 9 pontos do tridngulo [RST] mede
5cm.

4.2. A distancia do circuncentro do tridngulo [RST] ao vértice R é igual a medida do
comprimento do raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo [RST] e, portanto, é o
dobro da medida do comprimento do raio da circunferéncia do 9 pontos desse
tridngulo.

Assim, conclui-se que a distancia do circuncentro do tridngulo [RST] ao vértice R é de
10 cm.

5.1. Seja Q o vértice oposto ao vértice H, no retadngulo [HPQR]. O ponto médio, N, do
segmento [PR] é o centro da circunferéncia dos 9 pontos do tridngulo [ABC].
Como o centro da circunferéncia dos 9 pontos de um tridngulo é o ponto médio do
segmento de reta de extremos no ortocentro e no circuncentro desse tridngulo,
conclui-se que o ponto @ é o circuncentro do tridngulo [ABC].
Assim, PQ e PR sao mediatrizes do tridngulo [ABC] e, portanto, as retas PH e RH
contém dois dos lados do triangulo [ABC], aqueles cujos pontos médios sdo P e R,
respetivamente. Como as retas PH e RH se intersetam no ponto H, conclui-se que o
ponto H coincide com um dos vértices do tridngulo [ABC]. Para determinar os outros
dois vértices do tridngulo [ABC] basta determinar os
pontos de intersegdo da circunferéncia circunscrita a
esse triangulo com as retas PH e RH. 1
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Protocolo de construcao:

0. Contruir o retangulo [HPQR]talque HP = 6cm e HR = 4cm.

1. Tracarasretas HP e HR.

2. Construir a circunferéncia de centro no ponto Q e raio [QH].

3. Marcar os pontos B e C, intersegdo da circunferéncia com as retas HP e HR,
respetivamente.

4. Tracgarotridngulo [ABC], tendo em conta que o ponto A coincide com o ponto H.

5.2. Em5.1.javimos que o ponto H coincide com um dos vértices do tridngulo [ABC] e que
os dois lados que se intersetam nesse ponto sdo perpendiculares, visto que estdo
contidos nas retas PH e RH que, por conterem lados consecutivos de um retangulo,
sao perpendiculares.

Assim, o triangulo [ABC] é retangulo.
Seja A o vértice que coincide com o ponto H. Sejam B e C os vértices do tridngulo tais
que os pontos P e R séo os pontos médios dos lados [AB] e [AC], respetivamente.

ABXAC  2APX2AR —_— = S — .
- = 22208 — 24P x AR = 2HP x HR = 2 x Areajpor,

Area[ABc] =

Assim, conclui-se que o tridngulo [ABC] tem o dobro da medida da area do retangulo
[HPQR].

6.1. TaiOcirccircunscrita = 2MN =2 X4 =8
A — 2 —
areacirc circunscrita — T X 8“ = 64n
Resposta: 641 cm?

Construir o segmento de reta [GM] com 3 cm de comprimento.
Construir a circunferéncia de centro no ponto G e com 2 cm de raio.
Construir a circunferéncia de centro no ponto M e com 4 cm de raio.

Bwopoad

Marcar o ponto N, um dos pontos de intersegédo das circunferéncias tragadas nos

passos2e 3.

5. Determinar o ponto O, circuncentro do tridngulo, ponto de intersegéo da semirreta NG
com a circunferéncia de centro no ponto G e raio com o dobro do comprimento do
segmento de reta [GN].

6. Tracar a circunferéncia de centro no ponto O e raio com o dobro do comprimento do
segmento de reta [MN] com 4 cm de comprimento.

7. Construirareta OM.
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8. Construirareta s, perpendicular a reta OM.

9. Marcar os pontos B e C, pontos de intersegdo da circunferéncia tragada no passo5e a
retas.

10. Determinar o ponto A, ponto de intersegdo da semirreta MG com a circunferéncia de
centro no ponto G e raio com o dobro do comprimento do segmento [M(].

11. Construir o tridngulo [ABC].

7. Em qualquer tridngulo, a distancia do baricentro ao ortocentro é o dobro da distancia do
baricentro ao circuncentro. Assim, a distancia do circuncentro ao ortocentro é o triplo da
distancia do baricentro ao ortocentro.

Como o tridngulo ndo é equilatero, os pontos 0, G e H estdo contidos na mesma reta, a reta
de Euler do tridngulo, e sdo distintos. Assim, a altura h dos tridangulos [OMG] e [OMH] relativa
ao vértice M é igual a distancia do ponto M a reta de Euler, reta que contém os lados opostos
ao vértice M desses dois tridngulos.

Assim,

OHxh 30Gxh 0G X h ]
2 = 2 = 3 X T = 3 Area[OMG]
E, portanto, o tridngulo [OMH] tem o triplo da area do tridngulo [OMG].

Area[OMH] =
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FICHA 9 — FUNCOES DEFINIDAS POR TABELAS, GRAFICOS OU ANALITICAMENTE

1. As fungdes sdo as correspondéncias | e lll.

A correspondéncia Il ndo representa uma fungéo porque ao Luis correspondem duas
nacionalidades. A correspondéncia IV nao representa uma funcao porque a 7 néo
corresponde qualquer distancia.

2. Il é acorrespondéncia que representa necessariamente uma fungao, pois, a cada valor do
raio de um circulo corresponde uma e uma s6 area.

I. Nao representa uma fungao, pois, ao més de fevereiro correspondem os elementos 28 e 29.

[1l. Nao representa uma funcao, pois, a cada continente podemos corresponder mais do que
um pais.

3.

31. f(x) =2x+ 2

3.2.
f(=2)=2%x(-2)4+2=—-4+4+2=-2

f(—1)=2x(—1)+2=—1+2=1
2 2
F(0)=2x0+2=0+2=2
F)=2x1+2=2+2=4
f(3)=2x3+2=6+2=38

D’ ={-21, 2,4,8}

3.3.
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4.1. Adistancia do parque a casa do Jodo é de 3,5 km.
4.2.0,75h = 0,75 X 60 min = 45 min

Eles demoraram 45 minutos a chegar ao parque.

4.3. (1,25 -0,75)h = 0,5h = 30 min

Os dois amigos estiveram 30 minutos parados no parque.

4.4. A afirmacao é falsa. Depois de estarem parados no parque, os amigos afastaram-se ainda
mais da casa do Jodo, ficando a 4 km da mesma, e sé depois se comegaram a aproximar.

4.5. Os amigos demoraram duas horas desde o inicio da corrida até regressarem a casa do

Jodo.
5.
5.1.
A=V
B-|
c-1i
D-II
5.2.
Temperaturaf Distancial
(°C) (km]
120-
757
o 20 t(min) o
N.°
morcegos Altural
infetados [metros)
5
3.3—7:/-\
1 2
v t (dias) .

o g
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INDEPENDENTE E VARIAVEL DEPENDENTE

1.

1.1. f(2) =22 = 4;

Aimagem do objeto 2 é 4.

1.2.fx)=1ex?*=1ox=-1vx=1

Como 1 ndo pertence ao dominio de f, entéo, -1 é o objeto cuja imagem por f é iguala 1.

1.3.

f(=2) = (-2)2 = 4
f(0) =(=2)*=4
f(3)=32=9

A B

1.4.D = A= {-2,-1,0,2,3},D's = B =1{0,1,4,9} e Conjunto de chegada de f = B =
{0,1,2,3,4,9}

2,

2.1. A correspondéncia é uma fungao pois a cada valor de x corresponde um e um s6 valor de
f(x).

2.2.

X -2 -1 0 2

Pl | W

f(x) -1 -

P | ==

1

2.3.0p = A={-2,-1,0,2,3}; D = { —1,—3,0,1,2}; Conjunto de chegada = R

24.f(x) = %x
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3.
2

ot (- =a-2x(-2) sa-axiza-it-iod

3.2.f(x)=—5<:>3—2x2=—5(:)—2x2=—5—3(:>—2x2=—8(:>x2=:—§(:>

oxl=t4ox=tVieox=-2vx=2

33.f(3)=3-2x32=3-2x9=3-18=—-15

34.f(x)=1e3-2x2=1le-2t=1-3e-l=—2ox’="o

-2
eoxl=leox=t/lex=-1vx=1
-1 e 1 sdo os objetos cujaimagem porfé 1.

3.5. Com os dominio e conjunto de chegada sdo conjuntos de nimeros reais entdo a funcao é
real de variavel real.

4.

4.1.

a) Dy = {—1;0;1;2; 4}

b) D'f ={1;4;7;10; 16}

4.2. Aimagem de 4 porfé 16.
43.f(2)=10e f(-1) =1

4.4.y = ax + 4, pois, o ponto de coordenadas (0,4) pertence a reta que que contém os pontos
assinalados.

(-1,1) pertence a fungao, logo, 1l =ax (-1)+4 = 1l=—-a+4o a=4-1a=3
Assim, f(x) = 3x + 4. (D)

N.° de bilhetes (n) 1 2 5 8 10
Valor a pagar (p) 6 12 30 48 60

1X6=6;2%Xx6=12;5Xx6=30;8x6=48;10x%x 6 =60

5.2. Avariavel independente é o numero de bilhetes e a varidvel dependente é o valor a pagar.
5.3.p(n) = 6n

5.4.p(24) = 6 X 24 = 144

O valor total a pagar pelos bilhetes é de 144 €.
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6.1.0; ={x eRix +2 # 0} =R\ {-2}
x+2+0x+-2

6.2.Df =R

6.3.Dr ={x ER:8— x>0} =] —,8|

8—x>0e —x>-8x<8

6.4.D; ={x e Rix®—x # 0} =R\ {-1,0,1}
¥—x#z0eox(x’-1D)#*0eox(x-1Dx+1) #0s
Sx#FF0Ax—-1#0Ax+1#0x+0Ax+1Ax+ -1
6.5.D; = {x € R:9 — x? # 0} = R\{-3,3}
9-x2200 x?2+-9ox?+9ox+-3Ax+3
6.6. Para qualquer valor de x, setem x? + 1 > 0.
Assim, Dy = {x E Rix +1 = 0} =] — 1; +oo[
x+1>20ox=>-1

6.7.0; ={xeR:x*+1#0}=R

x>+ 1+# 0 © x? # —1 Condigao universal

6.8.Df ={x ERix+9 =0} =[-9,+0o[

x+9=>20x=>-9
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FICHA 11 - ZEROS E SINAL DE UMA FUNGAO. MONOTONIA E EXTREMOS
1.
11.D0; = {x ER:x? — 1 # 0} = R\ {~1; 1}

-1#0exl+leox+-1Ax#1
1-3x(=5) _ 1+15 _ 16 _ 2

1.2 f(—5) = =3X9) 2

(-5)2-1  25-1 24 3
%é aimagem de -5 por f.

1-3x _
x2-1

13.f(x) =0 091-3x=0Ax?>—-1#0 -3x=—-1Ax*#1 -3x=-1A

1 1
x2¢1=>x=§/\x¢—1/\x¢1<:>x=§

1, ~
3 ezero dafuncaof.

2.
2.1. a)fénegativaem]4, 6.
b) f é crescente em [5, +o|.

2.2, Aafirmacéo é falsa. Por exemplo:
@ 2<3 e f(2)<f(3)
@ 3<5 e f(3)>f(5)
Assim, concluo que f ndo é mondtona em [1,5].
2.3.
a) Minimo relativo: -2
Maximos relativos: 6 e 7
b) Minimo absoluto: -2
Maximo absoluto: ndo tem
c) Minimizante: 5
d) Maximizantes: 1e 3

3.

3.1.Df = [-2,—-1[U [0, 5]

3.2. B. fé crescenteem[0,3]e em]3,5]
3.3.C.5.={-2,0}

3.4.

Minimo relativo: 1

Minimo absoluto: ndo existe

Maximos relativos: 1,2e 3

Maximo absoluto:3
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41. a)f(-1)=-2x(-1)+1=2+1=3
Aimagem de -1 porfé 3.

b)f(x)=0<:>—2x+1=0(=>—2x=—1<:>x=:—;(=>x=§
%é 0 objeto cuja imagem por f é zero.
o)f(-2)=-2x(-2)+1=4+1=5
—-2%X34+1=-6+1=-5
Como a representacgao grafica da funcao f é parte de uma reta, entdo ela € mondtona em
todo o seu dominio. Como o declive é negativo, entdo, f € decrescente, logo,
D’f =] —5,5]
4.2. |.Verdadeira, pois, 0s seus pontos pertencem a uma reta de declive negativo (-2).

. Falsa. A funcao f ndo é linear, pois, a sua expressao néo é do tipo f(x) = ax,com € R, ou
seja, a origem do referencial nao pertence a sua representagéao grafica.

lll. Falsa. -5 ndo é o minimo absoluto de f, pois ndo pertence ao seu contradominio.

5. Por exemplo:

:__
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6.
6.1. Zeros: -4,83;-1e 0,83

f1(x)=x>+5-x2-4

(-6,-40)

Minimos relativos: - 4 e -40
Maximos relativos: 2 e 14,52
Minimo absoluto: - 40

Maximo absoluto: 14,52

6.3.fé crescenteem [—6; —3,33] eem [0; 1].
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7.1.

® Zerosde f:] —3,—1[U {3}

® Zerosde g: {—2,7}

7.2.

® Funcéo f: f é negativaem [—1,3[; f é positivaem [—7,—3] U]3,4[; f é nulaem ] — 3,—-1[U
{3}

® Funcédo g: g é negativaem | — 4,—2[U]3,7[; g é positivaem | — oo, —4[U] — 2,3] U]7,+ o[; g
énulaem{-2,7}

7.3.

® Funcéo f:

Minimos relativos: -4 e 0

Minimo absoluto: -4

Maximos relativos: 0 e 5

Maximo absoluto: 5

® Funcgéo g:

Minimos relativos: -2 e 4

Minimo absoluto: ndo tem

Maximo relativo: 4

Maximo absoluto: ndo tem

7.4.

® Funcao f: f é decrescenteem [—7,3] eem [—1 1] ; f é crescente em [1,4]; f é constante
em]—3,—1[

® Funcédo g: g é decrescenteem | — oo, —4[eem [3,6[; g é crescenteem | —4,0] U [6,+ xo[; g
¢é constante em [0, 3].

8.1. O valor maximo da distdncia correspondera ao comprimento da diagonal [AC] do
retdngulo. Aplicando o Teorema de Pitagoras:
AC? =AB? +BC? © AC*>=102+4>© AC* =100+ 16 ® AC* =116 &
& AC =116 © AC = 2429
O valor minimo da distancia entre os pontos A e P serd o valor do comprimento do lado [AD], ou
seja, 4 cm.

O maximo absoluto da fungao d é 2v/29 cm e o minimo absoluto é 4 cm.
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8.2. O grafico que descreve a situacao é o lll. A distdncia inicial do ponto P ao ponto A é igual ao
comprimento do lado [AB], ou seja, 10. A medida que o ponto P se move sobre o lado [BC] a
referida distancia vai aumentando até ao valor maximo de 24/29 cm (aproximadamente 10,77
cm). A medida que o ponto se desloca de C para D a distancia do ponto P ao ponto A vai
diminuindo até ao valor minimo de 4 cm, o qual corresponde a medida do lado [AD] do
retdngulo.

11.82 “y.
€IxXos

(C( 1.95,10.02)

1

e \/m.e'A(o_3'3:¢) ' ""\\3(3,0)45{

14 14
f1 (x)=-2- x3+—- x2+—- x=2
-6.84 3 3

Recorrendo a calculadora grafica temos que:
A(0,33; 0); B(3, 0); C(1,95; 10,02)

Assim, a area do triangulo [ABC] é dada por:

4 _ABxyc _(3-033)x1002

> > ~ 13,38
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FICHA 12-FUNGAO AFIM

1.
1.1.f(§)=—§x§+5=—6+5=—1

R.: -1
5 4 5 4 5 4 5 10
1°2'f(x)—5<=>—EX+5—E@—EX—E—S@—EX—E—?‘:)
4 5 5 3 15
(:)——x:——(:)xz—_x(__)@xz_
3 2 2 4 8
R.:l—5
8
4 4 3 15
1.3.f(x)—0@—§x+5—0@—;x-—5<=x——5x(—z)=}x—7
R.:l—5
4
2.

2.1.2km=2000m

1
f£(2000) = 15 _Wx 2000 =15-20=-5

R.: =5°C
2.2.f(0)=15——x0=15-0 =15
100
R.: 15 °C
2.3. O coeficiente de a é — ﬁ e representa a variagdo da temperatura por cada metro de

variagdo da altitude a que o drone se encontra, ou seja, por cada metro de aumento de
altitude, a temperatura baixa uma centésima de grau.

3. Areta que representa graficamente a funcao f tem, num referencial cartesiano e
monomeétrico, declive igual a ordenada na origem e, portanto, tem de ter o mesmo sinal. Ora, a
reta r tem declive negativa e ordenada na origem positiva e a reta s tem declive positivo e
ordenada na origem negativa, pelo que nenhuma das duas pode representar graficamente a
funcao f.
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41.
f(x)=0<:)—§x+5=0@—§x=—5(:>x=—5x(—3)<:>x=15
Afuncgao f é positiva em |—o, 15[ e negativa em |15, +o[.

Afuncéo f é estritamente decrescente.

Y

2

-3
Afungéo g é negativa em |—o0, 3[ e positiva em |3, +oo].

Afungéo g é estritamente crescente.

4.2,
gx)=ax—-2

9(3)=0<:>a><3—2=04:)3a=2(:>a=§

1 2 1 15 2 6
x)=gx)© —-x+5=-x—-2-—x+—-=-x—-©
fG) =g(x) SX+5=3 X+ =x—3
1 2 6 15 3 21
S—x—xXx=—-—— ——x=——6-3x=-21&
3 3 3 3 3 3

-21
<:>x=_—34:)x=7

f(==3x7+5=—l45=—242=2

3 3 3
R.: (7, g)
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5.1. Afuncéo f é decrescente e —2 é zero da fungéo, logo, todos os objetos menores do que
—2 tém imagem positiva e todos os objetos maiores do que —2 tém imagem negativa.

R.: Afungéo f tem um Unico zero, —2, é positiva em |—oo, —2[ e negativa em |—2, +oo].

5.2. Tendo em conta o que foi referido na alinea 5.1., conclui-se que, das quatro opgdes dadas,
apenas o ponto de coordenadas (—3,5) pertence ao grafico de f.

R.: (B)

6.

6.1. Para a fungéao ser negativa em todo o seu dominio todos os objetos tém a mesma imagem
que tem de ser negativa. Assim,

e ftem de serconstante e, portanto, 2k —1 =0

2k—1=0=>2k=1<=k=§

e em particular, f(0) tem de ser negativo.
fO)<0e1-4k<0o1<4ke <k

1 1 , 1
Como " < 20 valor de k tera de ser >

R.:k=l
2

6.2. Para a funcéo ser decrescente o declive da reta que a representa num referencial
cartesiano tem de ser negativo. Assim, 2k —1 < 0

2k—1<0<=2k<1<=k<§

R.:k € ]—00,%[

7.
7. f(x)=ax+b

f(3)=-5 {ax3+b=—5 3a+143a=-5 (6a=-5-—1
{f(—3)=1@ax(—3)+b=1‘:’{b=1+3a ‘:’{

_ -6
®{6a— 6 @{a:? (:){Z

=Ii3x(-1>=’{b=_1_3=>{ﬁii§

R:f(x) =—x—2
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7.2.f(x)=ax+b

f(2)=0 ax2+b=0 2a+2—-5a=0 —3a=-2
{f(5)=2 {ax5+b=2‘:’{b=2—5a d
2 2
{a=-_2 R ﬁ{ ) %7
(=4 _ — _
= b=2—5x§ b=2-3 b=—§

R.:f(x) = gx —g

7.3. Afuncgéo f é uma funcao afim que nao tem zeros, logo, é uma fungéo constante.
Assim, como aimagem de 7 é —2, todas as imagens sdo iguais a —2 e, portanto,
flx) =-2.

R.:f(x)=-2

8.
81.f(x) =ax+b

{f(20) = —120 {a x20+b=—-120 {ZOa +210 - 50a = 120 _,
£(50) = 210 ax50+b=210 b =210 — 50a

- = _ — _ - _ -330
(:){ 30a = —-120 210(:){ 30a = 330®{a=_—30 o

a=11 - a=11
‘E’{b=210—50x11‘:’{b=210—550‘:’{b=—340

f(x) =11x — 340

340
f(x)=O=>11x—340=0(:>11x=340=)x=F

x = 30,9

R.: 31 camisolas

8.2. f(100) = 11 x 100 — 340 = 1100 — 340 = 760
R.: 760 €
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FICHA 13 - FUNGCAO QUADRATICA

1.
1.1. Seja x o comprimento, em metros, de um dos lados do terreno.

Como o perimetro do terreno é 900 metros, a soma dos comprimentos de dois lados
consecutivos é 450 metros.

450 —x

X

Seja A afungao que faz corresponder a cada valor de x a area do terreno, entéo:
A(x) = x(450 — x)

Calculo da abcissa do vértice da parabola que contém a representacao grafica da funcao A:
x(450—x) =0 x=0V450—x =0 x=0Vx =450

0+ 450
-T2
450 — 225 = 225
Assim, o terreno de drea maxima é aquele que é um quadrado de lado com 225 metros de
comprimentos.

Xy = 225

R.: 225 metros por 225 metros.

1.2. Seja x, em metros, o comprimento de um dos lados do terreno e y o comprimento, em
metros, do outro lado do terreno que sera paralelo a diviséria.

X

y y y

X

900-2x . 2
3 Y= 3

Seja B afuncao que faz corresponder a cada valor de x a area do terreno, entao:

2x+3y=9003y=900—-2x oy =

B(x) =x (300 — Z?x)
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Calculo da abcissa do vértice da parabola que contém a representagao grafica da fungéao B:

2x 2x 2x
x<300—?)=O<:>x=0v300—?=0<:)x=0V300=?(:>

©x=0Vv450 =x

_0+450

=225
2

Xy

2 X225
y=300—T=300—150=150

Assim, o terreno de drea maxima é aquele que é um retangulo de lados com 225 metros e
150 metros de comprimento, colocando a diviséria paralela ao menor dos lados.

2.
f(2Q)=2x2+8=12

12
g(2)=12<=>a><22=12<=>ax4=12=>a=7=>a=3
g(x) = 3x?
Afuncéo g é representada graficamente num referencial cartesiano por uma parébola de
vértice na origem do referencial e com a concavidade voltada para cima.

Assim, afungéo g:
tem um Unico zero, que é 0, e é positiva em R\{0};

¢ decrescente em R e crescente em R} e 0 é o seu minimo absoluto.

3.

3.1. Arepresentacao grafica da fungdo g obtém-se fazendo uma translagéo de 8 unidades
para cima da representacgao gréfica da fungéo f.

Arepresentacédo grafica da funcdo h obtém-se fazendo uma translacdo de 13 unidades para a
esquerda da representacéo gréfica da fungéo f.

Arepresentacédo grafica da funcdo i obtém-se fazendo uma translacao de 6 unidades para a
direita da representacao grafica da funcgéo f.

A representagédo grafica da fungéo j obtém-se fazendo uma translagéo de 3 unidades para
baixo da representagéo grafica da fungéo f.

3.2.D' =[0,+0o[; D'y = [8,+00[; D'y, = [0, +00[; D'; = [0, +oo[; D'; = [-3, +oo[

4.

4.1. Concavidade voltada para baixo (a = —3).
4.2. Concavidade voltada para cima (a = 7).
4.3. Concavidade voltada para cima (a = 1).
4.4. Concavidade voltada para cima (a = 1).
4.5. Concavidade voltada para baixo (a = —2).
4.6. Concavidade voltada para baixo (a = —1).
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5.f-3;9—7;h—4;i—9;j—1;k—6;l—-5;m—2;n—8
As fungbesj e m sdo representadas por parabolas com o mesmo vértice (-5, 0), sendo que a

que representa a fungao j serd mais aberta do que a que representa a fungdo m. Assim, a
funcao j é representada pela parabola 1 e a fungdo m é representada pela parabola 2.

Afuncgao f é representada por uma parabola de vértice em (0, 0), voltada para cima, logo, é
representada pela parabola 3.

Afuncgao h é representada por uma parabola de vértice em (0, 1), voltada para cima, logo, é
representada pela parabola 4.

A funcéao [ é representada por uma parabola de vértice em (% —2), voltada para cima, logo, é
representada pela parabola 5.

A funcéao k é representada por uma parabola de vértice em (-4, -1), voltada para baixo, logo, é
representada pela parabola 6.

Afuncao g é representada por uma parabola de vértice em (0, 0), voltada para baixo, logo, é
representada pela parabola 7.

A funcéo n é representada por uma parabola de vértice em (0, - %) voltada para baixo, logo, é
representada pela paréabola 8.

Afuncao i é representada por uma parabola de vértice em (3, 0), voltada para baixo, logo, é
representada pela parabola 9.

Parabola que representa graficamente a funcdo

Equacdo eixo de Sentido da

simetria concavidade
f (3,1) x=3 voltada para cima
g (— 1, —%) x=-1 voltada para cima
h (0, 1) X=0 vultad:a para
baixo

6.2.D's = [1,+00[; D'y = [~ 2, +00[ ; D'} = ]—00,—1]
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6.3.
® Afuncéo f é positiva em todo o seu dominio.

og(x)=0=>2(x+1)2—§=0=>2(x+1)2=§=>(x+1)2=§=>

— 1 1 - _1 -1 —_1_1 -1 _ —_1_V3

®x+1—i\/;=>x+1— ﬁVx+1—ﬁ=>x— 1 \/EVx—\/§ lex=-1 3V
V3

x=?—1

Afungéogépositivaem]—w,—g —1[U]§ —1,+00[e negativaem]—\é—§ —1,? —1[.

® Afungao h é negativa em todo o seu dominio.

6.4. Afungao f é decrescente em |—oo, 3], crescente em [3, +oo[ e 0 seu minimo absoluto é 1.
~ . .. , 2

Afungéo g é decrescente em |—oo, —1], crescente em [—1, +o[ e 0 seu minimo absoluto é — 5

Afuncao h é crescente em |—oo, 0], decrescente em [0, +[ e 0 seu maximo absoluto é —1.

7.

f(x) =ax? -4
f(—4)=O@ax(—4)2—4=0<:>16a=4<:>a=14—6<:>a=%

FG) =727 — 4

g(x) = a(x + 4)?
g(0)=—4=>a><(0+4)2=—4®axl6=—4®a=z—:®a=—%

1
g(x):—Z(x+4)2
h(x) =a(x—2)?+1
2 1
h(O)=3<:>a><(0—2)2+1=3@ax4=3—1®4a=2®a=1®a=5

h(x) =%(x—2)2 +1
R.: f(x) =%x2 —4;gx)= —i(x+4)2 ; h(x) =§(x—2)2 +1

8. Seja f uma fungéo cuja representacao grafica coincide, no seu dominio, com a trajetéria do
repuxo de agua.

xV = (152)

fx)=alx—1)?2+2

1

f@)=0eaB-12+2=0oax4+2=004a=-20a=—ca=—

FO) = =5 (=1 +2

+

N| =
N

1 1 1
= —— — 2 = —— = —— = —
fO=-20-12+2=-ox1+2=—-2+2

R.: 1,5 metros
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9.

9.1.

Of(x)=0x=-2Vx=6
_6+(-2) 4

=TT

f)=3x2+2)x(2-6)=3x4x(—4)=—48

V(2,—48)

.g(x)=0=>x=§Vx=%

1 1 3 2 5
o -2"3_6%6_6_5
v 2 2 2 12

1) =-Gx(a-) -G E-)-
-~ () (%)=

V(5 1 )
12’144

Parabola que representa graficamente a funcéo

Equacdo eixo de Sentido da

NEEHEE simetria concavidade
f (2,—48) x=2 voltada para cima
(i 1_) x5 voltada para
g 12 144 12 baixo

9.2.D'; = [~48,+oo[; D'y = ]-oo, ﬁ]
9.3.

Afungéo f é positiva em |—o0, —2[ U |6, + [ e negativa em |—2,6].

Afungéao g é negativaem ]—00%[ U E +00[ e positivaem E%[

9.4. Afuncgéo f é decrescente em |—, 2], crescente em [2, +oo[ e 0 seu minimo absoluto é
—48.

~ . 5 5 .. L1
Afuncéo g é crescente em ]—00, E]’ decrescente em [E’ +00[ € 0 seu maximo absoluto é Tz’

10.

10.1. Se a bola atingiu a altura maxima 3 segundos depois de ter sido atirada a partir do solo,
entdo vai regressar ao solo 3 segundos depois de ter atingido a altura méxima. Assim, volta a
atingir o solo 6 segundos depois de ter sido atirada a partir do solo.

R.: 6 segundos

10.2. h(t) = at(t — 6)

h(3) =441 ax3x(B3-6)=441oax3x(-3)=441&

441
Sax(-N=4lea=—a=-49
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R.: h(t) = —4,9t(t — 6), osvalores de @ e de  séo 0 e 6 e correspondem aos instantes, em
segundos, em que a bola se encontrava no solo.

11.

11.1.
Of(x)=-3ox*?-2x-3=-3ox*-2x=-3+3ox*-2x=0&
ox(x—-2)=0ox=0Vvx=2

0+2 2
—=
f(1)=12—2><1—3=1—2—3=—4
f)=@x-1*-4

xV=

O0g(x)=28x?>-10x+28=28x>—-10x=28-28x?-10x=0&
ox(x—10)=02x=0Vvx—-10=0=2x=0Vv x=10
0+10_E_5
2 2
g(5) =52 —-10x5+28=25—-50+28=—-25+28=3
gx) = (x—5)2*+3

Xy =

Oh(x) =4 —4x’+4x+4=4 4x’+4x=4—-4 o —4x’+4x=0¢&
cx(-4x+4)=0ex=0V—-4x+4=0x=0V—-4x=—-4o

(:)x=_—4(:>x=1
_0+1 1

VETHTT

h(l)— 4x(1)2+4x1+4— 1+24+4=5
2) 2 2 B B

1
h(x)=—4<x—§) +5
11.2.

0f(x)=0(x—-12-4=0@x—-1)0’=d4ex-1=tfteox-1=12¢
©x—1=-2vx—-1=2ex=-2+1vx=2+1ox=-1vx=3
Afungéo f é positivaem |—oo, —1[ U |3, + [ e negativa em |—1,3[.

@g(x)=0 (x—5)?2+3=0e (x—5)2=-3 Equacdoimpossivel
Afuncéo g é positivaem R.
1

.h(x)=0<:)—4(x—%)2+5=0(:)—4(x—5)2=—5<:>

@( 1)2_—5‘:)( 1) 5., 1 B 1_+\/§@
¥T3) T\ T) TaT TR T TTES

1 \/EV 1 5

= e e — —_ — R

¥ET VAT
Afungao h é negativaem ]—oo,% — g [ U E + g, +oo[e positiva em E — g ,% + ?[
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12.
Seja f afuncéo afim representada graficamente pela reta AB.
fx)=ax+5
5
f(3)=0(:>a><3+5=o<i,3a=_5(:)a=_§
5
fx) = —§x +5
P( > +5)
X, —3X

Seja a a funcéo que faz corresponder a cada valor de x a area do retangulo [ORPQ].
5
a(lx) = x(—gx + 5)
5 5
a(x)=0<=>x(—§x+5)=0<=)x=0 v —§x+5=0<=>

5 3
(:bx=0v—§x=—5<=x=0Vx=—5><(—§><:)x=OVx=3

_0+3 3
VETHTT

_ (3)_ ( y +5)_3( +5>—3><5—15
yV_iz —2\7372 =32 2727
OQ:E
PQ=-2x>+5=-24+5="

N .. 15 . 3 = 5
R.: O retangulo pode ter no maximo Tde area e tal acontece quando 0Q = e PQ = >
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13.
A soma do perimetro do quadrado com o perimetro do circulo é iguala 1 m.
Seja x o comprimento do lado do quadrado e r o raio do circulo.
O perimetro do quadrado € dado por 4x e o perimetro do circulo é dado por 1 — 4x.
1—4x
21
Seja f afungéo que faz corresponder a cada valor de x no intervalo ]0,%[ a soma das areas do

2Znr=1—-4x & r =

circulo e do quadrado.

Expressdes Grafico

9 Auto Eixos & Navegar Calculo
7] 1-4x

F(x)=x+m .. .68
Fungdo polinomial

.04
Adicionar um elemento

o] .84 B0.08 0.12 08.16 0.2 Q.24
Exibir os walores

Tragar o grafico

Grafico

Auto Eixos & MNavegar Calculo
.08 .08
0.04 0.04
o] 0.04 B8.88 @©.12 0.16 g.2 @.24 o] 0.4 ©.88 ©.12 0.16 0.2 0.24
x=0.25 f(x)=0. 08625 x=0. 1400248 f(x)=0. 0350062

Quando x é aproximadamente 0,1400 , a fungéo f atinge o seu minimo absoluto.
Pquadrado = 4 % 0,1400 = 0,56

Peirculo = 1 — Pquadrado =1-0,5600 = 0,44

R.: O perimetro do quadrado é 0,56 e o perimetro do circulo é 0,44.
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FICHA 14 - EQUAGOES E INEQUAGOES DO 2.° GRAU

1.
—244/22—-4%x3x%x(-1 —2++/16
11.3x2+2x—1=0=x = (D oy 5 = 22816
2x3 6
-2+4 —2—4 —2+4 -6 2 1
S x = @szVx= . (:)xz?Vx=g=>x=—1Vx=§

=

—0)2_
1.2.2x2 + 4= Ox @ 2x2 —Ox + 4 = 0 @ x = 2/ 4x2x4 9£V49

2X2 4

9+7 9-7 9+7 2 1
=—Sox="—Vxx="-8©x=="Vx=—S©x==-Vx=4
4 4 4 4 2

13.x249=12x—-3x? 2 x?+3x?-12x+9=024x*-12x+9=0 &

12++/(-12)2—4x4x9 1240 1240 12
X = Sx="""7¢

+ 3
X =7 =" X ==
2X4 8 8 8 2

2+4V22-4x2x3 24+/-20
1.4.2x2—2x+3=0(:)x=T(:)x= 2

S=0

15.3(x—1)-5=x>-3x©3x—-3-5=x*-3x

—64/62—4x(-1)x(-8)

o —x2+4+3x+3x—-3-5=0 —x2+6x—-8=0=x= <D oo x =
_6iﬁ@x=_6i2@x=—_6_zVx=_6+2=>x=_—SVx=_—4<:>
-2 -2 -2 -2 -2 -2
Sx=4Vx=2
S =1{2,4}
- 2
16,02 - 21023 X330 X322 y13=30-xo
3 3 3 3 3 3 3
©3x2—x+x+3-30=023x*-27T=023x*-27=0
2_ — —
@x2—9=0®x=“4—wﬁx=ﬂ=}x=§®x=—6Vx=9(:>
2X1 2 2 2 2
©x=-3Vx=3
S ={-3,3}
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Ou, sem recurso a férmula resolvente...

10—t _x, 3 _30 x
3 3 3 3 3 3

y2 X3 x _ 3x% x 3 _30 x
3

©3x?-x+3=30—x&

©3x?—x+x+3-30=03x?-27=0o3x*-27=0

oxl-9=0ox =9 x=+/9 x =43

S={-33}

2.

21.f(x) =0 x> —4x+1=0
A=(-4)>-4x1%x1=16-4=8>0
Afuncéo f tem 2 zeros.

R.: 2

2.2.g(x)=0<:>7x2—’2—c+1=0

2

p=(-3) -4x7x1=1-28<0
2 4

Afuncédo f ndo tem zeros.

R.: 0

23.h(x) =0 4x2—-12x+9=0
A=(-12)2-4%x4x9=144—-144=0
Afuncgéo f tem um zero.

R.: 1

24.i(x) =0 —7x*>+53x =0
A=532—-4x(-7)x0=532>0
Afuncéo f tem 2 zeros.

R.: 2

3.
31.k—-3=0 k=3
R.:3
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3.2. Na alinea 3.1. jad vimos que para f ser uma fungao quadratica k nao pode ser 3.

Se a pardbola ndo interseta o eixo Ox, entdo a fungéo f nao tem zeros e, portanto, A < 0.
A<0e (-2)?2—-4x(k-3)x1<0e04-4k+12<016< 4k &
oZ<keo4<k

R.:k € |4, +o[

3.3. Areta que representa a fungéo g é tangente a pardbola que representa a fungéo f, logo, os
graficos das duas fungdes intersetam-se num Unico ponto e, portanto, a equacéo f(x) = g(x)
tem uma unica solugao.

f=gx)e k-3)x?-2x+1=x+2 (k—-3)x?-3x—-1=0

A=0e (-3 —-4x(k-3)x(-1)=029+4k—-12=0¢&

4:)4k=3=>k=%

R.:

Sl w

4.
4.1. Cada uma das n equipas joga em casa com as outras n — 1 equipas.

Assim, j(n) =n(n—1) =n? —n.

4.2.j(10) = 102 =10 = 100 — 10 = 90
R.: 90

43.j(n)=240n’—n=240n*—n-240=0&

14+/(=1)2—4x1x(-240 1+v961 1+31 1-31 1+31
on = _\/( ) ( )@Tl=_ on=—o = —V = —
2X1 2 2
-30 32
@n=TVn=7=}n=—15Vn=16

Comon € N, entdon = 16.
R.: 16
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5.
51.x2-9<0

T
x*-9=0ex’*=9oxr=*+/9o x =143 — - -
S =1-33] _

5.2.(x—5)>>0

O quadrado de qualquer numero real é ndo inferior a zero, logo, S = R.
53.x2+8<6xox2—-6x+8<0

6++/(—6)2—4x1x8
— @

2x1

x> —6x+8=0x=

— 8 —
2 AN/ T
S =1[2,4] \/

5.4.x—x2>§(:>—x2+x—2>0

-1% [12-ax(-1)x(-3)

2x(-1)

-1+V1-6 -1+v/-5
ox=THE L, 7\

S=9

3 7
—x*tx-s=0ex= o T

55.2(x—1)2<50 2 2(x —1)2—-50<0
2c—1)?-50=022(x—-1)?=50
ox-1)P2=255ex-1=+/25x-1=45
Sx—-—1=-5vx—-1=5ox=-54+41vx=5+1¢s

Sx=—-4Vx=6
S =]-46[
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56.(x—3)(x+5 =0
(x-3)(x+5)=0x—-—3=0vx+5=0c +\ /"’

o 3 T
©x=3Vx=-5 -

S =]—00,=5]U[3,+[

6.f()=gx)ex’+mx—-2=2x—-moex’*+mx—-2x+m-2=0&

ox*’+(m-2)x+m—-2=0

6.1. Areta r é tangente a parabola, logo, os graficos das fungdes f e g intersetam-se num unico

ponto e, portanto, a equagéo f(x) = g(x) tem uma Unica solugao.

fl=gx)ex?+mx—-2=2x—-mex’+mx—2x—2+m=0
ex?2+(m-2)x+m-2=0

A=0eo(mMm-2)2-4x1x(mMm-2)=0om?—-4m+4—-4m+8=0s

844/ (—8)2—4x1x12 om= 8i2_\/ﬁ o

2x1

8+4 8—4 8+4 4 12
(:)m=74:)m=7Vm=7@m=EVm=7=)m=2Vm=6

oem?-8m+12=0em=

R.:m € {2,6}

6.2. Areta r ndo interseta a parabola, logo, os graficos das fungdes f e g ndo se intersetam e,
portanto, a equacgéo f(x) = g(x) ndo tem solugdes.

Pela alinea 6.1.

f)=gx)ex?+(mMm-2)x+m—-2=0
A<0e(M-2)2-4x1x(m-2)<0em?—-4m+4-4m+8<0em?-8m+12<

0

+\ /+
m?—8m+12=0 m=2Vm=6 (verresolugéo de 6.1.) 2 \—/“ T
R.:m € 12,6
7.
7.1.D, = 10,5]

7.2. a(X) = A[ABCD] - A[PBQR] =8x%x5-— x2 =40 — x2 = —xz + 40
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7.3. Afungao a ndo tem maximo. A area sombreada aproxima-se de 40 a medida que o ponto P
se aproxima do ponto B, mas, como o ponto P nunca coincide com o ponto B, a drea do
retangulo é tao préoxima de 40 quando quisermos, mas nunca é 40.

O valor minimo da area da parte sombreada é 40 — 52 = 40 — 25 = 15, que se obtém quando a
area do quadrado [PBQR] é maxima.

R.: Afuncéo a nao tem maximo. O minimo absoluto da funcdo a é 15.

74.a(x) =220 —x*>+40>20

v
© —x2+40-20>0 —x?>+20=>0 45
—x24+20=0e x*’=-20ex*=20&
& x = +20

Notar que x € ]0,5]

R.:]0,vZ0 |
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FICHA 15 - FUNGAO DEFINIDA POR RAMOS. FUNGAO MODULO

1.
1.1.

e x<0
f(x) =ax
f(-2)=-2ax(-2)=-2oa=1
fx)=x

e O<x<2
f(x) = ax?
fRQ)=4oax2’=4oaxd4=4oa=1
flx) = x?

e x>2
f(x) =4

x se x<0
Resposta: f(x) ={x? se 0<x<2
4 se x>2

1.2.Df = |—,4]
1.3. Afungéo f € estritamente crescente em |—oo, 2] e constante em [2, +oo].

f ndo tem minimos relativos e 4 é o Unico maximo relativo de f que é também maximo
absoluto da funcéao.

2.
2.1.
a)f(-4)=1-(-4+4)?2?=1-02=1-0=1
b)f(-2)=1—-(-2+4)?=1-22=1-4=-3
c)f(0) =-3

df(2)=2-2=0

e)f(5)=2—-5=-3
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2.2.
a)

e x<-2
f)=-3e1-x+4)?=-30-(x+4)?=-3-1e-(x+4)’=—4e
e@x+4)l=d4ox+4=tVliox+4=12x+4=-2Vx+4=2&
©Sx=—2—-4Vx=2-4ox=—6Vx=-2
—6 e —2 pertencem ao intervalo considerado.

o —2<x<2

f(x) = —3 para qualquer valor de x no intervalo considerado.
e x=>2
fW)=-3©2-x=-3-—x=-3-2-—x=-5©x=5

5 pertence ao intervalo considerado.
Resposta: x € [—2,2[ U {—6,5}
b)

e x<-2
f)=-8o01-(x+4)?=-8o-(x+4)?=-8-1o-(x+4)?=-9 o
o x+4?=9ox+4=+V9ox+4=43x+4=-3Vx+4=3&
©Sx=-3—-4Vx=3-4oox=-7TVvx=-1
—7 pertence ao intervalo considerado. —1 nao pertence ao intervalo considerado.

e —2<x<2
f(x) = —3 # —8 para qualquer valor de x no intervalo considerado.

e x=2
fx)=—8©2—-x=-8-x=-8-2-x=-10x=10
10 pertence ao intervalo considerado.

Resposta: x € {—7,10}
2.3.
fx)=0

e x< -2
f(x)=0<:>1—(x+4)2=0<:>—(x+4)2=—1@(x+4)2::_1(:)

o x+4)l=1loxt+t4=tVlox+4=tlox+i=-1Vr+i=1e
Sx=-1-4Vvx=1-4x=-5vx=-3
—5 e —3 pertencem ao intervalo considerado.
e —2<x<2

f(x) # 0 para qualquer valor de x no intervalo considerado.
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e x=>2
f)=0o2—-x=0—~x=-20x=2

2 pertence ao intervalo considerado.

u]
24
5 -4 -3, —-2-1 0| 1
. _1__
f
-2+
-3
2.4.
X — oo -h -3 + oo
f(x) — 0 + 0 -
2.5. Afungéo f é:

e estritamente crescente em |—oo, —4];
e estritamente decrescente em [—4, —2] eem [2, +o];
e constanteem [—2,2].

3.1.

e 0<x<8
f(x) =ax
f(8)=2@a><8=2(:>a=§<:)a:1

f(x) =-xouseja

f&) =

Bl RHIR
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e 8<x<kkeR
f(x) =alx —9,8)% + 2,25
fB8=2oax(8-98)?2+225=2eax(-18)??+225=2&
©ax324+225=2oax%x324=2-225oax%x3,24=-0,25¢

0,25 25

oSqgq=——& [ —
3,24 324

25
_ 2 2
fx) = 374 (x —9,8)% + 2,25

25 25
= _ — 2 = e — — 2 = —
f)=0e 374 (x—98)“+225=0¢% 394 (x—9,8) 2,25 &

324
& (x—98)% =-2,25x% (- E) & (x-98)2=2916 &

©x—-98=4+/2916©x-98=454<x-98=-54vx—-98=54¢&
©x=-544+98vx=54+98< x=44Vvx =152

P

" se 0<x<8
R.: f(x) =
—%(x—9,8)2 +225 se 8<x<152

O ciclista alcangou o solo a 15,2 m do ponto de partida.

3.2.f()>20 —=(x—98)2+225>2 6 ———(x—98)> + 025 >0

25 25
— 2 — 2 —
fx) =2 322 (x—98)+225=2¢& 324 (x—9,8) 2-225

o2 (r_9g)? = 25@( 98) =2 v _98=+ 324
324 T T T 0 T T Y T T T T S

©x-98=%+18x-98=-18vx-98=18¢c
© x=98-18vx=98+18 x=8vx =116

8 11,6

f(x) >2 o x€]8;11,6]
11,6 —8=3,6

R.: 3,6 m, aproximadamente.
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_ _(x—-3 se x—3=20_(x—-3 se x=3
* f(x)—lx—3|—{_(x_3) se x—3<0_{—x+3 se x<3

1-x se xZO_{l—x se x=0
1-(—x) se x<0 WU+x se x<0

. _(x—3 se x=3 . _(I1—x se x=0
R: () = { g ={; 7

—x+3 se x<3 se x<0
4.2
y
6 -5 710
17
-3l
4.3.
a) Dy = [0,+oo[ ; Dg =]—o0,1]
b)
X —00 3 400 X —00 -1 1 400
f(x) + 0 - gx) - 0 + 0 -

c) Afungéo f é decrescente em |—, 3] e crescente em [3, +o].

Afungéo g é crescente em |-, 0] e decrescente em [0, +o[.
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4.4.
a)fx)=4e|x—-3|=4ox-3=4Vx—-3=—4¢&
Sx=44+3Vvx=—4+3x=7Vx=-1

ou
Y
5
(-1, 4) (7. 4)
y=4 N
3
2
1
X
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8
=1
R.:S ={-1,7}

b)f(x)<2e|x—3|<2©-2<x-3<2 & -2+3<x<2+3o

©1<x<5

ou
¥
f 4
3
(1.2) (5,2)
y=2
,
X
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
=2
R.:S = [1,5]
c)gx)<3oe1-|x|<3e —|x|<3-1 © —|x| <2 & |x|] > —2 Condigao universal
ou
y
4
y=3 ;
2
/ X
=5 -4 -3 =2 -1 Q 1 2 3 4 5 6
=t
=2
g
R.:S=R
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d) f(x) < g(x)
As semirretas que constituem a representagao grafica de f e de g sdo paralelas, duas a duas.
Assim, ndo existem pontos de intersecéo.

Sy
)

51.|x| =17 x=-17 Vv x =17

R.:S ={-17,17}

52.|x]|+5=0& |x| =-5

R:S=90
53.[x—-2|=7x-2=-7Vx-2=7Tox=-742Vvx=74+2

©x=-5vx=9
R.:S ={-5,9}
5.4.2|x+5|=3<:)|x+5|=2<:)x+5=—gvx+5=%<:>
(:>x=———5Vx=——5(:>x=—EVx=—z

2 2 2 2

ros=(-2-3

5.5.4|x—§|=0@|x—%l=0@x—%=0@x=%

R.:S={§}
56.|x] <5 -5<x<5

R.:S =]-5,5]

5.7.|x]| =23o©x<-3vx=3
R.:S =]—o00,—3] U [3, +oo[
58.|x+2|+1<0e |x+2|< -1

R.:S=90
59.|x—8|+3>0< |x+2|>-3
R.:S=R
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FICHA 16 - GEOMETRIA ANALITICA NO PLANO
1.

1.1. Representando o conjunto dos pontos considerados num referencial ortogonal
monométrico x0y:

|
%]
|
IP—'
-
I
L

1.2. Um ponto pertence ao 2.° quadrante se a sua abcissa for negativa e a sua ordenada for
positiva. O Unico ponto nestas condigdes € o ponto B.

1.3. Aimagem do ponto A por uma meia-volta de centro na origem € o ponto C.
1.4. As imagens dos pontos A4, B e C pela reflexdo no eixo das abcissas sdo:
A'(2,-3) B'(-1,-3) (C'(-2,3)

1.5. Asimagens dos pontos D, E e F pela reflexdo segundo o eixo Oy sao:
D'(-3,-1) E'(-2,0) F'(—3,4)

1.6. Tendo em conta as coordenadas dos pontos A e B, ambos os pontos tém ordenada igual a
3. Logo, aequagadodaretaABéy = 3.

1.7. As coordenadas dos pontos G e H s&o (0,—2) e (0, —1), respetivamente. Ambos os pontos
definem um segmento de reta contido na reta x = 0. Logo, a sua mediatriz serd uma reta
horizontal cuja ordenada que contém o ponto médio do segmento de reta [GH]. Assim, a
equacéo da mediatriz de [GH] é:

-2-1 3
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2.1. Representando cada um dos dominios planos num referencial cartesiano o.m. x0y:

Yy

B 6 x

B:y< -1

vt
mi
>l

b o Ol o X
-2¢
-4t

C:0<x<3
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y|

L

L
j.l_J

3
3
]
L

o
- eady

|

D:x>0n-1<y<2 combemlnm2 0l nc2ecdbn b X
-24
&

- 1'-|-1r
|

L

Exx=3vy<l1

u 3
PSRN ' T S —

------------al &t L -

Fil0<x<3v2<y<4

-6 -4-2 0L 274 6 X
-2t ]
-yt

2.2. Usando a entrada do software GeoGebra, obtemos as representagdes anteriores.
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3.1. Considerando A(1,—3) e B(—2,0), a distancia entre A e B é determinada por:

d(4,B) = \/(1 —(-2) +(-3-02=v9+9 =18 =32 x2=3VZum.

3.2. Adistancia entre os pontos C e D é:
2 2
1 1 9 25 34 /34
d(¢.D) = j(‘z B (‘5)) * (z‘ H)) = jz*z— TS wm

3.3. Adistancia entre os pontos E e F é:

d(E,F)=+(-1-3)2+(0-0)2=vV16+0 = 4u.m.

3.4. A distancia entre os pontos G e H é:

d(G,H) =+ (0—-0)2+ (7 +4)2 =v169 = 13 u.m.

4.

4.1. Adistancia entre A e B é calculada por:

d(A4,B)=(k+1—-4)2+B-5)2=+/(k—3)2+(-2)2=

=k?—6k+9+4=+k%—6k+13

Tendo em conta que a distdncia entre A e B é 5, entéo:

Vk?—6k+13=5ok?—6k+13=52k?-6k—-12=0<

=—(—6)iJ(—6)2—4x1x(—12)(:)k=6i\/8_4(:)
2x1 2

sk

6+V22x3x7 6 +2v21
= Sk=————ok=3+Vv21V Ek=3-+V21

k
< 2 2

Concluimos entéo que k € {3 —v21;3 + v21}.
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4.2. Tem-se que:
k=3-v21 A;=(3-V21+1;3)=(4-+21;3)
k=3+v21 A,=(3+V21+1;3)=(4+21;3)

Logo:
_(XA1+xB.yA1+yB)_ 4—m+43+5 —(a m4
1= 2 2 - 2 2 )T 2’
M =<xA2+xB_yA2+yB)= 4+\/ﬁ+4’3+5 _ 4+E4
2 2 2 2 ) 2’
4.3.

a) Para que B pertenca a circunferéncia de centro C(3,4) e comprimento da medida do raio 2,
entdo d(C,B) = 2. Assim:

dB,0) =/(3-4)2+(4—-52=VI+1=+2

Logo, B pertence a circunferéncia.

b) Comecemos por determinar a distancia de A ao centro C:
k=2 A=(2+13)=(33)
d(C,A) =J(3-3)2+(4-3)2=V0+1=1

Como ad(C,A) é menor do que o comprimento da medida do raio da circunferéncia, entdo A é

interior a circunferéncia de centro C e comprimento da medida do raio V2.

5.

5.1. O dominio plano representado é definido pela condicao x > 3.

5.2. O dominio plano representado pela area colorida é definido pela condicéo:

(x—12+(w-2)2<3?vy<3ex-1)2+(@p-2?2<9vy<3

5.3. O dominio plano representado é definido pela condicéo:

(x+2)P2+@+2)?2222Ax2>2-2 x+2)P2+(Y+2)?2=24Ax> -2

5.4. Neste caso, o dominio plano é definido pela condigao:

x=—-2ANy<2Ay=2x-1
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6.1. Temos que:

6.2. O ponto equidistante dos quatro vértices do retangulo é o ponto médio dos segmentos de
reta [AD] e [BC]. Logo:

M[AD]=M[BC]=( ) > > --,0

X4 + Xp YA+yD>=<_3+2.2+(_2)>=( ; )

6.3. O centro da circunferéncia que inscreve o retangulo corresponde ao ponto M4p) =
1 . . . s A -
(_5‘ 0). A medida do comprimento do raio corresponde a distancia de M[,p) @a um dos vértices

do retangulo. Logo:

2
raio=d(M[AD],A)=j(—%—(—s)) ”0_2)2:]%*4:]%:@

A equacao reduzida da circunferéncia é:
2
( 1) 2+( 02 Va1 @( +1)2+ , 4l
72 Y “\ 72 X)) TV T

6.4. A condigéo que define o dominio plano representado pelo retdngulo [ABCD] é:

—3<x<2A-2<Zy<2

7.

7.1. Tendo em conta o descrito no enunciado, os conjuntos de pontos descrito sao
representados da seguinte forma em referencial cartesiano o.m. x0y:
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7.2. Para além da reta definida pelo eixo das ordenadas x = 0, as retas tangentes ao circulo e
que sao paralelas aos eixos coordenados sao:

x=0 x=4 y=-3 y=1

7.3. Os lados do quadrado que circunscreve o circulo pertencem as retas tangentes ao circulo,
pelo que a medida do comprimento do seu lado é igual a medida do comprimento do didmetro
da circunferéncia. Assim:

lado = 4 Aquadrado = 4* = 16 u.a.

7.4. O dominio plano definido pelos pontos cujas ordenadas sao nao inferiores aos simétricos
das suas abcissas é definido pela condigéo:

y=—Xx

Como a ordenada do ponto C,y. = —1, é superior ao simétrico da sua abcissa —x, = —2,
entao C pertence a este dominio plano.

7.5. A condigdo que resulta da intersegéo do circulo com o dominio plano cujas ordenadas séo
nao negativas é:

x=22+@+1)?<22Ay20= (x -2+ (y+1)?<4Ay=0

8.

8.1. Como areta BD é paralela ao eixo das ordenadas, entdo as abcissasde B e de D
coincidem. Logo:

3 9
xB:xD:3 yB:E+E:—:6

Logo, as coordenadas de B séo (3,6).

8.2. O ponto C resulta da intersegéo da circunferéncia c; com areta CB.
A circunferéncia ¢, é definida pela equacgéo:

Centro=A=(23) raio=d(A,D)=/2-3)2+B-1)2=V1+4=+5

(=22 +(y—-3)?=V5 o (x-27+(y—3)?=5
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Logo:
2 X 3)2 x2 3 9

— 2 f- 2”_ ) = — 2 (—- — = 2 _ _— — — =
(x—2) +(2+2 3 5 (x—2) +2+2 5o x 4x+4+4+2x+4 5&

S 4x%2 —16x+164+x2+6x4+9=20=25x>-10x+5=0=2x*-2x+1=0

—(-2)++/(-2)2—4x1x1 2+0
S x = S x = sx=1

2x1 2
Temos entao que:

—1 1 N 9 10 c

=S YT T

Concluimos que C(1,5).
8.3. Areta CD é definida pela expressdo y = mx + b. Temos que m = —1, pois
m=u=5_3=—2.Logo,y= —2x + b.

Xc—X4 1-2

Tendo em conta que C pertence a CD podemos equacionar:
5=-24+4bS54+2=b7=b

Areta CD é definida pela condigdoy = —2x + 7.

Areta AB também é definida pela condigdo y = mx + b. Neste caso, m = % = g =3.0u
B~ 1A -

seja,y = 3x + b. Como A(2,3) pertence a AB, entéo:
3=3xX2+beo3=6+b=3-6=b= -3=)
Areta AB é definida pela equagcdo y = 3x — 3.

O dominio plano definido pelo interior e fronteiras do poligono [ACB] é:

x 9
y2—2x+7AyS§+§/\y23x—3
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8.4. Seja G o ponto de intersegéo da reta AC com o eixo das ordenadas. Temos que:
Ajoecr) = Ajore) — AlEca)

Tem-se que:

7
yE=O 0=_2.76"|'7@2x='7<$x=E

7
ye Xxp _7X7 49

A[OEG] = 2 2 4

CG=d(,6)={1-02+(5-7)?2=V1+4=+5 CE=d(CE)=

2
—0)2 _2Y = 1_¥s
\/(1 02+(5-2) = /1+4_2
. V5
CGxCE _V5x—% 5

Alpce) =5 =75 T3

Concluimos entao que:
49 5 44

Ajoscr) = Alore) — Algca) = =
[0ECF] [0EG] [ECG] 4 4 4

Concluimos que a area do poligono [OECF] é 11 unidades de area.
8.5. Por hipdtese, C(1,5) e E(—2,1). Assim:

-1+ -5°=x+2*+0-D*e
S x?—2x+1+y>—-10y+25=x?+4x+4+y?-2y+1

6 31
(:)—10y+2y=2x+4x+4+1+1+25=)—8y=6x+31=)y=—§x—?=>
3 31
Sy=——x——
Y=g
A mediatriz de [CE] é definida pory = —%x - %, tal como queriamos mostrar.

8.6. Tem-se que:
A(2,3) B(@3,6) ((1,5)

O baricentro do triangulo [ABC] tem coordenadas:

2+3+1 3+6+5>_( 14)
I “\73

Baricentro = (

As coordenadas do baricentro do tridngulo [ABC] sao (2, %) como queriamos mostrar.
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FICHA 17 - GEOMETRIA ANALITICA NO ESPACO

1. Num referencial cartesiano do espago, xOy, um ponto que pertenga ao 2.° octante tem

. . . 2
abcissa negativa e ordenada e cota negativas. Logo, o ponto (— 3 2,3) pertence ao 2.° octante.

Opcao (C)

2.

2.1. Um plano paralelo ao plano coordenado xOy corresponde a um conjunto de pontos do
plano com a mesma cota. Temos que os pontos A, D e F tem cota igual a —4, logo os pontos A4, D
e F pertencem ao mesmo plano paralelo ao plano coordenado x0y.

2.2. Um ponto que pertenga ao 3.° octante tem abcissa e ordenada negativas e cota positiva.
Sendo assim, o ponto C pertence ao 3.° octante.

2.3. A medida do comprimento do segmento de reta [AB] é dada por:

4B = d(A,B) = J(—z — (D)) + (3= (=3)" + (-4 - (-D)"
=J(=2+1)2+(3+3)2+(-4+1)2=

=vV1+36+9 =V46u.m.

O comprimento do segmento de reta [AB] é V46 unidades de medida.

2.4.

a) O conjunto de pontos que estdo a mesma distancia de A e B corresponde ao plano mediador
do segmento de reta [AB]. A equacédo algébrica que define o plano mediador do segmento de
reta [AB] é determinada por:

(=) +6=-32+(z- () =(x- D)+ (- (=)) +(z-(-D)* =
S @X+2)+ (@ -32+@E+4)?*=x+1)*+@+3) 2 +(z+1)i e
Sx2+4x+4+y?—6y+9+22+8z2+16=x2+2x+1+y?+6y+9+2z2+2z+1
S 4x+4—-6y+9+82+16=2x+1+6y+9+2z+1
S4x—-2x—6y—6y+8z2—-2z2+4+9+16-1-9-1=0<
= 2x—12y+6z+18=0=x—-6y+3z2+9=0

O lugar geométrico do conjunto de pontos que estdo a mesma distancia de A e B fica definido
porx—6y+3z+9=0.

86 | Matematica - Ensino Secundario

¥/ areal



MATEMAT

10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

b) Os pontos pertencentes ao eixo coordenado Oz tém abcissa e ordenada nulas. No caso de
existir, o ponto de intersegao do plano mediador com o eixo das cotas tera como coordenadas
(0,0, z). Assim:

0-6X04+3z+9=0=3z=-9<=z=-3

O ponto de intersecao desse lugar geométrico com o eixo das cotas é o ponto de coordenadas
(0,0,-3).

2.5. Tendo em conta que um didmetro da esfera é [CD], entéo:

Xc+Xp Yc+¥p ZC+ZD>=(—2+0—1—2 6—4)=(_1_§1)
2 2 72 2 2 2 ©2

centro = Mcp) = (

d(C,D) J(—Z —0)2+(-1- (—2))2 + (6 - (—4))2
2 2
JEDTH(C1+2)2+ (6 + 92
> =
_ V4+1+100 V105
- > ==

raio =

u.m.

Ainequacéio reduzida da esfera de didametro [CD] é:

2 2 2
(x—(—l))2+<y—(—;)> +(Z—1)2S<@> =)(x+1)2+(y+;> +(Z—1)2512—5

Paraverificar se A é exterior a esfera, poderemos determinar adistancia de A ao centro da esfera.
Ou seja:

2
d(A, centro) = \/(—2 - (—1))2 + <3 - (— ;)) + (-4 —1)2

2

=\/(—2+1)2+(3+;) +(-4-1)2=

81 185 185
= [14+—+25= |[—=""+
4 4 2

Como d(4, centro) > 1ai0,sferq, €Ntd0 A € um ponto exterior a esfera.
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3.1. Para determinar as coordenadas dos restantes vértices do cubo, precisamos de determinar
a medida do comprimento da sua aresta. Ora:

aresta = d(4,B) = J(o —0)2+(1-0)2+(0- (—1))2 =Vi+1=+2

As coordenadas dos vértices do cubo sio:

A(0,0,-1) B(0,1,00 ¢(v2,0,-1) D(¥2,1,0) E(001) F(0,-1,0) 6(V2,-10) H(V2,01)

3.2. Como o segmento de reta [EH] é paralelo ao plano x0Oy, entdo o plano mediador deste
segmento de reta é paralelo ao plano y0Oz.

O plano mediador ira ser definido por x = k, em que k € uma constante real, e contém o ponto
médio de [EH]:

M =(xE+xH Ve + Vu ZE+ZH)_ 0+v2 0+0 1+1 _ EOl
[EH] 2 2 2 2 2 2 2

O plano mediador de [EH] é definida pela condigéo x = g

3.3. Aface [EFGH] é perpendicular a face [ACGF]. Logo a distancia do ponto médio de [EH] é
igual a medida do comprimento da aresta do cubo.

A distancia do ponto médio de [EH] & face [ACGF] é V2 unidades de medida.

3.4. O centro da superficie esférica inscrita no cubo corresponde o ponto médio das suas
diagonais espaciais:

Xc+Xg Yo+ Vi ZC+ZE>_(\/§+O 040 —1+1>_<\/§ OO>
- - ?y )

M = ( ’ ) ) )
[¢E] 2 2 2 2 2 2
A medida do comprimento do raio da superficie esférica corresponde a metade da medida do
comprimento do cubo.

A equacéo reduzida da superficie esférica inscrita no cubo é:

2 2 2
<x—g> +(y—0)2+(z—0)2=<§> (:)(x—g) +y2+22=%
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3.5. O volume da pirdmide [AEFG] é determinada por:

1 __ 1 AFXFG __ 1 V2xv2 1
Vpirémide=§XA[EFG]XEF=§XTXEF=§XTX\/_=§\/§ILU.

A razéao entre o volume da pirdmide e o volume do cubo é:
P 3

Veuro = AB3 =2 =22 u.v.

chbo _ 2\/2 _ 2

Vpirémide %\/E

razao =

wl =

Podemos concluir que o volume do cubo é o séxtuplo do volume da pirdmide.

4.
4.1. Tendo em conta as informacgdes dadas, temos que as coordenadas dos vértices do prisma
séo:
A(2,2,-1) B(2,-2,-1) €(2,-24) D(-2,-2,—-1) E(-22-1) F(-2,-24)
G(-2,24) H(224)
4.2,

a) Corresponde ao plano CGH.
b) Corresponde ao segmento de reta [AB].
4.3. O prisma [ABCDEFGH] é definido pelacondigdo —2 < x < 2A—-2<y<2A-1<z<4.

4.4. Comegamos por observar que B = (—2,2,—1). Tem-se que:

BG =d(B,6) = J(z —(-2) +(—2-22+(-1-42 =2+ 22+ (-2 —-2)2 + (-1 - 4)?

=v16+ 16 + 25 =Vv57 u.m.

A equacio da superficie esférica de centro no ponto B e comprimento do raio BG é:

(= (=) + =22+ (z= (D)’ =V57 & (x+2)>+ (-2 + (z+ 1)? = 57

89 | Matematica - Ensino Secundario

¥/ areal



10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

5.1. Tendo em conta a descrigao feita no enunciado, a representacao do cubo* no referencial
cartesiano o.m. Oxyz é:

*A localizacao dos pontos podera variar.

As coordenadas dos vértices do cubo séo:
0(0,0,0) A(2,0,0) B(2,2,0) €(0,2,0)
D(0,0,2) E(0,2,2) F(2,02) G(2,2,2)

5.2. A area da base da pirdmide coincide com a area da base do cubo. A altura da pirdmide e do
cubo tem igual comprimento. Podemos entéao afirmar que a razao entre o volume da piramide e

L1
ovolume do cubo é T

Demonstrando algebricamente, seja a a medida do comprimento da aresta do cubo. Temos
que:

s 1 1, a®
Veuno = @ Vpiramide = 3 X Apgse X altura = 3 Xa*xa= £
Logo:
a
Vpirémide 3 _a

razao = ——— = == —X—=——==
Veubo ad 3 3 a® 3a® 3
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6.1. Como a superficie esféria é tangente ao plano y = —3, entdo o comprimento do seu raio
corresponde a distdncia do centro ao plano. Ou seja:

raio=2—-(-3)=2+3=5

A equacéo reduzida da superficie esférica é:

(=224 -22+(z—(-2) =52 = (x—2)2+ (y— 2)2 + (2 + 2)2 = 25

6.2. Planos perpendiculares ao eixo das abcissas sdo planos paralelos ao plano coordenado
y0z, sendo que estes sdo definidos por x = k, com k constante real.

Como o plano a considerar contém o centro da superficie esférica (2,2, —2), entdo a equagao
que o defineé x = 2.

6.3. Para que o ponto A(1,1,1) pertenca a superficie esférica, entéo a distancia desse ponto ao
centro C da superficie esférica é igual ao comprimento do raio. Assim:

d(4,0) =\/(1—2)2 +(1-22+(1-(-2) =vI+1+9=+I1

Tem-se que V11 é inferior ao comprimento do raio da superficie esférica, concluimos que A
ndo pertence a superficie esférica.

7.
7.1. Usando Teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo [CFA], tem-se que:

CF2=AC*+AF? = (CF?=824+82=C(CF’=64+64 < (CF? =128 CF =V128

& CF=+/22%x22%x22x2 < CF =82

Podemos entdo concluir que:

8vV2 8v2
(A5 cane
G = (—4,0,8V2) D =(4,-4v2,4V2)  1=(16,,0)
7.2. As piramides [ACFI] e [BJKI] sdo semelhantes, cuja razdo de semelhanga de ampliacéao é
2. Logo:

__ FC 82
-5

Logo, a medida do volume da piramide [BK]JI] é:

1 1 42x2V2 64
V[BK]I]=§XA[BK]]XIB=§XTX =?u.v.

Opcao (B)
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7.3. O lugar geométrico definido pelo conjunto de pontos cuja distancia ao ponto I é Bl é a
superficie esférica de centro no ponto I e medida do comprimento do raio igual a 8 unidades de
medida. Assim:

(x—16)24+(y—0)2+(z—-0)?=82= (x—16)2+y> +z2 = 64

A superficie esférica é definida pela equagéo (x — 16)% + y? + z? = 64.

7.4. Areta EF é paralela ao eixo das abcissas. Logo, fica definida pela condicdo y = 42Nz =

4/2.

7.5. Temos que:
C=(-4-42,4V2) E=(44V2,4V2)
Logo, a equacéo do plano mediador de [CE] é dada por:
2
(= D) +(y=(-412)) +(z-42) = @-?+(y-42) +(z-42) &
S+ +(+aD) +(z2-42) = (-2 +(y—-4D) +(z-42) o
& x2+8x+16+y2+8V2y+32=x2—-8x+16+y2 —8V2y+32 =
& 8x+8x+8V2y+8V2y=0=16x+ 162y =0 = x +V2y =0
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FICHA 18 - NORMA DE UM VETOR. OPERAGCOES COM VETORES. VETORES COLINEARES

1.
1.1.
a) llall =3
b) ||b]| =VaZ+1Z2=Vi6+1=+17
c) ||[d+¢|=V22+4%Z=Va+16=+20=25
d) ||d-é||=v6?+72=v36+49 =85
1.2.
a) d+b=b+d
b) d+b=d
c) b=d+3f
d c—-d=¢
1.3.
a)
~|u=2C
i — - —
C C
b)
v-z+ /]
s
F//}‘ e
c

c) 2V2=VB8=+V4+4=+22+22

w
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2.
21.2(U+v) — (U) —3(20) =2u+ 20— 2U — 6V = —4¥
22.3Uu -2+ V) +3@—-uU)=3uU—-2u—-20+3V—-3u=-2u+7v
3,2 oo~ 1. o 1.\ _ 35 o> 1. 1. 3. 9. 1. 1,
2.3.E(v—2u)—§(u—v)—3(5v)—Ev—3u—§u+§v—5v——gu—§u+§v—
~Di+ip
3 3

3.

3.1.

e | é falsa, pois, apesar de os segmentos de reta orientados terem o0 mesmo comprimento e a
mesma diregdo, estes tém sentidos contrarios.

e || é falsa, pois:

i=FK—HG=FK+GH=FK +KL =FL

e =CB+LI=ML+LI =M

—_— —_— - - . , .
FL e MI nao sao vetores simétricos.

3.2.
a) Ef—ﬁ=?f+C_D)=R+C_D)=ﬁp.e.
b) D+FK+CA=D+DI+1G=G
c) AF+2LM —EL=AF+FH+HA=44=0
3.3.

a) Verdadeiro
FG+MH =FG + GB = FB
b) Falso
~GL=LGeMC —GC =MC + CG = MG
c) Verdadeiro
YFH + 1KA = EF + FA=EA = HD
d) Falso
G+FA=G+GB=B
e) Verdadeiro
K—-2DI=K+KA=A4A
f) Verdadeiro
E+2LH-HC=E+EA+LH+CH=A+CH+LH=A+AF+LH=F +
FB =B
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a) u(—-2v)-2d=-A25u0)-v
S ul—2uv—2Uu=-5M—-ve
S WU-—2)u-2uv=-51-7<

(:){,LL—Z=—5/1(=)
—2u=-1
Z_2=-51
= {? ., e
U=z

2

3

b) —3(AW) —u(4v —20) =24 — 1) - 1’
& —3AU — 4uv + 2utl = 200 — 200 — % &
S (=31 + 2 — 4uv = (=21 = 1)U + 24V
o {—3,1 +2op = =20 — 22

—4u =21
31+ 2(—1,1) = 21— A2
= 2 . =
p=--2

=
@{12—3/1—_/1”,1:0@
(:){,12—2,1=_0(:)
(:){/1(,1—_)=0@
(:){,1=0_,1—2=0=)
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6.1. Para provar que o quadrilatero [DBFH] é um trapézio basta provar que os lados [HF] e [DB]
sdo paralelos.

HF = HE + EF = 3CB + 3DC = 3(CB + DC) = 3(DC + CB) = 3DB
Assim, concluo que os vetores HF e DB séo colineares, logo, os lados [HF] e [DB] séo
paralelos.
6.2.AB=2XDE=2x1=2cm
HG=3XAB=3x2=6cm
Algrer) = 6 X 6 = 36 cm?

A[ABCD] = 2 X 2 = 4’ sz
bxa _ CFXCB _ (6-1)x2 _

— 2

A[CBF] = > = > > 5cm
bxa _ DEXEH _ 1X6 2
Appm == == =5 =3m

Apprn) =2 +2+5+3=18+2+5+3=28cm?

6.3.
a) Comecemos por calcular o comprimento das bases do trapézio que
correspondem as diagonais dos quadrados.

e AB=DA=2cm

BD? = DA* + AB*> & BD? = 2> + 22 & BD? =8 & BD = +V8 < BD
= +2v2

Como BD > 0, entdo BD = 2v/2.

e HG=GF=3%x2=6cm

HF? = HG? 4+ GF? & HF? = 6% + 62 @ HF? = 72 @ HF = +\72

& HF = +6V2
Como HF > 0, entdo HF = 6V/2.
*  Apprn =W+BDXG@28=6ﬁ+ZﬁXa=)56=8\/§><a<:)a=
56 _56V2 _ V2
82 - ea=

b) O perimetro do trapézio [DBFH] é dado por:
Perimetro = DB + BF + FH + HD

Pelo teorema de Pitagoras, temos que:
e BF?=BC*+(F?© BF?=22+52 < BF?=4+25& BF = +V29
Como BF > 0, entdo BF = +/29.

e DH? =DE?+FEH? © DH? =1?>+ 6% © DH? =37 © DH = +/37
Como DH > 0, entdo DH = +/37.

Assim, Perimetro = 2v2 + V29 + 6v2 + V37 = 8V2 + /29 + V37 ¢m.
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FICHA 19 - VETORES: DO PLANO AO ESPACO

a) Porexemplo, [A,B], [D,C], [E,F] e [H,G].
b) Porexemplo, [B,C] e [C,G].
c) Porexemplo, [A,B]e[C,D].
d) Porexemplo, [A,B]e[C,D].

1.2.
a) D+DA=4A
b) F+ED=F+FC=C
c) AC-CG+DE=AC+GC+DE =AC+FB+CF=A4C+CF+FB =4Bp.e.
d F-(B-C)F-CB=F+BC=F+FG=G
e) DG+ED+GE =ED+DG+GE =EE =0
f) B+DE+2BC=B+BC+DE+BC=C+CF+FG=F+FG=¢G

1.3.(B)
D+Xx=C+BEoi=C+CH-Do%=H-Do %=DH o %=BF
1.4.
A—2CB+DF=A+BC+BC+DF=A+AD +DF+FG =G
1.5.

V=60<:>AbaseXalt=60@ﬁ2xﬁ=60®ﬁzx5=60<:>B_2=%<:>

& BC = +V12
Como BC > 0, entdo, BC = V12.
O comprimento do raio (r) da superficie esférica de centro no centro do prisma e
que contém os seus vértices € igual a metade ao comprimento da diagonal do
paralelepipedo, ou seja, r = 4AG.
AG2 = AB2 + BC? + T2 = AC2 =52 + V12 +V12 &
S AG*=25+12+12 © 4AG* =49 © AG = +V49 © 4G = +7

Como AG > 0, entdo, AG = 7.
7
r=-=235
2
O comprimento do raio (r) da superficie esférica de centro no centro do prisma e
que contém os seus vértices é iguala 3,5 cm.
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2.1
a) B+/K=B+BC=C
b) G+2NS=G+GT =T
c) S+JL+MC=S+MC+JL=S+Sj+JL=L
d) BG + BK =BG + GN = BN p.e.
1— 3— 1— 1— — 1 ,/— — — 1 ,——— —_— — 1—
e) SCQ+ 1 =5Co+ [+ =5(CQ+1)+1]=5(CQ +QR)+ 1 =5CR +
J=A4l+1] =4jp.e.
f) HG+DM—-Qj=CD+DM+]Q =CM +JQ = A0 + OT = AT p.e.
2.2.

0] +2(K — D) = 0] + 2DK=ED + DQ = EQ
[0 +2(k — D)|| = |[EQ|
O volume de cada cubo é dado por 256: 4 = 64 cm?3.

O comprimento da aresta de cadacubo éa = V64 = 4 cm.

Assim, ||EQ|| = V42 + 87 + 82 = V16 + 64 + 64 = V144 = 12 cm.

a) N+NG=G
b) A+DC=A+AB =B
c) ﬁ+ﬁ=?(})p.e.
d) ﬁ+ﬁ=ﬁ+ﬁ=ﬁp.e.
e) ﬁ+%E=B—C)+W=Wp.e.
f) —BN+AH+FA=NB+AH+FA=NB+FA+AH=NB+FH =FH+HN =
Wp.e.
3.2.NM = NG + GM = 146 + 1G¢ = 1 (4¢ + ¢C) = 2ac.
3.3. Como o volume do prisma € ao produto das suas 3 dimensoes, entao,

S - - 72 __
V=AB><BC><CG@72=4><BC><6=)BC=ﬁ=>BC=3

Entdo, como ||ﬁv’|| corresponde a metade do comprimento da diagonal espacial do prisma
temos:

[4N|| =3 x V42 +32 + 62 = SV16 + 9 + 36 = V61 ~ 391 m.
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4.1
A. Verdadeira
B. Falsa. Osvetores AF e KH sdo simétricos.
C. Verdadeira.

4.2,

AE +]C = H] +]C = C = LE

(D)

5.

51.AC+EG = (Al +1] +JC) + (EI + ] +JG)
Como Al = —Ei e]_C) = —TG temos:

AC+EG=-EI+IJ—JG+EI+IJ+JG =T +1] =2I]

5.2.
a) BC + CG = BG
b) AC + 2JG = AC + CG = AG
c) Pelaalinea5.1., sabemos queﬁ +EG = 217
Assim,ﬁ+%(ﬁ+ﬁf)=ﬁ+%(21_]>)=A_I)+I_])=A_)]
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FICHA 20 - COORDENADAS DE UM VETOR NUM REFERENCIAL ORTONORMADO
1.

1.1. 4(2,-3)
1.2.

Componentes de U: 2e; e —3e;;
Componentes de v: 3e; e —ey;
Componentes de w: Oe; e 2e,.

1.3.

M=
—

H
-
-

IH" B
= I \
e 4 of
3 A
2.1
d = 2e; + 6e,, logo d(2,6)
b = 0e; + 2&;, logo b(0,2)
¢ = —2e; + 2e;, logo ¢(—2,2)
d = -2 + (-3)e;, logo d(—2,—3)
€ = 2e, + 4e,, logo €(2,4)
f = -3¢ + -3¢, logo f(—3,-3)
g = —3e; + Oey, logo G(—3,0)
2.2.
y A
3+ [oh
C 2 B
ot N\ /
-3-2-pfl 1 2 3+x
L FL
:wi'2

i) 3
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3.
3.1. A(2,4); B(—4,2); €(0,2); D(=2,-3); E(3,-3); F(5,0)
3.2.
y
A
B c
~. pcl /oA
o8 N OF
1 F | x
o5/ 0k
D G
3.3.
:
|z
-
2
B9 = 3%
v/ W
4.

4.1.d e C. Estes vetores s3093 vetores simétricos.
4.2.d -3(d-b) = (3,-2,2) - 3((2,0,-3) - (1,5,-1)) =
= (3; _2,2) - 3(17 _57 _2) = (3» _212) - (31 _151 _6) = (0’13’8)
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5.1
a) ﬁp.e.
b) W—fp.e.
c) Wp.e.
d) O_jp.e.
5.2.
Veubo = 32:4 = 8cm3
Assim, supondo que a representa o comprimento de cada aresta do cubo, temos:
a=318=2cm
a) AC +CO0 =40 = 0] = (-2,2,0)
b) CN —KN =CN + NK = CK = OM = (0,—-2,2)
¢) DJ+LR=FL+LR =FR=00 = (-2,-2,2)
d) JA—2LC=JA+CL+CL=JA+A4j+CL=CL=0N =(0,0,2)
5.3.
a) |NQ||=v2Z+2Z=V4+4=V8=2VZcm
b) 0S| =v2Z+22+22=VA+4+4=V12=2V3cm
6.

6.1. Plano NOM.

6.2. A(2,0,0); B(2,6,0); C(-2,6,0); D(-2, 0, 0); E(2, 0, 4); F(2, 6, 4); G(-2, 6, 4); H(-2, 0, 4); M(0, 6,
0); N(0, 0, 4)

6.3.

m (2, 0) 0); 0—B> (2, 6; O); R) ( _2’ 6) 0); O—D) (-27 0, 0); ﬁ (2: 0: 4); ﬁ (2’ 67 4); O—G) (_2’ 6: 4); W (_2’
0,4); OM (0, 6,0); ON (0,0, 4)

6.4.—EF +-FG =FE+EN =FN =MD (B)

7.
7.1.4(3,-2); B(—1,2); W(1,0); Z(0, —3)

7.2.

a)u+v=03,-2)+(-12)=(2,0)

b) -2 = —2(~1,2) = (2,4

)W +357 = (1,0) +3(0,—3) = (1,0) + (0,—1) = (1,-1)

w

di—(Z+w) =3,-2)-((0,-3)+(10) =(3,-2)—(1,-3) = (2,1)
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# =31+ (0,-2) =(3,-1)
8.2. X = -+ 2w =—(0,-2) +2(2,-1) = (0,2) + (4,—2) = (4,0)
w

ei=u-wvex=3681D)-02-1)=x=(12)

0
NS}
&
Il
sl

—tei=-W-P)eoi=2(2-D-0-))ei=

0.
9.1.7(3,—1,1); 5(=2,0,4)

9.2

a)i=i+7=3-11)+5-21) = (8-3,2)
bpw=tv—-Xiei=rvt-woi=(-204)—-(—43,0) < %=(2-34)

Q) i+W=-(F+D) o2+ =0+F e P=27+2W—D o % =2(5-21)+2(-43,0) —
(=2,0,4) & % = (10, —4,2) + (=8,6,0) — (—2,0,4) © % = (4,2,-2)

10.

10.1. A(3, -3, -3); B(3, 3, -3); C(-3, 3, -3); D(-3, -3, -3); E(3, -3, 0); F(3, 3, 0); G(-3, 3, 0); H(-3, -3, 0);
(3, -3, 3); J(3, 3, 3); K(-3, 3, 3); L(-3, -3, 3); M(3, 0, 0); N(0, 3, 0); O(0, 0, 0); P(0, 0, 3)

10.2.% = OM = (3,0,0); % = ON = (0,3,0); w = OP = (0,0,3)

10.3.BP = —10M — 10N + 20P

10.4. BP = —10M — 10N + 20P = —1(3,0,0) — 1(0,3,0) + 2(0,0,3) = (—3,—3,6)

103 || Matematica — Ensino Secundario

¥/ areal



MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

FICHA 21 - VETORES COLINEARES. VETORES COMO DIFERENCA DE DOIS PONTOS

1. edeé,pois, _73 = _il = —% = —gé uma proposicéao verdadeira. é = —%&
* b e f, pois,ambos tém a primeira coordenada nula. f = —5b.
eCe 3 pois, iz = ? = 42—\/5 = 2v2 & 22 = 2+/2 é uma proposicao verdadeira. d=
2v2¢

2.

a) AB=B—A=(4,—-4)—(-2,1) = (6,—5)

by CA=A—-C=(-21)-(02) = (-2,—1)

o) ;BC—AB =5(C—B)— 4B =5((02) — (4,—4)) — (6,~5) =
=~ (=4,6) = (6,~5) = (=2,3) — (6,~5) = (~8,8)

3.
3.1.  u(2,-3);v(a,1); w(0,b)
3.2. a)Paraque os vetores U e U sejam colineares temos de ter:
a 1 - 2x1 - o 2
2 - 37T T3 T3
b W=ti+3=0,b)=2-3)+@1)=0b)=Q2+a-2)=0=2+a A
b=—-2a=-2Ab=-2
3.3. Porexemplo: A(1,4) e B(3,1)
4.

4.1.
AB=B—-A=(a0)—3,b%>—4)=(a—3,-b%+4)

Como AB(1,0), entdo, (a —3,—-b%2+4)=(1,0) @ a—-3=1A-b?+4=0=a=4Ab% =
bea=4Ab=-2Vb=2)

4.2. Pelaalinead.1,4B = (a — 3,—b? + 4)
Comoa=2eb =1,entdo, 4B = (2 — 3,—1%2 + 4) = (—1,3), logo, BA = (1,-3).

Como % é colinear com B4, entéo, existe k € R\{0} tal que i = k(1,—3) = (k, —3k).

. =3k
Assim, = -3.
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5.1 — =-=— ¢ —-=-==Proposic¢do falsa
-2 6 -2 2 2 2
u e v nao sao colineares.
- 1 2 1 1 1
52. Z2=—=%¢& —3= 73773 Proposigéo verdadeira

1
U e ¥ sdo colineares.
5.3. U tem as primeira e terceira coordenadas nulas e ¥ n&o, logo, U e ¥ ndo sédo
colineares.
5.4. e 7l e ¥ tém a terceira coordenada nula.
V12 3 2v3 3 V3 _ V3 . .
— =—& — = — & — = — Proposicao verdadeira
6 V27 6 3v3 3 3 posi¢
-
e

1 e ¥ sdo colineares.

6.1.
a) Seja Mo ponto médio de [AB], entdo
M 24+ (—4) —1+4+0 4+3
2 2072

OusejaM (—1, —%%)

b) AB=B—-A=(-403) - (2,-1,4) = (-6,1,—1)

6.2 AC=C—-A=Qa—-bc?)—-(2,-14)=QQa—-2-b+1,c%—-4)
Como AC = 24B entdo
a—-2,-b+1,c2—4)=2(-61-1) &
2a—2=-12 (2a=-10 a=-5
@{ —b+1=2 @{ —-b=1 <=>{b=—1
c2—4=-2 c?=2 c=+V2

Assim,a =—-5b=—-1ec=—/2ouc =+2.

7.1.
a) BC=C—-B=(01-2)—(331) =(-3,-2,-3)
32 _3/_ —(_2863\_(_2,3
b) 2’_ 2( 32,1) = ( 2’2’2) - ( 2’3’2)
c) AB—i=B—-A—-1=(331)—-(251) —(-321) =(1,-2,0) — (=3,2,1) =
(4'; _4'1_1)
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7.2.

AB=B—-A=(331) - (251 = (1,-2,0)
_Tﬁ = g & —/2 = =2 ; AB e o vetor de coordenadas (—v2,2v/2,0) tém a terceira
coordenada nula.
Assim, conclui-se que os vetores referidos sdo colineares.

1 k
7.3. %:f:f@—%:—%A—%=—§<=>8k=3Ak=1<=>k=§Ak=1

Condigao impossivel.
Assim, conclui-se que os vetores ¥ e U ndo séo colineares.
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FICHA 22 - SOMA DE UM PONTO COM UM VETOR. NORMA DE UM VETOR

1.
11.AB=B-A=(13)—(4-2)=(1-43-(-2)) =(-3,5)
2 =22 o 2= —2proposicéo fal
== = —  Proposigéo falsa
Concluimos que AB e 7 nao sao colineares.
1.2.

a) C=A+8=(4-2)+(-6-3)=4—-6-2-3)=(-2,-5)
- 1 6 3
b) D =B —%u = (1,3) —5(—6,—3) =(13) - (—5.—5) =(13)-(-2,-1) =G4
13. AE=2l©E-A=2i<2E=A+2loFE=(4-2)+2(-6,-3) o E=(4-
12,-2—6) © E = (—-8,-8)
Conclui que E tem abcissa e ordenada iguais.
1.4.Como ¥ é colinear com 1, entdo, 31 € R: ¥ = Ail.
Assim, v = AU © v = 1(—6,—3) = (=64, —31)
Como [[5]] = 3, entéo, /(—61)2 + (=31)7 =3 © 3612 + 2 =9 0 452 =90 P =

Azzl@/1=i\/z@/1=ii@/1=i£
5 5 5 5

NG

ol

Como ¥ e U tém sentidos contrarios entdo 1 < 0, logo, A = —

Concluimos que

Ou seja, ﬁ(%%)

2.

2.1. translacao; AN (por exemplo).
2.2,

a) AA’ =BB' = —B'B = —(—8,4) = (8,—4)
b) C'=C+CC =C+BB =C—BB=(-25)—(-84) = (-2+8,5—4) = (6,1)

2.3. ||ﬁ|| - ||ﬁ’|| = J(—8)2 + 42 = /64 + 16 = V80 = 4V/5 u.m.
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3.
3.1.Ponto B
3.2,
a) MG=G-M=(21)—(-23)=(2+21-3)=(4,-2)
b) C(2,0)e0(23),logo,CO=0—C=(23)—(20)=(2-23-0)=(03)
c) B(0,0)e H(4,1),logo, BH = H — B = (4,1) — (0,0) = (4,1)
d) 1(—2,2)eD(4,0),logo,ID =D — I = (4,0) — (-2,2) = (4 + 2,0 — 2) = (6,-2)
3.3.
[MG|| = V42 + (=2) = VI6 + 4 = V20 = 2v5
|CO|| =V0Z+32=+9=3
|BH|| = V47 +12 =V16 + 1 = V17
|ID|| = V62 + (=2)2 = V36 + 4 = V40 = 2v/10
3.4.

A_’C+4H_C'—§0_E=W+4H_C’+C_ﬁ=m5+3H_C’=W+ﬁ=ﬁ
NA=A—-N=(-20)—(0,3) = (-2,-3)
|4C + 4HC - S0E|| = |NA|| = J(=2)Z + (=3)2 = V& + 9 = V13.

4.
41.C=A+AC = (-1,-2) + (6,7) = (5,5)
4.2.Para provar que [ABCD] é um paralelogramo, basta provar que AB = DC.

Assim,
AB=B—-A=01-(-1,-2)=7+11+2)=(83)
DC=C-D=(55)—(-32)=(5+35-2) =(83)
Logo, AB = D_C), c.q.d.

4.3

4B = ||AB|| = /82 + 3% = V64 + 9 = V73
AD=D—-A=(-32)—(-1,-2)=(-34+12+2) = (-24)
AD = ||AD|| =V/(-2)? + 42 =V4 + 16 =20 = 25

Perimetro = 24B + 2AD = 2v/73 + 2 x 2V/5 = (2473 + 4V5) u.m.
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51.¢B=A+DC=A+C—-D = (3,0,0) + (4,—7,0) — (7,—3,0) = (0,—4,0)
Como as primeira e terceiras coordenadas de B sao nulas, entao, podemos concluir que D
€ um ponto do eixo Oy.
*H=D+DH =D+ BF =(7,-3,0) + (0,0,6) = (7,-3,6)
5.2.0 plano BFH é o plano mediador de [AC]. Seja P(x,y, z) um ponto qualquer do plano BFH,
temos que:
PA=PCo (x—3)+y?>+22=(x—-4)>?+(@y+7N*’+z’ &
©x?—6x+9+y>+z2=x>-8x+16+y?+14y+49+ 2> &
© —6x+8x—14y+9-16-49=0
©2x—14y-56=0¢
©x—7y—28=0
PlanoBFH: x — 7y —28 =0Az € R.
5.3.]|BF|| = VOZ + 02 + 62 = V36 = 6
AD =D — A = (7,-3,0) — (3,0,0) = (4,—3,0)
|4D]| = J4% + (=3)2 + 02 = V16 ¥ 9 = V25 = 5 = || 4B
V =A, xaltura=5%%x6=25X6=150u.v.
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FICHA 23 - EQUAGAO VETORIAL DA RETA NO PLANO

1.

1.1. Por exemplo, os vetores de coordenadas (0,1) € (0,2).
1.2. Por exemplo, os vetores de coordenadas (1,0) e (-1,0).
1.3. Por exemplo, os vetores de coordenadas (3,-2) e (6,-4).
1.4.AB =B — A= (-2,6) — (3,1) = (-5,5)

Por exemplo, os vetores de coordenadas (-5,5) e (-1,1).

2.
2.1. Seja P(x,y) um ponto qualquer da reta, temos que
(x,y) =(5,0) + k(—2,4),k € IR.
2.2. Um vetor diretor da reta AB é AB.
AB=B—-A=(-23)—-(24) = (-4,-1)
Logo, sendo P(x,y) um ponto qualquer da reta AB, temos que:
(x,y) =(24)+k(—4,-1),k eR.

2.3. Como a reta é paralela a Ox, entao, por exemplo, o vetor de coordenadas (1,0) € um vetor
diretor da reta.

Seja P(x,y) um ponto qualquer da reta, temos que:
(x,y) =(-1,4) + k(1,0),k e R.

2.4. Como a reta é paralela a Oy, entéo, por exemplo, o vetor de coordenadas (0,1) € um vetor
diretor da reta.

Seja P(x,y) um ponto qualquer da reta, temos que:

(x,y) = (%%) + k(0,1),k € R.
3.
3.1. Seja P(x,y) um ponto qualquer da reta r, temos que:
(x,y) = (=2,0) + k(-3,-4),k € R.

3.2. Substituindo x por 3, obtemos:

3=-2-3k 3k=-5
By =(-20+k(-3 -4 < _ap & y = —4k =

O ponto pedido tem de coordenadas (3, ?)
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3.3. Substituindo na equagao da reta, temos:

(4,8) =(-2,0)+k(-3,-4) & (4,8) = (-2 — 3k, —4k) &
S 4=-2-3kN8=—4k =S 3k=-6N4k=-8k=-2Nk=-2k=-2

Provei que o ponto pertence a reta.

4.
4.1.
¢ Intersegao com Ox:
5
X = —_— X =—
_ x=2+k - 3
(x,0) =2,1)+k(1,3) o= 0=1+3k(:) g =—1S . L e . 1
-3 -3
. 5
O ponto pedido tem coordenadas (5, 0).
e Intersegdo com Oy:
0=2+k k=-2 k=-2
(0'3’)_(2'1)+k(1'3)‘:’{y=1+3k‘:’{y=1+3><(—2)‘:’{y=—5

O ponto pedido tem coordenadas (0, —5).

4.2. Um dos pontos podera ser o de coordenadas (2, 1).

Consideremos outro ponto da reta r de abcissaiguala 1.

1=2+k=){ k=-1 @{k=—1
y=1+3k y=1+3%(-1)

Outro dos pontos podera ser o de coordenadas (1, -2).

1L,y)=Q1D+k(13) o= {

4.3.(a+1,-8) = (21) + k(1,3) > {

(o5 =25

a+1=2+k a=1+k
—8=1+3k ‘:’{31«:—9 ‘:’{

a=-2
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5.1
CB=B—-C=(-23)—(-3,-1) = (1,4)
AD=2(BoD—-A=2(Be&D=A+2(BoD=(2,-1)+2(1,4) D = (47)
5.2.
M (252 222) 1ogo, M(0,1)
5.3.

AB=B-A=(-23)—-(2,-1) = (-4,4)
5.4.0 centro do circulo é o ponto médio de [AB], ou seja, M(0,1).
O seuraio, r, sera dado por:

AB —4)2+42 32 42

[48| _ /o7 + @ _V3Z_aZ_, o
2 2 2 2

Assim, dado um ponto P(x, y) qualquer do circulo, a equacgao do circulo sera:

x2+(@y—-1)2< (2\/5)2

Ouseja, x%2 + (y—1)2 < 8.
5.5.
AC=C—-A=(-3,-1)-(2,-1) = (-5,0)
Seja P(x,y) um ponto qualquer da reta r, temos que:
(x,y) = (—2,3) + k(—5,0),k € R.

5.6. Oraio r da circunferéncia correspondera a distancia entre o ponto C e a origem do
referencial.

Assim,r = /(=3 -0)2+(-1-0)2=+/9+1=+10
Assim, dado um ponto P(x, y) qualquer da circunferéncia referida, a sua equagéo sera dada

por:

2
(x+3)24+(y+1)2=+10
Ouseja, (x +3)2 + (y + 1)%2 = 10.

5.7. Como areta s é paralela ao eixo Oy, entdo, o vetor de coordenadas (0,1) € um dos seus
vetores diretores.

Como passa pelo ponto (3, -1) e sendo P(x,y) um ponto qualquer da reta s, temos que:
(x,y) =(3,-1) +k(0,1),k €R.
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6.1.A(-2,3) e B(5, -2)
6.2.AF & um vetor diretor da reta AB.
AB=B-A=(5-2)—(-23) = (7,-5)
6.3.
a)ﬁ(% —5) é um vetor diretor da reta AB e A(-2,3) é um dos seus pontos, logo, sendo P(x,y)

um ponto qualquer da reta AB, temos que:
AB: (x,y) = (—2,3) + k(7,-5),k € R.

b)[AB]: (x,y) = (=2,3) + k(7,-5),k € [0,1]
c)AB: (x,y) = (=2,3) + k(7,-5),k € R}

6.4.
¢ Intersegao com Ox:

o B x=-2+7k - 5
(x,0) = (=2,3) +k(7, 5)‘:’{():3_5]( ®{5k=3=} 3
k=-
5
11
21 r==
@{x=—_2+?=) ) 3
5
. 11
O ponto pedido tem coordenadas (?, 0).
e Intersecao com Oy:
k_2
~ 0=-2+7k _ (7Tk =2 "7
(o,y)_(—2,3)+k(7,—5)‘=’{y=3_5k ={"" = 2
y=3-5X¢
7
10 7
(:){y=3—7=) 11
=7

O ponto pedido tem coordenadas (O, %)
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6.5.Substituindo na equacéo da reta AB:

- _ - _ k=—-
-3= 2+7k(=){7k— 1 7

(=35) =(-2,3) +k(7,-5) < { 5=3-5k

Sistema impossivel.

O ponto de coordenadas (—3,5) néo pertence a reta AB.

7.
7.1. BA é um vetor diretor da reta AB
BA = (0,4) — (2,—1) = (=2,5)

Assim, uma equacgao vetorial da reta podera ser (x,y) = (2,—1) + k(—2,5),k € R.
7.2.
A semirreta AB podera ser definida por

(e, y) =(2,-1) + k(—2,5),k € [-1,4+[
Substituindo:

—2=2-2k 2k =4 k=2
oz 11k leko10=liz2
Assim, como 2 € R, entédo, o ponto C pertence a reta AB.

(=2,9) = (2,—1) + k(-2,5) = {

Como 2 ¢ [—1,+oo[, entdo, o ponto C pertence a semirreta AB.
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FICHA 24 - EQUAGAO VETORIAL DA RETA NO ESPAGO

1.
1.1.
a) AB=B—-A= 2,-14)-@G3,-1,00=(2-3,-1+14-0) =(-1,04)
b) B—2u=2,-14)-212,-1,1)=(2,-14)—-(4,-22)=2—-4,-1+24-2) =
(-2,1,2)
1.2.
a) AB(—1,0,4).
Sendo P(x, y, z) um ponto qualquer da reta AB, uma equagéo da reta AB é
(x,y,z) =(3,-1,0) + k(—1,04),k € R
b) Sendo P(x,y,z) um ponto qualquer da reta
(x,y,2) =(@3,-1,0) + k(2,-1,1),k €R
c) Sendo B(2,—1,4) e P(x,y,z) um ponto qualquer da reta,
y=—1Az=4
d) Sendo B(2,—1,4) e P(x,y,z) um ponto qualquer da reta
x=2Ay=-1
2.
2.1. Dada a reta AB, qualquer vetor diretor desta é colinear com o vetor ﬁ, assim,
provemos que o vetor 7 de coordenadas (3,6,-6) é colinear com o vetor AB.
AB=B-A= -2,-11)-(-11,-1)=(-2+1,-1-11+1) =(-1,-2,2)
Entéo
3 6 -6
i e I
Ou seja, os vetores AB e 7 sao colineares, logo, 7* é vetor diretor da reta.
2.2. SejaP(x,y,z) um ponto da reta AB.
AB: (x,y,z) = (-1,1,-1) + k(3,6,—6),k € R
2.3. SejaQ(x,y,z) umponto daretar paralela a reta AB.
r:(x,y,z) =(2,0,—-1) + k(3,6,-6),k ER
3.

3.1. (A
3.2. O vetor de coordenadas (0,0,1) € um exemplo de vetor diretor da reta pedida,
logo, a equacgédo vetorial da reta pedida podera ser:
(x,v,z) =(1,-2,4) + k(0,0,1),k € R
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4. Os seus vetores diretores das retas séo colineares, pois, (2,—2,4) = —2(—1,1,—2). Assim,
para que as retas sejam coincidentes, o ponto da reta s, de coordenadas (a, 3, —3), tem que
pertencer aretar, ou seja,

(a,3,-3)=(3,-1,5) +k(-1,1,-2) @ (a,3,-3) =B —-k,—-1+k,5-2k) &

a=3—-k - a=3—4 S
=>{3=—1+k @{k=3+1 @{ k=4 (:{ak_—z}
—3=5—-2k 2k=5+3 k=4 -

Para que as retas sejam coincidentes temos que tera = —1.

5.1. EC =EB +BC = 2GB + 2BH = 2(GB + BH) = 2GH c.q.d.

FG = FA+ 4B + BC = ;DA + 4B + 5 BE = 7 DA + 7 BE + 4B =
=~ (D4 +BE) + AB = 5 (DA + 4D) + AB = -0 + AB = AB c.q.d.

5.2. Como as faces [ABCO] e [OCED] estao contidas em planos coordenados, que
sdo perpendiculares, entdo as faces referidas também sao perpendiculares, logo,
ECB = 90°, ou seja, o triangulo [BCE] é retangulo.

5.3. Ovetor BD é um vetor diretor da reta BD.

B pertence ao plano coordenado xQOy, logo, zg = 0.

Xp=2Xxg=2X2=4eyg=y;=17.
Assim B(4,7,0).

Temos ainda que, D € Oz, logo, xp = yp = 0.
Sabemos também que z, = 2z; = 4. Logo, D(0,0,4).
Assim,
BD =D —B = (0,04) — (47,0) = (0— 4,0 — 7,4 — 0) = (—4,-7,4)
Uma equacéao vetorial dareta BD é
(x,v,2) =(4,70) + k(—4,-7,4),k € R.
5.4. Pela alinea anterior, B(4,7,0).
Determinemos as coordenadas ponto E.
E pertence ao plano coordenadoyOzlogoxg =0,y =y, =7€ezy =2z, =2X 2 =4.
Assim E(0,7,4).
Seja P(x,y,z) um plano mediador de [BE], entéo,
PB =PF
SV -2+ -72+(z-02=Jyx-02+-72+(z-4? o
©x?—8x+16+y> —14y+49+ 22 =x?+y?2 - 14y +49+ 22 -8z + 16 &
© —8x—14y+14y+82=49+16-16—-49 &
©-8x+8z=0¢&
©x—z=0

A condicdo do plano mediadorde [BE]éx —z=0Ay €R
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6.1. x?+y2+2z2-25=0ox%?+y?+22=25
Logo, r? = 25, ou seja,r = 5.
6.2.
e B pertence a Ox, logo B(xg, 0,0).
Como B pertence a superficie esférica de equagdo x2 + y? + z2 — 25 = 0, entéo,
x3+02+02=25x3=—V25Vx;=V25©x=-5vx=5
Como x5 > 0, entao B(5,0,0).
e Como areta é paralela ao eixo Oz, o vetor de coordenadas (0, 0, 1) € um vetor diretor desta.
Seja P(x,y,z) um ponto qualquer da reta pedida e como o ponto B(5, 0, 0) lhe pertence, entao,
uma equacao vetorial podera ser:
(x,v,z) = (5,0,0) + k(0,0,1), k € R.
6.3.
a) Seja o ponto C o centro da circunferéncia.
Sabemos que: 0C = k;0A = 5e CA = 4.
Como o tridngulo [OCA] é retangulo em C, entdo:
0A’=0C*+CA’ 52 =k’+4’ o k?*=25-160k’=9 &
ek=—9vk=V9eok=-3vk=3
Comok € IR,k = 3.
b)
O ponto A pertence ao plano yOz, logo x4, = 0.
A circunferéncia obtida pela intersecdo do plano z = 3 com a superficie esférica tem de
condicdox? + y2 =16 Az = 3.
Logo, como o ponto A pertence a referida circunferéncia, z4, = 3 e
x’+y:=16oy,=—16Vy, =Vi6 Sy, =—4Vy, = 4.
Como y, > 0, entdo A(0,4,3).

c) B(5,0,0).
Um vetor diretor da reta AB é, por exemplo, AB.

AB =B — A = (5,0,0) — (0,4,3) = (5,—4,—3)
Entao, sendo P(x, y, z) um ponto qualquer da reta AB, temos que

(x,v,2) =(0,4,3) + k(5,—4,-3),k eR
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FICHA 25 - EQUAGAO REDUZIDA DA RETA NO PLANO. PARALELISMO DE RETAS

1.
11.y=3x—-2

1.2. Como a reta tem a direcdo de 7#(—1,5), entéo, o declive é dado pora = _il = —5.

Assim,y = —=5x + b.
Como o ponto A(0,3) pertence a reta, entdo:
3=-5Xx0+bsb=3

Assim, a equacgéo da reta pedida é: y = —5x + 3.

1.3. Como a reta contém os pontos A(—2,3) e B(—5,2), entdo, AB é um vetor diretor da reta.

AB=B-A=(-52)—(-23) = (-3,-1)
Assim, o declive daretaéa = :—1 =1

=3
Logo,y = %x + b.

Como o ponto A(—2,3) pertence areta, ent&o:

3 ! (-2)+»b b=3+ 2 b 1
==X (- o b= —obh=—
3 3 3

Assim, a equagédo da reta pedida é: y = éx + %
1.4. Como areta é paralela ao eixo Ox e contém o ponto A(8, —6), entdo, a equacdo da reta

seray = —6.

1.5. Como as retas referidas séo paralelas, entao, o vetor de coordenadas (2, -6) também é

. . . . , -6
vetor diretor da reta pedida. Assim, o seu declive sera dado pora = - = -3.

Logo,y = —3x + b.
Como o ponto A(5,—2) pertence a reta, ento:
—2=-3X5+beb=-24+15©b =13

Assim, a equagao da reta pedida é: y = —3x + 13.

2.1. Como retas paralelas tém o mesmo declive, entao, a equagéao da reta r sera do
. 3
tipoy =7 x+ b.
Como o ponto A(—3,0) pertence aretar, entdo:

0—3><( 3)+b<:>b—9
T4 T4

. - , 3 9
Assim, aequacdodaretaré:y = Zx + "
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2.2. 2y -5x=6©2y=5x+6y="x+3
Como retas paralelas tém o mesmo declive, 1y = gx + b.

Determinemos as coordenadas do ponto intersegéo da reta de equagédoy = 3x — 6
com o eixo Ox:
0=3x—-60=3x—6=3x=6=x=2

Assim, o ponto referido tera de coordenadas (2, 0).

Substituindo na equagéao dada, temos: 0 = g X2+be b=-5.

- . . 5
Entdo, aequacdoderetaré:y = JX— 5

3.
3.1. Como o declive é igual a -2, entdo, o vetor de coordenadas (1, —2) é um vetor diretor.

Como o ponto de coordenadas (0,4) pertence a reta, entédo, sendo P(x, y) um ponto qualquer
da mesma, temos que:

(xx,y)=(04)+k(1,-2),keR
3.2. Como o declive é igual a 2+/3, entdo, o vetor de coordenadas (1,2\/§) é um vetor diretor.

Como o ponto de coordenadas (0, —1) pertence a reta, entdo, sendo P(x, y) um ponto
qualquer da mesma, temos que:

(,y) = (0,—1) + k(1,2V3),k € R
33.y—-6=0=y=6
Areta é paralela ao eixo Ox, logo, um dos vetores diretores tem de coordenadas (1,0).

Como, por exemplo, o ponto de coordenadas (0,6) pertence a reta, entdo, sendo P(x,y) um
ponto qualquer da mesma, temos que:

(x,y)=(0,6) +k(1,0),keR

3.4.3x=\/§(:>x=g
Areta é paralela ao eixo Oy, logo, um dos vetores diretores tem de coordenadas (0,1).

2 N ~
Como, por exemplo, o ponto de coordenadas (g, 0) pertence a reta, entdo, sendo P(x,y) um

ponto qualquer da mesma, temos que:

(x,y) = <§,0> +k(0,1),k €R

4.1. Determinemos os pontos da reta cujas abcissas sejam 1 e 2.
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*(Ly)
1=-5+4k _ (4k=6 k=3 k=2
y=-2x= \Wy=-3

2
Ponto (1, —3).

*(2,y)
7 7
2,9) = (=5,0) + k(4, —2 @{2=_5+4k@{4k:7@ “73 & “=3
(’y)_ ) (l ) y=_2k _ 7 7
y=—2><z y=-5

Ponto (2, - %)

4.2. Como vetor de coordenadas (4, —2) é um vetor diretor da reta, entéo, o seu declive sera

-2 1
dadopora =—=—-.
4 2

Logo,y = —%x+ b.

Como o ponto A(—5,0) pertence a reta, entdo:

0= 1><(5)+b<:>b— >
) T2

Assim, a equacdo da reta pedida é: y = —%x - ;
4.3.
Intersecdo com Ox:
O ponto pedido tem coordenadas (—5,0).
Intersecdo com Oy:
5 5
0=-5+4k |ak=5 k=1 k=3
0,y) =(=50) +k(4-2) = y = -2k o e 5 & s
y=-2x(3) b=-3

O ponto pedido tem coordenadas (0, —g)

4.4. Para que o ponto pertenca a reta r temos de ter:
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(1,2 —a) = (=5,0) + k(4,—2) o | 1= 72T 4k )4k =6, k=3 o
2—a=-2k - 2-a=-2x(3)

{z—a_=—3‘:’{§:§

a=5

5.

5.1.3y—6x=2<:>3y=6x+2<:>y=2x+§
Declive: 2

Vetor diretor da reta: (1,2), por exemplo.
5.2.

3x(—§)—6x(—1)=2<=—4+6=2<=2=2P.v.
Provei que o ponto A pertence aretar.

5.3.3><(—2k)—6><(k—2)=2(:>—6k—6k+12=2<:>—12k=—10<:)k=:—1(2)=>k=§

5.4. Vetor diretor da reta: (1,2)

Como o ponto B de coordenadas (2, —2) pertence a reta, entdo, sendo P(x, y) um ponto
qualquer da mesma, temos que:

(x,y) =(2,-2)+k(1,2),keR
5.5. Areta é paralela ao eixo Ox, logo, um dos vetores diretores tem de coordenadas (1,0).

Como, por exemplo, o ponto de coordenadas (2, —2) pertence a reta, entéo, sendo P(x,y) um
ponto qualquer da mesma, temos que:

(x,y) =(2,-2) + k(1,0),k €R

5.6. Areta é paralela ao eixo Oy, logo, um dos vetores diretores tem de coordenadas (0,1).

Como, por exemplo, o ponto A de coordenadas (—1, - g) pertence a reta, entdo, sendo P(x,y)

um ponto qualquer da mesma, temos que:

) = (—1,—%) +k(01),k € R
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eComo o ponto Atem abcissa 1, entdo, substituindo na equacéo da reta temos:

P SR
Y =3 37773

. 2
Assim A (1, — 5)
4 ~ I ~
eComo o ponto B tem ordenada 7 entdo, substituindo na equacéo da reta temos:

==X 1<:>x—4+1<:>x—7<:> =7
3-3°7% 373 3 3°%7

Assim B (7, g)

a) Seja Mo ponto médio de [AB]. Entao:

2,8
M (ﬁ 2 3> ou sejaM (4,1).
2’ 2 3

6.2. Como os pontos A e B pertencem a reta r, entéo, o vetor AB é um vetor diretor da reta.

AB=B-A= (7,%) - (1,—%) = (6,%) = (6,2)

Como, por exemplo, o ponto A de coordenadas (1, — 2) pertence a reta, entao, sendo P(x,y)
um ponto qualquer da mesma, temos que:
(x,y) = (1, —g) +k(62),k €ER
6.3.
¢ O centro da circunferéncia é o ponto médio de [AB], ou seja, M (4, %)

¢ O raio da circunferéncia é dado por:

1 1 2 4% 1 1 210
r=—=d(4,B) == (1—7)2+<————> ==v36+4==-v40 =——=+10
2 2 3 3 2 2 2
Assim, a equacao da circunferéncia é:
1\2 2
c-42+(y-3) = (VI0)

2
Ou seja, (x — 4)? + (y — %) = 10.

2 1\? 1
6.4.(x — 4) +(y—§) S10Ay<O0Ay<zx-—1
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7.1.Sendo P(x,y) um ponto qualquer da mediatriz de [AB], temos que:
PA=PBe (x—3)2+(y—-1)2?=(x+2)?2*+(y—2)*?
©Sx?—-6x+9+y?—-2y+1=x*+4x+4+y*—4y+4
© -2y+4y=6x+4x+4+4-9-12y=10x—-2©y=5x—-1

7.2. Comecemos por determinar a equacgao da reta AC.

AC=C—-A=(0,-3)—(31) =(-3,-4)
Declive: a = —2=1
-3 3
Sendo P(x,y) um ponto qualquer da reta AC, a equacgao reduzida é:

Substituindo pelas coordenadas de E (2, — %), temos:
—i2ivo-3e-1=8_24_1=—1pPV
3 3 3 3 3

Provei que o ponto E pertence a reta AC.

8.
8l.a=2=4
1
y=4x+2
82.y=—x+b
6=—(-2)+beob=6—-2ob=4
y=—x+4
83.y=b

B(@3,—1) €r,logo, y = —1

9.1.
ry=-2x+1
s:2y=6x—1<:>y=3x—%
t:—2x=y+6oy=-2x—6
wdx+2y-1=0e2y=—4dxr+1ey=-2x+;

Retas r e t. Sdo retas com o mesmo declive: -2.

9.2.
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a) y=3x+b>

(0,4) pertence areta, logo, y = 3x + 4
b)y=3x+b
21)1=3%x2+beob=1-65b=-5
y=3x—-5

10.

10.1. Declive: -1

Ordenada na origem: 4
10.2.7(1,—1) e (0,4) €T
ri(x,y)=(004)+k(1,-1),keR

10.3.
y=—-x+b
A(-21);1=—-(-2)+beb=1-2 b=-1
y=—-x-—1

10.4.

$=k(1,-1) = (k,—k),k €R

Ivll=4deJk2+(-k)?2=4ck’+k’*=16

e2kl=16ok?=8ck=+/8c k=122
e Sek=-2v2,3(-2v2,2V2)
e Sek=2v2,3(2V2,-2V2)

11.
11.1.
7(=3,1)
v =c¢(-3,1) = (-3¢,¢)
Il % II=3V10 & /(—=3c)2 + ¢2 = (3V10)* &
©9c?2+c?=9x1010c2 =90 &
©cc?=9sc=43
e Sec=-3,%(—3x(—3),-3) ousejav(9,—-3)
e Sec = 3,v(—3 % 3,3) ousejav(—9,3)
11.2.
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1 1
a=—=—-
-3 3
1
y= —EX +b
(—24); 4=—sx(-2)+bob=4-b==
1 10
y=T3rty
11.3. (x,¥) = (-1,5) + k(-3,1),k eR
12.
121.a = -2
Por exemplo: (1,—2) e (—1,2)
12.2. ¢ Eixo Ox
0=—2x+5(=)2x=5(=)x=§
5
3-0)
e Eixo Oy: (0,5)
12.3.
a)y=-2x—-3
b)
Ponto (1,0)
y=-2x+b
0=-2X1+beb=2
y=—-2x+2
c)
y=-2x+b
(=23);3=-2x(-2)+beb=3-4ob=-1
y=-2x—-1
13.

181.ny+3x=6©y=-3x+6

Decliveder: =3

Declive de s: _T3 = -3

r e s sdo retas paralelas, pois tém o mesmo declive.
(3,-4),-4=-3%x3+6 —4=-3P.F.

O ponto de coordenadas (3, —4) pertence a s e ndo pertence ar, logo, r e s ndo séo retas
coincidentes.

13.2.
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* Reta s

(1,2) = (3,—4) + k(1,-3) &
@{1=3+k {k=1—3 (:){k=—2@{k=—2

2=—-4-3k 3k=—-4-2 3k=-6 k=-2
(1,2) es
e Retar
24+43X1=6<5=6P.F.
12)ér
13.3.
e Retar

y+3x2=69y=6—-6©y=0

2,0)€er
e Retas
_ 2=3+k k=2-3 =-1
(Z,y)—(3,—4)+k(1,—3)@{y=_4_3k®{ @{y=_4_3x(_1)@
- k=-1
@{y=—4+3‘={y=_1

(2,-1D) E€Es
13.4.1:a = -3, logo, 7(1,-3)
(0,6) pertence a reta
(x,y) =(0,6) +k(1,-3),keR

13.5.s:a=_T3= -3

y=-3x+b
(3,-4) —4=-3x3+beob=—-4+9b=5
y=-3x+5

14.

14.1.

21-3k)=—-4©2-6k=—-4o —6k=—6

@k:Z—E@k=1

V2

142.2(1-3k)=—V2+2e2-6k=—V2+2e6k=V2 o k="
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14.3.
-5

a=—=—

N |

21-3k)=->©2-6k=->©4-12k=-5
3
4

@12k=9@k=%@k=

14.4.2(1-3k) =0 1-3k=0o3k=1ck=1

15.

15.1.x =4

15.2. y = —-2x—2

153.AC=C-A=(2,-1)—(-1,-4) =2+1,-1+4) =(3,3)
Declive dareta AC: a = z =1

Como o declive dareta AC é 1, entao, esta é paralela a bissetriz dos quadrantes impares, pois
tém o mesmo declive.

y=x+Db
cC2,-1); -1=2+bSb=-1-2b=-3
y=x—3
15.4.
_ 1
y=-2x-2_ )x-3=-20-2 x+2f_1® =3
y=x—3 — y==— 8
y="3
1 8
G3
15.5.
*Circunferéncia:
Cc(2,-1)

Raio =AC =+/(-1—-2)2+ (=4 +1)2=v/9+9 =18 = 32
(x—2)2 + (y + 1)? = (V18)?
(x—2)2+ (@ +1)?=18

Regiao

(x—222+ (@ +1D?<18Ax<4ANYy<x—3Ay>-2x-2
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