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Tema 5 – Geometria analítica no plano e no espaço 

1. Geometria analítica no plano 

Recordar - Página 7 

1. 

1.1. Opção (D)  

1.2. Comecemos por transformar as unidades, de quilómetros para centímetros. 

300 m = 30 000 cm 

Assim, tendo em conta que as medidas estão construídas baseadas na escala de 1: 1500, tem-se que: 

1

1500
=

𝑥

30 000
⇔ 𝑥 =

30 000

1500
⇔ 𝑥 = 20 cm 

R.: A distância no mapa é 20 cm. 

 

2. Neste caso, a figura geométrica a considerar é um círculo com 7 cm de raio. 

Assim: 

𝐴 = 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜2 = 𝜋 × 49 = 49𝜋 ≈ 153,9 cm2 

𝑃 = 2𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜 = 2𝜋 × 7 = 14𝜋 ≈ 44,0 cm 

3. 

3.1. Qualquer ponto que pertença à circunferência tem distância ao centro igual ao comprimento do raio da 

circunferência. Assim, a distância deste ponto 𝑃 ao centro 𝐷 é 3 cm. 

3.2. Tem-se que 𝐴𝐷̂𝐵 = 120°. Logo, a amplitude do arco associado é 𝐴𝐵⏜ = 120°. 

Assim: 

𝐴𝐶̂𝐵 =
𝐴𝐵⏜

2
=
120°

2
= 60° 

3.3. Sabemos que [𝐴𝐶] e [𝐶𝐵] são congruentes. Logo, os ângulos internos do triângulo opostos a estas cordas 

também são congruentes. Além disso, da questão anterior 𝐴𝐶̂𝐵 = 60°. 

Ou seja: 

𝐵𝐴̂𝐶 = 𝐶𝐵̂𝐴 =
180° − 60°

2
=
120°

2
= 60° 

Concluímos então que [𝐴𝐵𝐶] é um triângulo equilátero e acutângulo. 

3.4. Tendo em conta que 𝐴𝐷̂𝐵 = 120°, a área de um setor circular pode ser obtida tendo em conta a relação 

proporcional entre os ângulos ao centro da circunferência e as áreas por si delimitadas.  

𝐴𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜
2 = 𝜋 × 32 = 9𝜋 

Ou seja: 
9𝜋

360
=
𝑥

120
⇔ 𝑥 =

9𝜋 × 120

360
⇔ 𝑥 = 3𝜋 cm2 

A área do círculo é 3π cm2. 
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3.5. Bissetriz do ângulo 𝐴𝐶𝐵. 

4. A área destinada às flores é dada pela diferença entre a área do quadrado e a área da parte relvada. 

Ou seja: 

𝐴𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 = 16
2 = 256 𝑚2          𝐴ℎ𝑒𝑥á𝑔𝑜𝑛𝑜 =

𝑝𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜

2
× 𝑎𝑝ó𝑡𝑒𝑚𝑎 

Para o cálculo do apótema, teremos que dividir o hexágono em seis triângulos equiláteros e determinar a sua 

altura, recorrendo ao Teorema de Pitágoras: 

𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎2 + (
5

2
)
2

= 52 ⇔ 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎2 +
25

4
= 25 ⇔ 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎2 = 25 −

25

4
⇔ 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎2 =

100

4
−
25

4
⇔ 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎2 =

75

4
 

Então, 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = √
75

4
⇔ 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 ≈ 4,33 m 

Ou seja: 

𝐴ℎ𝑒𝑥á𝑔𝑜𝑛𝑜 =
𝑝𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜

2
× 𝑎𝑝ó𝑡𝑒𝑚𝑎 =

5 × 6

2
× 4,33 = 15 × 4,33 = 64,95 𝑚2 

Concluímos então que: 

𝐴𝑧𝑜𝑛𝑎 𝑑𝑎𝑠 𝑓𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 = 𝐴𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 − 𝐴ℎ𝑒𝑥á𝑔𝑜𝑛𝑜 = 256 − 64,95 ≈ 191 𝑚
2 

A área da zona florida do jardim é de, aproximadamente, 191 m2. 
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5. 

5.1. Opção (A) 

5.2. Sabemos que: 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ − 4 ⟺ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ + 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ − 4 ⟺ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ − 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ + 4 = 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ ⟺ 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ = 4 cm 

𝐴𝑡𝑟𝑎𝑝é𝑧𝑖𝑜 = 15 cm
2 

Tem-se que 𝐷𝐸̂𝐶 = 𝐶𝐷̂. 

Logo, [𝐶𝐷𝐸] é um triângulo retângulo isósceles, pois num triângulo, a ângulos congruentes opõem-se lados 

congruentes. 

Podemos então concluir que: 

𝐴𝑡𝑟𝑎𝑝é𝑧𝑖𝑜 = 15 ⟺ 𝐴𝑟𝑒𝑡â𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 + 𝐴𝑡𝑟𝑖â𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 = 15 ⟺ 𝐴𝑟𝑒𝑡â𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 = 15 −
4 × 4

2
= 15 − 8 = 7 cm2 

A área do retângulo [𝐴𝐵𝐶𝐷] é 7 cm2. 

5.3. O perímetro do trapézio é dado pela soma sucessiva dos comprimentos dos seus quatro lados. 

Ora, tem-se que: 

𝐴𝑟𝑒𝑡â𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ⟺ 7 = 4 × 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ⟺ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ =
4

7
 cm 

Para determinar 𝐸𝐷̅̅ ̅̅ , aplica-se o Teorema de Pitágoras. 

𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ 2 = 𝐸𝐷̅̅ ̅̅ 2⟺ 42 + 42 = 𝐸𝐷̅̅ ̅̅ 2⟺ 16 + 16 = 𝐸𝐷̅̅ ̅̅ 2⟺ 32 = 𝐸𝐷̅̅ ̅̅ 2 
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Logo, ⟺ 𝐸𝐷̅̅ ̅̅ = √32 

Pelo que: 

𝑃𝑡𝑟𝑎𝑝é𝑧𝑖𝑜 = 2 ×
4

7
+ 2 × 4 + √32 ≈ 14,8 cm 

O trapézio tem como medida do perímetro 14,8 cm, aproximadamente. 

6. 

6.1. Opção (C). 6.2. Opção (A). 

 

Tarefa 1 – Página 10 

1. Em (C, 1) localiza-se o Castelo de San Angelo. 

2. A Fontana de Trevi localiza-se em (E, 2). 

3. O meu amigo poderá estar a visitar Piazza Navona. 

4. 

4.1. O mapa está dividido em zonas muito grandes. Assim, a localização através desta divisão do mapa poderá 

não ser precisa. 

4.2. Milena poderia dividir o mapa em zonas de menor dimensão ou até mesmo utilizar um modelo semelhante 

ao referencial cartesiano. 

Aplicar  – Página 12 

1. 

1.1. 

𝐴(−2,4) 𝐵(−4,1) 𝐶(−2,0) 𝐷(−1,−1) 𝐸(1,2) 𝐹(1,0) 

𝐺(0,−3) 𝐻(2, −3) 𝐼(3,3) 𝐽(−2,2) 𝐾(2,2) 𝐿(3,−3) 

A abcissa do ponto 𝑀 depende da distância do ponto 𝐴 ao ponto 𝑂.  

Logo: 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝑂̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 42 + 22 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 16 + 4 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 20 

Ou seja, 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = √20 

Assim, o ponto 𝑀 tem coordenadas (−√20;−2). 

1.2. 

a) Pontos 𝐶 e 𝐽, por exemplo.  b) Pontos 𝐸 e 𝑀 

1.3.  

a) Pontos 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐽 e 𝐺  b) Pontos 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐹 e 𝑀 

c) Pontos 𝐷,𝐾 e 𝐼   d) Pontos 𝐽 e 𝐿 
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1.4. Fazendo a representação no referencial, obtém-se o seguinte. 

 

Podemos observar que o triângulo [𝑋𝑌𝑍] é um triângulo isósceles não equilátero, pois possui apenas dois 

lados com medidas de comprimento iguais. 

2. 

2.1.  

• 1.º Quadrante: Ponto 𝐷 

• 2.º Quadrante: Ponto 𝐶 

• 3.º Quadrante: Ponto 𝐵 

• 4.º Quadrante: Ponto 𝐴 

Os restantes pontos não pertencem a nenhum dos quadrantes. 

2.2. Fazendo a representação dos pontos num referencial ortogonal e monométrico, obtemos o seguinte. 
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2.3. 

a) Para que A e 𝐻 tenham as mesmas coordenadas, então 𝑥𝐴 = 𝑥𝐻  e 𝑦𝐴 = 𝑦𝐻. 

Ou seja: 

𝑥𝐻 = 𝑥𝐴 ⇔ 2𝑝 − 6 = 2 ⇔ 2𝑝 = 2 + 6 ⇔ 2𝑝 = 8 ⇔ 𝑝 =
8

2
⇔ 𝑝 = 4 

𝑦𝐻 = 𝑦𝐴 ⇔ −3 +
𝑝

2
−
𝑝 + 5

3
= −4 ⇔ −18 + 3𝑝 − 2𝑝 − 10 = −24 ⇔ 𝑝 = −24 + 10 + 18 ⇔ 𝑝 = 4 

Tendo em conta os resultados obtidos, podemos concluir que 𝑝 = 4. 

 

b) A abcissa do ponto 𝐻 deverá ser igual à sua ordenada. Assim: 

𝑥𝐻 = 𝑦𝐻 ⇔ 2𝑝 − 6 = −3 +
𝑝

2
−
𝑝 + 5

3
⇔ 12𝑝 − 36 = −18 + 3𝑝 − 2𝑝 − 10 ⇔ 12𝑝 − 3𝑝 + 2𝑝 = −10 − 18 + 36 ⇔ 

⇔ 11𝑝 = 8 ⇔ 𝑝 =
8

11
 

Logo, 𝑝 =
8

11
 . 

c) Para que 𝐻 pertença ao 4.º quadrante, então 𝑥𝐻 > 0 e 𝑦𝐻 < 0. Assim: 

2𝑝 − 6 > 0 ⇔ 2𝑝 > 6 ⇔ 𝑝 >
6

2
⇔ 𝑝 > 3 

−3 +
𝑝

2
−
𝑝 + 5

3
< 0 ⇔ −18 + 3𝑝 − 2𝑝 − 10 < 0 ⇔ 𝑝 < 28 

Assim, podemos concluir que 𝑝 ∈ ]3; 28[ . 

 

Momento Python – Página 14 

1. O Programa é definido considerando as coordenadas 𝑥 e 𝑦 de um ponto do plano (primeira e segunda linhas 

de código) escolhidas pelo utilizador. 

Na quarta linha, o programa testa se a abcissa e a ordenada do ponto são positivas, sendo que se tal se verificar 

o programa escreve “O ponto pertence ao 1.º quadrante.”.  

Caso não verifiquem essa propriedade, o programa testa se a abcissa é negativa e a ordenada é positiva e, caso 

isso se verifique, dá como informação que o ponto pertence ao 2.º quadrante.  

Se tal não se verificar, passa para a oitava linha do código. Testa novamente se a abcissa e ordenada são 

negativas. Caso isso se verifique, informa o utilizador que o ponto pertence ao 3.º quadrante.  

No caso de nenhuma das condições anteriores se verificar, o programa informa que o ponto pertence ao 4.º 

quadrante. 

2. Depois de reproduzidas as linhas de código propostas, verificamos que: 

• Para o ponto 𝐴(−1;−2), o Python informa “O ponto pertence ao 3.º quadrante”. 

• Para o ponto 𝐵(4;−1), o Python informa “O ponto pertence ao 4.º quadrante.” 

• Para o ponto 𝐶(−5; 1), o programa informa “O ponto pertence ao 2.º quadrante”. 

3.  Por exemplo, para o ponto de coordenadas (1; 1), o Python informa “O ponto pertence ao 1.º quadrante”. 

4. Para o ponto 𝐸(0,9), o programa informa “O ponto pertence ao 4.º quadrante.” o que não se verifica para 

este ponto. 
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5. Uma possível melhoria do programa pode ser a seguinte. 

 

Momento GeoGebra – página 14 

1. Usando a entrada do GeoGebra, obtemos a seguinte representação dos pontos indicados. 

 

2. Unindo os pontos de modo a representar os lados do quadrilátero [𝐴𝐵𝐶𝐷], obtemos a seguinte 

representação: 

 

 

Podemos verificar que [𝐴𝐵𝐶𝐷] é um papagaio. 
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3. Para determinar a área de [𝐴𝐵𝐶𝐷] poderemos fazer o seguinte. 

𝐴[𝐴𝐵𝐶𝐷] =
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐵𝐷̅̅ ̅̅

2
=
3 × 2

2
= 3 𝑢. 𝑎. 

O papagaio tem 3 unidades de área. 

 

4. Poderemos usar o GeoGebra para representar as retas que contêm as duas diagonais de [𝐴𝐵𝐶𝐷]. 

 

Poderemos verificar que 𝐸 tem coordenadas (0,3). 

5. 

Tendo em conta a razão de semelhança entre os polígonos, 

verificamos que a medida do comprimento das diagonais de 

[𝐴𝐵𝐶𝐷] duplica o seu valor quando este se transforma em 

[𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′]. O ponto 𝐸 mantém-se como ponto de interseção das 

diagonais. Podemos usar o GeoGebra para verificar que a 

representação de [𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′] será a seguinte. 

Ou seja: 

𝐴′(−2,3)        𝐵′(0,5)      𝐶′(4,3)          𝐷′(0,1) 

 

Tarefa 2 - Página 15 

1.  

Fazendo a representação dos pontos em referencial ortogonal 

monométrico 𝑥𝑂𝑦, obtemos: 
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2. Ao realizar uma reflexão de 𝐴 segundo o eixo dos 𝑦𝑦, concluímos que 

as coordenadas de 𝐴 coincidem com as de 𝐴′. Logo, 𝐴′(0,2). 

 

 

 

 

 

3.  

Ao realizar uma reflexão de 𝐷 segundo o eixo dos 𝑥𝑥, concluímos 

que as coordenadas de 𝐷 coincidem com as de 𝐷′.  

Logo, 𝐷′(−2,0). 

 

 

 

4. Neste caso, chegamos às seguintes representações. 

Ou seja, 𝐵′(3, −2) e 𝐵′′(−3,2).  

Concluímos então que a ordenada de 𝐵′ é simétrica em relação à 

ordenada de 𝐵 e a abcissa de 𝐵′ é a abcissa de 𝐵. A abcissa de 𝐵′′ é 

simétrica em relação à abcissa de 𝐵 e a ordenada de 𝐵′′ é a ordenada 

de 𝐵. 

 

 

 

5. Neste caso, obtemos as seguintes representações dos pontos 

considerados. 

 

Assim, 𝐶′(−2,3) e 𝐶′′(2, −3).  

Concluímos então que a ordenada de 𝐶′ é simétrica em relação à 

ordenada de 𝐶 e a abcissa de 𝐶′ é a abcissa de C. A abcissa de 𝐶′′ é 

simétrica em relação à abcissa de 𝐶 e a ordenada de 𝐶′′ é a ordenada 

de 𝐶.  

 

6. Quando efetuamos uma reflexão de um ponto segundo o eixo das abcissas, poderão acontecer duas 

situações. 

• O ponto conserva as suas coordenadas, caso pertença ao próprio eixo. 

• A ordenada do ponto transformado é simétrica da ordenada do ponto original, mantendo-se a abcissa. 

≡ 𝑨′ 

𝑫′ ≡ 

• 𝑩′′ 

• 𝑩′ 

• 𝑪′ 

• 𝑪′′ 
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Quando efetuamos uma reflexão de um ponto segundo o eixo das ordenadas, poderão acontecer duas 

situações. 

• O ponto conserva as suas coordenadas, caso pertença ao próprio eixo. 

• A abcissa do ponto transformado é simétrica da abcissa do ponto original, mantendo-se a ordenada. 

 

7.1. Usando as observações registadas na questão anterior, podemos concluir que: 

𝐸′(−3,−3)    e      𝐸′′(3,3) 

7.2.  

No caso de realizarmos uma meia-volta de centro na origem de 

referencial do ponto 𝐸, este transformar-se-á no ponto 𝐸′′′ de 

coordenadas (3, −3). Verificando usando as potencialidades do 

Geogebra: 

 

 

7.3. Fazendo a representação do polígono, obtemos o quadrado 

seguinte. 

 

O lado do quadrado tem 6 unidades de medida, pelo que: 

 

𝑃 = 4 × 6 = 24 u.m.                𝐴 = 62 = 36 u. a. 

 

O quadrado tem de perímetro 24 unidades de medida e de área 6 unidades de área. 

 

 

 

Centro 
•  

• 𝑬 

• 𝑬′′′ 
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Aplicar - Página 17 

3. 

3.1. Representando os pontos num referencial ortogonal monométrico 𝑥𝑂𝑦, obtemos o seguinte. 

 

3.2. Como o ponto 𝐴 pertence ao próprio eixo de reflexão (eixo das abcissas), podemos concluir que o seu 

transformado irá coincidir com ele próprio. Assim, 𝐴′ = 𝐴 = (−1,0). 

3.3. No caso dos pontos considerados, ao realizar a reflexão destes pontos segundo o eixo dos 𝑦𝑦, 

obtemos as seguintes coordenadas. 

𝐴′′(1,0)     𝐵′′(−2,3)      𝐶′′(1,4)        𝐷′′(2, −3) 

Tarefa 3 - Página 18 

1. Por observação da reta numérica, podemos constatar que a abcissa do ponto médio do segmento de reta 

[𝐴𝐵] é 2,5. 

2. Por observação da reta numérica, podemos constatar que a abcissa do ponto médio de [𝐴𝐶] é −1 . 

3. Por observação da reta numérica, podemos constatar que a abcissa do ponto médio de [𝐵𝐷] é 1,25. 

4. Por observação da reta numérica, podemos constatar que a abcissa do ponto médio de [𝐶𝐵] é 0,5. 

Aplicar – página 18 

4. Determinando a abcissa pedida, vem que: 

𝑥𝑀 =
−
3
5
+
7
2

2
=
−
6
10
+
35
10

2
=

29
10
2
=
29

10
: 2 =

29

10
×
1

2
=
29

20
 

5. Neste caso, sabemos que: 

𝑥𝑀 =
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

⇔ 3 =
−1 + 𝑥𝐵
2

⇔ 6 = −1 + 𝑥𝐵 ⇔ 6+ 1 = 𝑥𝐵 ⇔ 𝑥𝐵 = 7 

Podemos então concluir que a abcissa 𝑏 do ponto 𝐵 assume o valor de 7. 
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Tarefa 4 - Página 19 

1.  

 

O ponto 𝐶 que representa o café do encontro encontra-se entre os pontos 𝑅 e 𝐽, pelo que corresponde ao 

ponto médio do segmento de reta [𝑅𝐽]. Ou seja: 

 

2. O ponto 𝐶 irá estar à mesma distância do ponto 𝑅 e do ponto 𝐽, pelo que: 

𝑥𝐶 =
𝑥𝑅 + 𝑥𝐽
2

=
3 + 6

2
=
9

2
= 4,5         𝑦𝐶 =

𝑦𝑅 + 𝑦𝐽
2

=
4 + 2

2
= 3 

Ou seja, 𝐶 = (4,5; 3). 

 

Aplicar - Página 20 

6. O centro da circunferência corresponde ao ponto médio de um dos seus diâmetros. Assim, o centro desta 

circunferência irá corresponder ao ponto médio de [𝐴𝐵]. 

𝐶 = 𝑀[𝐴𝐵] = (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

;
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

) = (
0 + (−5)

2
;
−3 + 0

2
) = (−

5

2
;−
3

2
) 

7. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto 𝐷, ponto médio de [𝐵𝐶]. 

𝐷 = (
𝑥𝐵 + 𝑥𝐶
2

;
𝑦𝐵 + 𝑦𝐶
2

) = (
3 + (−2)

2
;
−2 + (−2)

2
) = (

1

2
;−2) 

De seguida, obteremos as coordenadas do ponto 𝐸, ponto médio de [𝐴𝐷]. 

𝐸 = (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐷
2

;
𝑦𝐴 + 𝑦𝐷
2

) = (
−1 +

1
2

2
;
2 + (−2)

2
) = (

−
1
2
2
; 0) = (−

1

4
; 0) 

O ponto 𝐸 tem coordenadas (−
1

4
, 0). 
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8. Tendo como referência o exemplo dado ao lado, podemos concluir que: 

𝐵𝑎𝑟𝑖𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶

3
,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵 + 𝑦𝐶

3
) = (

3 + (−1) + 16

3
,
1 + 2 + (−27)

3
) = (6,−8) 

As coordenadas do baricentro (G) são (6, −8).  

 

Tarefa 5 - Página 22 

Para determinar o perímetro do quadrado [𝐴𝐵𝐶𝐷], teremos de descobrir o comprimento de um dos seus 

lados.  

Recorrendo ao Teorema de Pitágoras, obtemos que: 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 22 + 72 ⇔ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 4 + 49 ⇔ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 53 

Ou seja, 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = √53 

Logo: 

𝑃[𝐴𝐵𝐶𝐷] = 4 × 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 4√53 u.m. 

O perímetro do quadrado [𝐴𝐵𝐶𝐷] é 4√53 unidades de medida. 
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9. 

9.1. Ao observar o referencial, podemos concluir que: 

𝐴(−4,2)       𝐵(−1,4)       𝐶(1,1)      𝐷(−2,−1) 

9.2. Em ambas as circunferências (inscrita e circunscrita), o centro irá coincidir. As coordenadas do centro irão 

ser calculadas, determinando o ponto médio de uma das diagonais do quadrado. Ou seja: 

𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = 𝑀[𝐴𝐶] = (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐶
2

;
𝑦𝐴 + 𝑦𝐶
2

) = (
−4 + 1

2
;
2 + 1

2
) = (−

3

2
,
3

2
) 

O centro das circunferências (inscrita e circunscrita) tem de coordenadas (−
3

2
,
3

2
). 

9.3. Teremos de calcular o raio de cada uma das circunferências, para determinar a diferença entre ambas 

(área da coroa circular por elas definida). 

A medida do raio da circunferência inscrita irá ser dada pela distância do centro da circunferência ao ponto 

médio de um dos lados do quadrado. 

Ou seja: 

𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (−
3

2
;
3

2
)       𝑀[𝐴𝐵] = (

𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

;
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

) = (
−4 + (−1)

2
;
2 + 4

2
) = (−

5

2
; 3) 

𝑟𝑎𝑖𝑜𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑎 = √(−
3

2
− (−

5

2
))

2

+ (
3

2
− 3)

2

= √1 +
9

4
= √

13

4
=
√13

2
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Já a medida do raio da circunferência circunscrita irá ser obtido aplicando a distância do centro da 

circunferência a um dos seus vértices: 

𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (−
3

2
;
3

2
)             𝐵 = (−1; 4) 

𝑟𝑎𝑖𝑜𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑎 = √(−
3

2
− (−1))

2

+ (
3

2
− 4)

2

= √
1

4
+
25

4
= √

26

4
=
√26

2
 

Ou seja: 

𝐴𝑐𝑜𝑟𝑜𝑎 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 = 𝐴𝑐.𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑎 − 𝐴𝑐.𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑎 = 𝜋 × (
√26

2
)

2

− 𝜋 × (
√13

2
)

2

=
26

4
𝜋 −

13

4
𝜋 =

13

4
𝜋 ≈ 10,2 𝑢. 𝑎. 

A área da coroa circular é 10,2 unidades de área, aproximadamente. 

 

Aplicar – Página 23 

10. 

10.1. A distância entre os dois pontos é dada por: 

𝑑(𝐴, 𝐵) = √(−1 − 2)2 + (3 − 5)2 = √9 + 4 = √13 

Os pontos 𝐴 e 𝐵 estão a uma distância de √13 unidades de medida. 

10.2. Neste caso, a distância entre os dois pontos é dada por: 

𝑑(𝐶, 𝐷) = √(1 − (−
1

2
))

2

+ (−4 − (−9))
2
= √

9

4
+ 25 = √

109

4
=
√109

2
 

Os pontos 𝐶 e 𝐷 estão a uma distância de 
√109

2
 unidades de medida. 

11. 

11.1. Para mostrar que o triângulo [𝐴𝐵𝐶] é equilátero, teremos de provar que a medida do comprimento dos 

seus três lados é igual. Ou seja: 

𝑑(𝐴, 𝐵) = √(2 − 5)2 + (0 − 3√3)
2
= √9 + 27 = √36 = 6 

𝑑(𝐵, 𝐶) = √(5 − 8)2 + (3√3 − 0)
2
= √9 + 27 = 6 

𝑑(𝐶, 𝐴) = 8 − 2 = 6 

Logo, concluímos que o triângulo é equilátero. 

A área do triângulo é dada por: 

𝐴[𝐴𝐵𝐶] =
𝐴𝐶̅̅ ̅̅ × 𝑀𝐵̅̅ ̅̅̅

2
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em que 𝑀 corresponde ao ponto médio de [𝐴𝐶]. Para determinar a altura do triângulo, basta determinar a 

distância do 𝑀 ao vértice 𝐵: 

𝑀[𝐴𝐶] = (
8 + 2

2
;
0 + 0

2
) = (5; 0) 

𝑑(𝑀, 𝐵) = √(5 − 5)2 + (0 − 3√3)
2
= √27 = √32 × 3 = 3√3 

Concluímos então que: 

𝐴[𝐴𝐵𝐶] =
6 × 3√3

2
=
18√3

2
= 9√3 𝑢. 𝑎. 

A área do triângulo [𝐴𝐵𝐶] é de 9√3 unidades de área. 

 

11.2. As coordenadas do baricentro do triângulo são dadas por: 

𝐵𝑎𝑟𝑖𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶

3
;
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵 + 𝑦𝐶

3
) = (

2 + 5 + 8

3
;
0 + 3√3 + 0

3
) = (5; √3) 

O baricentro tem coordenadas (5; √3). 

12. 

12.1. Para determinar as coordenadas dos restantes pontos, necessitamos de 

dividir o hexágono através de triângulos em que um dos vértices coincide com 

o centro do hexágono.  

O apótema pode ser obtido aplicando um Teorema de Pitágoras: 

32 = (
3

2
)
2

+ ℎ2 ⇔ ℎ2 = 9 −
9

4
⇔ ℎ2 =

36 − 9

4
⇔ ℎ2 =

27

4
 

Logo, 

ℎ = √
27

4
⇔ ℎ =

√32 × 3

2
⇔ ℎ =

3√3

2
 

2 × 𝑎𝑝ó𝑡𝑒𝑚𝑎 = 2 × ℎ = 2 ×
3√3

2
= 3√3 

Logo, podemos concluir que: 

𝐴(−
3

2
,
3√3

2
)       𝐵(0,3√3)       𝐶(3,3√3)       𝐷 (

9

2
,
3√3

2
)        𝐸(3,0)      𝐹(0,0) 

 

12.2. O triângulo [𝐹𝐶𝐷] é escaleno, pois: 

𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = 3      𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐸𝐶̅̅ ̅̅ = 3√3         𝐹𝐶̅̅ ̅̅ = 2 × 3 = 6 
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12.3. O triângulo [𝐸𝐹𝐶] é retângulo. Logo: 

𝐴[𝐸𝐹𝐶] =
𝐹𝐸̅̅ ̅̅ × 𝐸𝐶̅̅ ̅̅

2
=
3 × 3√3

2
=
9√3

2
≈ 7,8 𝑢. 𝑎. 

A área do triângulo [𝐸𝐹𝐶] é, aproximadamente, 7,8 unidades de área. 

12.4. As coordenadas do centro da circunferência circunscrita ao hexágono coincidem com o ponto central do 

hexágono. As suas coordenadas são (
3

2
,
3√3

2
). O seu raio é dado pela distância deste centro a um dos vértices do 

hexágono, ou seja, 3 unidades. 

 

Tarefa 6 – Página 24 

1. Fazendo a representação do referencial o.m. 𝑥𝑂𝑦 e identificando os pontos observamos que: 

 

2. Unindo os pontos, obtemos as seguintes representações de 𝑟 e 𝑠. 

 

 

3. Todos os pontos da reta 𝑟 têm como abcissa 𝑥 = 2. Todos os pontos da reta 𝑠 têm ordenada 𝑦 = −3. 
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4. 

4.1. A reta 𝑟 é paralela ao eixo das ordenadas. 4.2. A reta 𝑠 é paralela ao eixo das abcissas. 

5. 

5.1. 𝑥 = 2 5.2. 𝑦 = −3 
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13. Observando o referencial, podemos concluir que: 

𝑥 = 4  →   𝑟𝑒𝑡𝑎 𝑐           𝑦 = −2 → 𝑟𝑒𝑡𝑎 𝑑        𝑥 = −1 → 𝑟𝑒𝑡𝑎 𝑎             𝑦 = 1 → 𝑟𝑒𝑡𝑎 𝑏 
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14. 

14.1. Representando as retas consideradas num referencial ortogonal monométrico 𝑥𝑂𝑦, obtemos: 

 

14.2. Tendo em conta as equações das retas, podemos, por exemplo, indicar os seguintes pontos: 

• 𝑥 = −1 → (−1,2)    (−1,0) 
• 𝑥 = 1 →     (1, −1)   (1,1) 
• 𝑥 = 2 →     (2,3)       (2, −4) 

• 𝑦 = 0 →  (√3, 0)    (2,0) 

• 𝑦 = −2 → (0, −2)   (𝜋, −2) 
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15. 

15.1. Fazendo a representação dos pontos em referencial cartesiano ortogonal monométrico 𝑥𝑂𝑦, obtemos: 

 

15.2. O transformado de um ponto segundo uma reflexão de eixo das abcissas (𝑦 = 0) irá sofrer alteração no 

valor numérico da sua ordenada (que passará a ser simétrica) e manter a sua abcissa. Assim, 𝐴′(−1, −3) e 

𝐵′(2,1). 

15.3. 

Neste caso, comecemos por representar a reta 𝑥 = −1: 

Como 𝐴 pertence ao eixo de reflexão, então ( )1,3A A= = − . No entanto, com 𝐵 tal não acontece, pelo que 

por observação 𝐵′′(−4,−1). 

 
O polígono [𝐴′′𝐵𝐵′′] é um triângulo, cuja área é dada por: 

𝐴[𝐴′′𝐵𝐵′′] =
6 × 4

2
=
24

2
= 12 𝑢. 𝑎. 

O polígono [𝐴′′𝐵𝐵′′] tem 12 unidades de área. 
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16. 

16.1. Como 𝑘 = 2, então: 

𝑃 = (2;−2 × (2 − 1) −
√2

2
) = (2;−2 × 1 −

√2

2
) = (2;−2 −

√2

2
) = (2;

−4 − √2

2
) 

Pretende-se a equação de uma reta paralela ao eixo das abcissas, expressão do tipo 𝑦 = 𝑘 (𝑘 constante real). 

Como 𝑃 terá de pertencer a essa reta, podemos concluir que 𝑦 =
−4−√2

2
 é a equação da reta pretendida. 

16.2. Como 𝑃 pertence à reta 𝑥 = √2, concluímos que: 

𝑥𝑃 = √2 ⇔ 𝑘 = √2 

Daqui, podemos determinar a ordenada de 𝑃: 

𝑦𝑃 = −2(√2 − 1) −
√2

2
= −2√2 + 2 −

√2

2
=
−4√2 + 4 − √2

2
=
4 − 5√2

2
 

Ou seja, as coordenadas de 𝑃 são (√2,
4−5√2

2
). 

Tarefa 7 – Página 27 

1. Utilizando um referencial cartesiano ortogonal monométrico 𝑥𝑂𝑦, podemos representar os pontos da 

seguinte forma: 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. No mesmo referencial, representemos a reta 𝑦 = −2: 
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3. Usando as potencialidades do GeoGebra, observamos que: 

 

 

 

 

 

 

 

Ou seja, concluímos que 

𝐴′(−1,−4). 

 

4. Comecemos por representar a reta de equação 𝑥 = 3: 

 

Aplicando a reflexão axial aos pontos, segundo o eixo 𝑥 = 3, concluímos que: 

 

𝐴′′(7,0)      𝐵′′(4,3)      𝐶′′(7,4)     𝐷′′(8, −3) 

•  𝑨′ 



 
 

20 
Matemática A – Ensino Secundário - RESOLUÇÕES                                                                                                                          

 

5. Ao aplicar uma meia-volta de centro na origem do referencial ao ponto 𝐵, as suas coordenadas passarão a 

ser simétricas. Ou seja, 𝐵′(−2,−3). 
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17. 

17.1. Comecemos por descobrir dois pontos de cada uma das retas: 

𝑥 𝑦 = −2𝑥 − 2 (𝑥; 𝑦) 

0 𝑦 = −2 × 0 − 2 = −2 (0;−2) 

1 𝑦 = −2 × 1 − 2 = −4 (1;−4) 
 

𝑥 𝑦 = −2𝑥 − 2 (𝑥; 𝑦) 

0 𝑦 = −2 × 0 − 2 = −2 (0;−2) 

1 𝑦 = −2 × 1 − 2 = −4 (1;−4) 
 

  
𝑥 𝑦 = −2𝑥 − 2 (𝑥; 𝑦) 

0 𝑦 = −2 × 0 − 2 = −2 (0;−2) 

1 𝑦 = −2 × 1 − 2 = −4 (1;−4) 
 

𝑥 𝑦 = −2𝑥 − 2 (𝑥; 𝑦) 

0 𝑦 = −2 × 0 − 2 = −2 (0;−2) 

1 𝑦 = −2 × 1 − 2 = −4 (1;−4) 
 

  
𝑥 𝑦 = 𝑥 + 3 (𝑥; 𝑦) 

0 𝑦 = 0 + 3 = 3 (0; 3) 

1 𝑦 = 1 + 3 = 4 (1; 4) 
 

𝑥 𝑦 = −2𝑥 + 3 (𝑥; 𝑦) 

0 𝑦 = −2 × 0 + 3 = 3 (0; 3) 

1 𝑦 = −2 × 1 + 3 = 1 (1; 1) 
 

Assim, desenhando um referencial cartesiano monométrico, poderemos representar as retas: 

 

17.2. A reta 𝑟 é definida pela expressão algébrica 𝑦 = 3𝑥 − 2. Daqui, concluímos que o seu declive é 3 e a sua 

ordenada na origem é −2. 

17.3. 

a) As retas 𝑠 e 𝑝 são paralelas, pois os seus declives são iguais. 

b) Por exemplo, as retas 𝑟 e 𝑝 são concorrentes. O seu ponto de interseção tem coordenadas (1; 1). 
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Tarefa 8 – Página 28 

1. Pretendemos quatro pontos em que o valor numérico da abcissa coincida com o valor numérico da ordenada. 

Por exemplo, (1,1), (0,0), (−1,−1) e (2,2). 

2. Representando os pontos indicados na questão anterior e unindo-os, obtemos a seguinte reta: 
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18. Usando como base um referencial cartesiano ortogonal e monométrico 𝑥𝑂𝑦, as retas consideradas poderão 

ser representadas na seguinte forma: 

 

19.  

19.1. Por observação da figura e tendo em conta que 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 3, concluímos que: 

𝐴(−3,0)      𝐶(3,0)      𝐷(−3,3)     𝐸(3,3)      𝐹(−3, −3)       𝐺(3, −3) 

19.2. As retas 𝐷𝐺 e 𝐸𝐹 correspondem às bissetrizes dos quadrantes pares e ímpares, respetivamente. Logo, a 

equação da reta 𝐷𝐺 é 𝑦 = −𝑥 e a equação de 𝐸𝐹 é 𝑦 = 𝑥. 

19.3. 

a) A imagem de 𝐹 é o ponto 𝐷. b) A imagem de 𝐷 é o ponto 𝐸. c) A imagem de 𝐹 é o ponto 𝐸. 
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19.4. A figura colorida é constituída por dois arcos congruentes correspondentes a metade de uma das 

circunferências pequenas (que juntos dão uma circunferência pequena) e dois arcos correspondentes a um 

quarto da circunferência grande (que juntos correspondem a meia circunferência grande). 

Assim: 

𝑃𝑓𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 = 𝑃𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟ê𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑝𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑎 +
𝑃𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟ê𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑒

2
  

A medida do comprimento do raio da circunferência pequena é de 3 unidades de medida. Para determinar a 

medida do comprimento do raio da circunferência grande deveremos determinar a distância entre os pontos 𝑂 

e 𝐸, ou seja: 

𝑑(𝑂, 𝐸) = √(0 − 3)2 + (0 − 3)2 = √9 + 9 = √18 = √32 × 2 = 3√2 

Assim: 

𝑃𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟ê𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑝𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑎 = 2 × 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜 = 2 × 𝜋 × 3 = 6𝜋 

𝑃𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟ê𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑒

2
=
2 × 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜

2
=
2 × 𝜋 × 3√2

2
=
6√2𝜋

2
= 3√2𝜋 

𝑃𝑓𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 = 𝑃𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟ê𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑝𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑎 +
𝑃𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟ê𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑒

2
= 6𝜋 + 3√2𝜋 = 𝜋(6 + 3√2) u.m. 

O perímetro da figura é 𝜋(6 + 3√2) unidades de medida. 

Tarefa 9 – Página 29 

1. Podemos representar as retas a partir das suas equações. 

 

2. As retas definidas pelas equações 𝑦 = 𝑥 e 𝑦 = −𝑥 são transformadas uma da outra pela reflexão de eixo 𝑂𝑦. 
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3. O transformado de 𝐴 pode ser representado por: 

 

Assim, 𝐴(3,−1) é transformado em 𝐴′(1, −1). 

4. O ponto de interseção das retas definidas pelas equações 𝑦 = 𝑥 e 𝑦 = −𝑥 é a origem do referencial, ponto 

𝑂(0,0). Assim, ao aplicar uma meia-volta ao ponto (2, −1) em torno da origem do referencial as suas 

coordenadas passam a ser simétricas. Ou seja, (−2,1) é o transformado de (2, −1) pela meia-volta de centro 

na origem do referencial. 

 

Tarefa 10 – Página 29 

1. Tendo em conta que as quatro retas são paralelas aos eixos coordenados, então: 

𝑟: 𝑥 = 3         𝑠: 𝑥 = 1          𝑡: 𝑦 = 3            𝑢: 𝑦 = 4 

2.  

(A) corresponde ao conjunto de pontos cuja abcissa é superior ou igual a 3.  

(B) corresponde ao conjunto de pontos cuja abcissa é inferior ou igual a 1.  

(C) constitui o conjunto de pontos cuja ordenada é inferior ou igual a 3.  

(D) constitui o conjunto de pontos cuja ordenada é superior ou igual a 4.  

Logo, uma condição que defina cada um dos conjuntos de pontos: 

(A) 𝑥 ≥ 3  (B) 𝑥 < 1  (C) 𝑦 ≤ 3  (D) 𝑦 > 4 

 

 

 

 

•  
𝑨′ 

•  
𝑨 
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20. 

20.1. A condição que define o conjunto de pontos é 𝑥 = −3. 

20.2. Neste caso, a condição que define o conjunto de pontos é 𝑥 ≤ 0. 

20.3. O conjunto de pontos representado é definido pela condição 𝑥 > −4. 
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21. 

21.1. O conjunto de pontos representado fica definido pela equação 𝑦 = 3. 

21.2. Este conjunto de pontos é definido pela condição 𝑦 ≥ −1. 

21.3. Neste caso, o conjunto de pontos pode ser definido pela condição 𝑦 ≤ 2. 
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22. 

22.1. A representação do semiplano considerado, em referencial o.m. 𝑥𝑂𝑦, corresponde a: 

 

22.2. A representação do conjunto de pontos considerado, em referencial o.m. 𝑥𝑂𝑦, corresponde a: 
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22.3. A representação do conjunto de pontos considerado, em referencial o.m. 𝑥𝑂𝑦, corresponde a: 

 

22.4. A representação do semiplano considerado, em referencial o.m. 𝑥𝑂𝑦, corresponde a: 

 

22.5. Comecemos por determinar dois pontos da reta: 

𝑥 𝑦 = −2𝑥 + 3 (𝑥; 𝑦) 

0 𝑦 = −2 × 0 + 3 = 3 (0; 3) 

1 𝑦 = −2 × 1 + 3 = 1 (1; 1) 

 

Representado os respetivos pontos, em referencial o.m. 𝑥𝑂𝑦, e unindo-os, obtemos a reta pretendida. 
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22.6.  

Determinando as coordenadas de dois pontos da reta 

que é fronteira do domínio plano fechado, obtemos a 

seguinte representação: 

𝑥 𝑦 = 𝑥 − 2 (𝑥; 𝑦) 

0 𝑦 = 0 − 2 = −2 (0;−2) 

1 𝑦 = 1 − 2 = −1 (1;−1) 

 

 

Tarefa 11 – Página 33 

1. 

1.1. Por observação da figura, podemos concluir que a localidade da Berta poderá estar localizada em 

qualquer ponto da reta 𝑦 = 3. 

 

1.2. A localidade do Jorge, tal como observado na figura anterior, estará localizada na reta vertical que passa no 

ponto médio entre 𝐿 e 𝐽, cuja equação é 𝑥 =
9

2
 : 
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1.3. Para determinar as possíveis localizações da localidade do Daniel, iremos recorrer à construção da 

mediatriz de [𝑅𝐽]. 

 

2. As equações que definem os conjuntos de pontos das alíneas 1.1. e 1.2. são 𝑦 = 3 e 𝑥 =
9

2
. 

Sabemos que 𝑅(3,4) e que 𝐽(6,2) 

Seja 𝑃(𝑥, 𝑦) um ponto qualquer da mediatriz de [𝑅𝐽]. 

Então, 𝑑(𝑃, 𝑅) = 𝑑(𝑃, 𝐴). 

Logo,  

√(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 4)2 = √(𝑥 − 6)2 + (𝑦 − 2)2 ⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 4)2 = (𝑥 − 6)2 + (𝑦 − 2)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 8𝑦 + 16 = 𝑥2 − 12𝑥 + 36 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 ⇔ 

⇔ −6𝑥 + 9 − 8𝑦 + 16 = −12𝑥 + 36 − 4𝑦 + 4 ⇔ 

⇔ −4𝑦 = −6𝑥 + 15 ⇔ 𝑦 =
6

4
𝑥 −

15

4
⇔ 𝑦 =

3

2
𝑥 −

15

4
 

Concluímos então que a equação que define as possíveis localizações da casa do Carlos é 𝑦 =
3

2
𝑥 −

15

4
. 

3. A localização do ponto do mapa que está à mesma distância das três localidades surge da interseção das três 

mediatrizes consideradas anteriormente. 

Ou seja: {
𝑥 =

9

2

𝑦 = 3
𝑦 = 2𝑥 − 6

 

Que no caso, corresponde ao ponto de coordenadas (
9

2
, 3), ou seja, o circuncentro do triângulo [𝐿𝑅𝐽]. 
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23. 

23.1. Podemos observar que os pontos 𝐴 e 𝐵 assumem o mesmo valor numérico na sua abcissa que é 𝑥 = 2. 

Portanto, a reta que passa por ambos esses pontos é paralela ao eixo das ordenadas. A sua mediatriz passará 

entre ambos e será paralela ao eixo das abcissas. Ou seja, a equação da mediatriz de [𝐴𝐵] é dada por 

( )5 3
1

2
y y

+ −
=  = . 

Representando essa mediatriz num referencial cartesiano o.m. 𝑥𝑂𝑦, obtemos a seguinte representação: 

 

23.2. Nesta alínea, os pontos 𝐴 e 𝐵 partilham o mesmo valor numérico na sua ordenada, portanto a reta que 

passa por ambos os pontos é horizontal. Assim, a sua mediatriz irá ser uma reta vertical que passa entre ambos 

os pontos. Ou seja, uma condição que define essa mediatriz é 𝑥 =
4+(−2)

2
⇔ 𝑥 = 1. 

Fazendo a sua representação em referencial cartesiano o.m. 𝑥𝑂𝑦, obtemos: 
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23.3. Considerando um referencial cartesiano ortogonal 

monométrico 𝑥𝑂𝑦, sejam os pontos 𝐴 e 𝐵 nele representados: 

A equação da mediatriz é: 

(𝑥 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐴)

2 = (𝑥 − 𝑥𝐵)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐵)

2 ⇔ 

⇔ (𝑥 − (−1))
2
+ (𝑦 − 3)2 = (𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 0)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑦2 − 6𝑦 + 9 = 𝑥2 − 8𝑥 + 16 + 𝑦2 ⇔ 

⇔ 2𝑥 + 1 − 6𝑦 + 9 = −8𝑥 + 16 ⇔ 

⇔ −6𝑦 = −8𝑥 − 2𝑥 + 16 − 1 − 9 ⇔ −6𝑦 = −10𝑥 + 6 ⇔ 

⇔ 𝑦 =
10

6
𝑥 −

6

6
⇔ 𝑦 =

5

3
𝑥 − 1 

 

23.4. Representemos os pontos 𝐴 e 𝐵 e respetiva mediatriz num 

referencial cartesiano: 

Podemos prever que a equação da mediatriz corresponde à 

equação que define a bissetriz dos quadrantes ímpares: 

(𝑥 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐴)

2 = (𝑥 − 𝑥𝐵)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐵)

2 ⇔ 

⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 = (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 = 𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 6𝑦 + 9 ⇔ 

⇔ −6𝑥 − 4𝑦 = −4𝑥 − 6𝑦 ⇔ −4𝑦 + 6𝑦 = −4𝑥 + 6𝑥 ⇔ 

⇔ 2𝑦 = 2𝑥 ⇔ 𝑦 = 𝑥 
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24. 

24.1. 

a) Usando a fórmula da equação da mediatriz do segmento de reta [𝐴𝐵], obtemos: 

(𝑥 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐴)

2 = (𝑥 − 𝑥𝐵)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐵)

2 ⇔ (𝑥 − (−2))
2
+ (𝑦 − 2)2 = (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 + 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 = 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 ⇔ 4𝑥 + 4 − 4𝑦 + 4 = −6𝑥 + 9 − 2𝑦 + 1 ⇔ 

⇔ −4𝑦 + 2𝑦 = −6𝑥 − 4𝑥 + 9 + 1 − 4 − 4 ⇔ −2𝑦 = −10𝑥 + 2 ⇔ 𝑦 = 5𝑥 − 1 

b) Aplicando a fórmula da equação da mediatriz do segmento de reta [𝐵𝐶], concluímos que: 

(𝑥 − 𝑥𝐵)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐵)

2 = (𝑥 − 𝑥𝐶)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐶)

2 ⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2 = (𝑥 − (−1))
2
+ (𝑦 − (−3))

2
⇔ 

⇔ 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑦2 + 6𝑦 + 9 ⇔ −6𝑥 − 2𝑦 = 2𝑥 + 6𝑦 ⇔ 

⇔ −2𝑦 − 6𝑦 = 2𝑥 + 6𝑥 ⇔ −8𝑦 = 8𝑥 ⇔ 𝑦 = −𝑥 
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24.2. Para que 𝐴 pertença à mediatriz de [𝐵𝐶], então as suas coordenadas deverão ser simétricas. Como a 

abcissa de 𝐴 é simétrica da sua ordenada, podemos concluir que 𝐴 pertence à mediatriz de [𝐵𝐶]. 

25. O circuncentro é o ponto de interseção das mediatrizes do triângulo [𝐴𝐵𝐶].  

A mediatriz do segmento de reta [𝐴𝐵] é 𝑦 =
3

2
, pois 𝐴 e 𝐵 pertencem à mesma reta vertical. Basta agora 

determinar uma das bissetrizes dos outros dois lados.  

A fórmula da equação da mediatriz de [𝐴𝐶] permite-nos concluir que: 

(𝑥 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐴)

2 = (𝑥 − 𝑥𝐶)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐶)

2 ⇔ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − (−1))
2
= (𝑥 − (−2))

2
+ (𝑦 − 1)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 + 2𝑦 + 1 = 𝑥2 + 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 ⇔ 

⇔ −4𝑥 + 2𝑦 = 4𝑥 − 2𝑦 ⇔ 2𝑦 + 2𝑦 = 4𝑥 + 4𝑥 ⇔ 

⇔ 4𝑦 = 8𝑥 ⇔ 𝑦 = 2𝑥 

Agora, intersetando as duas mediatrizes, concluímos que: {
𝑦 =

3

2

𝑦 = 2𝑥
⇔ {

𝑦 =
3

2

𝑥 =
3

4

 

As coordenadas do circuncentro são (
3

4
,
3

2
). 

Tarefa 12 – Página 35 

1. Usando um referencial cartesiano ortogonal monométrico 𝑥𝑂𝑦, o conjunto de pontos que se situam no limite 

do alcance da emissora são: 

 

2. Para que um possível ouvinte localizado no ponto 𝐶 consiga ouvir esta emissora de rádio, a sua distância à 

antena da emissora terá de ser não superior ao raio de alcance do seu sinal. Assim: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐴, 𝐵) = √(𝑥𝐴 − 𝑥𝐵)
2 + (𝑦𝐴 − 𝑦𝐵)

2 = √(−2 − 1)2 + (1 − (−1))
2
= √9 + 4 = √13 

𝑑(𝐵, 𝐶) = √(𝑥𝐵 − 𝑥𝐶)
2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐶)

2 = √(1 − 1)2 + (−1 − 3)2 = √16 = 4 

Logo, podemos concluir que um ouvinte localizado no ponto 𝐶 não consegue receber sinal da emissora de 

rádio. 
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3. Consideremos o ponto 𝑃(𝑥, 𝑦) do plano, sendo 𝑥 e 𝑦 números reais. Para verificar se 𝑃 pertença à 

circunferência, a sua distância ao ponto 𝐵 tem de ser igual a 𝑟𝑎𝑖𝑜 = √13. Ou seja: 

𝑑(𝑃, 𝐵) = √13 ⇔ √(𝑥𝑃 − 𝑥𝐵)
2 + (𝑦𝑃 − 𝑦𝐵)

2 = √13 ⇔ (√(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − (−1))
2
)

2

= (√13)
2
⇔ 

⇔ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 = 13 
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26. 

26.1. Usando a fórmula da equação reduzida da circunferência, obtemos: 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 = 12 ⇔ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 = 1 

26.2. Neste caso, a equação reduzida da circunferência é dada por: 

(𝑥 − (−1))
2
+ (𝑦 − 2)2 = 52 ⇔ (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2 = 25 

26.3. Comecemos por determinar o raio da circunferência. A medida do comprimento do raio é dado pela 

distância entre o centro (3; 0) e o ponto (1;−2) contido na circunferência: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = √(3 − 1)2 + (0 − (−2))
2
= √4 + 4 = √8 = √22 × 2 = 2√2 

Assim, podemos concluir que a equação reduzida desta circunferência é: 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 0)2 = (2√2)
2
⇔ (𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = 8 

26.4. Recorrendo à fórmula da equação reduzida da circunferência, temos que: 

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 = √2
2
⇔ 𝑥2 + 𝑦2 = 2 

27. Para verificar se o ponto (−2,−6) pertence à circunferência, então a distância desse ponto ao ponto 

(2, −2) terá de ser igual a 4√2. Assim: 

𝑑𝑖𝑠𝑡â𝑛𝑐𝑖𝑎 = √(−2 − 2)2 + (−6 − (−2))
2
= √(−2 − 2)2 + (−6 + 2)2 = √16 + 16 = √32 = √22 × 22 × 2 = 4√2 

Podemos então concluir que (−2,−6) pertence á circunferência. 

28. 

28.1. Analisando a equação da circunferência, podemos concluir que 𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (1,−3) e 𝑟𝑎𝑖𝑜 = √4 = 2. 

28.2. Neste caso, concluímos que 𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (0,7) e 𝑟𝑎𝑖𝑜 = √5. 

28.3. Tendo em conta a equação que define esta circunferência, verificamos que 𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (−2,0) e 

25 5raio = = . 

29. O comprimento da circunferência é obtido determinando a medida do comprimento do seu perímetro. 

Tendo em conta que o seu raio é: 

𝑟 = √24 = √22 × 2 × 3 = 2√6 

Assim: 

𝑃 = 𝜋 × 2 × 𝑟 = 𝜋 × 2 × 2√6 = 4√6𝜋 u.m. 

A medida do comprimento da circunferência é 4√6𝜋 unidades de medida. 
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30. 

30.1. Tendo em conta as coordenadas do centro do círculo e o seu raio, observamos que: 

(𝑥 − (−1))
2
+ (𝑦 − (−3))

2
≤ 102 ⇔ (𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 3)2 ≤ 100 

A área do círculo é: 

𝐴 = 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜2 = 102𝜋 = 100𝜋 𝑢. 𝑎. 

A condição que define o círculo é (𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 3)2 ≤ 100 e a sua área é 100𝜋 unidades de área. 

30.2. Tomando em consideração a equação da circunferência, podemos observar as seguintes equivalências: 

(𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 3)2 = 100 ⇔ 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑦2 + 6𝑦 + 9 = 100 ⇔ 

⇔ 𝑥2 + 2𝑥 + 𝑦2 + 6𝑦 − 100 + 1 + 9 = 0 ⇔ 𝑥2 + 2𝑦 + 𝑦2 + 6𝑦 − 90 = 0 

Desta forma, concluímos que as equações são equivalentes. 

 

Tarefa 13 – Página 38 

1. (A) corresponde ao conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é menor ou igual a 5 e a ordenada é maior ou 

igual a 3. 

(B) corresponde ao conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é menor ou igual a 0 ou a ordenada é maior ou 

igual a zero. 

2. 

2.1. Poderemos represente este conjunto de pontos 
da seguinte forma: 

 

2.2. A representação associada a este conjunto de 
pontos é: 
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2.3. Neste caso, a ordenada terá de ser não superior 
a 2, ou seja, terá de ser menor ou igual a 2. Este 
conjunto de pontos é representado por: 

 

2.4. Podemos concluir que este conjunto de pontos 
pode ser representado pelo seguinte domínio plano: 

 
2.5. Este conjunto de pontos fica representado da 
seguinte forma: 

 

2.6. Começamos por determinar dois pontos da reta 
que faz a fronteira deste domínio plano e, de seguida, 
representando-o, obtemos: 
𝑥 𝑦 = 2𝑥 − 3 (𝑥; 𝑦) 
0 𝑦 = 2 × 0 − 3 = −3 (0;−3) 
1 𝑦 = 2 × 1 − 3 = −1 (1;−1) 

 
2.7. Nestes casos, a questão menciona um círculo (pois a distância do conjunto de pontos a considerar à 

origem é menor ou igual a 2) de centro na origem. 

a) A representação deste conjunto 
de pontos no referencial 
cartesiano o.m. 𝑥𝑂𝑦 é: 

 
O conjunto de pontos considerado 
é o conjunto vazio. 

b) Neste caso, o conjunto de 
pontos considerado por ser 
representado por: 

 

c) A representação deste domínio 
plano é: 
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31. 

31.1.  31.2. 

 

 

 
   

31.3.  31.4. 

 

 

 
   

31.5.  31.6. 

 

 

 

31.7. 
 

31.8. 
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32. 

32.1.  

Começando por desenvolver a condição dada: 
|𝑥| ≤ 3 ∧ |𝑦| ≤ 5 ⇔ −3 ≤ 𝑥 ≤ 3 ∧ −5 ≤ 𝑦 ≤ 5 
Representando o conjunto de pontos determinados pela 
condição num referencial cartesiano, vem que: 

 
32.2.  

Tem-se que: 
𝑦 − 𝑥 ≤ 0 ∧ 6 − 𝑦 > 0 ⇔ 
⇔ 𝑦 ≤ 𝑥 ∧ −𝑦 ≻ 6 ⇔ 
⇔ 𝑦 ≤ 𝑥 ∧ 𝑦 < 6 
Concluímos então que a sua representação em referencial 
cartesiano é: 

 
32.3.  

Verificamos que: 
𝑥𝑦 < 0 ⇔ (𝑥 < 0 ∧ 𝑦 > 0) ∨ (𝑥 > 0 ∧ 𝑦 < 0) 

Assim, a representação do conjunto de pontos definidos 
por esta condição será: 

 
33.  

33.1. As fronteiras deste domínio plano ficam definidas pelas seguintes condições: 

𝑦 = 𝑥      𝑦 = −𝑥         𝑥 = −2         𝑥 = 2           𝑦 = 4 

Logo, a condição que define a região colorida é: 

𝑦 ≤ 4 ∧  −2 ≤ 𝑥 ≤ 2 ∧  𝑦 ≥ −𝑥 ∧  𝑦 ≥ 𝑥 
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33.2. 

a) Para determinar o perímetro, comecemos por observar que: 

𝐴(2; 2)        𝐵(2; 4)      𝐶(−2; 4)         𝐷(−2; 2) 

Logo: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 4 − 2 = 2      𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 2 − (−2) = 4 

Tendo em conta que 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐴̅̅ ̅̅  e aplicando o Teorema de Pitágoras: 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 22 + 22 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 4 + 4 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 8 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = √8 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = √22 × 2 ⇔ √𝑂𝐴 = 2√2 

Concluímos então que: 

𝑃[𝑂𝐴𝐵𝐶𝐷] = 2 × 2√2 + 2 × 2 + 4 = (4√2 + 8) u.m. 

O perímetro de [𝑂𝐴𝐵𝐶𝐷] é 4√2 + 8 unidades de medida. 

b) A área do pentágono pode ser obtida por: 

𝐴[𝑂𝐴𝐵𝐶𝐷] = 𝐴[𝐴𝐵𝐶𝐷] + 𝐴[𝑂𝐴𝐷] = 4 × 2 +
4 × 2

2
= 12 𝑢. 𝑎. 

A área do pentágono é 12 unidades de medida. 
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34. 

34.1. A condição que define este conjunto de pontos é: 

(𝑥 − 6)2 + (𝑦 − 4)2 < 42 ⇔ (𝑥 − 6)2 + (𝑦 − 4)2 < 16 

34.2. Comecemos por determinar o raio da circunferência que delimita este domínio plano: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = √(1 − 0)2 + (−4 − (−2))
2
= √1 + 4 = √5 

Neste caso, a condição que define este domínio plano será: 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − (−4))
2
> √5

2
⇔ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 4)2 > 5 

34.3. A condição que define a região colorida é dada por: 

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 ≤ 32 ∧ (𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 0)2 ≤ 22  ⇔ 

⇔ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 9 ∧ (𝑥 − 4)2 + 𝑦2 ≤ 4 

34.4. Comecemos por determinar o raio de cada uma das circunferências que são fronteira deste domínio 

plano: 

𝑟𝑎𝑖𝑜𝑝𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑜 = √(−2 − 0)
2 + (1 − 3)2 = √4 + 4 = √8 = √22 × 2 = 2√2 
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𝑟𝑎𝑖𝑜𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑒 = √(1 − 0)
2 + (−1 − (−4))

2
= √1 + 9 = √10 

Neste caso, a condição do domínio plano representado é: 

((𝑥 − 1)2 + (𝑦 − (−1))
2
≤ √10

2
∧ (𝑥 − (−2))

2
+ (𝑦 − 1)2 ≥ (2√2)

2
) ∨ ((𝑥 − 1)2 + (𝑦 − (−1))

2
≥ √10

2
∧ (𝑥 − (−2))

2
+ (𝑦 − 1)2 ≤ (2√2)

2
) ⇔ 

⇔ ((𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 ≤ 10 ∧ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 1)2 ≥ 8) ∨ ((𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 ≥ 10 ∧ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 1)2 ≤ 8) 

 

Aplicar – Página 43 

35. 

35.1.  

Corresponde ao conjunto de pontos do plano definidos pelo círculo de 

centro (−1; 2) e 𝑟𝑎𝑖𝑜 = √36 = 6. 

Ou seja: 

 

 

 

35.2. 

Neste caso: 

1 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4 ⇔ 𝑥2 + 𝑦2 ≥ 1 ∧ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4 

Ou seja, corresponde a uma coroa circular delimitada pelas 

circunferências de centro (0; 0) e raios 1 e 2. Representando-a em 

referencial cartesiano: 

 

 

 

35.3. 

O domínio plano considerado corresponde a parte do interior do círculo 

de raio 2 e centro (1;−2 ) unido com o conjunto dos pontos do plano cuja 

abcissa é superior a 
1

2
. Fazendo a sua representação em referencial 

cartesiano, podemos verificar que: 
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Momento Calculadora Gráfica - página 43 

Usando as potencialidades da calculadora gráfica, obtemos a representação do conjunto de pontos definidos 

pela condição: 

 
  

 

Aplicar + - Páginas 46 a 53 

1. Como 𝑎 × 𝑏 < 0, então podemos concluir que 𝑎 e 𝑏 têm sinais contrários. Os segundo e quarto quadrantes 

são os únicos quadrantes cujos pontos têm abcissa e ordenada com sinais contrários. 

Opção (B) 

2. Como 𝐴 pertence ao quarto quadrante, então 𝑥𝐴 > 0 e 𝑦𝐵 < 0. Assim: 

𝑥𝐴 > 0 ⇔ −2𝑘 − 1 > 0 ⇔ −2𝑘 > 1 ⇔ 2𝑘 < −1 ⇔ 𝑘 < −
1

2
 

𝑦𝐴 < 0 ⇔ −3𝑘 − 3 < 0 ⇔ −3𝑘 < 3 ⇔ 3𝑘 > −3 ⇔ 𝑘 > −
3

3
⇔ 𝑘 > −1 

Fazendo a interseção das duas condições, podemos concluir que 𝑘 ∈ ]−1;−
1

2
[. 

Opção (B) 

3. Podemos observar que: 

• (I) é falsa, pois o transformado do ponto pela reflexão segundo 𝑂𝑥 é (−√2;−2). 

• (II) é falsa, pois os pontos cuja abcissa é positiva e ordenada é negativa pertencem ao quarto 
quadrante. 

Opção (B) 

4. Para que um ponto do plano pertença ao eixo das abcissas, então a sua ordenada terá de ser zero. Logo: 

𝑦𝑃 = 0 ⇔ 6 + 𝑥2 − 5𝑥 = 0 ⇔ 𝑥2 − 5𝑥 + 6 = 0 ⇔ 𝑥 =
−(−5) ± √(−5)2 − 4 × 1 × 6

2 × 1
⇔ 𝑥 =

5 ± √1

2
⇔ 

⇔ 𝑥 =
5 + 1

2
∨ 𝑥 =

5 − 1

2
⇔ 𝑥 = 3 ∨ 𝑥 = 2 

Opção (C) 

5. Seja 𝐵 o ponto de coordenadas (𝑥𝐵; 𝑦𝐵). Assim, temos que: 

𝑀[𝐴𝐵] = (3; 4) ⇔ (
2 + 𝑥𝐵
2

;
6 + 𝑦𝐵
2

) = (3; 4) 
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Ou seja: 

2 + 𝑥𝐵
2

= 3 ⇔ 2 + 𝑥𝐵 = 6 ⇔ 𝑥𝐵 = 6 − 2 ⇔ 𝑥𝐵 = 4 

6 + 𝑦𝐵
2

= 4 ⇔ 6 + 𝑦𝐵 = 8 ⇔ 𝑦𝐵 = 8 − 6 ⇔ 𝑦𝐵 = 2 

Concluímos então que as coordenadas do ponto 𝐵 são (4; 2). 

Opção (C). 

6.  

𝑑(𝐶, 𝐴) = 𝑑(𝐶, 𝐵) ⇔ √(−3 − 1)2 + (𝑦 + 2)2 = √(−3 + 4)2 + (𝑦 + 3)2 ⇔ 16 + (𝑦 + 2)2 = 1 + (𝑦 + 3)2 ⇔ 

⇔ 16 + 𝑦2 + 4𝑦 + 4 = 1 + 𝑦2 + 6𝑦 + 9 ⇔ 10 = 2𝑦 ⇔ 𝑦 = 5 

Opção (B). 

7. 

𝑑(𝐴, 𝐵) = √(2 − 5)2 + (2 − 1)2 = √9 + 1 = √10 

𝑑(𝐴, 𝐶) = √(2 + 1)2 + (2 + 1)2 = √9 + 9 = √18 

𝑑(𝐵, 𝐶) = √(5 + 1)2 + (1 + 1)2 = √36 + 4 = √40 

Como os comprimentos dos lados são diferentes, então o triângulo é escaleno. 

Como (√40)
2
≠ (√10)

2
+ (√18)

2
, então o triângulo não é retângulo. 

Opção (D). 

 

8. Qualquer reta paralela ao eixo das ordenadas pode ser definida pela condição 𝑥 = 𝑘, 𝑘 ∈ ℝ. Para que os 

pontos 𝐴, 𝐵 e 𝐶 pertençam à mesma reta vertical (paralela ao eixo das ordenadas), então: 

𝑥𝐴 = 𝑥𝐵 = 𝑥𝐶  

Ou seja, podemos concluir que 𝑎 = 3 e 𝑏 = 3. 

Opção (B) 

 

9. A bissetriz dos quadrantes ímpares é definida pela condição 𝑦 = 𝑥, pelo que qualquer ponto que a ela 

pertença assume o mesmo valor na abcissa e na ordenada. Em particular, 

𝑥𝑃 = 𝑦𝑃 ⇔ 2𝑘2 − 5𝑘 = 𝑘2 + 𝑘 − 9 ⇔ 2𝑘2 − 𝑘2 − 5𝑘 − 𝑘 + 9 = 0 ⇔ 𝑘2 − 6𝑘 + 9 = 0 ⇔ 

⇔ 𝑘 =
−(−6) ± √(−6)2 − 4 × 1 × 9

2 × 1
⇔ 𝑘 =

6 ± √0

2
⇔ 𝑘 =

6

2
⇔ 𝑘 = 3 

Opção (C) 
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10. Por hipótese, o ponto 𝑃 pertence à bissetriz dos quadrantes pares. Assim, podemos observar que 𝑦𝑃 = −𝑥𝑃, 

pelo que 𝑃(𝑥𝑃; 𝑥𝑃). 

Assim, poderemos equacionar que: 

𝑄𝑃̅̅ ̅̅ = 5 ⇔ 𝑑(𝑄, 𝑃) = 5 ⇔ √(𝑥𝑃 − 3)
2 + (−𝑥𝑃 − 2)

2 = 5 ⇔ 𝑥𝑃
2 − 6𝑥𝑃 + 9 + (−𝑥𝑃)

2 + 4𝑥𝑃 + 4 = 5
2 ⇔ 

⇔ 2𝑥𝑃
2 − 2𝑥𝑃 + 13 = 25 ⇔ 2𝑥𝑃

2 − 2𝑥𝑃 − 12 = 0 ⇔ 𝑥𝑝
2 − 𝑥𝑝 − 6 = 0 ⇔ 𝑥𝑃 =

−(−1) ± √(−1)2 − 4 × 1 × (−6)

2 × 1
⇔ 

⇔ 𝑥𝑃 =
1 ± √25

2
⇔ 𝑥𝑃 =

1 + 5

2
∨ 𝑥𝑃 =

1 − 5

2
⇔ 𝑥𝑃 = −2 ∨ 𝑥𝑃 = 3 

Assim, concluímos que 𝑃 poderá assumir as coordenadas (−2; 2) ou (3;−3). 

Opção (A) 

11. A mediatriz de [𝐴𝐵] pode ser obtida usando a seguinte condição: 

(𝑥 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐴)

2 = (𝑥 − 𝑥𝐵)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐵)

2 ⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 0)2 = (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 ⇔ −6𝑥 + 9 = −2𝑥 + 1 − 4𝑦 + 4 ⇔ 

⇔ −6𝑥 + 2𝑥 + 4𝑦 = 1 + 4 − 9 ⇔ −4𝑥 + 4𝑦 = −4 ⇔ 𝑥 − 𝑦 = 1 

Opção (A) 

12.  𝑑(𝐴, 𝐶) = √(7 − 1)2 + (−10 + 2)2 = √36 + 64 = √100 = 10 

Opção (D) 

13. Comecemos por determinar a medida do comprimento do raio da circunferência. 

𝑟𝑎𝑖𝑜 =
𝑑𝑖â𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜

2
=
𝑑(𝑃, 𝑄)

2
=
√(2 − 4)2 + (8 − 0)2

2
=
√4 + 64

2
=
√68

2
=
√22 × 17

2
=
2√17

2
= √17 

As coordenadas do centro da circunferência irão coincidir com o ponto médio de [𝑃𝑄], ou seja: 

𝑀[𝑃𝑄] = (
2 + 4

2
;
8 + 0

2
) = (3,4) 

Assim, concluímos que a equação reduzida da circunferência é: 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 4)2 = √17
2
⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 4)2 = 17 

Opção (C). 

14. Para que 𝑃(−3, 𝑘), 𝑘 ∈ ℝ, pertença a essa circunferência, então 𝑃𝐶̅̅ ̅̅ = 3√2. 

Logo: 

(−3 − 1)2 + (𝑘 + 5)2 = (3√2)
2
⇔ 16 + (𝑘 + 5)2 = 18 ⇔ (𝑘 + 5)2 = 2 ⇔ 𝑘 + 5 = ±√2 ⇔ 

⇔ 𝑘 = √2 − 5 ∨ 𝑘 = −√2 − 5 

Opção (D) 
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15. Através da equação reduzida da circunferência, podemos verificar que: 

𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (−1;−1)      𝑟𝑎𝑖𝑜 = √16 = 4 

Podemos então esboçar a circunferência e um dos seus quadrados a si circunscrito: 

 

Considerando  𝐷(3;−1) e 𝐸(−1;−5), vem que: 

𝑙𝑎𝑑𝑜 = 𝑑(𝐷, 𝐸) = √(3 − (−1))
2
+ (−1 − (−5))

2
= √16 + 16 = √32 = √22 × 22 × 2 = 4√2 

Opção (B) 

16. Trata-se do conjunto de pontos que estão acima da bissetriz dos quadrantes ímpares, cuja abcissa é maior 

ou igual a −2 e cuja ordenada é menor ou igual a 0.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Opção (A)  

 

17. O conjunto de pontos pode ser definido pela disjunção seguinte. 

(𝑥 ≥ −2 ∧ 𝑥 < 2) ∨ (𝑦 > −1 ∧ 𝑦 < 3) ⇔ −2 ≤ 𝑥 < 2 ∨ −1 < 𝑦 < 3 

Opção (D). 



 
 

42 
Matemática A – Ensino Secundário - RESOLUÇÕES                                                                                                                          

 

18. Analisando a condição, podemos verificar que: 

• O círculo a considerar terá centro no ponto (0; 0) e raio √2, o que nos leva a exclusão da opção (A). 

• O domínio plano considera o conjunto de pontos cuja ordenada é superior à sua abcissa, pelo que exclui 
a opção (B). 

• Como a condição 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2 corresponde ao círculo e na representação geométrica está o exterior ao 
círculo, então podemos excluir desta forma a opção (D). 

Opção (C). 

19. 

19.1. A circunferência desenhada tem centro no ponto 𝐷 de coordenadas (3; 4). A medida do comprimento 

do seu raio é 3. Assim, a equação reduzida da circunferência é: 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 4)2 = 32 ⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 4)2 = 9 

Assim, a condição que corresponde ao conjunto de pontos representados a sombreado na figura (incluindo a 

fronteira) é  

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 4)2 = 9 ∧ 𝑦 ≤ 4 

Opção (C) 

19.2. A medida do comprimento do segmento de reta [𝐵𝐷] é igual à medida do comprimento do raio da 

circunferência.  

𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 3       𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑙 

Aplicando o Teorema de Pitágoras ao triângulo [𝐵𝐶𝐷], concluímos que: 

𝑙2 + 𝑙2 = 32 ⇔ 2𝑙2 = 9 ⇔ 𝑙2 =
9

2
 

Logo, como 𝑙 > 0, 𝑙 = √
9

2
⇔ 𝑙 =

3

√2
⇔ 𝑙 =

3√2

2
 

Assim, 

𝐵 = (𝑥𝐷 − 𝑙; 𝑦𝐷 + 𝑙) = (3 −
3√2

2
; 4 +

3√2

2
) 

Opção (A) 

20. Para cada uma das situações consideradas, comecemos por determinar a apótema do hexágono. O 

hexágono pode ser dividido em seis triângulos equiláteros congruentes. A sua altura ℎ pode ser determinada 

aplicando o Teorema de Pitágoras.  

Ou seja: 

12 = (
1

2
)
2

+ ℎ2 ⇔ 1−
1

4
= ℎ2 ⇔

4

4
−
1

4
= ℎ2 ⇔

3

4
= ℎ2 

Como ℎ > 0, então √
3

4
= ℎ ⇔ ℎ =

√3

√4
⇔ ℎ =

√3

2
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Assim, podemos então concluir que: 

Referencial (A) 

𝐴 = (
1

2
,
√3

2
)        𝐵 = (1 +

1

2
,
√3

2
) = (

3

2
,
√3

2
)       𝐶 = (2; 0)         𝐷 = (1 +

1

2
,−
√3

2
) = (

3

2
,−
√3

2
) 

𝐸 = (
1

2
,−
√3

2
)       𝐹 = (0,0) 

Referencial (B)  

𝐴 = (−
1

2
,
√3

2
)           𝐵 = (

1

2
,
√3

2
)        𝐶 = (1,0)         𝐷 = (

1

2
,−
√3

2
) 

𝐸 = (−
1

2
,−
√3

2
)          𝐹 = (−1,0) 

Referencial (C) 

𝐴 = (−
√3

2
,
1

2
)       𝐵 = (0,1)     𝐶 = (

√3

2
,
1

2
)      𝐷 = (

√3

2
,−
1

2
) 

𝐸 = (0, −1)      𝐹 = (−
√3

2
, −
1

2
) 

21. 

21.1. As coordenadas do ponto médio de [𝐴𝐵] são dadas por: 

𝑀[𝐴𝐵] = (
−1 + 2

2
,
2 + 1

2
) = (

1

2
,
3

2
) 

21.2. As coordenadas do ponto médio de [𝐵𝐶] são determinadas por: 

𝑀[𝐵𝐶] = (
2 + 4

2
,
1 + (−1)

2
) = (3,0) 

21.3. Como 𝐶 é o ponto médio de [𝐴𝐷], então 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 2 × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ .  

Temos que: 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐴, 𝐶) = √(−1 − 4)2 + (2 − (−1))
2
= √(−1 − 4)2 + (2 + 1)2 = √25 + 9 = √34 

Logo: 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐴, 𝐷) = 2 × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 2√34 

21.4. Seja 𝐸(𝑥𝐸 , 𝑦𝐸). 

Temos então que: 

𝐴 = 𝑀[𝐸𝐵] ⇔ (−1,2) = (
𝑥𝐸 + 2

2
;
𝑦𝐸 + 1

2
) 
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Ou seja: 
𝑥𝐸 + 2

2
= −1 ⇔ 𝑥𝐸 + 2 = −2 ⇔ 𝑥𝐸 = −2 − 2 ⇔ 𝑥𝐸 = −4 

𝑦𝐸 + 1

2
= 2 ⇔ 𝑦𝐸 + 1 = 4 ⇔ 𝑦𝐸 = 4 − 1 ⇔ 𝑦𝐸 = 3 

Logo, concluímos que 𝐸(−4; 3). 

22. 

22.1. Tomando como referência a fórmula de cálculo da distância entre dois pontos, verificamos que: 

𝑑(𝐴, 𝐵) = √(𝑥𝐴 − 𝑥𝐵)
2 + (𝑦𝐴 − 𝑦𝐵)

2 = √(1 − 12)2 + (7 − (−4))
2
= √121 + 121 = √242 = √112 × 2 = 11√2 

22.2. Usando a fórmula da distância entre dois pontos no plano, obtemos que: 

𝑑(𝐶, 𝐷) = √(𝑥𝐶 − 𝑥𝐷)
2 + (𝑦𝐶 − 𝑦𝐷)

2 = √(−1 − 7)2 + (4 − (−5))
2
= √64 + 81 = √145 

23. O perímetro do triângulo [𝐴𝐵𝐶] é obtido através da soma das medidas dos comprimentos dos seus lados. 

Assim: 

𝑙𝑎𝑑𝑜1 = 𝑑(𝐴, 𝐵) = √(1 − (−2))
2
+ (2 − 0)2 = √9 + 4 = √13 

𝑙𝑎𝑑𝑜2 = 𝑑(𝐵, 𝐶) = √(−2 − (−1))
2
+ (0 − (−1))

2
= √1 + 1 = √2 

𝑙𝑎𝑑𝑜3 = 𝑑(𝐴, 𝐶) = √(1 − (−1))
2
+ (2 − (−1))

2
= √4 + 9 = √13 

Logo, o perímetro do triângulo [𝐴𝐵𝐶] é: 

𝑃[𝐴𝐵𝐶] = 𝑙𝑎𝑑𝑜1 + 𝑙𝑎𝑑𝑜2 + 𝑙𝑎𝑑𝑜3 = (√13 + √2 + √13) = (√2 + 2√13) u.m. 

24. 

24.1. Usando um referencial cartesiano monométrico do plano, os pontos considerados ficam representados 

da seguinte forma: 

 

24.2. Por observação da representação feita na alínea anterior, podemos concluir que: 

• 𝐷 pertence ao 1.º quadrante; 

• 𝐸 pertence ao 2.º quadrante; 

• 𝐹 e 𝐵 pertencem ao 3.º quadrante; 

• 𝐴 pertence ao 4.º quadrante; 

• 𝐶 e 𝐺 não pertencem a nenhum dos quadrantes. 
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24.3. 

a) Para que 𝑃 pertença à reta de equação 𝑥 = 3, então: 

𝑥𝑃 = 3 ⇔ 𝑘 + 2 = 3 ⇔ 𝑘 = 3 − 2 ⇔ 𝑘 = 1 

Logo, 𝑘 = 1. 

b) Para que 𝑃 pertença ao 4.º quadrante, então 𝑥𝑃 > 0 e 𝑦𝑃 < 0. 

Logo: 

𝑥𝑃 > 0 ⇔ 𝑘 + 2 > 0 ⇔ 𝑘 > −2 

e 

𝑦𝑃 < 0 ⇔ −2𝑘 + 3 < 0 ⇔ −2𝑘 < −3 ⇔ 𝑘 >
3

2
 

Podemos concluir que 𝑘 ∈ ]−2,+∞[ ∩ ]
3

2
, +∞[ ⟺ 𝑘 ∈ ]

3

2
, +∞[. 

c) Para que 𝑃 não pertença a nenhum quadrante, então 𝑥𝑃 = 0 ou 𝑦𝑃 = 0. 

Ou seja: 

𝑥𝑃 = 0 ⇔ 𝑘 + 2 = 0 ⇔ 𝑘 = −2 𝑦𝑃 = 0 ⇔ −2𝑘 + 3 = 0 ⇔ −2𝑘 = −3 ⇔ 𝑘 =
3

2
 

Ou seja, neste caso, quando 𝑘 = −2 ou 𝑘 =
3

2
, o ponto 𝑃 não pertence a nenhum quadrante. 

24.4. 𝐷′ é o transformado do ponto 𝐷 pela reflexão segundo o eixo das ordenadas. 

Assim: 

𝐷′ = (−𝑥𝐷; 𝑦𝐷) = (−1; 1) 

𝐷′ pertence ao 2.º quadrante. 

24.5. 𝐹′ é o transformado obtido pela reflexão de 𝐹 segundo o eixo 𝑂𝑥. Logo: 

𝐹′ = (𝑥𝐹; −𝑦𝐹) = (−5;−(−1)) = (−5; 1) 

O ponto 𝐹′ pertence ao 2.º quadrante. 

25. 

25.1. A condição que define este conjunto de pontos é 
𝑦 > 3, sendo que a sua representação em referencial 
cartesiano é: 

 

25.2. Este conjunto de pontos fica definido pela 
condição 𝑥 ≤ −1, pelo que a sua representação é: 
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25.3. Neste caso, a condição que define este conjunto 
de pontos do plano é 𝑦 ≤ −2, sendo a sua 
representação em referencial cartesiano: 

 

25.4. Neste conjunto de pontos, a abcissa é não 
superior à sua ordenada, ou seja, a abcissa é menor 
ou igual á ordenada. Assim, a condição que os define 
é 𝑥 ≤ 𝑦 ⇔ 𝑦 ≥ 𝑥. A sua representação em 
referencial cartesiano é: 

 
26. 

26.1. Usando a representação de um referencial cartesiano para cada condição a considerar, obtemos: 

𝑥 > −2 𝑦 > 3 𝑥 ≤ 5 

   
2 − 𝑦 ≤ 0 ⇔ −𝑦 ≤ −2 ⇔ 𝑦 ≥ 2 𝑦 ≤ 0 𝑥 ≤ −2 

 
  

𝑦 > −𝑥 
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26.2. Podemos concluir que: 

• Semiplanos fechados: 𝑥 ≤ 5 ;  2 − 𝑦 ≤ 0 ;  𝑦 ≤ 0 ;  𝑥 ≤ −2. 

• Semiplanos abertos: 𝑥 > −2 ;  𝑦 > 3 ;  𝑦 > −𝑥. 
 

26.3. Analisando cada uma das opções, concluímos que apenas o ponto (0; 3) cumpre aos semiplanos 𝑥 > −2 

e 𝑦 > −𝑥. 

Opção (D) 

 

27. 

27.1. Sabemos que 𝐶(5;−2) é o centro da circunferência. Necessitamos de determinar o raio desta 

circunferência: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = 𝑑(𝐶, 𝐴) = √(5 − 3)2 + (−2 − (−1))
2
= √4 + 1 = √5 

Logo, a equação reduzida da circunferência é: 

(𝑥 − 5)2 + (𝑦 + 2)2 = √5
2
⇔ (𝑥 − 5)2 + (𝑦 + 2)2 = 5 

27.2. Para que 𝐵(6,0) pertença a esta circunferência, então as suas coordenadas devem cumprir com a condição 

algébrica que define a circunferência. Ou seja: 

𝐵(6; 0)       (6 − 5)2 + (0 + 2)2 = 12 + 22 = 1 + 4 = 5 

Concluímos então que 𝐵 pertence á circunferência. 

27.3. No caso do ponto 𝐷(4;−1), tem-se que: (4 − 5)2 + (−1 + 2)2 = (−1)2 + 12 = 1 + 1 = 2 

Como 2 é menor do que 5, podemos concluir que 𝐷 não pertence à circunferência, mas pertence ao círculo com 

o mesmo centro e o mesmo raio da circunferência dada. 

28. Os pontos 𝐴, 𝐵 e 𝐶 são vértices de um triângulo [𝐴𝐵𝐶]. A circunferência da qual se pretende determinar a 

equação é uma circunferência cujo centro é o ponto de interseção das mediatrizes dos seus lados.  

Como sabemos que a três mediatrizes intersetam-se todos no mesmo ponto (o circuncentro), basta determinar 

a interseção de duas das mediatrizes do lado, para descobrir o circuncentro. Assim: 

• Mediatriz de [𝐴𝐵] 

(𝑥 − (−5))
2
+ (𝑦 − 3)2 = (𝑥 − (−3))

2
+ (𝑦 − 1)2 ⇔ (𝑥 + 5)2 + (𝑦 − 3)2 = (𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 1)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 + 10𝑥 + 25 + 𝑦2 − 6𝑦 + 9 = 𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 ⇔ 10𝑥 + 25 − 6𝑦 = 6𝑥 − 2𝑦 + 1 ⇔ 

⇔ −6𝑦 + 2𝑦 = 6𝑥 − 10𝑥 − 25 + 1 ⇔ −4𝑦 = −4𝑥 − 24 ⇔ 𝑦 = 𝑥 + 6 

• Mediatriz de [𝐴𝐶] 

(𝑥 − (−5))
2
+ (𝑦 − 3)2 = (𝑥 − (−7))

2
+ (𝑦 − 1)2 ⇔ (𝑥 + 5)2 + (𝑦 − 3)2 = (𝑥 + 7)2 + (𝑦 − 1)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 + 10𝑥 + 25 + 𝑦2 − 6𝑦 + 9 = 𝑥2 + 14𝑥 + 49 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 ⇔ 

⇔ 10𝑥 + 25 − 6𝑦 + 9 = 14𝑥 + 49 − 2𝑦 + 1 ⇔ −6𝑦 + 2𝑦 = 14𝑥 − 10𝑥 + 49 + 1 − 25 − 9 ⇔ 

⇔ −4𝑦 = 4𝑥 + 16 ⇔ 𝑦 = −𝑥 − 4 
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Logo, o circuncentro será obtido através da resolução do sistema: 

{
𝑦 = 𝑥 + 6
𝑦 = −𝑥 − 4

⇔ {
𝑦 = 𝑥 + 6

𝑥 + 6 = −𝑥 − 4
⇔ {

𝑦 = 𝑥 + 6
2𝑥 = −4 − 6

⇔ {
𝑦 = −5 + 6
𝑥 = −5

⇔ {
𝑦 = 1
𝑥 = −5

 

As coordenadas do circuncentro são (−5; 1). Já o raio da circunferência circunscrita é obtido ao determinar a 

distância do circuncentro a um dos vértices do triângulo. Ou seja: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = √(−5 − (−5))
2
+ (1 − 3)2 = √0 + 4 = 2 

Concluímos então que a equação da circunferência que passa pelos pontos 𝐴, 𝐵 e 𝐶 é: 

(𝑥 − (−5))
2
+ (𝑦 − 1)2 = 22 ⇔ (𝑥 + 5)2 + (𝑦 − 1)2 = 4 

29. 

29.1. Por observação e análise da figura, podemos concluir que: 

𝑎 = 𝑥𝐶 = −2      𝑏 = 𝑦𝐴 = 4 

Logo, 𝐷(−2; 4). O raio da circunferência é obtido por: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = 𝑑(𝐵, 𝐷) = √(3 − (−2))
2
+ (−1 − 4)2 = √25 + 25 = √50 = √52 × 2 = 5√2 

Concluímos então que a circunferência é definida pela equação: 

(𝑥 − (−2))
2
+ (𝑦 − 4)2 = (5√2)

2
⇔ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 4)2 = 50 

29.2. 

a) A mediatriz de [𝐵𝐶] é uma reta paralela ao eixo das ordenadas e que passa no ponto médio de [𝐵𝐶]. 

Logo: 𝑀[𝐵𝐶] = (
3+(−2)

2
,
−1+(−1)

2
) = (

1

2
, −1) 

Assim, a mediatriz de [𝐵𝐶] é definida pela condição 𝑥 =
1

2
. 

b) Neste caso, a mediatriz de [𝐴𝐵] é uma reta paralela ao eixo das abcissas e que passa no ponto médio de 

[𝐴𝐵]. 

Ou seja: 𝑀[𝐴𝐵] = (
3+3

2
,
4+(−1)

2
) = (3,

3

2
) 

Concluímos que a mediatriz de [𝐴𝐵] é dada pela condição 𝑦 =
3

2
. 

c) 𝐴(3,4), 𝐶(−2,−1) 

A mediatriz de [𝐴𝐶] pode ser obtida usando a seguinte condição: 

(𝑥 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐴)

2 = (𝑥 − 𝑥𝐶)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐶)

2 ⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 4)2 = (𝑥 + 2)2 + (𝑦 + 1)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 8𝑦 + 16 = 𝑥2 + 4𝑥 + 4 + 𝑦2 + 2𝑦 + 1 ⇔ −6𝑥 + 9 − 8𝑦 + 16 = 4𝑥 + 4 + 2𝑦 + 1 ⇔ 

⇔ −10𝑦 = 10𝑥 − 20 ⇔ 𝑦 = −𝑥 + 2 
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29.3. A área da parte colorida irá ser obtida pela diferença entre a área do círculo representado e a área do 

quadrado [𝐴𝐵𝐶𝐷]. 

Ou seja: 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 = 𝑑(𝐴, 𝐵) = √(3 − 3)2 + (4 − (−1))
2
= √0 + 25 = 5 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = 5√2 𝐴𝑐í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 = 𝜋 × (5√2)
2
= 50𝜋 𝐴𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 = 5

2 = 25 𝐴𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑖𝑑𝑎 = (50𝜋 − 25) u. a. 

30. 

30.1. Por hipótese, [𝐴𝐵𝐶] é um triângulo equilátero, pelo que: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐴, 𝐵) = 2 

Aplicando o Teorema de Pitágoras ao triângulo retângulo [𝑂𝐵𝐶], vem que: 

𝑂𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 12 + 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 22 ⇔ 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 4 − 1 ⇔ 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 3 

Como 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ > 0, então 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ = √3 

Assim, podemos deduzir que 𝐶 tem como coordenadas (0; √3), como queríamos mostrar. 

30.2. O centro da circunferência irá coincidir com o baricentro do triângulo [𝐴𝐵𝐶], por este ser equilátero. 

Logo: 

𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = 𝐵𝑎𝑟𝑖𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶

3
;
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵 + 𝑦𝐶

3
) = (

−1 + 1 + 0

3
;
0 + 0 + √3

3
) = (0;

√3

3
) 

Já a medida do comprimento do seu raio irá corresponder a 
2

3
 de 𝑂𝐶̅̅ ̅̅  (como estudado anteriormente), ou seja, 

𝑟𝑎𝑖𝑜 =
2

3
× √3 =

2√3

3
. Concluímos que: 

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 −
√3

3
)

2

= (
2√3

3
)

2

⇔ 𝑥2 + (𝑦 −
√3

3
)

2

=
4 × 3

9
⇔ 𝑥2 + (𝑦 −

√3

3
)

2

=
12

9
⇔ 𝑥2 + (𝑦 −

√3

3
)

2

=
4

3
 

30.3. 

a) As retas verticais tangentes à circunferência vão ser definidas por condições 𝑥 = 𝑘, 𝑘 ∈ ℝ. Tem-se que 

então que: 

𝑥 = 𝑥𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 + 𝑟𝑎𝑖𝑜 = 0 +
2√3

3
=
2√3

3
      𝑥 = 𝑥𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 − 𝑟𝑎𝑖𝑜 = 0 −

2√3

3
= −

2√3

3
 

b) As retas horizontais tangentes à circunferência vão ser definidas por condições 𝑦 = 𝑘, 𝑘 ∈ ℝ. 

Ou seja: 𝑦 = 𝑦𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 + 𝑟𝑎𝑖𝑜 =
√3

3
+
2√3

3
=
3√3

3
= √3      𝑦 = 𝑦𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 − 𝑟𝑎𝑖𝑜 =

√3

3
−
2√3

3
= −

√3

3
 

30.4. A área da região sombreada irá ser calculada pela subtração à área do círculo da área do triângulo 

[𝐴𝐵𝐶]. 

Assim: 𝐴𝑐í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 = 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜
2 = 𝜋 × (

2√3

3
)
2

=
4

3
𝜋.      𝐴𝑡𝑟𝑖â𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 =

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ×𝑂𝐶̅̅ ̅̅

2
=
2×√3

2
= √3 

Concluímos então: 𝐴𝑠𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑎𝑑𝑎 = (
4

3
𝜋 − √3) u. a. 

31. 

31.1. Tem-se que: 𝑥 ≤ −1 
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31.2. Por observação, concluímos que: 𝑦 > 2 

31.3. Concluímos que: 𝑥 < −1 ∨ 𝑥 > 3 

31.4. Temos que: 𝑥 < 2 ∨ 𝑦 ≥ −1 

31.5. O domínio plano representado fica definido pela condição: (𝑦 < −𝑥 ∧ 𝑦 > 𝑥) ∨ (𝑦 > −𝑥 ∧ 𝑦 < 𝑥) 

31.6. Tem-se que: 𝑦 > 𝑥 ∧ 𝑦 < −𝑥 ∧ 𝑥 ≥ −2 

31.7. Vem que: (𝑦 > 𝑥 ∧ 𝑦 ≤ 2) ∨ (𝑦 > 𝑥 ∧ 𝑥 > 3) 

31.8. O conjunto de pontos da região colorida fica definido por: 0 ≤ 𝑥 ≤ 4 ∧ 0 ≤ 𝑦 ≤ 4 

32. Usando um referencial cartesiano ortogonal monométrico, obtemos as seguintes representações dos 

lugares geométricos considerados: 

32.1.  𝑦 < 3 ∧ 𝑥 ≤ −1 32.2.   𝑦 > 𝑥 ∧ 𝑥 < 2 

  
32.3. 𝑦 > −2𝑥 + 1 ∧ 𝑥 ≥ 1 
𝑥 = 0 → 𝑦 = −2 × 0 + 1 = 1 → (0; 1) 
𝑥 = 1 → 𝑦 = −2 × 1 + 2 = −1 → (1;−1) 

32.4. (𝑥 ≥ −3 ∧ 𝑥 < 2) ∨ 𝑦 < −3 
(𝑥 ≥ −3 ∧ 𝑥 < 2) ∨ −3 − 𝑦 < 0 ⇔ 
⇔ (𝑥 ≥ −3 ∧ 𝑥 < 2) ∨ −𝑦 < 3 ⇔ 
⇔ (𝑥 ≥ −3 ∧ 𝑥 < 2) ∨ 𝑦 < −3 

  
33. 

33.1. 

a) 𝑥 = −1 b) 𝑦 = −2 c) 𝐴(−3,−1), 𝐶(1,−3) 

A mediatriz de [𝐴𝐶] pode ser obtida usando a seguinte condição: 

(𝑥 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐴)

2 = (𝑥 − 𝑥𝐶)
2 + (𝑦 − 𝑦𝐶)

2 ⇔ (𝑥 + 3)2 + (𝑦 + 1)2 = (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 3)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2 + 2𝑦 + 1 = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 + 6𝑦 + 9 ⇔ 6𝑥 + 2𝑦 = −2𝑥 + 6𝑦 ⇔ −4𝑦 = −8𝑥 ⇔ 𝑦 = 2𝑥 
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33.2.  −3 ≤ 𝑦 ≤ −1 − 3 ≤ 𝑥 ≤ 1 

34. 

34.1. Por hipótese, temos que 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 2 × 𝐴𝑂̅̅ ̅̅ = 2 × 4 = 8. Aplicando o Teorema de Pitágoras ao triângulo 

[𝐴𝐵𝐶], temos que: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 𝑙2 + 𝑙2 = 82 ⇔ 2𝑙2 = 64 ⇔ 𝑙2 =
64

2
⇔ 𝑙2 = 32 

Como 𝑙 > 0, 𝑙 = √32 ⇔ 𝑙 = √22 × 22 × 2 ⇔ 𝑙 = 4√2 

Daqui, podemos verificar que: 

𝐴 = (−
4√2

2
;
4√2

2
) = (−2√2; 2√2)        𝐵 = (

4√2

2
;
4√2

2
) = (2√2; 2√2) 

𝐶 = (
4√2

2
;−
4√2

2
) = (2√2;−2√2)       𝐷 = (−

4√2

2
;−
4√2

2
) = (−2√2;−2√2) 

34.2. A área da região representada a sombreada é dada pela condição: 

𝑥 ≥ −2√2 ∧ 𝑦 ≥ −2√2 ∧ 𝑦 < −𝑥 

34.3. A área do quadrado e do losango podem ser obtidas da seguinte forma: 

𝐴𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 = (4√2)
2
= 16 × 2 = 32 u. a. 𝐴𝑙𝑜𝑠𝑎𝑛𝑔𝑜 =

𝐷𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐸𝐹̅̅ ̅̅

2
=
8 × 4

2
= 16 u. a. 

Logo: 

𝑟𝑎𝑧ã𝑜 =
32

16
= 2 

Concluímos então que a área do quadrado corresponde ao dobro da área do losango. 

34.4. A área delimitada é dada pelo seguinte cálculo: 

𝐴𝑑𝑒𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑎𝑑𝑎 =
𝐴𝑐í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜
4

− 𝐴[𝐴𝑂𝐵] =
𝜋 × 42

4
−
4√2 × 2√2

2
= 4𝜋 −

8 × 2

2
= (4𝜋 − 8) u. a. 

35. 

35.1. Temos que: 

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2 ≤ 9 ∨ 𝑥 + 2 ≥ 0 ⇔ 

⇔ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 0)2 ≤ 32 ∨ 𝑥 ≥ −2 

 

Ou seja, fazendo a representação das condições num referencial 

cartesiano ortogonal monométrico, obtemos o seguinte domínio plano: 

 

 

 



 
 

52 
Matemática A – Ensino Secundário - RESOLUÇÕES                                                                                                                          

 

35.2. Neste caso: 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 2)2 > 4 ∧ (𝑥 − 5)2 + (𝑦 − 5)2 ≤ 25 ∧ 𝑦 ≤ 𝑥 ⇔ 

⇔ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 2)2 > 22  ∧ (𝑥 − 5)2 + (𝑦 − 5)2 ≤ 52  ∧ 𝑦 ≤ 𝑥 

 

Fazendo a representação do domínio plano, vem que: 

 

 

 

36. 

36.1. Comecemos por definir as circunferências representadas por uma condição: 

𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜1 = (0; 0)     𝑟𝑎𝑖𝑜1 = 2       𝑟𝑎𝑖𝑜2 = 6 

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 = 22 ⇔ 𝑥2 + 𝑦2 = 4           (𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 = 62 ⇔ 𝑥2 + 𝑦2 = 36 

A condição que define o domínio plano representado é: 

𝑥2 + 𝑦2 ≥ 4 ∧ 𝑥2 + 𝑦2 < 36 

36.2. As fronteiras deste domínio plano são dadas por: 

𝑦 = 𝑥 

𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜1 = (−2;−3)        𝑟𝑎𝑖𝑜1 = 3       (𝑥 − (−2))
2
+ (𝑦 − (−3))

2
= 32 ⇔ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 + 3)2 = 9 

𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜2 = (0; 0)      𝑟𝑎𝑖𝑜2 = 2       (𝑥 − 0)
2 + (𝑦 − 0)2 = 22 ⇔ 𝑥2 + 𝑦2 = 4 

Logo, este domínio plano é definido pela condição: 

𝑥2 + 𝑦2 < 4 ∧ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 + 3)2 < 9 ∧ 𝑦 ≤ 𝑥 

36.3. As fronteiras neste domínio plano são: 

𝑦 = 2       𝑥 = −3 

𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (−3; 2)     𝑟𝑎𝑖𝑜 = 3         (𝑥 − (−3))
2
+ (𝑦 − 2)2 = 32 ⇔ (𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 2)2 = 9 

Concluímos que a condição que o define é: 

(𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 3)2 ≥ 9 ∧ 𝑥 ≥ −3 ∧ 𝑦 ≤ 2 

36.4. As fronteiras deste domínio plano são: 

𝑦 = 𝑥     𝑦 = −𝑥 

𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (0; 0)      𝑟𝑎𝑖𝑜 = 4         (𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 = 42 ⇔ 𝑥2 + 𝑦2 = 16 

Neste caso, o domínio plano vai ser definido por uma disjunção de condições, ou seja: 

[𝑥2 + 𝑦2 ≤ 16 ∧ 𝑦 ≥ −𝑥 ∧ 𝑦 ≥ 𝑥] ∨ [𝑥2 + 𝑦2 ≤ 16 ∧ 𝑦 ≤ −𝑥 ∧ 𝑦 ≤ 𝑥] 
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37. 

37.1. Por observação das representações das duas circunferências, podemos verificar que 𝐶2 possui um raio 

superior ao raio da circunferência 𝐶1. Assim, podemos fazer a seguinte associação: 

𝐶1: (𝑥 − 1)
2 + (𝑦 − 1)2 = 2                     𝐶2: (𝑥 − 2)

2 + (𝑦 − 2)2 = 8 

37.2. A origem do referencial pertence a ambas as circunferências, pois: 𝑂(0; 0) 

(0 − 1)2 + (0 − 1)2 = 1 + 1 = 2         (0 − 2)2 + (0 − 2)2 = 4 + 4 = 8 

Logo, 𝑂(0; 0) pertence a 𝐶1 e 𝐶2. 

37.3. Por observação, podemos concluir que: 

𝐴 = (0; 𝑦𝐴)     𝐵 = (0; 𝑦𝐵)        𝐶 = (𝑥𝐶; 0)       𝐷 = (𝑥𝐷; 0) 

Como os pontos pertencem às circunferências representadas, podemos verificar que: 

𝐴 = (0; 𝑦𝐴) → (0 − 1)
2 + (𝑦𝐴 − 1)

2 = 2 ⇔ 1 + (𝑦𝐴 − 1)
2 = 2 ⇔ (𝑦𝐴 − 1)

2 = 2 − 1 ⇔ (𝑦𝐴 − 1)
2 = 1 ⇔ 

⇔ 𝑦𝐴 − 1 = ±√1 ⇔ 𝑦 − 1 = 1 ∨ 𝑦 − 1 = −1 ⇔ 𝑦 = 2 ∨ 𝑦 = 0 

Como 𝑦𝐴 ≠ 0, então 𝑦 = 2 

𝐵 = (0; 𝑦𝐵) → (0 − 2)
2 + (𝑦𝐵 − 2)

2 = 8 ⇔ 4 + (𝑦𝐵 − 2)
2 = 8 ⇔ (𝑦𝐵 − 2)

2 = 8 − 4 ⇔ (𝑦𝐵 − 2)
2 = 4 ⇔ 

⇔ 𝑦𝐵 − 2 = ±√4 ⇔ 𝑦𝐵 − 2 = 2 ∨ 𝑦𝐵 − 2 = −2 ⇔ 𝑦𝐵 = 2 + 2 ∨ 𝑦𝐵 = −2 + 2 ⇔ 𝑦𝐵 = 4 ∨ 𝑦𝐵 = 0
𝑦𝐵≠0
⇔  𝑦𝐵 = 4 

𝐶 = (𝑥𝐶; 0) → (𝑥𝐶 − 1)
2 + (0 − 1)2 = 2 ⇔ (𝑥𝐶 − 1)

2 + 1 = 2 ⇔ (𝑥𝐶 − 1)
2 = 1 ⇔ 𝑥𝐶 − 1 = ±√1 ⇔ 

⇔ 𝑥𝐶 − 1 = 1 ∨ 𝑥𝐶 − 1 = −1 ⇔ 𝑥𝐶 = 1 + 1 ∨ 𝑥𝐶 = −1 + 1 ⇔ 𝑥𝐶 = 2 ∨ 𝑥𝐶 = 0
𝑥𝐶≠0
⇔  𝑥𝐶 = 2 

𝐷 = (𝑥𝐷; 0) → (𝑥𝐷 − 2)
2 + (0 − 2)2 = 8 ⇔ (𝑥𝐷 − 2)

2 + 4 = 8 ⇔ (𝑥𝐷 − 2)
2 = 8 − 4 ⇔ (𝑥𝐷 − 2)

2 = 4 ⇔ 

⇔ 𝑥𝐷 − 2 = ±√4 ⇔ 𝑥𝐷 − 2 = 2 ∨ 𝑥𝐷 − 2 = −2 ⇔ 𝑥𝐷 = 2 + 2 ∨ 𝑥𝐷 = −2 + 2 ⇔ 𝑥𝐷 = 4 ∨ 𝑥𝐷 = 0
𝑥𝐷≠0
⇔  𝑥𝐷 = 4 

Logo, 𝐴(0; 2), 𝐵(0; 4), 𝐶(2; 0) e 𝐷(4; 0). Assim, o perímetro do quadrilátero é dado por: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 4 − 2 = 2 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐴, 𝐶) = √(0 − 2)2 + (2 − 0)2 = √4 + 4 = √8 = √22 × 2 = 2√2 

𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐵, 𝐷) = √(0 − 4)2 + (4 − 0)2 = √16 + 16 = √32 = √22 × 22 × 2 = 4√2 

𝑃[𝐴𝐵𝐶𝐷] = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ + 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ + 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 2 + 2 + 2√2 + 4√2 = (4 + 6√2) u.m. 

37.4. O domínio plano representado pela região colorida é definido pela condição: 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 ≥ 2 ∧ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 2)2 ≤ 8 

37.5. A área da região sombreada é calculada através da subtração das áreas do círculo definido por 𝐶2 e do 

círculo 𝐶1. 

Ou seja: 𝑟𝑎𝑖𝑜1 = √2     𝐴𝐶1 = 𝜋 × √2
2
= 2𝜋 

𝑟𝑎𝑖𝑜2 = √8                                  𝐴𝐶2 = 𝜋 × √8
2
= 8𝜋                     𝐴𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑖𝑑𝑎 = 8𝜋 − 2𝜋 = (6𝜋) u. a. 

Opção (D) 
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Avaliar – Páginas 54 a 56  

1. 

1.1. Os pontos representados no referencial são definidos pelas seguintes coordenadas: 

𝐴(1,1) 𝐵(2,−2) 𝐶(−3, −3)  𝐷(0,4)  𝐸(3,2) 𝐹(3,3) 𝐺(−2,2)  
𝐻(−4,0) 𝐼(6, −2) 𝐽(3, −4) 𝐾(0,−3) 𝐿(−6,−1) 𝑀(−5,5) 𝑁(−5,−6) 

1.2. 

a) Pontos 𝐷 e 𝐾. b) Pontos 𝐴, 𝐸 e 𝐹. c) Pontos 𝐵, 𝐺 e 𝑀. d) Pontos 𝐷,𝐻 e 𝐾. 

1.3. A afirmação é verdadeira. Para qualquer valor real de 𝑥 e de 𝑦, tem-se que 𝑥2 ≥ 0 e 𝑦2 ≥ 0. 

Logo: 

𝑥2 ≥ 0 ⇔ 𝑥2 + 2 ≥ 0 + 2 ⇔ 𝑥2 + 2 ≥ 2 𝑦2 ≥ 0 ⇔ 𝑦2 + 3 ≥ 0 + 3 ⇔ 𝑦2 + 3 ≥ 3 

 

Logo, podemos concluir que as coordenadas do ponto 𝑃 serão sempre positivas para qualquer valor real que 𝑥 

e 𝑦 assumam. Logo, 𝑃 irá pertencer sempre ao 1.º quadrante. 

2.. A condição define o domínio plano do conjunto de pontos cuja abcissa é inferior ou igual a −2 ou ordenada 

superior ou igual a 1. Logo, a sua representação será: 

 

Opção (A) 

3. 

3.1. Observando o referencial cartesiano, podemos concluir que: 

𝐴(−3,3)      𝐺(3,1)        𝐾(−1,−3) 

3.2. A imagem do ponto 𝐷(−3,1) é o ponto 𝐻 de coordenadas (1,1). 

3.3. As fronteiras do domínio plano assinalado a cor no referencial serão: 

𝑥 = 1      𝑥 = 3     𝑦 = 1      𝑦 = 3        𝑦 = 𝑥      𝑥 = −1      𝑦 = −3 

A região será definida por uma disjunção de condições, ou seja: 

(1 ≤ 𝑥 ≤ 3 ∧ 1 ≤ 𝑦 ≤ 3) ∨ (𝑦 ≤ 𝑥 ∧ 𝑥 ≤ −1 ∧ 𝑦 ≥ −3) 
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3.4. A reta 𝐶𝑀 corresponde á bissetriz dos quadrantes pares, pelo que os pontos que lhe pertencem têm 

abcissa e ordenada simétricas. Como 𝑄 pertence à reta de equação 𝑦 = 5, então conseguimos determinar o 

seu 𝑘, equacionando que: 

𝑦𝑄 = 5 ⇔ 𝑘2 + 4𝑘 = 5 ⇔ 𝑘2 + 4𝑘 − 5 = 0 ⇔ 𝑘 =
−4 ± √42 − 4 × 1 × (−5)

2 × 1
⇔ 

⇔ 𝑘 =
−4 ± √16 + 20

2
⇔ 𝑘 =

−4 ± √36

2
⇔ 𝑘 =

−4 + 6

2
∨ 𝑘 =

−4 − 6

2
⇔ 𝑘 = 1 ∨ 𝑘 = −5 

Assim, as possíveis coordenadas são: 

(1; 12 + 4 × 1) = (1; 1 + 4) = (1; 5)      (−5; (−5)2 + 4 × (−5)) = (−5; 25 − 20) = (−5; 5) 

Como 𝑄 pertence ao 2.º quadrante, então 𝑄 = (−5; 5). Assim, a abcissa de 𝑄, 𝑥𝑄 = −5, é simétrica da 

ordenada de 𝑄, 𝑦𝑄 = 5. Concluímos então que 𝑄 pertence á reta 𝐶𝑀. 

3.5. Tendo em conta que 𝐴𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 =
64

9
 𝑐𝑚2, então a medida do seu lado é 𝑙𝑎𝑑𝑜 = √

64

9
=
8

3
 𝑐𝑚. Passemos 

então a determinar o diâmetro 𝑑 do círculo. 

Ou seja: 

𝑑2 = (
8

3
)
2

+ (
8

3
)
2

⇔ 𝑑2 =
64

9
+
64

9
⇔ 𝑑2 =

128

9
⇔ 𝑑 = √

128

9
⇔ 𝑑 =

√22 × 22 × 22 × 2

3
⇔ 𝑑 =

8√2

3
 

𝑟𝑎𝑖𝑜 =

8√3
3
2
=
8√3

6
=
4√3

3
 

A área dessa circunferência é: 𝐴 = 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜2 = 𝜋 × (
4√3

3
)
2

=
32𝜋

9
 𝑢. 𝑎. 

Por observação do estudo do logotipo no referencial cartesiano, podemos observar que os dois triângulos que 

a compõem tem a medida do comprimento da base e da sua altura igual ao do lado do quadrado. 

Logo: 

𝑙𝑎𝑑𝑜 =
8

3
 

𝐴𝑡𝑟𝑖â𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 =

8
3
×
8
3

2
=
32

9
 cm2 

Assim, podemos concluir que: 

𝐴𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 =
64

9
 cm2       𝐴𝑡𝑟𝑖â𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 =

32

9
 cm2       𝐴𝑐í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 =

32

9
𝜋  cm2 

𝐴𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑙𝑜𝑔𝑜 = 2 ×
64

9
+ 2 ×

32

9
+
16

3
𝜋 = (

64

3
+
32𝜋

9
) cm2 

Ou seja: 𝑟𝑎𝑧ã𝑜 =
64

3
+
32𝜋

9

64
≈ 0,5079 = 50,79% 

A razão entre as áreas do logotipo e a área da cartolina é de 50,79%. 

4. Tem-se que: 

𝑑(𝐴, 𝐵) = 2√2 ⇔ √(2 − 4)2 + (−3 − 𝑘)2 = 2√2 ⇔ (√(2 − 4)2 + (−3 − 𝑘)2)
2
= (2√2)

2
⇔ 

⇔ (2 − 4)2 + (−3 − 𝑘)2 = 4 × 2 ⇔ 4 + (−3 − 𝑘)2 = 8 ⇔ (−3 − 𝑘)2 = 8 − 4 ⇔ 

⇔ (−3 − 𝑘)2 = 4 ⇔ −3 − 𝑘 = ±√4 ⇔ −3 − 𝑘 = 2 ∨ −3 − 𝑘 = −2 ⇔ −𝑘 = 2 + 3 ∨ −𝑘 = −2 + 3 ⇔ 

⇔ 𝑘 = −5 ∨ 𝑘 = −1 

Opção (A) 
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5. Usando a fórmula para determinar a mediatriz de um segmento de reta, podemos verificar que: 

(𝑥 − (−6))
2
+ (𝑦 − (−1))

2
= (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 3)2 ⇔ (𝑥 + 6)2 + (𝑦 + 1)2 = (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 3)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 + 12𝑥 + 36 + 𝑦2 + 2𝑦 + 1 = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 − 6𝑦 + 9 ⇔ 12𝑥 + 36 + 2𝑦 = −2𝑥 − 6𝑦 + 9 ⇔ 

⇔ 12𝑥 + 2𝑥 + 2𝑦 + 6𝑦 + 36 − 9 = 0 ⇔ 14𝑥 + 8𝑦 + 27 = 0 

Opção (B) 

6. Opção (D) 

7. 

7.1. Tem-se que: 𝐴(3,−2)     𝐵(𝑏, 3)     𝐶(0,4) 

Logo: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐴, 𝐵) = √(3 − 𝑏)2 + (−2 − 3)2 = √(3 − 𝑏)2 + 25 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐵, 𝐶) = √(𝑏 − 0)2 + (3 − 4)2 = √𝑏2 + 1 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐴, 𝐶) = √(3 − 0)2 + (−2 − 4)2 = √9 + 36 = √45 

Como [𝐴𝐵𝐶] é triângulo retângulo em 𝐶, podemos recorrer ao Teorema de Pitágoras. Deste modo: 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 ⇔ (√45)
2
+ (√𝑏2 + 1)

2
= (√(3 − 𝑏)2 + 25)

2
⇔ 45 + 𝑏2 + 1 = (3 − 𝑏)2 + 25 ⇔ 

⇔ 45 + 𝑏2 + 1 = 9 − 6𝑏 + 𝑏2 + 25 ⇔ 6𝑏 = 9 + 25 − 45 − 1 ⇔ 6𝑏 = −12 ⇔ 𝑏 = −
12

6
⇔ 𝑏 = −2 

 

7.2. Sendo o ponto 𝑀 o local onde foi colocado o radar, temos que este ponto pode ser determinado através: 

𝑀[𝐴𝐶] = (
3 + 0

2
;
−2 + 4

2
) = (

3

2
, 1) 

Logo, o radar irá ser colocado no ponto 𝑀 de coordenadas (
3

2
, 1). 

7.3. Sabemos que 𝐷 tem coordenadas (0; 𝑦𝐷). Logo: 

𝑑(𝐴; 𝐷) = 𝑑(𝐶; 𝐷) ⇔ √(3 − 0)2 + (−2 − 𝑦𝐷)
2 = √(0 − 0)2 + (4 − 𝑦𝐷)

2 ⇔ 

⇔ (√(3 − 0)2 + (−2 − 𝑦𝐷)
2)
2
= (√(0 − 0)2 + (4 − 𝑦𝐷)

2)
2
⇔ 9+ (−2 − 𝑦𝐷)

2 = (4 − 𝑦𝐷)
2 ⇔ 

⇔ 9+ 4 + 4𝑦𝐷 + 𝑦𝐷
2 = 16 − 8𝑦𝐷 + 𝑦𝐷

2 ⇔ 4𝑦𝐷 + 8𝑦𝐷 = 16 − 9 − 4 ⇔ 12𝑦𝐷 = 3 ⇔ 𝑦𝐷 =
3

12
⇔ 𝑦𝐷 =

1

4
 

Logo, 𝐷 tem coordenadas (0,
1

4
). 
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7.4. A torre poderá vir a ser instalada na mediatriz de [𝐴𝐶]. 

Logo: 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − (−2))
2
= (𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 4)2 ⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 + 2)2 = 𝑥2 + (𝑦 − 4)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 + 4𝑦 + 4 = 𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑦 + 16 ⇔ −6𝑥 + 9 + 4𝑦 + 4 = −8𝑦 + 16 ⇔ 

⇔ 4𝑦 + 8𝑦 = 6𝑥 + 16 − 9 − 4 ⇔ 12𝑦 = 6𝑥 + 3 ⇔ 𝑦 =
6

12
𝑥 +

3

12
⇔ 𝑦 =

1

2
𝑥 +

1

4
 

A condição que define o conjunto de possíveis localizações da torra é 𝑦 =
1

2
𝑥 +

1

4
. 

7.5. O baricentro do triângulo [𝐴𝐵𝐶] é determinado por: 

𝐵𝑎𝑟𝑖𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶

3
;
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵 + 𝑦𝐶

3
) = (

3 + (−2) + 0

3
;
−2 + 3 + 4

3
) = (

1

3
;
5

3
) 

Logo, o café do Berto localiza-se no ponto de coordenadas (
1

3
,
5

3
). 

8. 

8.1. O centro da circunferência corresponde ao ponto médio do diâmetro [𝐴𝐶]. 

Logo: 

𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = 𝑀[𝐴𝐶] = (
2 + 1

2
;
4 + (−1)

2
) = (

3

2
;
3

2
) 

A medida do raio da circunferência é obtida determinando metade do comprimento do diâmetro [𝐴𝐶], ou 

seja: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 =
√(2 − 1)2 + (4 − (−1))

2

2
=
√1 + 25

2
=
√26

2
 

Concluímos então que a equação reduzida desta circunferência é: 

(𝑥 −
3

2
)
2

+ (𝑦 −
3

2
)
2

= (
√26

2
)

2

⇔ (𝑥 −
3

2
)
2

+ (𝑦 −
3

2
)
2

=
26

4
⇔ (𝑥 −

3

2
)
2

+ (𝑦 −
3

2
)
2

=
13

2
 

8.2. Como o ponto 𝐵 pertence à circunferência e 𝐵 = (𝑥𝐵; 2), então: 

𝐵(𝑥𝐵; 2)     (𝑥𝐵 −
3

2
)
2

+ (2 −
3

2
)
2

=
13

2
⇔ (𝑥𝐵 −

3

2
)
2

+ (
1

2
)
2

=
13

2
⇔ (𝑥𝐵 −

3

2
)
2

=
13

2
−
1

4
⇔ 

⇔ (𝑥𝐵 −
3

2
)
2

=
26

4
−
1

4
⇔ (𝑥𝐵 −

3

2
)
2

=
25

4
⇔ 𝑥𝐵 −

3

2
= ±√

25

4
⇔ 𝑥𝐵 −

3

2
= −

5

2
∨ 𝑥 −

3

2
=
5

2
⇔ 

⇔ 𝑥𝐵 = −
5

2
+
3

2
∨ 𝑥𝐵 =

5

2
+
3

2
⇔ 𝑥𝐵 = −

2

2
∨ 𝑥𝐵 =

8

2 𝑥𝐵<0
⇔  𝑥𝐵 = −1 

8.3. Comecemos por determinar a medida do comprimento do lado do quadrado. 

Ou seja: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐴, 𝐵) = √(2 − (−1))
2
+ (4 − 2)2 = √9 + 4 = √13 

Assim, o perímetro do quadrado é: 𝑃[𝐴𝐵𝐶𝐷] = 4 × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 4√13 

Opção (A) 
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8.4. 

a) Sabemos que qualquer ponto do eixo das ordenadas tem 𝑥 = 0. Logo: 

(0 −
3

2
)
2

+ (𝑦 −
3

2
)
2

=
13

2
⇔
9

4
+ (𝑦 −

3

2
)
2

=
13

2
⇔ (𝑦 −

3

2
)
2

=
13

2
−
9

4
⇔ (𝑦 −

3

2
)
2

=
26

4
−
9

4
⇔ 

⇔ (𝑦 −
3

2
)
2

=
17

4
⇔ 𝑦 −

3

2
= ±√

17

4
⇔ 𝑦 −

3

2
=
√17

2
∨ 𝑦 −

3

2
= −

√17

2
⇔ 

⇔ 𝑦 =
√17

2
+
3

2
∨ 𝑦 = −

√17

2
+
3

2
 

Ou seja, as coordenadas dos pontos são (0,
√17

2
+
3

2
) e (0, −

√17

2
+
3

2
). 

b) Os pontos que pertencem à bissetriz dos quadrantes pares têm ordenada e abcissa simétricas. Assim: 

𝑦 = −𝑥 

(𝑥 −
3

2
)
2

+ (𝑦 −
3

2
)
2

=
13

2
⇔ (𝑥 −

3

2
)
2

+ (−𝑥 −
3

2
)
2

=
13

2
⇔ 

⇔ 𝑥2 − 3𝑥 +
9

4
+ 𝑥2 + 3𝑥 +

9

4
=
13

2
⇔ 2𝑥2 +

18

4
=
13

2
⇔ 2𝑥2 +

9

2
=
13

2
⇔ 

⇔ 2𝑥2 =
13

2
−
9

2
⇔ 2𝑥2 =

4

2
⇔ 2𝑥2 = 2 ⇔ 𝑥2 =

2

2
⇔ 𝑥2 = 1 ⇔ 𝑥 = ±√1 ⇔ 𝑥 = 1 ∨ 𝑥 = −1 

Ou seja, as coordenadas dos pontos de interseção são (1, −1) e (−1,1). 

 

2. Geometria analítica no espaço 

Recordar - Página 59 e 60 

1. O volume da Basílica é determinado da forma seguinte. 

𝑉𝑠𝑒𝑚𝑖𝑒𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎 =

4
3
𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜3

2
=

4
3
× 𝜋 × 413

2
≈ 144 347,8 𝑚3 

𝑉𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜 = 𝐴𝑏𝑎𝑠𝑒 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜
2 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 𝜋 × 412 × 30 = 158 430,5 𝑚3 

𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝𝑖𝑝𝑒𝑑𝑜 = 116 − 41 − 30 = 45 𝑚           𝑉𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝𝑖𝑝𝑒𝑑𝑜 = 122 × 187 × 45 = 1 026 630 𝑚3 

Logo: 

𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 144 347,8 + 158 430,5 + 1 026 630 = 1 329 408,3 𝑚3 

Assim: 

𝑝𝑒𝑟𝑐𝑒𝑛𝑡𝑎𝑔𝑒𝑚𝑐ú𝑝𝑢𝑙𝑎 =
144 347,8

1 329 408,3
× 100 ≈ 10,9% 

A cúpula ocupa 10,9% do volume total da Basílica. 
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2. 

2.1. Seja 𝑀1 o centro da face [𝐵𝐺𝐼𝐻], 𝑀2 o centro da face [𝐶𝐷𝐸𝐹], 𝑋1 o ponto médio de 

[𝐵𝐺] e 𝑋2 o ponto médio de [𝐶𝐷]. Tem-se que os triângulos [𝑂𝑀1𝑋1] e [𝑂𝑀2𝑋2] são 

semelhantes, pelo critério AA, pois: 

• 𝑂𝑀1̂𝑋1 = 𝑂𝑀2̂𝑋2 = 90° 
• 𝑀1𝑂̂𝑋1 = 𝑀2𝑂̂𝑋2 

Logo: 

𝑂𝑀1̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑂𝑀2̅̅ ̅̅ ̅̅̅̅ ̅̅ ̅̅
=
𝑀1𝑋1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑀2𝑋2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
⇔
2 + ℎ

ℎ
=

3
2
1
⇔ 2 + ℎ =

3

2
ℎ ⇔ 4 + 2ℎ = 3ℎ ⇔ 2ℎ − 3ℎ = −4 ⇔ 

⇔ −ℎ = −4 ⇔ ℎ = 4 

Logo, 𝑂𝑀2̅̅ ̅̅ ̅̅ = 4 cm 

A distância de 𝑂 ao plano 𝐴𝐾𝐽 é determinada por: 

𝑑𝑖𝑠𝑡â𝑛𝑐𝑖𝑎 = 4 + 2 + 4 = 10 cm 

A distância de 𝑂 ao plano 𝐴𝐾𝐽 é 10 cm. 

2.2. Reta 𝐾𝐻, por exemplo. 

2.3. Observando o modelo geométrico, podemos concluir que: 

𝑉𝑡𝑟𝑜𝑛𝑐𝑜 = 𝑉[𝐵𝐺𝐼𝐻𝑂] − 𝑉[𝐶𝐷𝐸𝐹𝑂] =
1

3
× 32 × (2 + 4) −

1

3
× 22 × 4 =

1

3
× 9 × 6 −

1

3
× 4 × 4 = 18 −

16

3
=
38

3
 cm3 

O tronco de pirâmide tem 
38

3
 cm3 de volume. 

2.4. Tendo em conta que os oitos vértices do prisma pertencem à superfície esféria que delimita a esfera, para 

determinarmos o seu raio basta calcular uma das diagonais espaciais do prisma.  

Assim, pelo teorema de Pitágoras, 

𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐺̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 = 42 + 32 ⇔ 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 = 16 + 9 ⇔ 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 = 25 

Como 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ > 0, 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ = √25 ⇔ 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ = 5 cm 

𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 + 𝐺𝐼̅̅ ̅2 = 𝐴𝐼̅̅ ̅2 ⇔ 52 + 32 = 𝐴𝐼̅̅ ̅2 ⇔ 25 + 9 = 𝐴𝐼̅̅ ̅2 ⇔ 34 

Como 𝐴𝐼̅̅ ̅ > 0, então ⇔ 𝐴𝐼̅̅ ̅ = √34 cm 

Podemos então determinar o volume da esfera: 

𝑉𝑒𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎 =
4

3
𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜3 =

4

3
𝜋 × (

√34

2
)

3

≈ 103,8 cm3 

3. 

3.1. Tendo em conta o volume de cada queijo, podemos equacionar que: 

𝑉𝑞𝑢𝑒𝑖𝑗𝑜 = 36𝜋 ⇔
4

3
𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜3 = 36𝜋 ⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜3 =

36𝜋

4
3
𝜋
⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜3 = 36 ×

3

4
⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜3 = 27 ⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜 = √27

3
⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜 = 3 dm 
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3.2. A superfície da embalagem de queijos é dada por: 

𝐴𝑐𝑎𝑖𝑥𝑎 = 4 × (4 × 3 × 2 × 3) + 2 × (2 × 3)
2 = 360 dm2 

3.3. Tem-se, por hipótese, que: 

𝑉𝑛𝑜𝑣𝑎 𝑒𝑚𝑏𝑎𝑙𝑎𝑔𝑒𝑚 = 4𝜋         𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 =
2

3
× (3 × 2) = 4 dm 

𝑉𝑛𝑜𝑣𝑎 = 4𝜋 ⇔ 𝐴𝑏𝑎𝑠𝑒 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 4𝜋 ⇔ 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜2 × 4 = 4𝜋 ⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜2 =
4𝜋

4𝜋
⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜2 = 1 ⇔ 

⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜 = √1 ⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜 = 1 dm 

Ou seja: 

𝑑𝑖â𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 = 2 × 1 = 2 dm 

Tarefa 1 – Página 61 

1. Por observação do referencial, podemos concluir que: 

𝐴(0,6)       𝐵(6,6)      𝐶(6,0)       𝑂 (0,0) 

𝐷1(0, −6)     𝐷2(−6,0)     𝐸1(6, −6)     𝐸2(12,0)     𝐹1(6,12)      𝐹2(12,6)     𝐺1(0,12)      𝐺2(−6,6) 

2. Tendo em conta a indicação dada, temos que: 

𝐴(0,6,0)    𝐵(6,6,0)     𝐶(6,0,0)     𝐷(0,0,6)      𝐸(6,0,6)      𝐹(6,6,6)      𝐺(0,6,6)     𝑂(0,0,0) 

 

Aplicar – Página 63 

1. 

1.1. Cubo 

As coordenadas dos vértices do cubo são: 

𝐴(2,0,0)       𝐵(2,2,0)      𝐶(0,2,0)    𝑂(0,0,0) 

𝐸(2,0,2)     𝐹(2,2,2)       𝐺(0,0,2)        𝐻(0,2,2) 

1.2. Prisma quadrangular regular 

As coordenadas dos vértices deste prisma são 

𝐴(2,−2, −3)    𝐵(2,2, −3)     𝐶(−2,2, −3)    𝐷(−2, −2,−3) 

𝐸(2,−2,3)    𝐹(2,2,3)     𝐺(−2,−2,3)    𝐻(−2,2,3) 

1.3. Pirâmide quadrangular regular 

Para determinar 𝐴𝑂̅̅ ̅̅ , devemos aplicar o teorema de Pitágoras ao triângulo [𝐴𝑂𝐷]. 

Ou seja: 

𝐴𝑂̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐵̅̅ ̅̅  

𝐴𝑂̅̅ ̅̅ 2 + 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 𝐴𝑂̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝑂̅̅ ̅̅ 2 = (2√2)
2
⇔ 2𝐴𝑂̅̅ ̅̅ 2 = 4 × 2 ⇔ 𝐴𝑂̅̅ ̅̅ 2 = 4 

Como 𝐴𝑂̅̅ ̅̅ > 0, 𝐴𝑂̅̅ ̅̅ = √4 ⇔ 𝐴𝑂̅̅ ̅̅ = 2 

Assim, podemos concluir que: 

𝐴(2,0,0)    𝐵(0, −2,0)    𝐶(−2,0,0)    𝐷(0,2,0)     𝐸(0,0,3) 
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Aplicar – Página 64 

2. 

2.1. 

Denominando o ponto pretendido por 𝐴, temos que as 
coordenadas de 𝐴 são (0; 3; 3), tendo em que a sua 
abcissa é nula (𝑥 = 0) e ordenada e cota têm o mesmo 

valor numérico correspondente a 3 unidades ( )3 .y z= =  

Fazendo a respetiva representação em referencial 
cartesiano 𝑂𝑥𝑦𝑧, temos que: 

 

2.2.  

Considerando o ponto 𝐵 pretendido, temos que 

( )5, 6, 7B = , pois a abcissa assume o valor 5, 𝑥 = 5, a 

ordenada assume o valor 6, 𝑦 = 6, e a cota assume o valor 
7, 𝑧 = 7. Logo, representado em referencial ortogonal 
monométrico 𝑂𝑥𝑦𝑧, vem que: 

 

2.3.  

Considerando 𝐶 o ponto descrito, temos que 
( 1; 3;5)C = − − , tendo em conta a abcissa assume o valor 

−1, 𝑥 = −1, a ordenada assume o valor −3, 𝑦 = −3, e a 
cota assume o valor 5, 𝑧 = 5. 
Logo, representado em referencial ortogonal 
monométrico 𝑂𝑥𝑦𝑧, vem que: 

 
 

 

 

 



 
 

62 
Matemática A – Ensino Secundário - RESOLUÇÕES                                                                                                                          

 

Aplicar – página 65 

3. 

3.1. Tendo em conta as coordenadas de cada um dos pontos considerados, podemos concluir que: 

𝐴 → Não pertence a qualquer octante.   𝐵 → Pertence ao 6.º octante. 

𝐶 → Não pertence a nenhum octante.   𝐷 → Pertence ao 2.º octante. 

𝐸 → Pertence ao 5.º octante.    𝐹 → Pertence ao 4.º octante. 

𝐺 → Não pertence a nenhum octante.   𝐻 → Não pertence a nenhum octante. 

3.2. Representando um referencial cartesiano ortogonal e monométrico, podemos incluir a representação dos 

pontos do enunciado: 

 

3.3. 

a) O triângulo a considerar será: 

 

Por observação, podemos concluir que o triângulo [𝐴𝐺𝐻] é isósceles, em que 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐺𝐻̅̅ ̅̅ .  
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b) Representando-o, observamos que: 

 
𝐴𝐺̅̅ ̅̅ = 2 

Para obter a medida do comprimento de 𝐻𝑀̅̅ ̅̅ ̅, aplicamos um Teorema de Pitágoras 
ao triângulo [𝑂𝐻𝑀]. 
Ou seja: 

𝑂𝑀̅̅ ̅̅̅ = 1     𝑂𝐻̅̅ ̅̅ = 3 

𝑂𝑀̅̅ ̅̅̅2 + 𝑂𝐻̅̅ ̅̅ 2 = 𝐻𝑀̅̅ ̅̅ ̅2 ⇔ 12 + 32 = 𝐻𝑀̅̅ ̅̅ ̅2 ⇔ 1+ 9 = 𝐻𝑀̅̅ ̅̅ ̅2 ⇔ 10 = 𝐻𝑀̅̅ ̅̅ ̅2 

Como 𝐻𝑀̅̅ ̅̅ ̅ > 0, 𝐻𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = √10 

 

Usando, novamente o Teorema de Pitágoras,  

𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝑀̅̅̅̅̅2 + 𝐻𝑀̅̅ ̅̅ ̅2 ⇔ 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 2 = 12 + √10
2
⇔ 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 2 = 11 

Como 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ > 0, 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = √11 

Concluímos então: 

𝑃[𝐴𝐺𝐻] = 2 + 2 × √11 = (2 + 2√11) 𝑢.𝑚.            𝐴[𝐴𝐺𝐻] =
2 × √11

2
= √11 𝑢. 𝑎. 

Momento Python – Página 66 

1. Com este programa Python, estamos a determinar as coordenadas do ponto médio de um segmento de reta 

do plano. 

2. Para estender para pontos do espaço, basta acrescentar uma linha de código que diga respeito à cota. Assim, 

uma possível melhoria: 

 

Tarefa 3 – Página 67  

Aplicando o Teorema de Pitágoras ao triângulo [𝐴𝐷𝐶], constatamos que: 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 + 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 32 + 22 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 9+ 4 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 13 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 

Como 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ > 0, então 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = √13 

O triângulo [𝐴𝐶𝐻] é retângulo em 𝐶. Assim, voltando a aplicar o Teorema de Pitágoras: 

𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝐻̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 2 = √13
2
+ 42 ⇔ 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 2 = 13 + 16 ⇔ 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ 2 = 29 ⇔ 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = √29 

Como 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ > 0, 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = √29 

Concluímos que a distância de 𝐴 a 𝐻 é √29 unidades de medida. 
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4. 

4.1. As coordenadas do ponto médio de [𝐴𝐵] são dadas por: 

𝑀[𝐴𝐵] = (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

,
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

,
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

) = (
7 + (−7)

2
,
−3 + 2

2
,
0 + 5

2
) = (0,−

1

2
,
5

2
) 

4.2. Seja 𝐶 = (𝑥𝐶; 𝑦𝐶 ; 𝑧𝑐). Tem-se que: 

𝐵 = 𝑀[𝐴𝐶] ⇔ (−7,2,5) = (
𝑥𝐶 + 7

2
;
𝑦𝐶 + (−3)

2
;
𝑧𝐶 + 0

2
) 

Assim, podemos deduzir que: 

−7 =
𝑥𝐶 + 7

2
⇔ −14 = 𝑥𝐶 + 7 ⇔ −14 − 7 = 𝑥𝐶 ⇔ −21 = 𝑥𝐶  

2 =
𝑦𝐶 − 3

2
⇔ 4 = 𝑦𝐶 − 3 ⇔ 4 + 3 = 𝑦𝐶 ⇔ 7 = 𝑦𝐶  

5 =
𝑧𝐶 + 0

2
⇔ 10 = 𝑧𝐶  

Então, podemos concluir que 𝐶(−21,7,10). 
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5.  

5.1. A altura da pirâmide vai ser dada pela distância do ponto 𝐸 ao plano que contém a base [𝐴𝐵𝐶𝐷] da 

pirâmide. Assim, a altura da pirâmide é 8 unidades de comprimento. 

5.2. O volume da pirâmide é dado por: 

𝑉[𝐴𝐶𝐵𝐷𝐸] =
𝐴[𝐴𝐵𝐶𝐷] × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎

3
 

Para determinar a área da base da pirâmide, temos de calcular: 

𝑑(𝐴, 𝐶) = √(2 − 0)2 + (1 − 5)2 + (−2 − (−2))
2
= √20 = √2 × 52 = 2√5 

Logo: 

𝐴[𝐴𝐵𝐶𝐷] = (2√5)
2
= 20 u. a.        𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 8 

𝑉[𝐴𝐶𝐵𝐷𝐸] =
𝐴[𝐴𝐵𝐶𝐷] × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎

3
=
20 × 8

3
=
160

3
 u. v. 
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6. Comecemos por determinar a distância entre os vértices do triângulo. 

𝑑(𝐴, 𝐵) = √(1 − 9)2 + (8 − (−2))
2
+ (−3 − 2)2 = √64 + 100 + 25 = √189 = √32 × 3 × 7 = 3√21 

𝑑(𝐵, 𝐶) = √(9 − (−3))
2
+ (−2 − 6)2 + (2 − 7)2 = √144 + 64 + 25 = √233 

𝑑(𝐶, 𝐴) = √(−3 − 1)2 + (6 − 8)2 + (7 − (−3))
2
= √16 + 4 + 100 = √120 = √22 × 2 × 3 × 5 = 2√30 

Como as três distâncias são diferentes, podemos concluir que o triângulo [𝐴𝐵𝐶] é escaleno. 

7. Seja 𝑎 a medida do comprimento da aresta do cubo. Então, aplicando o Teorema de Pitágoras ao triângulo 

[𝐴𝐵𝐶], temos que: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 𝑎2 + 𝑎2 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 2𝑎2 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 

Aplicando o Teorema de Pitágoras ao triângulo [𝐴𝐶𝐺], concluímos que: 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝐺̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 2𝑎2 + 𝑎2 = 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 3𝑎2 = 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 

Como 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ > 0, 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ = √3𝑎2 ⇔ 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ = √3𝑎 

No entanto, conseguimos determinar a distância de 𝐴 a 𝐺. 

𝑑(𝐴, 𝐺) = √(2 − (−2))
2
+ (1 − 11)2 + (3 − 2)2 = √16 + 100 + 1 = √117 

Equacionando, tem-se que: 

𝐴𝐺̅̅ ̅̅ = √117 ⇔ √3𝑎 = √117 ⇔ 𝑎 =
√117

√3
⇔ 𝑎 =

√117 × √3

√3 × √3
⇔ 𝑎 =

√351

3
⇔ 𝑎 =

√32 × 3 × 13

3
⇔ 𝑎 =

3√39

3
⇔ 

⇔ 𝑎 = √39 
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1. 

1.1. Todos os pontos do plano 𝑥𝑂𝑧 têm ordenada nula. 

1.2. Todos os pontos do plano 𝑥𝑂𝑦 têm cota nula. 

1.3. Todos os pontos do plano 𝑦𝑂𝑧 têm abcissa nula. 

2. 

2.1. Os pontos do plano 𝛼 têm abcissa igual a 2. 

2.2. Os pontos do plano 𝛽 têm em comum ordenada igual a 5. 

2.3. Os pontos do plano 𝛾 têm cota igual a 4. 
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Tarefa 5 – Página 69 

1. 

1.1. O lugar geométrico representado é o conjunto de pontos do espaço cuja abcissa é igual a 1. Esse lugar 

geométrico é um plano. 

1.2. Este plano é perpendicular ao plano xOy e ao plano xOz e paralelo plano yOz. 

2. O lugar geométrico representado foi o conjunto de pontos do espaço cuja ordenada é igual a 1, ou seja, um 

plano. Neste caso, esse plano é perpendicular ao plano xOy e ao plano yOz e paralelo plano xOz. 

3. O lugar geométrico é o conjunto dos pontos do espaço cuja cota assume um valor igual a 1. Constitui assim 

um plano perpendicular ao plano yOz e ao plano xOz e paralelo plano xOy. 

4. A interseção dos três planos considerados anteriormente é um ponto de coordenadas (1,1,1). 
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8. 

8.1. Podemos observar que os pontos 𝐴, 𝐵 e 𝐶 têm em comum o valor numérico da sua cota. Assim, pertencem 

ao plano 𝑧 = 3. 

8.2. Neste caso, os três pontos não têm valores numéricos comuns nas suas coordenadas, pelo que não definem 

um plano paralelo aos planos coordenados. 

8.3. Os pontos 𝐺,𝐻 e 𝐼 tem a sua ordenada igual a 3. Assim, os pontos 𝐺,𝐻 e 𝐼 definem o plano 𝑦 = 3. 

8.4. Neste caso, os pontos 𝐽, 𝐾 e 𝐿 tem a mesma abcissa. Logo, estes pontos definem o plano 𝑥 = 2. 
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9. 

9.1. Por observação, podemos concluir que: 

𝐷(−2,2, −1)    𝐹(2, −1,3) 

9.2. O vértice do prisma que pertence ao oitavo octante é o ponto 𝐵. 

9.3. O plano 𝐹𝐸𝐺 é definido pela condição 𝑧 = 3 e o plano 𝐴𝐷𝐶 é definido pela equação 𝑧 = −1. 

9.4. O plano que contém a face [𝐵𝐶𝐺𝐹] é definido pela condição 𝑦 = −1. Como o ponto dado tem ordenada 

igual a −1, podemos concluir que (2, −1,4) pertence a esse plano. 
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1. Os pontos pertencentes ao eixo 𝑂𝑥 têm ordenada e cota iguais a 0. Assim, o eixo 𝑂𝑥 fica definido pela 

condição 𝑦 = 0 ∧ 𝑧 = 0. 

2. Os pontos pertencentes ao eixo 𝑂𝑦 têm abcissa e cota iguais a 0. Assim, o eixo 𝑂𝑦 fica definido pela condição 

𝑥 = 0 ∧ 𝑧 = 0. 
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3. Os pontos que pertencem ao eixo 𝑂𝑧 têm abcissa e cota iguais a 0. Assim, o eixo 𝑂𝑧 fica definido pela condição 

𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0. 

4. Os pontos da reta 𝐴𝐷 têm abcissa igual a 3 e cota igual a 4. Logo, a reta 𝐴𝐷 fica definida pela condição 𝑥 =

3 ∧ 𝑧 = 4. 

5. A reta 𝐷𝐻 corresponde ao conjunto de pontos do espaço cuja abcissa é igual a 3 e cuja ordenada é igual a 8. 

Logo, a reta 𝐷𝐻 fica definida pela condição 𝑥 = 3 ∧ 𝑦 = 8. 

6. A reta 𝐷𝐶 corresponde ao conjunto de pontos do espaço cuja ordenada é igual a 8 e cuja cota é igual a 4. A 

reta 𝐷𝐶 pode ser definida pela condição 𝑦 = 8 ∧ 𝑧 = 4. 
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10. 

10.1. Como 𝐴 e 𝐵 têm ordenada igual a 2 e cota igual a 3, podemos concluir que definem uma reta paralela ao 

eixo 𝑂𝑥. A condição que define a reta 𝐴𝐵 é 𝑦 = 2 ∧ 𝑧 = 3. 

10.2. Os pontos 𝐷 e 𝐸 têm abcissa igual a −2 e ordenada igual a −3. Logo, definem uma reta paralela ao eixo 

𝑂𝑧. A reta 𝐷𝐸 é definida pela condição 𝑥 = −2 ∧ 𝑦 = −3. 

10.3. A reta 𝐹𝐺 não é paralela a nenhum dos eixos coordenados, pois ambos os pontos têm apenas o valor da 

cota em comum. 

10.4. Os pontos 𝐻 e 𝐼 têm abcissa igual a 0 e cota igual a −2. Assim, a reta 𝐻𝐼 é paralela a 𝑂𝑦 e fica definida 

pela condição 𝑥 = 0 ∧ 𝑧 = −2. 

10.5. Os pontos 𝐽 e 𝐾 são coincidentes, pelo que pertencem a três retas paralelas aos eixos coordenados: 

𝑥 = 1 ∧ 𝑦 = 2     𝑦 = 2 ∧ 𝑧 = −1     𝑥 = 1 ∧ 𝑧 = −1 
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11. 

11.1. Tendo em conta os dados fornecidos, podemos verificar que: 

𝐴(4,0,0)      𝐷(0, −4,0)     𝐸(4, −4,4) 

11.2. Sabe-se que 𝑉𝑝𝑖𝑟â𝑚𝑖𝑑𝑒 = 16. Ou seja: 

𝑉𝑝𝑖𝑟â𝑚𝑖𝑑𝑒 = 𝐴[𝐾𝐿𝑀𝐽] × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 

Como 𝐾, 𝐿,𝑀 e 𝐽 são os pontos médios dos lados da face [𝐸𝐹𝐺𝐻], então: 

𝐴[𝐾𝐿𝑀𝐽] =
𝐴[𝐸𝐹𝐺𝐻]

2
=
42

2
= 8 𝑢. 𝑎. 

Assim: 

𝑉𝑝𝑖𝑟â𝑚𝑖𝑑𝑒 = 𝐴[𝐾𝐿𝑀𝐽] × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 ⇔ 16 = 8 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 ⇔
16

8
= 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 ⇔ 2 = 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 

Daqui, podemos concluir que as coordenadas de 𝐼 são: 

𝐼 = (2,2,4 + 2) = (2,2,6) 
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11.3. 

a) O plano 𝐴𝐵𝐸 é definido pela condição 𝑥 = 4. 

b) A reta 𝐸𝐻 é definida pela condição 𝑦 = −4 ∧ 𝑧 = 4. 

c) A face [𝑂𝐷𝐺𝐻] é definida pela condição 𝑥 = 0 ∧ −4 ≤ 𝑦 ≤ 0 ∧ 0 ≤ 𝑧 ≤ 4. 

d) A reta 𝐴𝐵 é definida pela condição 𝑥 = 4 ∧ 𝑧 = 0. 

e) A aresta 𝐴𝐵 é definida pela condição 𝑥 = 4 ∧ −4 ≤ 𝑦 ≤ 0 ∧ 𝑧 = 0. 

11.4. 

a) Uma reta paralela ao eixo 𝑂𝑧 fica definida pela condição 𝑥 = 𝑘1 ∧ 𝑦 = 𝑘2, com 𝑘1 e 𝑘2 constantes reais. A 

reta pretendida terá de incluir o ponto 𝐼 pelo que a condição que a define é 𝑥 = 2 ∧ 𝑦 = 2. 

b) A reta 𝐽𝐿 é definida pela condição 𝑥 = 2 ∧ 𝑧 = 4. Assim, um plano paralelo a 𝐴𝐵𝐸 e que contém a reta 𝐽𝐿 é 

definido pela condição 𝑥 = 2. 
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12. 

12.1. Tem-se que: 

𝑀[𝐴𝐶] = (
1 + 2

2
,
−2 + 2

2
,
3 + (−2)

2
) = (

3

2
, 0,
1

2
) 

12.2. Para que 𝐷 pertença ao plano mediador de [𝐴𝐶], então terá de se verificar que 𝑑(𝐷, 𝐴) = 𝑑(𝐷, 𝐶). Ou 

seja: 

𝑑(𝐷, 𝐴) = √(−2 − 1)2 + (−1 − (−2))
2
+ (−1 − 3)2 = √9 + 1 + 16 = √26 

𝑑(𝐷, 𝐶) = √(−2 − 2)2 + (−1 − 2)2 + (−1 − (−2))
2
= √16 + 9 + 1 = √26 

Concluímos que 𝐷 pertence ao plano mediador de [𝐴𝐶]. 

12.3. O plano mediador de [𝐵𝐶] é dado por: 

(𝑥 − (−4))
2
+ (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − (−1))

2
= (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − (−2))

2
⇔ 

⇔ (𝑥 + 4)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 + 1)2 = (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 + 2)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 + 8𝑥 + 16 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 + 𝑧2 + 2𝑧 + 1 = 𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 + 𝑧2 + 4𝑧 + 4 ⇔ 

⇔ 8𝑥 + 16 − 2𝑦 + 1 + 2𝑧 + 1 = −4𝑥 + 4 − 4𝑦 + 4 + 4𝑧 + 4 ⇔ 

⇔ 8𝑥 + 4𝑥 − 2𝑦 + 4𝑦 + 2𝑧 − 4𝑧 + 16 + 1 + 1 − 4 − 4 − 4 = 0 ⇔ 12𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 + 6 = 0 ⇔ 

⇔ 6𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 3 = 0 
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Tarefa 7 – Página 77 

1. Nesta superfície esférica, tem-se que: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = 𝑑(𝐴, 𝐶) = √(2 − (−2))
2
+ (3 − 5)2 + (−1 − 0)2 = √16 + 4 + 1 = √21 

Assim, para que 𝐵 pertença à superfície esférica considerada, então a sua distância ao centro da circunferência 

terá de ser igual ao raio. 

𝑑(𝐵, 𝐶) = √(−1 − (−2))
2
+ (1 − 5)2 + (−2 − 0)2 = √1 + 16 + 4 = √21 

Concluímos que 𝐵 pertence à superfície esférica. 

2. Comecemos por determinar a distância de 𝐷 ao centro 𝐶: 

𝑑(𝐷, 𝐶) = √(−3 − (−2))
2
+ (6 − 5)2 + (2 − 0)2 = √1 + 1 + 4 = √6 

Podemos concluir que a distância de 𝐷 ao centro 𝐶 é menor do que o raio da superfície esférica. Assim, 𝐷 

encontra-se no interior da esfera. 
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13.  

13.1. A superfície esférica descrita é definida pela equação: 

(𝑥 − (−2))
2
+ (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 2)2 = 12 ⇔ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 2)2 = 1 

13.2. Neste caso, a superfície esférica é definida pela equação: 

(𝑥 − (−1))
2
+ (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − (−3))

2
= 32 ⇔ (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 + 3)2 = 9 

13.3. Comecemos por determinar o raio da superfície esférica: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = √(3 − 1)2 + (0 − (−2))
2
+ (2 − 1)2 = √4 + 4 + 1 = √9 = 3 

Assim, a equação que a define é: 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 2)2 = 32 ⇔ (𝑥 − 3)2 + 𝑦2 + (𝑧 − 2)2 = 9 

13.4. Esta superfície esférica fica determinada pela condição: 

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 0)2 = √5
2
⇔ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 5 

14. 

14.1. Podemos concluir que o centro tem de coordenadas (1, −3,2) e o raio é 2. 

14.2. Neste caso, o centro tem coordenadas (0,7, −1) e raio √7. 

14.3. Esta esfera tem centro no ponto de coordenadas (−2,0,0) e raio 4. 
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Tarefa 8 – Página 79 

1. As coordenadas do centro da esfera são (−1,1,1) e o seu raio é 𝑟𝑎𝑖𝑜 = √4 = 2. 

2. Usando o Geogebra 3D, obtemos a seguinte representação: 

 

3. Usando o GeoGebra 3D, podemos constatar que: 

 

Assim, podemos concluir que a interseção da reta 𝑥 = −1 ∧ 𝑧 = 1 com a esfera são os pontos 𝐵(−1,−1,1) e 

𝐶(−1,3,1). Algebricamente: 

𝑥 = −1 ∧ 𝑧 = 1 

(−1 + 1)2 + (𝑦 − 1)2 + (1 − 1)2 = 4 ⇔ (𝑦 − 1)2 = 4 ⇔ 𝑦 − 1 = ±√4 ⇔ 𝑦 = 2 + 1 ∨ 𝑦 = −2 + 1 ⇔ 

⇔ 𝑦 = 3 ∨ 𝑦 = −1 

4. Recorrendo às potencialidades do GeoGebra 3D, verificamos que: 
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O que neste caso se verifica é que a interseção da reta com a esfera irá ser o ponto 𝐷 de coordenadas (−1,3,1). 

Algebricamente, tem-se que: 

𝑥 = −1 ∧ 𝑦 = 3 

(−1 + 1)2 + (3 − 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 4 ⇔ 0 + 4 + (𝑧 − 1)2 = 4 ⇔ (𝑧 − 1)2 = 4 − 4 ⇔ (𝑧 − 1)2 = 0 ⇔ 

⇔ 𝑧 − 1 = ±√0 ⇔ 𝑧 − 1 = 0 ⇔ 𝑧 = 1 

5. Uma reta que não intersete a esfera poderá ser 𝑥 = 4 ∧ 𝑧 = 5, por exemplo. 

 

6.  

6.1. Corresponde a um círculo. 

 

Podemos determinar o seu centro e o seu raio. 

𝑦 = 2 

Logo: 

(𝑥 + 1)2 + (2 − 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 4 ⇔ (𝑥 + 1)2 + 1 + (𝑧 − 1)2 = 4 ⇔ 

⇔ (𝑥 + 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 4 − 1 ⇔ (𝑥 + 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 3 

Logo, podemos concluir que o círculo contido no plano de equação 𝑦 = 2 tem centro no ponto (−1,2,1) e raio 

igual a √3. 

6.2. 

a) Por exemplo, o plano 𝑥 = 0. 

b) Por exemplo, o plano 𝑧 = 3. 

c) Por exemplo, o plano 𝑦 = −4. 
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Aplicar – Página 79 

15. 

15.1. Sabe-se que o círculo resulta da interseção do plano com a esfera. Logo: 

𝑧 = 8.      𝑥2 + 𝑦2 + 82 = 289 ⇔ 𝑥2 + 𝑦2 = 289 − 64 ⇔ (𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 = 225 

Assim, podemos concluir que o raio do círculo é: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = √225 = 15 

Assim, o perímetro do círculo é: 

𝑃𝑐í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 = 2 × 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜 = 2 × 𝜋 × 15 = 30𝜋 u.m. 

15.2. Neste caso, a interseção da esfera com o plano coordenado 𝑥𝑂𝑦 é um círculo cujo centro coincide com o 

centro da esfera e o raio é: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = √289 = 17 

Logo, a sua área é: 

𝐴𝑐í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 = 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜
2 = 𝜋 × 172 = 289𝜋 u. a. 

15.3. Os planos paralelos ao plano 𝑦𝑂𝑧 são definidos por equações do tipo 𝑥 = 𝑘, com 𝑘 constante e real. Logo, 

tendo em conta a abcissa do centro da esfera e o seu raio, podemos concluir que tais planos ficam definidos 

pelas condições 𝑥 = 17 e 𝑥 = −17. 

 

Aplicar + - Páginas 82 a 93  

1. Por hipótese, tem-se que 𝑥𝑃 = 0, 𝑧𝑃 = 0 e 𝑦𝑃 > 0. Assim: 

𝑥𝑃 = 0 ⇔ 7 − 𝑎2 = 0 ⇔ −𝑎2 = −7 ⇔ 𝑎2 = 7 ⇔ 𝑎 = ±√7 

Como 𝑦𝑃 > 0, então podemos concluir que 𝑎 = −√7, pois −2 × (−√7) = 2√7 que é positivo.  

Para determinar 𝑏, tem-se que: 

𝑧𝑃 = 0 ⇔ 6𝑏 − 3 = 0 ⇔ 6𝑏 = 3 ⇔ 𝑏 =
3

6
⇔ 𝑏 =

1

2
 

Opção (C) 

 

2. Para que [𝐴𝐵𝐶] seja retângulo, então as medidas dos comprimentos dos seus lados obedecem ao Teorema 

de Pitágoras. 

Assim: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐴, 𝐵) = √(3 − 1)2 + (4 − 6)2 + (−2 − 0)2 = √4 + 4 + 4 = √12 = √22 × 3 = 2√3 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐵, 𝐶) = √(1 − 𝑐)2 + (6 − 2)2 + (0 − 1)2 = √(1 − 𝑐)2 + 16 + 1 = √(1 − 𝑐)2 + 17 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐴, 𝐶) = √(3 − 𝑐)2 + (4 − 2)2 + (−2 − 1)2 = √(3 − 𝑐)2 + 4 + 9 = √(3 − 𝑐)2 + 13 
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Equacionando: 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 ⇔ (√(3 − 𝑐)2 + 13)
2
= (2√3)

2
+ (√(1 − 𝑐)2 + 17)

2
⇔ 

⇔ (3 − 𝑐)2 + 13 = 12 + (1 − 𝑐)2 + 17 ⇔ 9 − 6𝑐 + 𝑐2 + 13 = 12 + 1 − 2𝑐 + 𝑐2 + 17 ⇔ 

⇔ −6𝑐 + 2𝑐 = 12 + 1 + 17 − 9 − 13 ⇔ −4𝑥 = 8 ⇔ 𝑥 =
8

−4
⇔ 𝑥 = −2 

Opção (B) 

3. O volume da pirâmide é dado por 

𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸] =
1

3
× 𝐴[𝐴𝐵𝐶𝐷] × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 

Ora, temos que: 

𝐴(2; 0; 0)    𝐵(0; 2; 0)     𝐶(2; 4; 0)     𝐷(4; 2; 0)     𝐸(2; 2; 6) 

Sejam 𝑀 o ponto médio de [𝐵𝐷]. 

Assim: 

𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐴, 𝐷) = √(2 − 4)2 + (0 − 2)2 + (0 − 0)2 = √4 + 4 + 0 = √8 = √22 × 2 = 2√2 

𝐴[𝐴𝐵𝐶𝐷] = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅
2 = (2√2)

2
= 22 × 2 = 8        𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 𝑧𝐸 = 6 

Ou seja: 

𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸] =
1

3
× 8 × 6 = 16 𝑢. 𝑣. 

Opção (B) 

4. Um plano paralelo a 𝑥𝑂𝑦 é definido por uma condição do tipo 𝑧 = 𝑘, com 𝑘 uma constante real. Como o 

plano tem de passar por 𝐵, podemos concluir que a equação que o define é 𝑧 = −3. 

Opção (D) 

5. Uma reta paralela ao eixo das abcissas é definida por uma condição do tipo 𝑦 = 𝑘1 ∧ 𝑧 = 𝑘2, em que 𝑘1 e 𝑘2 

são constantes reais. 

Opção (C) 

6. Uma reta perpendicular ao plano 𝑥𝑂𝑧 é paralela ao eixo 𝑂𝑦. 

Opção (D) 

7. 

7.1. O ponto 𝐺 tem coordenadas (−4,−3,3), tendo em conta as condições descritas. 

Opção (D) 
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7.2. O ponto médio de [𝐴𝐻] é dado por: 

𝑀[𝐴𝐻] = (
4 + (−4)

2
,
−3 + 2

2
,
0 + 3

2
) = (0,−

1

2
,
3

2
) 

Opção (C) 

7.3. Tem-se que: 

𝐵(4,2,0)    𝐺(−4,−3,3) 

Assim, a equação do plano mediador de [𝐵𝐺] pode ser obtido por: 

(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 0)2 = (𝑥 − (−4))
2
+ (𝑦 − (−3))

2
+ (𝑧 − 3)2 ⇔ 

⇔ (𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 2)2 + 𝑧2 = (𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 3)2 + (𝑧 − 3)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 8𝑥 + 16 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 + 𝑧2 = 𝑥2 + 8𝑥 + 16 + 𝑦2 + 6𝑦 + 9 + 𝑧2 − 6𝑧 + 9 ⇔ 

⇔ −8𝑥 − 8𝑥 − 4𝑦 − 6𝑦 + 6𝑧 + 4 − 9 − 9 = 0 ⇔ 

⇔ −16𝑥 − 10𝑦 + 6𝑧 − 14 = 0 ⇔ −8𝑥 − 5𝑦 + 3𝑧 − 7 = 0 ⇔ 8𝑥 + 5𝑦 − 3𝑧 + 7 = 0 

Opção (A) 

7.4. O volume do paralelepípedo pode ser calculado através: 

𝑉𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝𝑖𝑝𝑒𝑑𝑜 = 𝐴[𝐴𝐵𝐹𝐸] × 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐵𝐹̅̅ ̅̅ × 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 5 × 8 × 3 = 120 𝑢. 𝑣. 

Opção (D) 

 

8. Podemos observar que 𝐴 e 𝐵 têm ordenadas iguais e cotas iguais, sendo as suas abcissas simétricas. Assim, o 

plano mediador do segmento de reta [𝐴𝐵] é o plano 𝑦𝑂𝑧, ou seja, o plano de equação 𝑥 = 0. 

Opção (A) 

9. Temos que: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = 4 ⇔ √−𝑚 + 14 = 4 ⇔ (√−𝑚 + 14)
2
= 42 ⇔ −𝑚+ 14 = 16 ⇔ −𝑚 = 16 − 14 ⇔ −𝑚 = 2 ⇔ 

⇔ 𝑚 = −2 

Opção (C) 

10. 

10.1. Tendo em conta as informações dadas no enunciado, podemos verificar que 𝐶(−2; 2; 2). 

Opção (D) 

10.2. A reta 𝐴𝐵 pode ser definida pela condição 𝑥 = 0 ∧ 𝑧 = 2. 

Opção (B) 
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10.3. Tem-se que: 

𝑂(0; 0; 0)    𝐶(−2; 2; 2) 

𝑑(𝑂, 𝐶) = √(0 − (−2))
2
+ (0 − 2)2 + (0 − 2)2 = √4 + 4 + 4 = √12 = √22 × 3 = 2√3 

Opção (B) 

10.4. Como o ponto 𝐻 pertence ao eixo 𝑂𝑥, então 𝐻 = (𝑥𝐺; 0; 0), em que 𝑥𝐺  é um número real. 

𝑑(𝐻, 𝐶) = √33 ⇔ √(𝑥𝐺 − (−2))
2
+ (0 − 2)2 + (0 − 2)2 = √33 ⇔ 

⇔ (√(𝑥𝐺 − (−2))
2
+ (0 − 2)2 + (0 − 2)2)

2

= (√33)
2
⇔ (𝑥 + 2)2 + 4 + 4 = 33 ⇔ (𝑥 + 2)2 = 25 ⇔ 

⇔ 𝑥 + 2 = ±√25 ⇔ 𝑥 + 2 = 5 ∨ 𝑥 + 2 = −5 ⇔ 𝑥 = 5 − 2 ∨ 𝑥 = −5 − 2 ⇔ 𝑥 = 3 ∨ 𝑥 = −7 

Concluímos, então, que as possíveis coordenadas de 𝐻 são (−7; 0; 0) e (3; 0; 0). 

Opção (A) 

10.5. O plano 𝐴𝐵𝐺 é o plano mediador do segmento de reta [𝐶𝐹]. Assim: 

𝐶(−2; 2; 2)   𝐹(0; 2; 0) 

(𝑥 − (−2))
2
+ (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 2)2 = (𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 0)2 ⇔ 

⇔ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 2)2 = 𝑥2 + (𝑦 − 2)2 + 𝑧2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 + 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 + 𝑧2 − 4𝑧 + 4 = 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 + 𝑧2 ⇔ 

⇔ 4𝑥 − 4𝑧 + 4 + 4 = 0 ⇔ 4𝑥 − 4𝑧 + 8 = 0 ⇔ 𝑥 − 𝑧 + 2 = 0 

Opção (D) 

10.6. Reconhece-se a equação cartesiana de uma superfície esférica, cujo centro é (−2; 2; 0) e cujo raio é igual 

a  √8 = √22 × 2 = 2√2. 

Assim, identificamos o centro como o ponto 𝐺.  

O comprimento do raio é igual ao comprimento de [𝐴𝐸], pois: 

𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = √(0 − (−2))
2
+ (0 − 0)2 + (2 − 0)2 = √4 + 4 = √8 = 2√2 

Opção (A) 

11. 

11.1. [𝐴𝐶𝐹] é um triângulo equilátero, pois os seus lados são diagonais faciais no cubo, cujas medidas dos seus 

comprimentos são iguais. 
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11.2. Observando a vista de cima do cubo, tem-se a seguinte representação: 

 

Assim, aplicando o Teorema de Pitágoras, ao triângulo [𝐸𝑀𝐽], temos que: 

𝐸𝑀̅̅̅̅̅ = 𝐸𝐽̅̅ ̅ =
𝑎

2
 

𝐽𝑀̅̅ ̅̅ 2 = 𝐸𝑀̅̅̅̅̅2 + 𝐸𝐽̅̅ ̅2 ⇔ 𝐽𝑀̅̅̅̅ 2 = (
𝑎

2
)
2

+ (
𝑎

2
)
2

⇔ 𝐽𝑀̅̅̅̅ 2 =
𝑎2

4
+
𝑎2

4
⇔ 𝐽𝑀̅̅ ̅̅ 2 =

2𝑎2

4
⇔ 

Como 𝐽𝑀̅̅ ̅̅ >0, então 𝐽𝑀̅̅ ̅̅ = √
2𝑎2

4
⇔ 𝐽𝑀̅̅̅̅ =

√2𝑎2

√4
⇔ 𝐽𝑀̅̅̅̅ =

√2𝑎

2
 

11.3. O volume do tetraedro [𝐴𝐶𝐹𝐻] é dado por: 

𝑉[𝐴𝐶𝐹𝐻] = 𝑉𝑐𝑢𝑏𝑜 − 4 × 𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐹] = 𝑎
3 − 4 ×

1

3
× 𝐴[𝐴𝐵𝐶] × 𝐵𝐹̅̅ ̅̅ = 𝑎

3 − 4 ×
1

3
×
𝑎 × 𝑎

2
× 𝑎 = 

= 𝑎3 −
2

3
𝑎3 =

3

3
𝑎3 −

2

3
𝑎3 =

1

3
𝑎3 u. v. 

11.4. Comecemos por determinar o volume do octaedro. 

𝑉[𝑁𝐿𝐾𝐽𝑀𝐼] = 2 × 𝑉[𝐾𝐿𝑀𝐽𝐼] = 2 ×
1

3
× 𝐴[𝐾𝐿𝑀𝐽] × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 2 ×

1

3
× (
√2𝑎

2
)

2

×
𝑎

2
= 

=
2

3
×
2𝑎2

4
×
𝑎

2
=
4𝑎3

24
=
𝑎3

6
 u. v. 

Logo, a razão entre os volumes do tetraedro e do octaedro é 

𝑟𝑎𝑧ã𝑜 =

1
3
𝑎3

1
6
𝑎3
=
1

3
:
1

6
=
1

3
×
6

1
=
6

3
= 2 

11.5. Sabemos que o volume do cubo é 24 cm3. 

Logo, a medida da sua aresta é: 

𝑎 = √24
3

= √23 × 3 = 2√3
3
 cm 

Logo: 

𝑉𝑜𝑐𝑡𝑎𝑒𝑑𝑟𝑜 =
1

6
(2√3

3
)
3
=
1

6
× 8 × 3 =

24

6
= 4 cm3 

𝑉𝑡𝑎𝑡𝑟𝑎𝑒𝑑𝑟𝑜 =
1

2
× (2√3

3
)
3
=
1

2
× 8 × 2 =

16

2
= 8 cm3 



 
 

77 
Matemática A – Ensino Secundário - RESOLUÇÕES                                                                                                                          

 

12. 

12.1. Observando a representação da pirâmide, podemos concluir que: 

𝐴(3,−3,0)    𝐵(3,3,0)    𝐶(−3,3,0)    𝐷(−3,−3,0)      𝐸(0,0,4) 

12.2. O volume da pirâmide é dado por: 

𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸] =
1

3
× 𝐴[𝐴𝐵𝐶𝐷] × 𝑂𝐸̅̅ ̅̅ =

1

3
× 6 × 6 × 4 = 48 𝑐𝑚3 

12.3. A área lateral da pirâmide é obtida através de 

𝐴𝑙𝑎𝑡𝑒𝑟𝑎𝑙 = 4 × 𝐴[𝐴𝐵𝐸] 

Sabemos que 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 4. Determinando a medida do comprimento da sua altura, vem que: 

𝑀[𝐴𝐵] = (
3 + 3

2
,
−3 + 3

2
,
0 + 0

2
) = (3,0,0) 

𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 𝑑(𝑀, 𝐸) = √(3 − 0)2 + (0 − 0)2 + (0 − 4)2 = √9 + 16 = √25 = 5 

Logo: 

𝐴𝑙𝑎𝑡𝑒𝑟𝑎𝑙 = 4 ×
6 × 5

2
= 60 cm2 

12.4.a) Tendo em conta as condições dadas, podemos observar que: 

𝐸𝐾̅̅ ̅̅ =
1

4
𝑂𝐸̅̅ ̅̅ =

1

4
× 4 = 1 

Logo, a cota do ponto 𝐾 é dada por 𝑧𝐾 = 4 − 1 = 3. 

12.4.b) Observando a vista de frente da pirâmide, obtemos a seguinte representação: 

 

Pelo critério A-A, os triângulos [𝐻𝐹𝐸] e [𝐽𝐿𝐸] são semelhantes (o ângulo 𝐻𝐸𝐹 é comum aos dois triângulos e 

𝐸𝐻̂𝐹 = 𝐸𝐽𝐿 pois são definidos por retas paralelas). A razão de semelhança entre os dois triângulos é 
1

4
. 

Assim, a semelhança entre as áreas é dada por: 

𝐴[𝐽𝐿𝑀𝑁]

𝐴[𝐴𝐵𝐶𝐷]
= 𝑟𝑎𝑧ã𝑜2 = (

1

4
)
2

=
1

16
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13. 

13.1. Por observação do referencial e tendo em conta as condições dadas, temos que: 

𝐻(−2,0,2)    𝐹(−4,1,0)      𝐵(−4,1,2) 

13.2. Temos que: 

𝐽(2,0,2)    𝐹(−4,1,0) 

𝐽𝐹̅̅ ̅ = 𝑑(𝐽, 𝐹) = √(2 − (−4))
2
+ (0 − 1)2 + (2 − 0)2 = √36 + 1 + 4 = √41 

13.3.a) O plano 𝑂𝐺𝐼 é definido pela equação 𝑥 = 0. 

13.3.b) O plano 𝐴𝐽𝐸 é definido pela condição 𝑥 = 2. 

13.3.c) O plano 𝐶𝐹𝐵 é definido pela equação 𝑦 = 1. 

13.3.d) O plano 𝐷𝐻𝐵 é definido pela condição 𝑧 = 2. 

13.3.e) A aresta [𝐴𝐽] é definida pela condição 𝑥 = 2 ∧ 𝑦 = 0 ∧ 0 ≤ 𝑧 ≤ 2. 

13.3.f) A reta 𝐷𝐵 é definida pela condição 𝑥 = −4 ∧ 𝑧 = 2. 

13.4. Na primeira frase, o Pedro está a referir-se ao plano 𝐷𝐵𝐹. Na segunda frase, o Pedro está a referir-se à 

aresta [𝐸𝑁]. 

13.5. Neste caso, o paralelepípedo que o Pedro necessita de construir será definido pela condição: 

−6 ≤ 𝑥 ≤ −4 ∧ 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 ∧ 0 ≤ 𝑧 ≤ 2 

14. 

14.1. Sabemos que 𝑉𝑐𝑢𝑏𝑜 = 8. Logo, a sua aresta será: 

𝑎𝑟𝑒𝑠𝑡𝑎 = √8
3
= 2 u.m. 

Assim, podemos concluir que: 

𝐴(0,−4,0)       𝐵(−2,−2,2)       𝐶(−4,0,4)      𝐷(−2,−4,4)     𝐸(0,0,2) 

𝐹(−2,0,4)    𝐺(−4,0,0)           𝑂(0,0,0) 

14.2. Tendo em conta as indicações dadas, podemos concluir que as coordenadas do ponto 𝐼 são (0; 0; 4). Tal 

verifica-se, pois, a abcissa dos pontos pertencentes ao sólido representado está compreendida entre 0 e −4. 

Logo, 𝑥𝐼 = 0. 

14.3. Por exemplo, o ponto 𝐵 de coordenadas (−2;−2; 2). 

15. 

15.1.  

𝐴(2, −2,4)    𝐵(2,2,4)     𝐶(−2,2,4)      𝐷(−2,−2,4) 

𝐸(2, −2,−4)    𝐹(2,2, −4)     𝐺(−2,2, −4)    𝐻(−2, −2,−4) 
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15.2. Seja 𝑀 o ponto médio do segmento de reta [𝐷𝐵]. O triângulo [𝐴𝐵𝐷] é retângulo, pelo que podemos usar 

o Teorema de Pitágoras: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 2 = 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 42 + 42 = 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 16 + 16 = 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 32 = 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ 2 

Como 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ > 0, então 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = √32 ⇔ 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = √22 × 22 × 2 ⇔ 𝐵𝐷̅̅ ̅̅ = 4√2 

Logo, podemos concluir que 𝑀𝐵̅̅ ̅̅̅ =
𝐵𝐷̅̅ ̅̅

2
=
4√2

2
= 2√2.  

Aplicando o Teorema de Pitágoras ao triângulo [𝐼𝑀𝐵], tem-se que: 

𝑀𝐵̅̅ ̅̅̅2 +𝑀𝐼̅̅ ̅̅ 2 = 𝐵𝐼̅̅ ̅2 ⇔ (2√2)
2
+𝑀𝐼̅̅ ̅̅ 2 = 52 ⇔ 8+𝑀𝐼̅̅ ̅̅ 2 = 25 ⇔ 𝑀𝐼̅̅ ̅̅ 2 = 25 − 8 ⇔ 𝑀𝐼̅̅ ̅̅ 2 = 17 

Como 𝑀𝐼̅̅ ̅̅ > 0, então 𝑀𝐼̅̅ ̅̅ = √17 

Concluímos então que 𝐼 tem de coordenadas (0,0,4 + √17). 

15.3. 

a) A semirreta 𝐻̇𝐷 fica definida pela condição 𝑥 = −2 ∧ 𝑦 = −2 ∧ 𝑧 ≥ −4. 

b) O polígono [𝐸𝐹𝐺𝐻] é definido pela condição −2 ≤ 𝑥 ≤ 2 ∧ −2 ≤ 𝑦 ≤ 2 ∧ 𝑧 = −4. 

15.4. 

a) A condição define a reta 𝐴𝐷. 

b) A equação define o plano que contém a face [𝐴𝐵𝐶𝐷], ou seja, o plano 𝐴𝐵𝐶. 

c) A condição define o quadrilátero [𝐶𝐷𝐻𝐺]. 

d) A condição define o prisma [𝐴𝐵𝐶𝐷𝐻𝐸𝐹𝐺]. 

16. 

16.1. Tendo em conta o modelo geométrico descrito, tem-se que: 

𝐵(6,−4,0)     𝐶(−6,4,0)    𝐷(−6,−4,0)      𝐸(6,2,7)      𝐹(−6,2,7)      𝐺(6, −2,7) 

16.2. O plano que contém [𝐸𝐹𝐺𝐻] é definido pela condição 𝑧 = 7. 

16.3. O volume do plinto é dado por: 𝑉𝑏𝑜𝑞𝑢𝑒 = 𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻] +
𝑉𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜

2
 

Assim: 

𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻] = 𝐴[𝐴𝐵𝐸𝐺] × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =
(𝐴𝐵̅̅ ̅̅ + 𝐸𝐺̅̅ ̅̅ ) × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎

2
× 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =

(8 + 4) × 7

2
× 12 =

12 × 7

2
× 12 = 504 dm3 

𝑉𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜 = 𝐴𝑏𝑎𝑠𝑒 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜 = 𝜋 × 2
2 × 12 = 48𝜋 dm3 

Concluímos que: 𝑉𝑏𝑜𝑞𝑢𝑒 = 𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻] +
𝑉𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜

2
= 504 +

48𝜋

2
= 504 + 24𝜋 

Logo, 𝑉𝑏𝑜𝑞𝑢𝑒 ≈ 579,4 dm
3 
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16.4. Tendo em conta os dados do problema, a secção a considerar poderá ser representada da seguinte 

forma (polígono a negro): 

 

Assim, a secção trata-se de um retângulo, cujas dimensões serão dadas por: 

𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 = 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎 = 12 𝑚                          𝑙𝑎𝑟𝑔𝑢𝑟𝑎 = 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎 + 𝑟𝑎𝑖𝑜 = 7 + 2 = 9 m 

𝑃𝑠𝑒𝑐çã𝑜 = 2 × 12 + 2 × 9 = 24 + 18 = 42 m               𝐴𝑠𝑒𝑐çã𝑜 = 12 × 9 = 108 m
2 

 

17. 

17.1. 

𝐵(4,4,0)       𝐶(−4,4,0)     𝐷(−4,−4,0) 

17.2. A reta 𝐶𝐷 fica definida pela condição 𝑥 = −4 ∧ 𝑧 = 0. 

17.3. A reta que é paralela ao eixo das cotas e que contém o ponto 𝐴 é definida pela condição 𝑥 = 4 ∧ 𝑦 = −4. 

17.4. Teremos de determinar o volume do cone onde irá ser depositado o perfume. Ou seja: 

𝑉𝑐𝑜𝑛𝑒 =
1

3
× 𝐴𝑏𝑎𝑠𝑒 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 =

1

3
× 𝜋 × 42 × 6 ≈ 100,53 cm3 = 0,10053 𝑑𝑚3 ≈ 0,10 𝑙 

Como 150 𝑚𝑙 = 0,15 𝑙 e a capacidade do cone é 0,10 𝑙, podemos concluir que a empresa não conseguirá encher 

o frasco com 150 ml de perfume. 

17.5. A embalagem de perfume de 125 ml irá manter a base do cone onde se irá depositar o perfume. No 

entanto, a sua altura irá adaptar-se à quantidade de perfume a colocar lá.  

Assim, seja ℎ o comprimento da altura do cone das embalagens de 125 ml.  

Ou seja: 125 ml = 0,125 𝑙 = 0,125 𝑙 = 0,125 dm3 = 125 cm3 = 𝑉𝑐𝑜𝑛𝑒  

Concluímos então que 

𝑉𝑐𝑜𝑛𝑒 = 125 ⇔
1

3
× 𝐴𝑏𝑎𝑠𝑒 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 125 ⇔

1

3
× 𝜋 × 42 × ℎ = 125 ⇔

16

3
𝜋ℎ = 125 ⇔ ℎ =

125

16
3
𝜋
⇔ 

⇔ ℎ = 375:
16

3
𝜋 ⇔ ℎ = 375 ×

3

16𝜋
⇔ ℎ =

1125

16𝜋
 

As coordenadas do ponto 𝐸 são (0; 0;
1125

16𝜋
). 
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18. Comecemos por determinar as distâncias entre os pontos. 

𝑑(𝐴, 𝐵) = √(2 − 5)2 + (−5 − 1)2 + (3 − (−3))
2
= √9 + 36 + 0 = √45 = √32 × 5 = 3√5 

𝑑(𝐴, 𝐶) = √(2 − 2)2 + (−5 − 4)2 + (3 − 7)2 = √0 + 81 + 16 = √97 

𝑑(𝐵, 𝐶) = √(5 − 2)2 + (1 − 4)2 + (−3 − 7)2 = √9 + 9 + 100 = √118 

Tendo em conta as distâncias determinadas, podemos concluir que os dois pontos mais próximos são os pontos 

𝐴 e 𝐵. 

 

19. 

19.1. Tem-se que: 𝑀[𝐴𝐵] = (
1

2
+(−2)

2
,
3+
3

2

2
,
1+2

2
) = (−

3

2

2
,
9

2

2
,
3

2
) = (−

3

4
,
9

4
,
3

2
) 

19.2. Seja 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) um ponto do plano mediador de [𝐴𝐵]. 

Então,  

(𝑥 −
1

2
)
2

+ (𝑦 − 3)2 + (𝑧 − 1)2 = (𝑥 − (−2))
2
+ (𝑦 −

3

2
)
2

+ (𝑧 − 2)2 ⇔ 

⇔ (𝑥 −
1

2
)
2

+ (𝑦 − 3)2 + (𝑧 − 1)2 = (𝑥 + 2)2 + (𝑦 −
3

2
)
2

+ (𝑧 − 2)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 𝑥 +
1

4
+ 𝑦2 − 6𝑦 + 9 + 𝑧2 − 2𝑧 + 1 = 𝑥2 + 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 3𝑦 +

9

4
+ 𝑧2 − 4𝑧 + 4 ⇔ 

⇔ −𝑥 − 4𝑥 − 6𝑦 + 3𝑦 − 2𝑧 + 4𝑧 +
1

4
+ 9 + 1 − 4 −

9

4
− 4 = 0 ⇔ 

⇔ −5𝑥 − 3𝑦 + 2𝑧 = 0 

 

19.3.  𝑀[𝐵𝐶] = (
−2+𝑥

2
,
3

2
+𝑦

2
,
2+𝑧

2
) 

Logo, (
−2+𝑥

2
,
3

2
+𝑦

2
,
2+𝑧

2
) = (

1

2
, 3,1) 

Ou seja, 

−2 + 𝑥

2
=
1

2
⇔ 𝑥 = 3 

3
2
+ 𝑦

2
= 3 ⇔

3

2
+ 𝑦 = 6 ⇔ 𝑦 =

9

2
 

2 + 𝑧

2
= 1 ⇔ 𝑧 = 0 

Então, 𝐶 (3,
9

2
, 0). 
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19.4. O centro da esfera é 𝑀[𝐴𝐵] = (−
3

4
;
9

4
;
3

2
) 

O raio da esfera é dado por 

 𝑑(𝑀[𝐴𝐵], 𝐵) = √(−
3

4
+ 2)

2
+ (

9

4
−
3

2
)
2
+ (

3

2
− 2)

2
= √(

5

4
)
2
+ (

3

4
)
2
+ (−

1

2
)
2
= √

25

16
+

9

16
+

4

16
= √

38

16
=
√38

4
 

Inequação da esfera: 

(𝑥 +
3

4
)
2

+ (𝑦 −
9

4
)
2

+ (𝑧 −
3

2
)
2

≤
38

16
 

20. 

20.1. Tendo em conta o descrito e o referencial cartesiano representado, podemos concluir que: 

𝐴(5,5,10)     𝐵(5,0,5)    𝐶(0,5,5)     𝐸(10,5,5)    𝐹(5,5,0)     𝐺(5,10,5) 

20.2. O volume do octaedro pode ser determinado da seguinte forma: 

𝑉𝑜𝑐𝑡𝑎𝑒𝑑𝑟𝑜 = 2 × 𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐺𝐸] = 2 ×
1

3
× 𝐴[𝐵𝐶𝐺𝐸] × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 

Assim, tem-se que: 

𝐵𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑑(𝐵, 𝐸) = √(5 − 10)2 + (0 − 5)2 + (5 − 5)2 = √25 + 25 + 0 = √50 = √2 × 52 = 5√2 

𝐴[𝐵𝐶𝐺𝐸] = 𝐵𝐸̅̅ ̅̅
2 = (5√2)

2
= 25 × 2 = 50 𝑢. 𝑎. 

Logo: 

𝑉𝑜𝑐𝑡𝑎𝑒𝑑𝑟𝑜 = 2 ×
1

3
× 𝐴[𝐵𝐶𝐺𝐸] × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 2 ×

1

3
× 50 × 5 =

500

3
 u. v. 

20.3. 

a) O sólido obtido corresponde a um cone cujo centro da base coincide com o centro da esfera e cuja geratriz é 

[𝐴𝐵]. 

b) Tem-se que: 

𝑉𝑒𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎 =
4

3
𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜3 =

4

3
𝜋 × 53 =

500

3
𝜋 u. v. 

𝑉𝑐𝑜𝑛𝑒 =
1

3
× 𝐴𝑏𝑎𝑠𝑒 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 =

1

3
× 𝜋 × 52 × 5 =

125

3
𝜋 u. v. 

Ou seja: 

𝑟𝑎𝑧ã𝑜 =

125
3
𝜋

500
3
𝜋
=
125

3
:
500

3
=
125

3
×
3

500
=
125

500
=
1

4
 

20.4. (𝑥 − 5)2 + (𝑦 − 5)2 + (𝑧 − 5)2 ≤ 25 
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21. 

21.1. Analisando as condições dadas, temos que: 

 

21.2. Os pontos 𝐸 e 𝐻 tem coordenadas (2,2, −3) e (−1,5, −3), respetivamente. O ponto 𝐸 pertence ao 5.º 

octante e o ponto 𝐻 pertence ao 6.º octante. 

21.3. 

a) A reta 𝑁𝐾 é definida pela condição 𝑥 = −1 ∧ 𝑦 = 5. 

b) A face [𝐾𝑇𝐻𝑄] é definida pela condição algébrica −4 ≤ 𝑥 ≤ −1 ∧ 𝑦 = 5 ∧ −3 ≤ 𝑧 ≤ 0. 

c) O plano 𝑀𝑁𝑃 é definida pela equação 𝑧 = 3. 

d) O plano mediador de [𝐵𝑄] é obtido através: 

𝐵(5; 2; 0)    𝑄(−4; 5;−3) 

(𝑥 − 5)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 0)2 = (𝑥 − (−4))
2
+ (𝑦 − 5)2 + (𝑧 − (−3))

2
⇔ 

⇔ (𝑥 − 5)2 + (𝑦 − 2)2 + 𝑧2 = (𝑥 + 4)2 + (𝑦 − 5)2 + (𝑧 + 3)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 10𝑥 + 25 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 + 𝑧2 = 𝑥2 + 8𝑥 + 16 + 𝑦2 − 10𝑦 + 25 + 𝑧2 + 6𝑧 + 9 ⇔ 

⇔ −10𝑥 − 8𝑥 − 4𝑦 + 10𝑦 − 6𝑧 + 25 + 4 − 16 − 25 − 9 = 0 ⇔ 

⇔ −18𝑥 + 6𝑦 − 6𝑧 − 21 = 0 ⇔ 6𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 − 7 = 0 

 

21.4. 

a) A condição define o plano 𝑃𝑀𝑁. 

b) A condição define a aresta [𝐵𝐺]. 

c) A condição define a reta 𝑆𝑄. 

21.5. Podemos começar por determinar o centro da superfície esférica que corresponde ao ponto médio de 

[𝐵𝐹]. 

𝐵(5,2,0)    𝐹(2,5, −3) 

𝑀[𝐵𝐹] = (
5 + 2

2
,
2 + 5

2
,
0 + (−3)

2
) = (

7

2
,
7

2
, −
3

2
) 
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Tendo em conta que a superfície esférica é circunscrita ao cubo, o seu diâmetro é metade de 𝐵𝐹̅̅ ̅̅ . 

Assim: 

𝑑(𝐵, 𝐹) = √(5 − 2)2 + (2 − 5)2 + (0 − (−3))
2
= √9 + 9 + 9 = √27 = √32 × 3 = 3√3 

𝑑 = 3√3      𝑟𝑎𝑖𝑜 =
3√3

2
 

Concluímos então que a equação da superfície esférica considerada é: 

(𝑥 −
7

2
)
2

+ (𝑦 −
7

2
)
2

+ (𝑧 − (−
3

2
))

2

= (
3√3

2
)

2

⇔ (𝑥 −
7

2
)
2

+ (𝑦 −
7

2
)
2

+ (𝑧 +
3

2
)
2

=
27

4
 

22. 

22.1. Tendo em conta que a diagonal facial do cubo é igual a √72 e aplicando o Teorema de Pitágoras ao 

triângulo [𝐴𝐵𝐺], vem que: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐺̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 ⇔ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 = √72
2
⇔ 2𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 = 72 ⇔ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 =

72

2
⇔ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 = 36 

Como 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ > 0, 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = √36 ⇔ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 6 

Concluímos então que a medida do comprimento da aresta do cubo é 6.  

Logo: 

𝐴 = (6,0,0) 

22.2. Tem-se que: 

𝐴(6,0,0)    𝐷(0,6,6) 

Logo: 

𝑑(𝐴, 𝐷) = √(6 − 0)2 + (0 − 6)2 + (0 − 6)2 = √36 + 36 + 36 = √108 = √62 × 3 = 6√3 

A distância de 𝐴 a 𝐷 é 6√3 unidades de medida. 

 

22.3. 

a) Temos que 𝐴(6; 0; 0) e 𝐺(6; 6; 6).  

Seja 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) um ponto do plano mediador de [𝐴𝐺]. 

Então, 

(𝑥 − 6)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 0)2 = (𝑥 − 6)2 + (𝑦 − 6)2 + (𝑧 − 6)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 12𝑥 + 36 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑥2 − 12𝑥 + 36 + 𝑦2 − 12𝑦 + 36 + 𝑧2 − 12𝑧 + 36 ⇔ 

⇔ 12𝑦 + 12𝑧 + 36 − 36 − 36 − 36 = 0 ⇔ 12𝑦 + 12𝑧 − 72 = 0 ⇔ 𝑦 + 𝑧 − 6 = 0 
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b) A face [𝐵𝐶𝐷𝐺] é definida pela condição 0 ≤ 𝑥 ≤ 6 ∧ 𝑦 = 6 ∧ 0 ≤ 𝑧 ≤ 6. 

c) A esfera inscrita no cubo tem como centro o ponto médio de [𝐴𝐷] e raio metade da medida do comprimento 

da aresta do cubo. 

Ou seja: 

𝑀[𝐴𝐷] = (
6 + 0

2
,
0 + 6

2
,
0 + 6

2
) = (3,3,3)        𝑟𝑎𝑖𝑜 =

6

2
= 3 

Logo: 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 − 3)2 ≤ 32 ⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 − 3)2 ≤ 9 

22.4. Como 𝑧 = 2 é o plano que interseta a esfera, então: 

   (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 3)2 + (2 − 3)2 ≤ 9 ⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 3)2 + 1 ≤ 9 ⇔ 

⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 3)2 ≤ 9 − 1 ⇔ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 3)2 ≤ 8 

A figura que resulta da interseção da esfera com o plano é um círculo de centro no ponto (3; 3; 2) e raio √8. A 

sua área pode ser obtida fazendo: 

𝐴𝑐í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 = 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜
2 = 𝜋 × √8

2
= 8𝜋 u. a. 

23. 

23.1. A reta 𝐷𝐸 pode ser definida pela condição 𝑥 = 8 ∧ 𝑧 = 8. 

23.2. Tem-se que o centro da superfície esférica é o ponto 𝐻 de coordenadas (4; 4; 16). O raio da superfície 

esférica pode ser obtido, calculando: 

𝑑(𝐸,𝐻) = √(8 − 4)2 + (8 − 2)2 + (8 − 16)2 = √16 + 16 + 64 = √96 = √22 × 22 × 2 × 3 = 4√6 

Ou seja, a superfície esférica pode ser definida pela condição: 

(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 4)2 + (𝑧 − 16)2 = (4√6)
2
⇔ (𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 4)2 + (𝑧 − 16)2 = 96 

23.3. Tem-se que: 

𝐴(8,0,0)     𝐹(0,8,8) 

Seja 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) um ponto do plano mediador de [𝐴𝐹]. 

Logo, 

(𝑥 − 8)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 0)2 = (𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 8)2 + (𝑧 − 8)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 16𝑥 + 64 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 − 16𝑦 + 64 + 𝑧2 − 16𝑧 + 64 ⇔ 

⇔ −16𝑥 + 16𝑦 + 16𝑧 + 64 − 64 − 64 = 0 ⇔ −16𝑥 + 16𝑦 + 16𝑧 − 64 = 0 ⇔ 𝑥 − 𝑦 − 𝑧 + 4 = 0 

23.4. O quadrado [𝐼𝐽𝐿𝑀] é semelhante com o quadrado [𝐷𝐸𝐹𝐺]. A sua razão de semelhança irá ser dada pela 

razão entre as alturas das pirâmides [𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻] e [𝐼𝐽𝐿𝑀𝐻], pelo que: 

𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎[𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻] = 8          𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎[𝐼𝐽𝐿𝑀𝐻] = 16 − 13 = 3 

Assim: 

𝑟𝑎𝑧ã𝑜𝑟𝑒𝑑𝑢çã𝑜 =
3

8
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Ou seja: 

𝐿𝑀̅̅ ̅̅ =
3

8
𝐷𝐸̅̅ ̅̅ =

3

8
× 8 = 3 u.m. 

Pelo que: 

𝐴[𝐼𝐽𝐿𝑀] = 𝐿𝑀̅̅ ̅̅
2 = 32 = 9 u. a. 

23.5. Tem-se que a interseção do sólido pelo plano 𝑧 = 𝑘, faz com que: 

𝑉𝑠ó𝑙𝑖𝑑𝑜 1 = 𝑉𝑠ó𝑙𝑖𝑑𝑜 2 ⇔ 𝑉𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝𝑖𝑝𝑒𝑑𝑜 1 = 𝑉𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝𝑖𝑝𝑒𝑑𝑜 2 + 𝑉𝑝𝑖𝑟â𝑚𝑖𝑑𝑒  

Mas então: 

𝑉𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝𝑖𝑝𝑒𝑑𝑜 1 = 𝐴𝑏𝑎𝑠𝑒 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 8
2 × 𝑘 = 64𝑘 u. v.  

𝑉𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝𝑖𝑝𝑒𝑑𝑜 2 = 𝐴𝑏𝑎𝑠𝑒 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 8
2 × (8 − 𝑘) = 64 × (8 − 𝑘) = 512 − 64𝑘 

𝑉𝑝𝑖𝑟â𝑚𝑖𝑑𝑒 =
1

3
× 𝐴𝑏𝑎𝑠𝑒 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 =

1

3
× 82 × 8 =

512

3
 u. v. 

Equacionando: 

𝑉𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝𝑖𝑝𝑒𝑑𝑜 1 = 𝑉𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝𝑖𝑝𝑒𝑑𝑜 2 + 𝑉𝑝𝑖𝑟â𝑚𝑖𝑑𝑒 ⇔ 

⇔ 64𝑘 = 512 − 64𝑘 +
512

3
⇔ 64𝑘 + 64𝑘 =

2048

3
⇔ 128𝑘 =

2048

3
⇔ 

⇔ 𝑘 =
2048

3
: 128 ⇔ 𝑘 =

2048

3
×
1

128
⇔ 𝑘 =

16

3
 

O valor de 𝑘 é 
16

3
 . 

24. 

24.1. Sabe-se que a esfera de menor raio tem diâmetro 6√5. 

Logo: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 =
6√5

2
= 3√5 cm 

Como 𝛼 é paralelo a 𝑥𝑂𝑦 e tangente à esfera de menor raio, então 𝛼 é definido pela condição 𝑧 = 3√5. 

24.2. A esfera menor é definida pela condição: 

𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 = (0; 0; 0)    𝑟𝑎𝑖𝑜 = 3√5 

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 + (𝑧 − 0)2 = (3√5)
2
⇔ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 45 

24.3. Tem-se que a interseção da esfera maior com o plano 𝛼 é 36𝜋 𝑐𝑚2. Assim, podemos concluir que: 

𝐴 = 36𝜋 ⇔ 𝜋 × 𝑟𝑎𝑖𝑜2 = 36𝜋 ⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜2 = 36 ⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜 = √36 ⇔ 𝑟𝑎𝑖𝑜 = 6 cm 

Aplicando um Teorema de Pitágoras, vem que: 

𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = (3√5)
2
+ 62 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 45 + 36 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 81 

Como 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ > 0, 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = √81 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 9 

Conseguimos então determinar o volume da esfera maior: 

𝑉𝑒𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎 𝑚𝑎𝑖𝑜𝑟 =
4

3
𝜋 × 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 3 =

4

3
𝜋 × 93 = 972𝜋 cm3 

24.4. Planos que sejam paralelos a 𝑥𝑂𝑧 são definidos por condições do tipo 𝑦 = 𝑘, onde 𝑘 é uma constante real.  

Assim, podemos concluir que os planos tangentes pedidos são definidos pelas equações 𝑦 = −9 e 𝑦 = 9. 
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25. 

25.1. O centro da superfície esférica é 𝐴(1,1,1) e a medida do comprimento do raio é 5. A superfície esférica é 

definida pela condição: 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 52⟺ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 25 

 25.2. O ponto 𝐵 pertence á reta 𝑥 = 1 ∧ 𝑦 = 4, então as suas coordenadas são 𝐵(1,4, 𝑧𝐵). Para além disso, 

sabemos que 𝐵 pertence à superfície esférica: 

(1 − 1)2 + (4 − 1)2 + (𝑧𝐵 − 1)
2 = 25 ⟺ 9 + (𝑧𝐵 − 1)

2 = 25 ⟺ (𝑧𝐵 − 1)
2 = 25 − 9 ⟺ (𝑧𝐵 − 1)

2 = 16 ⟺ 

⟺ 𝑧𝐵 − 1 = ±√16 ⟺ 𝑧𝐵 = 4 + 1 ∨ 𝑧𝐵 = −4 + 1 ⟺ 𝑧𝐵 = 5 ∨ 𝑧𝐵 = −3 

Como 𝐵 pertence ao 1.º octante, então as coordenadas de 𝐵 são (1,4,3). 

O ponto 𝐵′, imagem do ponto 𝐵 pela reflexão de eixo 𝑂𝑦, tem de coordenadas (−1,4, −3). 

25.3. Os pontos que pertencem ao eixo das cotas (eixo 𝑂𝑧) tem abcissa e ordenada nulas. Logo, 

(0 − 1)2 + (0 − 1)2 + (𝑧 − 1)2 = 25 ⟺ 1 + 1 + (𝑧 − 1)2 = 25 ⟺ (𝑧 − 1)2 = 25 − 1 − 1 ⟺ (𝑧 − 1)2 = 23 ⟺ 

⟺ 𝑧 − 1 = ±√23 ⟺ 𝑧 = √23 + 1 ∨ 𝑧 = −√23 + 1 

A superfície esférica interseta o eixo das cotas nos pontos (0,0, √23 + 1) e (0,0, −√23 + 1). 

25.4. O centro de ambas as circunferências que resultam da interseção dos dois planos com a superfície esférica 

pertencem à reta de equação 𝑥 = 1 ∧ 𝑦 = 1. Como são planos paralelos ao plano 𝑥𝑂𝑦, então serão definidos 

por 𝑧 = 𝑘, com 𝑘 ∈ ]1,6[.  

Assim: 

(1 − 1)2 + (1 − 1)2 + (𝑘 − 1)2 = 42⟺ (𝑘 − 1)2 = 16 ⟺ 𝑘 − 1 = ±√16 ⟺ 𝑘 = 4 + 1 ∨ 𝑘 = −4 + 1 ⟺ 

⟺ 𝑘 = 5 ∨ 𝑘 = −3 

Os planos são definidos pelas condições 𝑧 = 5 e 𝑧 = −3. 

 

Avaliar – Página 94 a 96 

1. 

1.1. Seja 𝑂𝐼̅̅ ̅ = ℎ. Tem-se que 𝐺𝐻̅̅ ̅̅ = 6. 

𝐴[𝐺𝐻𝐼] = 12. 

Logo: 

𝐴[𝐺𝐻𝐼] = 12 ⇔
𝐺𝐻̅̅ ̅̅ × 𝑂𝐼̅̅ ̅

2
= 12 ⇔

6ℎ

2
= 12 ⇔ 3ℎ = 12 ⇔ ℎ =

12

3
⇔ ℎ = 4 

Podemos então concluir que 𝐼(0; 0;−4), pelo que a sua cota assume o valor de −4. 

1.2. Por observação do referencial e tendo em conta os dados fornecidos, temos que: 

𝐴(0;−2; 0)    𝐵(0;−2; 4)    𝐶(−3; 0; 4)     𝐷(0; 2; 4)      𝐸(0; 2; 0)     𝐹(3; 0; 4)    𝐺(3; 0; 0)    𝐻(−3; 0; 0)      𝐼(0; 0; −4) 
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1.3. A área de [𝐴𝐺𝐸𝐻] é obtida por: 

𝐴[𝐴𝐺𝐸𝐻] = 2 × 𝐴[𝐸𝐺𝐻] = 2 ×
𝐺𝐻̅̅ ̅̅ × 𝑂𝐸̅̅ ̅̅

2
= 2 ×

6 × 2

2
= 12 𝑢. 𝑎. 

1.4. Tem-se que: 

𝑉[𝐴𝐺𝐸𝐻𝐵𝐹𝐷𝐶] = 𝐴[𝐴𝐺𝐸𝐻] × 𝐻𝐶̅̅ ̅̅                𝑉[𝐴𝐺𝐸𝐻𝐼] =
1

3
× 𝐴[𝐴𝐺𝐸𝐻] × 𝑂𝐼̅̅ ̅ =

1

3
× 𝐴[𝐴𝐺𝐸𝐻] × 𝐻𝐶̅̅ ̅̅  

Logo: 

𝑟𝑎𝑧ã𝑜 =
𝑉[𝐴𝐺𝐸𝐻𝐵𝐹𝐷𝐶]

𝑉[𝐴𝐺𝐸𝐻𝐼]
=

𝐴[𝐴𝐺𝐸𝐻] × 𝐻𝐶̅̅ ̅̅

1
3
× 𝐴[𝐴𝐺𝐸𝐻] × 𝐻𝐶̅̅ ̅̅

=
1

1
3

= 1:
1

3
= 1 × 3 = 3 

Concluímos então que o volume do prisma é o triplo do volume da pirâmide. 

1.5. Os vértices do prisma com abcissa nula e ordenada negativa são os vértices 𝐴 e 𝐵.  

Assim, a soma das suas cotas será: 

𝑠𝑜𝑚𝑎 = 𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 = 0 + 4 = 4 

Opção (B) 

1.6. A área do polígono [𝐴𝐵𝐷𝐸𝐼] é dada por: 

𝐴[𝐴𝐵𝐷𝐸𝐼] = 𝐴[𝐴𝐵𝐷𝐸] + 𝐴[𝐴𝐸𝐼] = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ +
𝐴𝐸̅̅ ̅̅ × 𝑂𝐼̅̅ ̅

2
= 4 × 4 +

4 × 4

2
= 16 + 8 = 24 𝑢. 𝑎. 

2. Como a reta é paralela ao eixo das abcissas, então será definida por uma condição do tipo 𝑦 = 𝑘1 ∧ 𝑧 = 𝑘2, 

em que 𝑘1 e 𝑘2 são constantes reais. Neste caso, temos que 𝐴, 𝐵 e 𝐶 têm ordenada igual a 1 e cota igual a 1. 

Logo, a reta fica definida pela condição 𝑦 = 1 ∧ 𝑧 = 1. 

Opção (D) 

3. 

3.1. As bases do prisma são hexágonos regulares, sendo que podemos representar a vista de cima do prisma. 

Desta forma, podemos concluir que: 

 

𝐴𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐹𝑀̅̅̅̅̅ = 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ 

𝐴𝑀̅̅̅̅̅ = 2    𝐴𝑃̅̅ ̅̅ =
2

2
= 1     𝑃𝑀̅̅̅̅̅ = ℎ 

Aplicando o Teorema de Pitágoras ao triângulo 𝐴𝑃𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, temos que: 
 

𝐴𝑀̅̅̅̅̅2 = 𝐴𝑃̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃𝑀̅̅̅̅̅2 ⇔ 22 = 12 + ℎ2 ⇔ 

⇔ 4 = 1 + ℎ2 ⇔ 4− 1 = ℎ2 ⇔ 3 = ℎ2 

Como ℎ > 0, ℎ = √3 
 
Logo, 

𝐴(√3,−1,3)        𝐵(0, −2,3)       𝐼(0, −2,−3)      𝐽(−√3,−1, −3) 
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3.2 

a) O plano 𝐴𝐹𝐻 pode ser definido pela equação 𝑥 = √3. 

b) A reta 𝐺𝐻 é definida pela condição 𝑥 = √3 ∧ 𝑧 = −3. 

c) A aresta [𝐶𝐷] é definida pela condição 𝑥 = −√3 ∧ −1 ≤ 𝑦 ≤ 1 ∧ 𝑧 = 3. 

3.3. 

a) Por exemplo, a reta 𝐴𝐹. 

b) O plano 𝐵𝐹𝐺, por exemplo. 

c) O plano 𝐴𝐵𝐼, por exemplo. 

 

3.4. Comecemos por estudar a embalagem cúbica. Temos que: 

𝑐𝑎𝑟𝑡ã𝑜𝑐𝑢𝑏𝑜 = 6 × 4
2 = 6 × 16 = 96 𝑐𝑚2 

Em termos de custo, podemos então concluir que: 

𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑐𝑢𝑏𝑜 = 0,07 × 96 = 6,72 € 

Considerando a embalagem em forma de prisma hexagonal regular, temos que: 

𝐴𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎 ℎ𝑒𝑥𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 = 2 × 𝐴[𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸] + 6 × 𝐴[𝐴𝐹𝐺𝐻] = 2 ×
𝑃

2
× 𝑎𝑝ó𝑡𝑒𝑚𝑎 + 6 × 𝐴𝐹̅̅ ̅̅ × 𝐹𝐺̅̅ ̅̅ = 2 ×

12

2
× √3 + 6 × 2 × 6 = 

= 12√3 + 72 ≈ 92,78 cm2 

Em termos de custo, esta embalagem ficará orçamentada com: 

𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎 = 92,78 × 0,05 ≈ 4,64 € 

Tendo em conta que a empresa pretende economizar na embalagem, podemos concluir que deverá optar pela 

embalagem com a forma de prisma hexagonal regular. 

4. 

4.1. A superfície esférica tem centro no ponto 𝐴. Para escrever a condição que a define, temos de determinar a 

medida do comprimento do raio dessa superfície. 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = 𝑑(𝐴, 𝐶) = √(−2 − (−5))
2
+ (2 − 5)2 + (2 − 2)2 = √9 + 9 + 0 = √18 = √2 × 32 = 3√2 

Logo: 

(𝑥 − (−2))
2
+ (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 2)2 = (3√2)

2
⇔ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 2)2 = 18 

4.2. Tendo em conta a descrição feita no enunciado, temos que: 

𝑉 = (
𝑥𝐴 + 𝑥𝐶
2

;
𝑦𝐴 + 𝑦𝐶
2

; 𝑧𝐴 + 12) = (
−2 + (−5)

2
;
2 + 5

2
; 2 + 12) = (−

7

2
;
7

2
; 14) 

𝐵 = (𝑥𝐴; 𝑦𝐶; 𝑧𝐴) = (−2; 5; 2)      𝐷 = (𝑥𝐶; 𝑦𝐴; 𝑧𝐶) = (−5; 2; 2) 
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4.3. O plano mediador de [𝐷𝐶] é paralelo ao plano coordenado 𝑥𝑂𝑧. 

Tem-se: 

𝑀[𝐷𝐶] = (
−5 + (−5)

2
,
2 + 5

2
,
2 + 2

2
) = (−5,

7

2
, 2) 

Como o plano mediador de [𝐷𝐶] tem de incluir o ponto médio de [𝐷𝐶], então a equação que o define é 𝑦 =
7

2
. 

As coordenadas do ponto 𝑉 são (−
7

2
,
7

2
, 14). Como a sua ordenada é 

7

2
, então 𝑉 pertence ao plano mediador de 

[𝐷𝐶]. 

 

5. 

5.1. Como octaedro é um sólido regular, então os comprimentos das suas arestas são iguais. As coordenadas 

dos vértices do octaedro são: 

(√2; 0; 0)    (−√2; 0; 0)    (0; √2; 0)     (0; −√2; 0)    (0; 0; √2)   (0; 0; −√2) 

5.2. As equações dos planos que contém as faces do cubo são paralelas aos planos coordenados. Logo, ficam 

definidas por: 

𝑥 = √2      𝑥 = −√2     𝑦 = √2      𝑦 = −√2      𝑧 = √2       𝑧 = −√2 

5.3. Temos que o centro da superfície esférica é o ponto 𝑁 de coordenadas (−√2;−√2; √2). O raio da superfície 

esférica pode ser dado por: 

𝑟𝑎𝑖𝑜 = √8 = √22 × 2 = 2√2 𝑢.𝑚. 

5.4. Os pontos 𝑃 e 𝑀 têm coordenadas (√2;−√2; √2) e (−√2; √2; √2), respetivamente.  

Seja 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) um ponto do plano mediador de [𝑃𝑀]. Então, 

(𝑥 − √2)
2
+ (𝑦 − (−√2))

2
+ (𝑧 − √2)

2
= (𝑥 − (−√2))

2
+ (𝑦 − √2)

2
+ (𝑧 − √2)

2
⇔ 

⇔ (𝑥 − √2)
2
+ (𝑦 + √2)

2
= (𝑥 + √2)

2
+ (𝑦 − √2)

2
⇔ 

⇔ 𝑥2 − 2√2𝑥 + 2 + 𝑦2 + 2√2𝑦 + 2 = 𝑥2 + 2√2𝑥 + 2 + 𝑦2 − 2√2𝑦 + 2 ⇔ 

⇔ −2√2𝑥 − 2√2𝑥 + 2√2𝑦 + 2√2𝑦 + 2 + 2 + 2 − 2 − 2 − 2 = 0 ⇔ 

⇔ −4√2𝑥 + 4√2𝑦 = 0 ⇔ −𝑥 + 𝑦 = 0 

Opção (B) 
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3. Vetores no plano e no espaço 
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1. 
1.1. Podem ser definidas 3 direções. 

1.2. 

a) Origem: 𝐺; Extremidade: 𝐸 b) Por exemplo: [𝐴, 𝐵] e [𝐹, 𝐻] 

c) Por exemplo: [𝐴, J] e [𝐻, 𝐹] d) Por exemplo: [𝐹,𝐴] e [𝐸,𝐺] 

e) Por exemplo: [𝐷, 𝐸]e [𝐹, 𝐺] f) Por exemplo:  𝐴𝐼 e 𝐹𝐻 

g) Por exemplo: 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  e 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ h) Por exemplo:  𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 

2.1. Por exemplo:  Forças 𝑎  e 𝑐  

2.2. Por exemplo:  Forças 𝑎  e 𝑏⃗  

3. 

a) Por exemplo:  𝑎  e 𝑏⃗  b) Por exemplo: 𝑏⃗  e 𝑢⃗  c) Por exemplo:   𝑏⃗  e 𝑣  

d) Por exemplo: 𝑐  e 𝑢⃗  e) 𝑎  e 𝑤⃗⃗  f) 𝑐  e 𝑑  
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1. Para determinar as intensidades de 𝐹3⃗⃗⃗⃗  e 𝐹4⃗⃗  ⃗ temos de aplicar o Teorema de Pitágoras. 

•  𝑥2 = 52 + 42⟺ 𝑥2 = 25 + 16 ⟺ 𝑥2 = 41 ⟺ 𝑥 = ±√41 

• 𝑦2 = 42 + 32⟺ 𝑦2 = 16 + 9 ⟺ 𝑦2 = 25 ⟺ 𝑦 = ±√25 ⟺ 𝑥 = ±5 

A intensidade de 𝐹1⃗⃗  ⃗ é 6 N, de 𝐹2⃗⃗⃗⃗  é 4 N, de 𝐹3⃗⃗⃗⃗  é √41 N, de 𝐹4⃗⃗  ⃗ é 5 N. 

 

2. Se se aplicar a força 𝐹1⃗⃗  ⃗ ao corpo representado na figura, este irá deslocar-se para a direita. Se se aplicar a 

força 𝐹2⃗⃗⃗⃗  o corpo irá deslocar-se para cima. Se se aplicar a força 𝐹3⃗⃗⃗⃗  o corpo irá deslocar-se para o ponto que se 

observa na figura. 

3. 

 

4. 𝐹2⃗⃗  ⃗ + 𝐹5⃗⃗  ⃗ = 𝐹1⃗⃗  ⃗ ⟺ 𝐹5⃗⃗  ⃗ = 𝐹1⃗⃗  ⃗ − 𝐹2⃗⃗  ⃗ 

 

 



 
 

92 
Matemática A – Ensino Secundário - RESOLUÇÕES                                                                                                                          

 

Aplicar – Página 101 

1. 

1.1. 𝐹1⃗⃗  ⃗ e 𝐹3⃗⃗  ⃗ 

1.2.  

• ‖𝐹1⃗⃗  ⃗‖ = 5 × 10 = 50 𝑁 

•  ‖𝐹2⃗⃗⃗⃗ ‖
2
= 302 + 302⟺ ‖𝐹2⃗⃗⃗⃗ ‖

2
= 900 + 900 ⟺  ‖𝐹2⃗⃗⃗⃗ ‖

2
= 1800 ⟺ ‖𝐹2⃗⃗⃗⃗ ‖ = ±√1800 ⟺ ‖𝐹2⃗⃗⃗⃗ ‖ = ±30√2 

     Como ‖𝐹2⃗⃗⃗⃗ ‖ ≥ 0, então,  ‖𝐹2⃗⃗⃗⃗ ‖ = 30√2 𝑁 

• ‖𝐹3⃗⃗⃗⃗ ‖ = 4 × 10 = 40 𝑁 

• ‖𝐹4⃗⃗  ⃗‖ = 4 × 10 = 40 𝑁 

• ‖𝐹5⃗⃗⃗⃗ ‖ = 2 × 10 = 20 𝑁 

2. 

2.1.  

•‖𝑢⃗ ‖ = 7 

•‖𝑣 ‖ = 3 

• ‖𝑤⃗⃗ ‖2 = 32 + 32⟺  ‖𝑤⃗⃗ ‖2 = 9 + 9 ⟺  ‖𝑤⃗⃗ ‖2 = 18 ⟺ ‖𝑤⃗⃗ ‖ = ±√18 ⟺ ‖𝑤⃗⃗ ‖ = ±3√2 

    Como ‖𝑤⃗⃗ ‖ ≥ 0, então,  ‖𝑤⃗⃗ ‖ = 3√2  

• ‖𝑧 ‖2 = 62 + 12⟺  ‖𝑧 ‖2 = 36 + 1 ⟺  ‖𝑧 ‖2 = 37 ⟺ ‖𝑧 ‖ = ±√37 

   Como ‖𝑧 ‖ ≥ 0, então,  ‖𝑧 ‖ = √37  

2.2.  

a) 

     

b) 
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3. 

3.1. 

 

3.2. 

 

4. 

a) 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺 − 𝐹 b) AH⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻 − 𝐴 c) 𝐸 + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹 d) 𝐺 + 𝐼𝐽 ⃗⃗⃗  = 𝐺 + 𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐻 

e) 𝐵 + 𝐹𝐿⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐵 + 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐻 f) 𝐸 = 𝐶 + 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p. ex.) g) 𝐷 − 𝐿𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷 + 𝐷𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐿 h) 𝐾 − 𝐵𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵 (p. ex.) 
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5. 

5.1.  

 

5.2. 𝒖⃗⃗ + 𝒙⃗⃗ = 𝒗⃗⃗ ⇔ 𝒙⃗⃗ = 𝒗⃗⃗ + (−𝒖⃗⃗ )  

 

 6. 

6.1. 

 

6.2. 𝑢⃗ + 𝑥 = 𝑣 ⇔ 𝑥 = 𝑣 + (−𝑢⃗ ) 

 

6.3. 

 

6.4. 
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7. 

7.1. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p. ex.) 7.2. 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p. ex.) 

7.3. 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p. ex.) 7.4. 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

7.5. 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 

= 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ (p. ex.) 

7.6. 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂⃗ = 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (p. ex.) 

7.7. 𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + (−𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(p. ex.) 7.8. 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p. ex.) 

7.9. 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (−𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗  = 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ = 

= 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p. ex.) 

7.10. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + (−𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗ = 

= 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  
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8. 

8.1. 

a) Por ex. [𝑃, 0] e [𝐼, 𝐽] b) Por ex. 𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  e 𝐼𝐾⃗⃗⃗⃗  c) Por ex. 𝑃𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 𝐽𝐼⃗⃗⃗   

8.2. 

a) 𝐹 + 𝐷𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = F + 𝐹𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑁 

b) I + 𝑀𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐻 

c) 0 + 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑁 (p. ex.) 

d) 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐽𝐾⃗⃗⃗⃗ + 𝐾𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐽𝐺⃗⃗⃗⃗  (p. ex.) 

e) 𝑃𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (p. ex.) 

f) 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (p. ex.) 

g) 𝐵𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑁𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂⃗  

h) 𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ = 0⃗   (p. ex.) 
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9. 
9.1. 

a) 𝐺 + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 b) 𝐾 − 𝐿𝐻⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐾 + 𝐻𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐼 

c) 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (p.ex.) d) 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐼⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐾𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑁𝐼⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐾𝐼⃗⃗⃗⃗  (p.ex.) 

e) 𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (−𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗  (p.ex.) 
 

f) 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐻𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p.ex.) 

g) 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  h) 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐼⃗⃗⃗⃗ = 

     = 𝐶𝐽⃗⃗⃗⃗ + 𝐽𝐿⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐿⃗⃗ ⃗⃗  (p. ex. ) 
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9.2. 

a) ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
2
= 42 + 62 ⇔ ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

2
= 16 + 36 ⇔ ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

2
= 52 ⇔ ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = ±√52 ⇔ ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = ±2√13 

Como ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ > 0, então,  ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 2√13. 

b) 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ − 𝐻𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝐿𝐻⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗  

Assim, ‖ 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ − 𝐻𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ ‖. 

 ‖𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ ‖
2
= 22 + 32 ⇔ ‖𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ ‖

2
= 4 + 9 ⇔ ‖𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ ‖

2
= 13 ⇔ ‖𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ ‖ = ±√13 

Como ‖𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ ‖ > 0, então,  ‖𝐽𝐹⃗⃗⃗⃗ ‖ = √13, logo, ‖ 𝐽𝐷⃗⃗⃗⃗ − 𝐻𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √13. 
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10. 
10.1. 

a) 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (p.ex.) 

b) 
1

4
𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p.ex.) 

c) −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p.ex.) 

d) −2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p.ex.) 

e) 
3

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

f) −
4

3
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

10.2. 

a) ‖𝐻𝐽⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 1 

b) ‖𝐾𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 2 

c) ‖𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =
1

2
 

d) ‖−3𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 3 × ‖𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 3 ×
1

2
=
3

2
 

11. 

11.1. Como 𝑢⃗  e 𝑣  têm o mesmo sentido, então: 

‖𝑢⃗ + 𝑣 ‖ = ‖𝑢⃗ ‖ + ‖𝑣 ‖ = 4 + √2 + (−2√2 + 6) = 4 + 6 + √2 − 2√2 = 10 − √2 

11.2. Como 𝑢⃗  e 𝑣  tem sentidos contrários e ‖𝑢⃗ ‖ > ‖𝑣 ‖, então: 

‖𝑢⃗ + 𝑣 ‖ = ‖𝑢⃗ ‖ − ‖𝑣 ‖ = 4 + √2 − (−2√2 + 6) = 4 − 6 + √2 + 2√2 = 3√2 − 2 
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1. (
1

2
+ 2)𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =

5

2
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑉⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 

1

2
𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ + 2𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝑉⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑉⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2.  
1

3
(𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =

1

3
𝑃𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐽⃗⃗⃗⃗  e  

1

3
𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ +

1

3
𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑃𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝐽⃗⃗⃗⃗  

3. 3 × (
1

5
𝐵𝑋⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 3 × 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ e (3 ×

1

5
) 𝐵𝑋⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

3

5
𝐵𝑋⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
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12. 

𝟏𝟐.1.   3(𝑢⃗ + 𝑣 ) − 2(2𝑢⃗ ) + 2(−2𝑣 ) = 3𝑢⃗ + 3𝑣 − 4𝑢⃗ − 4𝑣 = (3 − 4)𝑢⃗ + (3 − 4)𝑣 =  −𝑢⃗ − 𝑣  

12.2.    
2

3
(3𝑎 − 𝑏⃗ ) − 2 (

1

4
𝑏⃗ ) − 𝑎 = 2𝑎 −

2

3
𝑏⃗ −

1

2
𝑏⃗ − 𝑎 = 2𝑎 − 𝑎 −

2

3
𝑏⃗ −

1

2
𝑏⃗ = 𝑎 −

4

6
𝑏⃗ −

3

5
𝑏⃗ = 𝑎 −

7

6
𝑏⃗  

12.3.  −(2𝑣 − 𝑢⃗ ) + 4 (
1

2
𝑢⃗ ) + 𝑣 = −2𝑣 + 𝑢⃗ + 2𝑢⃗ + 𝑣 = 𝑢⃗ + 2𝑢⃗ − 2𝑣 + 𝑣 = 3𝑢⃗ − 𝑣  

13. 

a) 𝜆(3𝑢⃗ ) + 2(𝑢⃗ + 2u⃗ ) = (𝜆 − 5)𝑢⃗ ⇔ 3𝜆𝑢⃗ + 6𝑢⃗ = (𝜆 − 5)𝑢⃗ ⇔ (3𝜆 + 6)𝑢⃗ = (𝜇 − 5)𝑢⃗  

3𝜆 + 6 = 𝜆 − 5 ⇔  3𝜆 − 𝜆 = −5 − 6 ⇔ 2𝜆 = −11 ⇔ 𝜆 =
−11

2
  

b) −3(𝑢⃗ − 𝑢⃗ ) − 2(𝜆𝑢⃗ ) = 𝑢⃗ − 𝜆𝑢⃗ ⇔ −2𝜆𝑢⃗ = 𝑢⃗ − 𝜆𝑢⃗ ⇔ −2𝜆𝑢⃗ = (1 − 𝜆)𝑢⃗ ⇔ −2𝜆 = 1 − 𝜆 ⇔ 

⇔ −2𝜆 + 𝜆 = 1 ⇔ −𝜆 = 1 ⇔ 𝜆 = −1 

14. 

14.1. ‖5(𝑢⃗ − 𝑣 ) − 5𝑢⃗ ‖ = ‖5𝑢⃗ − 5𝑣 − 5𝑢⃗ ‖ = ‖−5𝑣 ‖ = 5‖𝑣 ‖ = 5 × (√6 − 1) = 5√6 − 5 

14.2. ‖2(−𝑢⃗ ) − (𝑢⃗ + 𝑣 ) + 𝑣 ‖ = ‖−2𝑢⃗ − 𝑢⃗ − 𝑣 + 𝑣 ‖ = ‖−3𝑢⃗ ‖ = 3‖𝑢⃗ ‖ = 3 × 3√5 = 9√5  
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16. Para provar que G é o ponto médio de [FC] basta provar que 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Ora 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

2
𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Deste modo, conclui-se que 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, logo, 𝐺 é o ponto médio de [FC]. 

17.  𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

Como 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ então, 

𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 

⇔ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 

⇔ 𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Assim, 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ≡ 2𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2(𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 2𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝑐 ⋅ 𝑞 ⋅ 𝑚. 

18.  𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Como B é o ponto médio do lado [AC], então, 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Assim, 

 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  c.q.m. 
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19 

19.1. [𝐴, 𝐵] e [𝐸, 𝐹] (p. ex.) 

19.2.  [𝐴, 𝐵], [𝐸, 𝐹], [𝐷, 𝐶] e [𝐻, 𝐺] (p. ex.) 

19.3.  [𝐴, 𝐸] (p. ex.) 

19.4.  𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ e 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p. ex.) 
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20. 

20.1. 

a) 𝐴 + 𝐶𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐴 + 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺 

b) 𝐵 + (−𝐸𝐹) = 𝐵 + 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 + 𝐵𝐶 = 𝐶 

c) 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

d) (𝐷 − 𝐸) + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

e) 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ − 𝐿𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼J⃗⃗ = 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗  

f) 𝐹 + 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹 + 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 

g) 𝑂 + 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂 + 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝑂 + 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝐽 

h) 𝐴 + 2𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴 + 2𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴 + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐷 

 

20.2. 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐿⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗  

Logo ‖𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐿⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ ‖ 

Pelo Teorema de Pitágoras, 

 ‖𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ ‖
2
=  ‖𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖

2
+  ‖𝐷𝐽⃗⃗⃗⃗ ‖

2
⇔  ‖𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ ‖

2
= 42 + 52 ⇔  ‖𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ ‖

2
= 16 + 25 ⇔  ‖𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ ‖

2
= 41 ⇔ ‖𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ ‖ = ±√41 

Como ‖𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ ‖ ≥ 0, então, ‖𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ ‖ = √41. 

Assim ‖𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐿⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = √41. 
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21.Comecemos por planificar o cubo e assinalar nesta planificação o percurso mais curto entre M e C. 

 

Assim, podemos aplicar o teorema de Pitágoras para 
determinar a distância pretendida. 

𝑑2 = 32 + 122 ⇔ 𝑑2 = 9 + 144 ⇔ 𝑑2 = 153 ⇔ 

⇔ 𝑑 = ±√153 ⇔ 𝑑 = ±3√17 

Como d>0, então 𝑑 = 3√17. 

A menor distância entre M e C é 3√17 cm. 
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𝑎 = −4𝑒1⃗⃗  ⃗ + 0𝑒 2 = −4𝑒 1 

𝑏⃗ = 0𝑒1⃗⃗  ⃗ + 5𝑒2⃗⃗  ⃗ = 5𝑒2⃗⃗  ⃗ 

𝑐 = −3𝑒1⃗⃗  ⃗ − 4𝑒2⃗⃗  ⃗ 

𝑢⃗ = 3𝑒1⃗⃗  ⃗ + 2𝑒2⃗⃗  ⃗ 

𝑣 = 4𝑒1⃗⃗  ⃗ − 2𝑒2⃗⃗  ⃗ 

𝑤⃗⃗ = −6𝑒1⃗⃗  ⃗ + 3𝑒 2 
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1. 

 

2. 

2.1. 𝑣 = 2𝑒1⃗⃗  ⃗ + 4𝑒2⃗⃗  ⃗ + 3𝑒3⃗⃗  ⃗ 

Logo, 𝑎 = 2; 𝑏 = 4 e 𝑐 = 3. 

𝑣 = 2𝑒1⃗⃗  ⃗ + 4𝑒2⃗⃗  ⃗ + 3𝑒3⃗⃗  ⃗ 

Logo, 𝑎 = 2; 𝑏 = 4 e 𝑐 = 3. 

2.2. 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0𝑒1⃗⃗  ⃗ + 4𝑒2⃗⃗  ⃗ + 0𝑒3⃗⃗  ⃗ 

Logo, 𝑎 = 0; 𝑏 = 4 e 𝑐 = 0. 

2.3. 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑒1⃗⃗  ⃗ + 0𝑒2⃗⃗  ⃗ + 0𝑒3⃗⃗  ⃗ 

Logo, 𝑎 = 2;  𝑏 = 0 e 𝑐 = 0. 

2.4. 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0𝑒1⃗⃗  ⃗ + 0𝑒2⃗⃗  ⃗ + 3𝑒3⃗⃗  ⃗ 

Logo, 𝑎 = 0;  𝑏 = 0 e 𝑐 = 3. 

 

3. 𝐸(2; 4; 3) 

 A abcissa, a ordenada e a cota do ponto E correspondem aos valores de a, b e c, respetivamente, obtidos em 

2.1.. 
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22 

22.1. 𝑢⃗ = −4𝑒1⃗⃗  ⃗ + 1𝑒 2 ; 𝑣 = 2𝑒1⃗⃗  ⃗ + 5𝑒 2; 𝑤⃗⃗ = −2𝑒1⃗⃗  ⃗ − 2𝑒2⃗⃗  ⃗ 

22.2. 𝑢⃗ (−4,0); 𝑣 (2,5) ; 𝑤⃗⃗ (−2, −2) 

22.3.  
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23. 

23.1. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑅𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑄𝑅⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑅𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑄𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Assim, 𝑄𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (−2,4,0) 

23.2.  
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 0𝑆⃗⃗⃗⃗ = 𝐹𝑆⃗⃗ ⃗⃗  = (−2,0,4) 

23.3. 

𝐴𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂⃗ + 𝐵𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑅𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝑂⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (−2,−4,4)  
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1. 
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2. 𝑢⃗ (𝑢1, 𝑢2) e 𝑣 (𝑣1, 𝑣2) 

𝑢⃗ + 𝑣⃗ = (𝑢1 + 𝑣1, 𝑢2 + 𝑣2) ; 𝑢⃗ − 𝑣⃗ = (𝑢1 − 𝑣1, 𝑢2 − 𝑣2)  e  𝑣⃗ − 𝑢⃗ = (𝑣1 − 𝑢1, 𝑣2 − 𝑢2) 

3. 

 

4.  𝑢⃗ (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) e 𝑣 (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) 

𝑢⃗ + 𝑣⃗ = (𝑢1 + 𝑣1, 𝑢2 + 𝑣2, 𝑢3 + 𝑣3) ; 𝑢⃗ − 𝑣⃗ = (𝑢1 − 𝑣1, 𝑢2 − 𝑣2, 𝑢3 − 𝑣3) 

e  𝑣⃗ − 𝑢⃗ = (𝑣1 − 𝑢1, 𝑣2 − 𝑢2, 𝑣3 − 𝑢3) 

Tarefa 6 – Página 119 

Por exemplo, 

No plano: 

 

No espaço: 
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24.  𝐹 = 𝑃⃗ + 𝑁⃗⃗ = (0, −3) + (2,3) = (0 + 2,−3 + 3) = (2,0) 

Concordo com a afirmação do Vítor, pois, a resultante 𝐹  das forças que atuam sobre o carro tem a direção do 
raio da trajetória, pois a segunda coordenada do vetor é nula. 
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25. 

25.1. 𝑢⃗ + 𝑤⃗⃗ = (2,0) + (1,−4) = (2 + 1,0 + (−4)) = (3,−4) 

25.2. 𝑣 − 𝑤⃗⃗ = (−1,3) − (1,−4) = (−1 − 1,3 − (−4)) = (−2,7) 

25.3. 𝑢⃗ − 𝑣 + 𝑤⃗⃗ = (2,0) − (−1,3) + (1, −4) = (2 − (−1), 0 − 3) + (1,−4) = (3,−3) + (1,−4) = 

= (3 + 1,−3 + (−4)) = (4,−7) 

26. 

26.1. 𝑤⃗⃗ = 𝑥 + 𝑦 = (2,4) + (1,−2) = (2 + 1,4 + (−2)) = (3,2) 

26.2. 𝑥 + 𝑤⃗⃗ = 𝑦 ⇔ 𝑤⃗⃗ = 𝑦 − 𝑥  

Assim, 𝑤⃗⃗ = 𝑦 − 𝑥 = (1,−2) − (2,4) = (1 − 2,−2 − 4) = (−1,−6). 

26.3. 𝑥 − 𝑤⃗⃗ = 𝑦 ⇔ −𝑤⃗⃗ = 𝑦 − 𝑥 ⇔ 𝑤⃗⃗ = −𝑦 + 𝑥 ⇔ 𝑤⃗⃗ = (𝑥 − 𝑦 ) 

Assim, 𝑤⃗⃗ = (𝑥 − 𝑦 ) = ((2,4) − (1,−2)) = (2 − 1,4 − (−2)) = (1,6) 

27. 

27.1.  𝑡 = 𝑢⃗ + 𝑣 = (2,1,3) + (1,0, −2) = (2 + 1,1 + 0,3 + (−2)) = (3,1,1) 

27.2. 𝑡 = 𝑤⃗⃗ − 𝑢⃗ = (0,0,2) − (2,1,3) = (0 − 2,0 − 1,2 − 3) = (−2,−1,−1) 

27.3. 𝑡 = 𝑣 − 𝑤⃗⃗ + 𝑢⃗ = (1,0, −2) − (0,0,2) + (2,1,3) = (1 − 0,0 − 0,−1 − 2) + (2,1,3) = 

= (1,0, −4) + (2,1,3) = (1 + 2,0 + 1,−4 + 5) = (3,1, −1) 

Tarefa 7 – Página 121 

1. 𝑢⃗ (−1,2) 

2. 𝑢⃗ = −𝑒1⃗⃗  ⃗ + 2𝑒2⃗⃗  ⃗ 

3. 

3.1. 2𝑢⃗ = 2(−𝑒1⃗⃗  ⃗ + 2𝑒2⃗⃗  ⃗) = −2𝑒1⃗⃗  ⃗ + 4𝑒 2 ; 2𝑢⃗ = (−2,4) 

3.2. −𝑢⃗ = −(−𝑒1⃗⃗  ⃗ + 2𝑒2⃗⃗  ⃗) = 𝑒1⃗⃗  ⃗ − 2𝑒 2 ; −𝑢⃗ = (1,−2) 

3.3. −
1

2
𝑢⃗ = −

1

2
(−𝑒1⃗⃗  ⃗ + 2𝑒2⃗⃗  ⃗) =

1

2
𝑒1⃗⃗  ⃗ − 𝑒 2 ; −

1

2
𝑢⃗ = (

1

2
, −1) 
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4.  

• As coordenadas do vetor 2𝑢⃗  equivalem ao dobro das coordenadas de 𝑢⃗  (−2 = 2 × (−1) e 4 = 2 × 2). 

• As coordenadas do vetor −𝑢⃗  são iguais aos simétricos das coordenadas de 𝑢⃗  (1 = −(−1) e −2 = −(2)). 

• As coordenadas do vetor −
1

2
𝑢⃗  são iguais ao simétrico de metade das coordenadas de 

( )
1 1 1

1  e  1 2
2 2 2

u
 

= −  − − = −  
 

. 

Tarefa 8 – Página 121 

 

Tarefa 9 – Página 122 

1. No programa, apenas a primeira coordenada do vetor é multiplicada pelo escalar (2). 

 

2. 
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28. 

28.1.  𝑢⃗ (4,2);  𝑣 (−5,0);  𝑤⃗⃗ (0,3); 𝑧 (−5,1) 

28.2. 

a) 𝑢⃗ + 𝑧 = (4,2) + (−5,1) = (4 + (−5),2 + 1) = (−1,3) 

b) 𝑢⃗ − 𝑤⃗⃗ = (4,2) − (0,3) = (4 − 0,2 − 3) = (4,−1) 

c) 2𝑢⃗ −
1

3
𝑤⃗⃗ = 2(4,2) −

1

3
(0,3) = (8,4) − (0,1) = (8 − 0,4 − 1) = (8,3) 

d) 𝑢⃗ −
1

2
(𝑣 − 𝑤⃗⃗ ) + 𝑣 − 2𝑢⃗ = 𝑢⃗ −

1

2
𝑣 +

1

2
𝑤⃗⃗ + 𝑣 − 2𝑢⃗ = 𝑢⃗ − 2𝑢⃗ −

1

2
𝑣 + 𝑣 +

1

2
𝑤⃗⃗ = −𝑢⃗ +

1

2
𝑣 +

1

2
𝑤⃗⃗ = 

= −(4,2) +
1

2
(−5,0) +

1

2
(0,3) = (−4,−2) + (−

5

2
, 0) + (0,

3

2
) = (−4 + (−

5

2
) ,−2 + 0) + (0,

3

2
) = 

 = (−
13

2
, −2) + (0,

3

2
) = (−

13

2
+ 0,−2 +

3

2
) = (−

13

2
, −

1

2
) 

29. 

29.1. 3𝑢⃗ = 3(−1,1,2) = (−3,3,6) 

29.2. −2𝑢⃗ = −2(−1,1,2) = (2,−2,−4) 

29.3. 2𝑢⃗ − 𝑣 = 2(−1,1,2) − (0,−2,−1) = (−2,2,4) − (0, −2,−1) = (−2 − 0,2 − (−2), 4 − (−1)) = 

= (−2,4,5) 

29.4. 
1

2
𝑢⃗ − 2(𝑢⃗ − 3𝑣 ) − 2(2𝑣 ) =

1

2
𝑢⃗ − 2𝑢⃗ + 6𝑣 − 4𝑣 = −

3

2
𝑢⃗ + 2𝑣 = −

3

2
(−1,1,2) + 2(0,−2,−1) = 

= (
3

2
,−
3

2
,−3) + (0,−4,−2) = (

3

2
+ 0,−

3

2
+ (−4), −3 + (−2)) = (

3

2
,−
11

2
,−5) 

29.5. 
1

√2
𝑤⃗⃗ =

1

√2
(√2,−3,−√5) = (

√2

√2
, −

3

√2
, −

√5

√2
) = (1,−

3√2

2
, −

√10

2
) 

29.6.  2𝑤⃗⃗ − 𝑧 = 2(√2,−3,−√5) − (√2, 0, −1) = (2√2,−6,−2√5) − (0√2, 0, −1) = 

= (2√2 − 2√2,−6 − 0,−2√5 − (−1)) = (0,−6,−2√5 + 1) 

 

30.  

30.1. 2𝑢⃗ = (2,4, −6) ⇔ 2(1,2𝑘, −3) = (2,4, −6) ⇔ (2,4𝑘, −6) = (2,4, −6) ⇔ 

⇔  2 = 2 ∧ 4𝑘 = 4 ∧ −6 = −6 ⇔  𝑘 =
4

4
⇔ 𝑘 = 1 

30.2. −𝑢⃗ = (−1,1,3) ⇔ −(1,2𝑘;−3) = (−1,1,3) ⇔ (−1,−2𝑘, 3) = (−1,1,3) ⇔ 

⇔ −1 = −1 ∧ −2𝑘 = 1 ∧ 3 = 3 ⇔ 𝑘 = −
1

2
 

30.3. 
1

3
𝑢⃗ = (

1

3
, −

1

2
, −1) ⇔

1

3
(1,2𝑘, −3) = (

1

3
, −

1

2
, −1) ⇔ (

1

3
,
2

3
𝑘,−1) = (

1

3
, −

1

2
, −1) ⇔ 

⇔
1

3
=
1

3
∧
2

3
𝑘 = −

1

2
∧ −1 = −1 ⇔ 𝑘 = −

1

2
:
2

3
⇔ 𝑘 = −

1

2
×
3

2
⇔ 𝑘 = −

3

4
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31. 

31.1. 𝑢⃗ (3, −2) e 𝑣 (−6,4) 

𝑣1

𝑢1
=
−6

3
= −2  e 

𝑣2

𝑢2
=

4

−2
= −2 

𝑢⃗  e 𝑣  são colineares pois 
𝑣1

𝑢1
=
𝑣2

𝑢2
. 

31.2. 𝑢⃗ (0,6) e 𝑣 (2,0) não são colineares, pois, 𝑢1 = 0 e 𝑣1 ≠ 0. 
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31.3. 𝑢⃗ (2,5) e 𝑣 (1,10) 

𝑣1

𝑢1
=
1

2
 e 
𝑣2

𝑢2
=
10

5
= 2 

𝑢⃗  e 𝑣  não são colineares pois 
𝑉1

𝑢1
≠
𝑉2

𝑢2
. 

31.4) 𝑢⃗ (2, √3) e 𝑣 (4√3, 6) 

𝑣1

𝑢1
=
4√3

2
= 2√3  e  

𝑣2

𝑢2
=

6

√3
=
6√3

3
= 2√3 

𝑢⃗  e 𝑣  são colineares pois 
𝑉1

𝑢1
=
𝑉2

𝑢2
. 

32. 

32.1. 

a) 𝑤⃗⃗  é colinear com 𝑢⃗  se e somente se 
𝑤1

𝑢1
=
𝑤2

𝑢2
 

𝑤1
𝑢1
=
𝑤2
𝑢2
⇔
−6

2
=
𝑘 − 1

3
⇔ −18 = 2𝑘 − 2 ⇔ 2𝑘 = −18 + 2 ⇔ 2𝑘 = −16 ⇔ 𝑘 = −

16

2
⇔ 𝑘 = −8 

b) Comecemos por determinar as coordenadas de 𝑣 − 𝑢⃗ . 

𝑣 − 𝑢⃗ = (1,1) − (2,3) = (1 − 2,1 − 3) = (−1,−2) 

𝑤⃗⃗  é colinear com 𝑣 − 𝑢⃗  se e somente se: 

−6

−1
=
𝑘 − 1

−2
⇔ −12 = 𝑘 − 1 ⇔ 𝑘 = −12 + 1 ⇔ 𝑘 = −11 

c) Comecemos por determinar as coordenadas de 𝑣 − 2𝑤⃗⃗ . 

𝑣 − 2𝑤⃗⃗ = (1,1) − 2(−6, 𝑘 − 1) = (1,1) − (−12,2𝑘 − 2)  = (1 − (−12),1 − (2𝑘 − 2)) =

= (1 + 12,1 − 2𝑘 + 2) = (13,−2𝑘 + 3) 

𝑤⃗⃗  é colinear com 𝑣 − 2𝑤⃗⃗  se e somente se:  

−6

13
=

𝑘 − 1

−2𝑘 + 3
⇔ −6(−2k + 3) = 13(k − 1) ⇔ 12𝑘 − 18 = 13𝑘 − 13 ⇔ 12𝑘 − 13𝑘 = −13 + 18 ⇔ 

⇔ −𝑘 = 5 ⇔ 𝑘 = −5 

32.2. Comecemos por determinar as coordenadas de 𝑢⃗ − 2𝑣  

𝑢⃗ − 2𝑣 = (2,3) − 2(1,1) = (2,3) − (2,2) = (2 − 2,3 − 2) = (0,1) 

Para que 𝑤⃗⃗  fosse colinear com 𝑢⃗ − 2𝑣  a primeira coordenada de 𝑤⃗⃗  teria de ser igual a zero, o que é 
impossível. Assim, provei que 𝑤 não é colinear com 𝑢⃗ − 2𝑣 , qualquer que seja 𝑘 ∈  𝐼𝑅. 
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33. 

33.1.  Os vetores 𝑢⃗  e 𝑣  são colineares se e só se os quocientes das coordenadas correspondentes forem iguais. 

𝑣1
𝑢1
=
1

4
3

=
3

4
;
𝑣2
𝑢2
=
3

4
;
𝑣3
𝑢3
=
−
1
2

−
2
3

=
1 × 3

2 × 2
=
3

4
 

Como 
𝑣1

𝑢1
=
𝑣2

𝑢2
=
𝑣3

𝑢3
 então 𝑢⃗  e 𝑣  são colineares. 

33.2. Como 𝑢2 = 0 e 𝑣2 ≠ 0 então, 𝑢⃗  a 𝑣  não são colineares. 

33.3. Como 𝑢1 = 𝑣1 = 𝑢2 = 𝑣2 = 0, então, 𝑢⃗  a 𝑣  são colineares. 

33.4. Como 𝑢3 = 𝑣3 = 0 então os vetores 𝑢⃗  a 𝑣   são colineares se os quocientes das outras duas coordenadas 

correspondentes forem iguais. 

 
𝑣1

𝑢1
=
𝜋2−1

𝜋+1
=
(𝜋+1)(𝜋−1)

𝜋+1
= 𝜋 − 1 

e 
𝑣2

𝑢2
=
2𝜋−2

2
= 𝜋 − 1 

Como 
𝑣1

𝑢1
=
𝑣2

𝑢2
 e 𝑣3 = 𝑢3, então, 𝑢⃗  a 𝑣  são colineares. 
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34. 

34.1. Para que 𝑢⃗  e 𝑣  sejam colineares temos que  
2

𝑢1
=
𝑣2

5
=
10

4
 

ou seja 
2

𝑢1
=
10

4
⇔ 𝑢1 =

2 × 4

10
=
8

10
=
4

5
 

e 
𝑣2
5
=
10

4
⇔ 𝑣2 =

5 × 10

4
=
50

4
=
25

2
 

Assim, 𝑢1 =
4

5
 e 𝑣2 =

25

2
. 

34.2. Para que 𝑢⃗  e 𝑤⃗⃗  sejam colineares, como 𝑤1 = 0, temos que 𝑢1 = 𝑤1 = 0 e 

2

5
=
𝑤3
4
⟺ 𝑤3 =

2 × 4

5
=
8

5
 

Assim, 𝑢1 = 0  e 𝑤3 =
8

5
. 

 

35. 

35.1. Para que 𝑢⃗  e 𝑣  sejam colineares, temos que: 

𝑎

2
=
−3

6
=

1

2

−1
   , ou seja,  

𝑎

2
= −

1

2
= −

1

2
. 

Assim, 𝑎 = −
2

2
= −1. 
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35.2. Comecemos por calcular as coordenadas de 𝑢⃗ + 𝑤⃗⃗ : 

𝑢⃗ + 𝑤⃗⃗ = (2,6, −1) + (3,−4, 𝑏 − 1)  = (2 + 3,6 + (−4), −1 + 𝑏 − 1) = (5,2, 𝑏 − 2) 

Para que 𝑣  seja colinear a 𝑢⃗ + 𝑤⃗⃗  temos que  
5

𝑎
=

2

−3
=
𝑏−2
1

2

 

Assim,  

• 
5

𝑎
= −

2

3
⇔ 𝑎 = −

5×3

2
⇔ 𝑎 = −

15

2
 

• 
𝑏−2
1

2

= −
2

3
⇔ 𝑏 − 2 = −

2

3
×
1

2
⇔ 𝑏 − 2 = −

1

3
⇔ 𝑏 = −

1

3
+ 2 ⇔ 𝑏 =

5

3
 

36. Se 𝑢⃗  e 𝑣  fossem colineares, teríamos que  
𝑘−1

2
=
2

5
=
2

𝑘
, ou seja, 

 {

𝑘−1

2
=
2

5
2

𝑘
=
2

5

⇔ {
𝑘 − 1 =

4

5

𝑘 = 5
⇔ {

𝑘 =
9

5
 

𝑘 = 5
, o que é impossível. 

Assim, conclui-se que 𝑢⃗  e 𝑣  não são colineares, qualquer que seja 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 
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37. 

Bola branca: 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴 − 0 = (−2,6) − (0,0) = (−2,6) 

Bola preta: 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (−4,9) − (−2,6) = (−2,3) 
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38. 

38.1. 

a) 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐴 = (−4,0) − (2,3) = (−4 − 2,0 − 3) = (−6,−3) 

b) 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐵 = (−4,0) − (−3,1) = (−4 − (−3),0 − 1) = (−4 + 3,−1) = (−1,−1) 

c) 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴 − 𝐵 = (2,3) − (−3,1) = (2 − (−3),3 − 1) = (5,2) 

38.2. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (−3,1) − (2,3) = (−3 − 2,1 − 3) = (−5, −2) 

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐶 = (−3,1) − (−4,0) = (−3 − (−4),1 − 0) = (−3 + 4,1) = (1,1) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−5,−2) + 2(1,1) = (−5,−2) + (2,2)  = (−5 + 2,−2 + 2) = (−3,0) c.q.m. 

39. 

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (3,2) − (1,5) = (3 − 1,2 − 5) =  (2, −3) 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐵 = (5, 𝑘2 − 2𝑘) − (3,2) = (5 − 3, 𝑘2 − 2𝑘 − 2) = (2, 𝑘2 − 2𝑘 − 2) 

Assim, 

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ (2,−3) = (2, 𝑘2 − 2𝑘 − 2) ⇔ 2 = 2 ∧ −3 = 𝑘2 − 2𝑘 − 2 ⇔ 𝑘2 − 2𝑘 + 1 = 0 ⇔ 

⇔ 𝑘 =
2 ± √(−2)2 − 4 × 1 × 1

2 × 1
⇔ 𝑘 =

2 ± 0

2
⇔ 𝑘 = 1 



 
 

107 
Matemática A – Ensino Secundário - RESOLUÇÕES                                                                                                                          

 

40. Para provar que [ABCD] é um trapézio não paralelogramo basta provar que apenas dois dos lados são 

paralelos. 

• Comecemos por provar que os vetores 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ são colinearas. 

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (−2,1) − (0,5) = (−2 − 0,1 − 5) = (−2,−4) 

e 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐷 = (3,1) − (4,3) = (3 − 4,1 − 3) = (−1,−2) 

Assim 
−2

−1
=
−4

−2
= 2, logo, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ são vetores colineares, ou seja, [𝐴𝐵]//[𝐷𝐶]. 

• Agora provemos que 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ não são colineares. 

 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐵 = (3,1) − (−2,1) = (3 − (−2),1 − 1) = (5,0) 

e 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐷 − 𝐴 = (4,3) − (0,5) = (4 − 0,3 − 5) = (4, −2) 

Assim −2 ≠ 0 logo 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ não são vetores colineares. 

Conclui-se então que [ABCD] é um trapézio não paralelogramo. 

41. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (1,−𝑏, 𝑐) − (2𝑎 − 1,3,1) = (1 − 2𝑎, −𝑏 − 3, 𝑐 − 1) 

Assim, 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝑢⃗ ⇔ (1 − 2𝑎,−𝑏 − 3, 𝑐 − 1) = −(−5,3,0) ⇔ (1 − 2𝑎,−𝑏 − 3, 𝑐 − 1) = (5,−3,0) 

⇔ {
1 − 2𝑎 = 5
−𝑏 − 3 = −3
𝑐 − 1 = 0

⇔ {
−2𝑎 = 4
−𝑏 = 0
𝑐 = 1

⇔ {
𝑎 = −2
𝑏 = 0
𝑐 = 1

 

42. 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴 − 𝐵 = (3,1,2𝑘) − (5,−1,−2𝑘2) = (3 − 5,1 − (−1),2𝑘 − (−2𝑘2) = (−2,2,2𝑘 + 2𝑘2) 

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐷 = (𝑘, 2,4) − (−2,−2,−2) = (𝑘 − (−2), 2 − (−2),4 − (−2)) = (𝑘 + 2, 4, 6) 

Então, 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ (−2, 4, 2𝑘 + 2𝑘2) = 2(𝑘 + 2, 2, 6) ⇔ (−2,4,2𝑘 + 2𝑘2) = (2𝑘 + 4, 4, 12) 

⇔ −2 = 2𝑘 + 4 ∧ 4 = 4 ∧ 2𝑘 + 2𝑘2 = 12 ⇔  − 2𝑘 = 4 + 2 ∧  2𝑘2 + 2𝑘 − 12 = 0 

⇔ −2𝑘 = 6 ∧  𝑘2 + 𝑘 − 6 = 0 ⇔  𝑘 = −
6

2
 ∧  𝑘 =

−1 ± √12 − 4 × 1 × (−6)

2 × 1
⇔ 

⇔ 𝑘 = −3 ∧  𝑘 =
−1 ± √25

2
⇔ 𝑘 = −3 ∧ 𝑘 =

−1 ± 5

2
 

⇔ 𝑘 = −3 ∧ (𝑘 =
−1 + 5

2
∨ 𝑘 =

−1 − 5

2
) ⇔ 𝑘 = −3 ∧ (𝑘 = 2 ∨ 𝑘 = −3) ⇔ 𝑘 = −3 

O valor de 𝑘 é −3. 
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43. 

43.1. 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴 − 𝐵 = (2,−3) − (−2,0) = (2 − (−2), −3 − 0) = (4,−3) 

43.2.  𝐴 + 𝑢⃗ = (2,−3) + (1,−1) = (2 + 1,−3 + (−1)) = (3,−4) 

43.3. 𝐵 + 𝑢⃗ = (−2,0) + (1,−1) = (−2 + 1,0 + (−1)) = (−1,−1) 

44. 

Seja 𝐵(𝑎, 𝑏) então: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3,1) ⇔ 𝐵 − 𝐴 = (3,1) ⇔ 𝐵 = (3,1) + 𝐴 ⇔ 𝐵 = (3,1) + (2,−3) ⇔ 𝐵 = (3 + 2,1 − 3) ⇔ 𝐵(5,−2) 

45. 

45.1. Seja 𝑀 o ponto médio de [𝐴𝐵], então, 

𝑀 = 𝐴 +
1

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = B − A = (−2,−3) − (2,4) = (−4,−7)  

𝑀 = (2,4) +
1

2
(−4,−7) = (2 −

4

2
, 4 −

7

2
) = (0,

1

2
)  

Ou seja, 𝑀(0,
1

2
). 

45.2. Seja 𝑀 o ponto médio de [𝐶𝐵], então, 

𝑀 = 𝐶 +
1

2
𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = B − C = (−2,−3) − (0,5) = (−2,−8)  

𝑀 = (0,5) +
1

2
(−2,−8) = (0 −

2

2
, 5 −

8

2
) = (−1,1)  

Ou seja, 𝑀(−1,1). 

46. 

46.1.  𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐶 = (1,4, −1) − (−5,0,2) = (1 − (−5),4 − 0,−1 − 2) = (1 + 5,4 − 0, −1 − 2) = (6,4, −3) 

46.2. 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −(6,4, −3) = (−6,−4,3) 

Assim, 𝐴 + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3, −2,0) + (−6,−4,3) = (3 − 6,−2 − 4,0 + 3)  = (−3,−6,3) 

46.3. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐴 = (−5,0,2) − (3,−2,0) = (−5 − 3,0 − (−2),2 − 0) = (−8,2,2) 

Assim, 𝐵 − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1, −4, −1) − (−8,2,2) = (1 − (−8), −4 − 2,−1 − 2) = (9,−6, −3) 

46.4. Seja M ponto médio de [AB]. Então, 𝑀(
𝑥𝐴+𝑥𝐵

2
,
𝑦𝐴+𝑦𝐵

2
,
𝑧𝐴+𝑧𝐵

2
) 

Assim, 𝑀(
3+1

2
,
−2+4

2
,
0+(−1)

2
), ou seja, 𝑀(2,1, −

1

2
). 
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47.  𝐵 = 𝐴 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3,2, −1) + (−4,0,2) = (3 + (−4),2 + 0,−1 + 2) = (−1,2,1). 

48. Se 𝑀 é o ponto médio de [𝐴𝐵], então, 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⇔ 𝐵 − 𝐴 = 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⇔ 𝐵 = 𝐴 + 2𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  . 

Como 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀 − 𝐴 = (−2,4) − (1,3) = (−2 − 1,4 − 3) = (−3,1), 

então, 𝐵 = (1,3) + 2(−3,1) = (1,3) + (−6,2) = (−5,5). 

49. 

49.1. Seja 𝐴(𝑎1, 𝑎2) e 𝐵(𝑏1, 𝑏2) temos que 
𝑎1 + 𝑏1
2

= √12 ∧
𝑎2 + 𝑏2
2

= 3 ⇔ 𝑎1 + 𝑏1 = 2√12 ∧ 𝑎2 + 𝑏2 = 6 

Assim, podemos ter, por exemplo: 𝐴(√12, 2) e 𝐵(√12, 4), ou seja, 𝐴(2√3, 2) e 𝐵(2√3, 4). 

49.2. Sejam 𝐴(𝑎1, 𝑎2) e 𝐵(𝑏1, 𝑏2). 

Como A é o ponto médio de [BM] então 𝑎1 =
𝑏1+√12

2
 e 𝑎2 =

𝑏2+3

2
. 

Se, por exemplo, 𝐵(0,1), então, 𝑏1 = 0 ∧ 𝑏2 = 1. 

Assim, 𝑎1 =
0+√12

2
 ∧ 𝑎2 =

1+3

2
⇔ 𝑎1 =

2√3

2
∧ 𝑎2 =

4

2
⇔ 𝑎1 = √3 ∧ 𝑎2 = 2 

Por exemplo, 𝐴(√3, 2) e 𝐵(0,1). 

50. Se 𝑀(𝑎 + 2𝑏, 𝑏 − 𝑎) é o ponto médio de [𝐴𝐵] então: 

𝑎 + 2𝑏 =
−7 + 3

2
∧ 𝑏 − 𝑎 =

6 + 2

2
 ⇔ {

𝑎 + 2𝑏 = −2
𝑏 − 𝑎 = 4

⇔ {
𝑎 + 2(4 + 𝑎) = −2

𝑏 = 4 + 𝑎
⇔ {

𝑎 + 8 + 2𝑎 = −2
−

⇔ 

⇔ {
3𝑎 = −10

−
 ⇔ {

𝑎 = −
10

3

𝑏 = 4 + (−
10

3
)

⇔ {
𝑎 = −

10

3

𝑏 = −
2

3
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51. 

51.1. Seja M o ponto médio de [AB], então 𝑀(
𝑥𝐴+𝑥𝐵

2
,
𝑦𝐴+𝑦𝐵

2
). 

Assim, 

𝑀(
−7+5

2
,
4+(−2)

2
)) , 

ou seja, 

𝑀(−1; 1). 

Temos que:  

Diâmetro = d(A, B) = √(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)
2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)

2 = √(5 − (−7))2 + (−2 − 4)2 = √122 + (−6)2 =

= √144 + 36 = √180 = 6√5 

Assim, como o raio da circunferência é igual a metade do diâmetro, então, 𝑟 =
6√5

2
= 3√5. 

Sendo 𝑀(−1,1) o centro da circunferência, a sua equação é: 

(𝑥 − (−1))2 + (𝑦 − 1)2 = (3√5)2 

Ou seja, 

(𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 1)2 = 45. 
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51.2. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (5,−2) − (−7,4) = (5 + 7,−2 − 4) = (12,−6), 

𝐶 = 𝐵 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (5, −2) + (12,−6) = (17,−8)  

Logo,  

𝐶(17,−8)  

52. Para que [𝐴𝐵𝐶𝐷] seja um paralelogramo temos de ter 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Considerando 𝐷(𝑎, 𝑏), temos que: 

• 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (2,5) − (0,2) = (2 − 0,5 − 2) = (2,3) 

• 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐷 = (6,4) − (𝑎, 𝑏) = (6 − 𝑎, 4 − 𝑏) 

Assim,  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ (2,3) = (6 − 𝑎, 4 − 𝑏) ⇔  2 = 6 − 𝑎 ∧  3 = 4 − 𝑏 ⇔ 𝑎 = 6 − 2 ∧ 𝑏 = 4 − 3 ⇔ 𝑎 = 4 ∧ 𝑏 = 1 

 

𝐷(4, 1) 

 

53. 

53.1. Determina-se o comprimento da aresta do cubo, calculando a norma do vetor 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

‖𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √32 + 72 + 52 = √9 + 49 + 25 = √83  

Para determinar a medida do comprimento da diagonal [ED] da face [CDFG] do cubo, usa-se o Teorema de 

Pitágoras. 

‖𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖
2
= ‖𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
+ ‖𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
⇔ ‖𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
= (√83)

2
+ (√83)

2
⇔ ‖𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
= 83 + 83

‖𝐸𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖>0
⇔    ‖𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = √166 

A medida do comprimento da diagonal [ED] da face [CDFG] do cubo é igual a √166 𝑢. 𝑐. 

53.2. Para determinar as coordenadas do centro A, tem-se que 

𝐴 = 𝐺 + (−𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (5,10, 3) + (−3,−7,−5) = (2, 3, −2) 

Como as arestas do cubo são iguais: 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = √83 

Logo, a equação reduzida da superfície esférica de centro no ponto A e que contém o ponto B é  

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 + 2)2 = (√83)2 

Ou seja, 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 + 2)2 = 83 

53.3. Seja 𝑃(𝑥, 𝑦) um ponto qualquer do plano mediador de [𝐴𝐺]. 

Então, 

𝑑(𝑃, 𝐴) = 𝑑(𝑃, 𝐺) ⇔ √(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 + 2)2

= √(𝑥 − 5)2 + (𝑦 − 10)2 + (𝑧 − 3)2
⬚
⇔ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 + (𝑧 + 2)2

= (𝑥 − 5)2 + (𝑦 − 10)2 + (𝑧 − 3)2
⬚
⇔𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 6𝑦 + 9 + 𝑧2 + 4𝑧 + 4

= 𝑥2 − 10𝑥 + 25 + 𝑦2 − 20𝑦 + 100 + 𝑧2 − 6𝑧 + 9
⬚
⇔6𝑥 + 14𝑦 + 10𝑧 = 117 

Uma equação do plano mediador de [𝐴𝐺] é 6𝑥 + 14𝑦 + 10𝑧 = 117 
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1. 𝑣 (−2,3) 

Pelo Teorema de Pitágoras,  

‖𝑣 ‖2 = 22 + 32 ⇔ ‖𝑣 ‖2 = 4 + 9 ⇔ ‖𝑣 ‖2 = 13 ⇔ ‖𝑣 ‖ = ±√13 

Como ‖𝑣 ‖ > 0 então ‖𝑣 ‖ = √13. 

 

2. A norma de um vetor é igual à raiz quadrada da soma dos quadrados das suas coordenadas. 
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54. ∥ 𝑢⃗ ∥= √32 + (−6)2 = √9 + 36 = √45 = 3√5 

  

 ∥ 𝑣 ∥= √02 + (−4)2 = √0 + 16 = √16 = 4 

 ∥ 𝑤⃗⃗ ∥= √(−2√5)2 + (−1)2 = √4 × 5 + 1 = √21 

55. 

55.1. ∥ 𝑣 ∥= √52 + 142 = √25 + 196 = √221 

55.2. 

• Se 𝑣  e 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ são colineares, então, ∃𝜆 ∈ ℝ: 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜆𝑣 .  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (−3,−2) − (𝑘, 5) = (−3 − 𝑘,−2 − 5) = (−3 − 𝑘,−7) 

Assim 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜆𝑣 ⇔ (−3 − 𝑘,−7) = 𝜆(5,14) ⇔ {
−3 − 𝑘 = 5𝜆
−7 = 14𝜆

⇔ {
−

𝜆 = −
7

14
⇔ {

−3 − 𝑘 = 5 (−
1

2
)

𝜆 = −
1

2

⇔ 

⇔ {−3 − 𝑘 = −
5

2
−

⇔ {
−6 − 2𝑘 = −5
−

⇔ {
−2𝑘 = −5 + 6
−

⇔ {
𝑘 = −

1

2

𝜆 = −
1

2

 

𝑣  e 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ são colineares se 𝑘 = −
1

2
. 

 

•𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−3 − (−1/2), −7) = (−3 + 1/2,−7) = (−
5

2
, −7) 

 ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √(−
2

2
)
2
+ (−7)2 = √

25

4
+ 49 =

√221

2
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56. 

56.1. ∥ 𝑢⃗ ∥= √12 + (−2)2 = √1 + 4 = √5 

 ∥ 𝑣 ∥= √(−3)2 + 22 = √9 + 4 = √13 

56.2. 

a) Se 𝑢⃗  é colinear com 𝑤⃗⃗ , então, ∃𝜆 ∈ 𝐼𝑅: 𝑤⃗⃗ = 𝜆𝑢⃗ . 

 𝑤⃗⃗ = 𝜆𝑢⃗ = 𝜆(1, −2) = (𝜆, −2𝜆) 

Como ‖𝑤⃗⃗ ‖ = 10, então, 

√𝜆2 + (−2𝜆)2 = 10 ⇔ 𝜆2 + 4𝜆2 = 100 ⇔ 5𝜆2 = 100 ⇔ 𝜆2 = (
100

5
)  ⇔ 𝜆 = ±√

100

5
⇔ 𝜆 = ±

10

√5
⇔ 

⇔ 𝜆 = ±
10√5

5
⇔ 𝜆 = ±2√5 

• Se 𝜆 = −2√5 então 𝑤⃗⃗ = (−2√5,−2(−2√5)) = (−2√5, 4√5). 

• Se 𝜆 = 2√5 então 𝑤⃗⃗ = (2√5, −2 × 2√5) = (2√5, −4√5). 

 𝑤⃗⃗ (−2√5, 4√5) ou 𝑤⃗⃗ (2√5, −4√5) 

 

b) 𝑢⃗ + 𝑣 = (1,−2) + (−3,2) = (1 − 3,−2 + 2) = (−2,0) 

Como 𝑤⃗⃗  é colinear com 𝑢⃗ + 𝑣 , então, ∃𝜆 ∈ 𝐼𝑅:  𝑤⃗⃗ = 𝜆(𝑢⃗ + 𝑣 ) . 

Assim, 𝑤⃗⃗ = 𝜆(−2,0) = (−2𝜆, 0) 

Cormo ‖𝑤⃗⃗ ‖ = 10 então, 

√(−2𝜆)2 + 02 = 10 ⇔ √4𝜆2 + 0 = 100 ⇔ 4𝜆2 = 100 ⇔ 𝜆2 =
100

4
⇔ 𝜆2 = 25 ⇔ 𝜆 = ±√25 ⇔ 𝜆 = ±5 

• Se 𝜆 = −5 então 𝑤⃗⃗ = (−2 × (−5), 0) = (10, 0) 

• Se 𝜆 = 5 então 𝑤⃗⃗ = (−2 × 5, 0) = (−10, 0) 

𝑤⃗⃗ (10,0) ou 𝑤⃗⃗ (−10,0) 
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57. ∥ 𝑢⃗ ∥ = √(−2)2 + 02 + 12 = √4 + 0 + 1 = √5 

 ∥ 𝑣 ∥= √(3√5)2 + 22 + (−√5)2 = √9 × 5 + 4 + 5 = √54 = 3√6 

 ∥ 𝑤⃗⃗ ∥= √02 + (
2√3

3
)
2

+ (−1)2 = √0 +
4×3

9
+ 1 = √

4

3
+ 1 = √

7

3
=
√7

√3
=
√7√3

3
=
√21

3
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58. 

58.1. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (4,−1,3) − (−2,2,0) = (4 − (−2), −1 − 2,3 − 0) = (6,−3,3) 

 ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √62 + (−3)2 + 32 = √36 + 9 + 9 = √54 = 3√6 

58.2. 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −(6,−3,3) = (−6,3, −3) 

Como 𝑣  é colinear com 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, então, ∃𝜆 ∈ 𝐼𝑅: v⃗ = 𝜆𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

  𝑣 = 𝜆𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ (2,−𝑘, 1) = 𝜆(−6,3, −3) ⇔ (2,−𝑘, 1) = (−6𝜆, 3𝜆, −3𝜆) ⇔ 

 ⇔ {
2 = −6𝜆
−𝑘 = 3𝜆
1 = −3𝜆

⇔

{
 
 

 
 𝜆 = −

2

6

−𝑘 = 3 × (−
1

3
)

𝜆 = −
1

3

⇔ {

𝜆 = −
1

3

−k = −1

𝜆 = −
1

3

⇔ {
𝜆 = −

1

3

k = 1
 

𝑘 = 1 

60. ‖𝑣 ‖ = √(−4)2 + (𝑘 + 1)2 + (4 + 𝑘)2 = √16 + 𝑘2 + 2𝑘 + 1 + 16 + 8𝑘 + 𝑘2 = √2𝑘2 + 10𝑘 + 33 

Por outro lado 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (3,1,1) − (2,−1,3) = (3 − 2,1 − (−1),1 − 3) = (1,2, −2). 

Logo, ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √12 + 22 + (−2)2 = √1 + 4 + 4 = √9 = 3 

Assim, ‖𝑣 ‖ = 3‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖, temos que: 

 √2𝑘2 + 10𝑘 + 33 = 3 × 3 ⇔ 2𝑘2 + 10𝑘 + 33 = 81 ⇔ 2𝑘2 + 10𝑘 − 48 = 0 ⇔ 𝑘2 + 5𝑘 − 24 = 0 ⇔ 𝑘 =
−5±√52−4×1×(−24)

2×1
⇔ 𝑘 =

−5±√25+96

2
⇔ 𝑘 =

−5±√121

2
⇔ 𝑘 =

−5±11

2
⇔ 𝑘 =

−5+11

2
∨ 𝑘 =

−5−11

2
⇔ 𝑘 = 3 ∨

𝑘 = −8 

𝑘 pode tomar os valores −8 ou 3. 

Tarefa 11 – Página 134 

1. O comando sqrt, da biblioteca math, permite calcular uma raiz quadrada e o comando ** representa o 
“elevado a”. 

2. 

a) b) c) 
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3. 

 

Tarefa 12 – Página 135 

1. O vetor é o 𝑢⃗ . 2. 

 
3. Os pontos que pertencem à reta são B, 
D, F e G. 

4. Reta que contém o ponto A e tem a direção do 
vetor 𝑢⃗ . 
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61. Por exemplo: (𝑥, 𝑦) = (−2,5) + 𝑘(1,0), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

62. Dados dois pontos quaisquer 𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴) e 𝐵(𝑥𝐵 , 𝑦𝐵) pertencentes a uma reta paralela a Oy, temos que  

𝑥𝐴 = 𝑥𝐵. Por exemplo, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ é um vetor diretor da reta. 

Assim, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (𝑥𝐵 , 𝑦𝐵) − (𝑥𝐴, 𝑦𝐴) = (𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴) = (0, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴) 

Conclui-se então que qualquer vetor cuja primeira coordenada seja nula poderá ser considerado vetor diretor 

de uma reta paralela a Oy. 

63. 

63.1. Seja 𝑃(𝑥, 𝑦) um ponto qualquer da reta r. 

𝑃 = 𝐴 + 𝑘𝑣 , 𝑘 ∈ 𝐼𝑅, ou seja, 
𝑃(𝑥, 𝑦) = (−2,3) + 𝑘(2,1), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅 
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63.2. 𝐵 (1,
9

2
) pertence à reta se e somente se ∃𝑘 ∈ 𝐼𝑅: 𝐵 = 𝐴 + k𝑣 . 

Substituindo o valor das coordenadas na equação da alínea anterior: 

(1,
9

2
) = (−2,3) + 𝑘(2,1) ⇔ (1,

9

2
) = (−2,3) + (2𝑘, 𝑘) ⇔ (1,

9

2
) = (−2 + 2𝑘, 3 + 𝑘) ⇔ 

⇔ {
1 = −2 + 2𝑘
9

2
= 3 + 𝑘

⇔{
2k = 1 + 2

𝑘 =
9

2
− 3

⇔{
k =

3

2

𝑘 =
3

2

 

Provamos que 𝐵 = 𝐴 +
3

2
𝑣 , logo, B pertence à reta r. 

64. 

64.1. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ é um vetor diretor da reta AB. 

Assim, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (0, −2) − (3,1) = (0 − 3,−2 − 1) = (−3,−3) 

Logo, sendo 𝑃(𝑥, 𝑦) um ponto qualquer da reta 𝐴𝐵 temos que 𝑃 = 𝐴 + 𝑘𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

 ou seja,  (𝑥, 𝑦) = (3,1) + 𝑘(−3,−3), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

64.2. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ é um vetor diretor da reta 𝐴𝐵. 

Assim 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (1,2) − (−1,2) = (1 − (−1),2 − 2) = (2,0) 

Logo, sendo 𝑃(𝑥, 𝑦) um ponto qualquer da reta 𝐴𝐵 temos que 𝑃 = 𝐴 + 𝑘𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

Assim, (𝑥, 𝑦) = (−1,2) + 𝑘(2,0), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

65. 

65.1. Uma equação vetorial da reta 𝑟 é  (𝑥, 𝑦) = (2,−1) + 𝑘(3,−4), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅 

Logo, (2, −1) são as coordenadas de um ponto da reta. 

Se, por exemplo, 𝑘 = 1, então (2, −1) + (3,−4) = (5,−5) são as coordenadas de outro ponto da reta. 

(2, −1) e (5, −5), por exemplo. 

65.2. Como 2 × (3,−4) = (6,−8), então o vetor de coordenadas (6, −8) é colinear ao vetor (3, −4). Logo, o 

vetor de coordenadas (6, −8) é também um vetor diretor da reta 𝑟. 

Assim, a equação seguinte é uma equação vetorial da reta. 

(𝑥, 𝑦) = (2,−1) + 𝑘(6, −8), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅 

66. 

66.1. Seja 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) um ponto qualquer pertencente a reta r. 

𝑃 = 𝐴 + 𝑘𝑣 , 𝑘 ∈ 𝐼𝑅 , ou seja, 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2,1,1) + 𝑘(−1,1,3), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅 
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66.2.  Para provar que o ponto 𝐵(2,−2,4) não pertence a reta temos de demonstrar que : .k IR B A kv = +  

Suponhamos que o ponto B pertence à reta 𝑟. 

Então, 

𝐵 = 𝐴 + 𝑘𝑣 ⇔ (2,−2,4) = (2,1,1) + 𝑘(−1,1,3) ⇔ (2,−2,4) = (2,1,1) + (−𝑘, 𝑘, 3𝑘) ⇔ 

⇔ (2,−2,4) = (2 − 𝑘, 1 + k, 1 + 3𝑘) 

⇔ {
2 = 2 − 𝑘
−2 = 1 + 𝑘
4 = 1 + 3𝑘

⇔ {
𝑘 = 2 − 2
𝑘 = −2 − 1
3𝑘 = 4 − 1

⇔ {
𝑘 = 0
𝑘 = −3
𝑘 = 1

 

O sistema é impossível, logo, ∄𝑘 ∈ 𝐼𝑅: 𝐵 = 𝐴 + 𝑘𝑣 , ou seja, B não é um ponto da reta r. 

 

66.3. O vetor 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ é um vetor diretor da reta 𝐴𝐵. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (2,−2,4) − (2,1,1) = (2 − 2,−2 − 1,4 − 1) = (0,−3,3) 

Assim, sendo 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) um ponto qualquer da reta 𝐴𝐵, temos que: 

𝑃 = 𝐴 + 𝑘𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑘 ∈ 𝐼𝑅, ou seja, (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2,1,1) + 𝑘(0, −3,3), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

Aplicar – Página 138 

67. 

67.1. O vetor 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  é um vetor diretor da reta 𝐷𝐵. 

𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵 − 𝐷 = (5,5, −5) − (0,0, −5) = (5,5,0) 

Assim, sendo 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) um ponto qualquer da reta 𝐷𝐵, temos que: 

𝑃 = 𝐷 + 𝑘𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑘 ∈ 𝐼𝑅, ou seja, (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0,0, −5) + 𝑘(5,5,0), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

67.2. O vetor 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ é um vetor diretor da reta 𝐴𝐹. 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹 − 𝐴 = (0,5,0) − (5,0, −5) = (−5,5,5) 

Assim, sendo 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) um ponto qualquer da reta 𝐷𝐵, temos que: 

𝑃 = 𝐴 + 𝑘𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑘 ∈ 𝐼𝑅, ou seja, (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (5,0, −5) + 𝑘(−5,5,5), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

68. 

68.1. Comecemos por determinar as coordenadas do vetor 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ que é vetor diretor da reta MN.  

Assim, 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑁 −𝑀 = (6,−2) − (−1,5) = (6 − (−1), −2 − 5) = (7, −7) 

Assim, sendo 𝑃(𝑥, 𝑦) um ponto qualquer do segmento de reta [MN], então, 

𝑃 = 𝑀 + 𝑘𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑘 ∈ [0,1] , ou seja, (𝑥, 𝑦) = (−1,5) + 𝑘(7,−7), 𝑘 ∈ [0,1] 
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68.2. Comecemos por determinar as coordenadas do vetor 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Assim, 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑀 − 𝑁 = (−1,5) − (6,−2) = (−1 − 6,5 − (−2)) = (−7,7). 

Se 𝑃(𝑥, 𝑦) for um ponto qualquer da semirrreta 𝑁̇𝑀, então: 

𝑃 = 𝑁 + 𝑘𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑘 ∈ 𝐼𝑅0
+ , ou seja, (𝑥, 𝑦) = (6,−2) + 𝑘(−7,7), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅0

+. 

69. 

69.1.  O vetor 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ é um vetor diretor de reta 𝐴𝐵.  

Assim, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (2,5) − (−2,3) = (2 − (−2),5 − 3) = (4,2) 

Logo, sendo 𝑃(𝑥, 𝑦) um ponto qualquer de reta 𝐴𝐵 temos que: 

𝑃 = 𝐴 + 𝑘𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑘 ∈ 𝐼𝑅, ou seja, (𝑥, 𝑦) = (−2,3) + 𝑘(4,2), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

69.2. Determinemos, por exemplo, as coordenadas dos pontos de abcissas 0 e 1. 

• Se 𝑥 = 0 temos que: 

(0, 𝑦) = (−2,3) + 𝑘(4,2) ⇔ (0, 𝑦) = (−2 + 4𝑘, 3 + 2𝑘) ⇔ 

⇔ {
0 = −2 + 4𝑘
𝑦 = 3 + 2𝑘

⇔ {
4𝑘 = 2
−

⇔{𝑘 =
2

4
−

⇔ {
𝑘 =

1

2

𝑦 = 3 + 2 ×
1

2

⇔ {
𝑘 =

1

2
𝑦 = 4

 

O ponto de coordenadas (0,4) pertence à reta AB. 

• Se 𝑥 = 1 temos que: 

(1, 𝑦) = (−2,3) + 𝑘(4,2) ⇔ (1, 𝑦) = (−2 + 4𝑘, 3 + 2k) ⇔ 

⇔ {
1 = −2 + 4𝑘
𝑦 = 3 + 2𝑘

⇔ {
4𝑘 = 1 + 2

⇔
⇔ {

4𝑘 = 3
−

⇔ {
𝑘 =

3

4

𝑦 = 3 + 2 ×
3

4

⇔ {
𝑘 =

3

4

𝑦 =
9

2

 

O ponto de coordenadas (1,
9

2
) pertence à reta AB. 

69.3. Sendo a abcissa igual a −1, temos que: 

(−1, 𝑦) = (−2,3) + 𝑘(4,2) ⇔ (−1, 𝑦) = (−2 + 4𝑘, 3 + 2𝑘) ⇔ 

⇔ {
−1 = −2 + 4𝑘
𝑦 = 3 + 2𝑘

⇔ {
4𝑘 = −1 + 2

−
⇔ {

𝑘 =
1

4

𝑦 = 3 + 2 ×
1

4

⇔ {

−

𝑦 = 3 +
1

2
⇔ {

𝑘 =
1

4

𝑦 =
7

2

 

 

Assim, a ordenado do ponto da reta 𝐴𝐵 com abcissa −1 é igual a 
7

2
. 
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69.4. A equação da reta 𝐴̇𝐵 será: 

(𝑥, 𝑦) = (−2,3) + 𝑘(4,2), 𝑑 ∈ 𝐼𝑅0
+ 

O ponto (−10,−1) pertence a reta se e somente se: 

∃𝑘 ∈ 𝐼𝑅0
+: (−10,−1) = (−2,3) + 𝑘(4,2) 

Assim, (−10,−1) = (−2,3) + 𝑘(4,2) 

⇔ {
(−10,−1) = (−2 + 4𝑘, 3 + 2𝑘)

−10 = −2 + 4𝑘
−1 = 3 + 2𝑘

⇔ {
4𝑘 = −10 + 2
2𝑘 = −1 − 3

⇔ {
𝑘 = −

8

4

𝑘 = −
4

2

 ⇔ {
𝑘 = −2
𝑘 = −2

 

Como 𝑘 = −2 ∉ 𝐼𝑅0
+, então, o ponto (10, −1) não pertence à semirreta 𝐴̇𝐵. 

 

69.5. O ponto pedido terá ordenada igual a zero. 

Assim, 

(𝑥, 0) = (−2,3) + 𝑘(4,2) ⇔ (𝑥, 0) = (−2 + 4𝑘, 3 + 2𝑘) 

⇔ {
𝑥 = −2 + 4𝑘
0 = 3 + 2𝑘

⇔ {
−

2𝑘 = −3 ⇔ {
𝑥 = −2 + 4 × (−

3

2
)

𝑘 = −
3

2

⇔{
𝑥 = −2 − 6

−
⇔ {

𝑥 = −8

𝑘 = −
3

2

 

O ponto (−8,0) é a porto de interseção da reta 𝐴𝐵 com 0 eixo 𝑂𝑥. 
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1. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ é um vetor diretor da reta 𝐴𝐵 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (3,4) − (0,2) = (3 − 0,4 − 2) = (3,2) 

(3,2) é um vetor diretor da reta 𝐴𝐵. 

2. Seja P (𝑥, 𝑦) um ponto qualquer da reta AB, temos que: 

𝑃 = 𝐴 + 𝑘𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑘 ∈ 𝐼𝑅, ou seja, (𝑥, 𝑦) = (0,2) + 𝑘(3,2), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅 

3.  

(𝑥, 𝑦) = (0,2) + 𝑘(3,2) ⇔ (𝑥, 𝑦) = (0,2) + (3𝑘, 2𝑘) ⇔ 

⇔ (𝑥, 𝑦) = (3𝑘, 𝑧 + 2𝑘) ⇔ {
𝑥 = 3𝑘
𝑦 = 2 + 2𝑘

⇔ {
𝑘 =

𝑥

3
2𝑘 = 𝑦 − 2

⇔ {
𝑘 =

𝑥

3

𝑘 =
𝑦 − 2

2

 

Assim, 

 
𝑥

3
=
𝑦−2

2
⇔ 2𝑥 = 3(𝑦 − 2) ⇔ 2𝑥 = 3𝑦 − 6 ⇔ 3𝑦 = 2𝑥 + 6 ⇔ 𝑦 =

2𝑥

3
+
6

3
⇔ 𝑦 =

2

3
𝑥 + 2 

O declive da reta é 
2

3
. 
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4. Como 𝑣 (𝑣1, 𝑣2) é colinear com 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,2), então ∃𝑘 ∈ 𝐼𝑅: 𝑣 = 𝑘𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, ou seja, 

 (𝑣1, 𝑣2) = 𝑘(3,2) ⇔ (𝑣1, 𝑣2) = (3𝑘, 2𝑘) 

Assim, como k≠0, 
𝑣2
𝑣1
=
2𝑘

3𝑘
=
2

3
 

ou seja, 
𝑣2

𝑣1
 é igual ao declive da reta r. 

5. Como 𝑣 (𝑣1, 𝑣2) é colinear ao vetor de coordenadas (1, 𝑘), então: 

 ∃𝑎 ∈ 𝐼𝑅: 𝑣 = 𝑎(1, 𝑘).  Nota que 𝑎 ≠ 0, pois, como 𝑣  é um vetor diretor de uma reta, então,  𝑣 ≠ 0⃗  . 

Assim, 

(𝑣1, 𝑣2) = 𝑎(1, 𝑘) ⇔ (𝑣1, 𝑣2) = (𝑎, 𝑎𝑘) ⇔ {
𝑣1 = 𝑎
𝑣2 = 𝑎𝑘

⇔ {

𝑎 = 𝑣1

𝑘 =
𝑣2
𝑎

 

Então 𝑘 =
𝑉2

𝑉1
, ou seja 𝑘 é igual ao declive da reta r. 

Tarefa 14 – Página 139 

1. A direção da reta vai alterando. 

2. A reta interseta o eixo Oy em diferentes pontos. 
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70. 

70.1. 𝑦 = −6𝑥 + 1 

70.2.  Comecemos por determinar um vetor diretor da reta: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (3,−4) − (−2,5) = (5,−9) 

Assim, 𝑚 = −
9

5
. 

𝑦 = −
9

5
𝑥 + 𝑏 

Substituindo pelas coordenadas do ponto A: 

5 = −
9

5
× (−2) + 𝑏 ⟺ 5 =

18

5
+ 𝑏 ⟺ 𝑏 = 5 −

18

5
⟺ 𝑏 =

7

5
 

Logo, a equação reduzida da reta é 𝑦 = −
9

5
𝑥 +

7

5
. 

70.3.  Como (7,2) são as coordenadas de um vetor diretor da reta, então, o seu declive é igual a 𝑚 =
2

7
. 

           Assim, 𝑦 =
2

7
𝑥 + 𝑏 

          Substituindo pelas coordenadas (−1,2) de um ponto da reta: 

2 =
2

7
(−1) + 𝑏 ⟺ 2 = −

2

7
+ 𝑏 ⟺ 𝑏 = 2 +

2

7
⟺ 𝑏 =

16

7
  

Logo, a equação reduzida da reta é 𝑦 =
2

7
𝑥 +

16

7
. 
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Aplicar – Página 141 

71. Os pontos de coordenadas (2,0) e (0,4) pertencem à reta. Podemos então determinar as coordenadas de 

um vetor diretor da reta 𝑟: 

𝑟 = (2,0) − (0,4) = (2,−4)  

Assim, o declive da reta é 𝑚 =
−4

2
= −2 

Como 4 é a ordenada na origem, temos que b = 4, logo, a equação reduzida da reta é: 

𝑦 = −2𝑥 + 4. 
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72. 

72.1.  𝑚 =
6

3
= 2 72.2. 𝑚 =

7

−2
= −

7

2
 72.3. 𝑚 =

0

−1
= 0 

72.4. 𝑚 =
−10

√5
= −

10√5

5
= −2√5 72.5. 𝑚 =

√20

√5
= √

20

5
= √4 = 2 

 

 

73. 

73.1. Os pontos 𝐴(2,3) e 𝐵(1,2) pertencem à reta. Podemos então determinar as coordenadas de um vetor 

diretor da reta AB: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1,2) − (2,3) = (−1,−1)  

Assim, o declive da reta é 𝑚 =
−1

−1
= 1. 

Logo, 𝑦 = 𝑥 + 𝑏 

O ponto 𝐴(2,3) pertence à reta, logo 3 = 2 + 𝑏 ⟺ 𝑏 = 1 

A equação reduzida da reta é  𝑦 = 𝑥 + 1 

73.2. Os pontos 𝐴(0,3) e 𝐵(5,0) pertencem à reta. Podemos então determinar as coordenadas de um vetor 

diretor da reta AB: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (5,0) − (0,3) = (5,−3) 

Assim, o declive da reta é 𝑚 = −
3

5
. 

A equação reduzida da reta é  𝑦 = −
3

5
𝑥 + 3 

73.3. Os pontos 𝐴(−1,−1) e 𝐵(2, −2) pertencem à reta. Podemos então determinar as coordenadas de um 

vetor diretor da reta AB: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2, −2) − (−1, −1) = (3,−1) 

Assim, o declive da reta é 𝑚 =
−1

3
= −

1

3
. 

Logo, 𝑦 = −
1

3
𝑥 + 𝑏 

O ponto 𝐴(−1,−1) pertence à reta, logo 

−1 = −1 × (−
1

3
) + 𝑏 ⟺ 𝑏 = −1 −

1

3
⟺ 𝑏 = −

4

3
 

A equação reduzida da reta é 𝑦 = −
1

3
𝑥 −

4

3
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74. 

74.1. Por exemplo: 𝑣 (3,7) ou 𝑣 (−3,−7). 

74.2. 𝑥 + 𝑦 = 0 ⇔ 𝑦 = −𝑥 

Por exemplo: 𝑣 (1, −1)   ou 𝑣 (2, −2). 

74.3. 2𝑥 − 3𝑦 = 1 ⇔ −3𝑦 = −2𝑥 + 1 ⇔ −3 𝑦 =
−2𝑥

−3
+

1

−3
⇔ 𝑦 =

2

3
𝑥 −

1

3
 

Por exemplo:𝑣 (3,2) ou 𝑣 (−3,−2) 

74.4. 𝑦 =
5

3
 é a equação de uma reta paralela ao eixo 𝑂𝑥, logo, por exemplo,  𝑣̃(1,0)  ou  𝑣̃(−1, 0) são vetores 

diretores da reta dada. 

75. 

1. A 2. D 3. B 4. C 

Tarefa 15 – Página 143 

1. O programa permite determinar o declive e a ordenada na origem da reta que contém os pontos de 

coordenadas (3, – 1) e ( – 4, – 2) . 

2. Declive da reta: 0,14285714285714285 

    Ordenada na origem: – 1,4285714285714286 

3. Declive da reta: 1,5 ; Ordenada na origem: 3,0 

4. 
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76. 

Como o declive da reta é 3, então qualquer vetor diretor da reta é colinear com o vetor (1,3), ou seja, é do 

tipo 𝑟 = 𝑘(1,3) = (𝑘, 3𝑘), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

Como a sua norma é 2, então: 

‖𝑟 ‖ = 2 ⟺ √𝑘2 + (3𝑘)2 = 2 ⟺ 𝑘2 + 9𝑘2 = 4 ⟺ 10𝑘2 = 4 ⟺ 𝑘2 =
4

10
⟺ 𝑘 = ±√

2

5
⟺ 

⟺ 𝑘 = ±
√10

5
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Se 𝑘 = −
√10

5
 então  𝑟 = (−

√10

5
, 3 × (−

√10

5
)) = (−

√10

5
, −

3√10

5
). 

Se k =
√10

5
 então  𝑟 = (

√10

5
, 3 ×

√10

5
) = (

√10

5
,
3√10

5
). 

Assim, os vetores são: 𝑟 = (−
√10

5
, −3

√10

5
) ou  𝑟 = (

√10

5
, 3
√10

5
). 

77. 

77.1. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ é um vetor diretor da reta. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (1,3) − (𝑘,−1) = (1 − 𝑘, 3 − (−1)) = (1 − 𝑘, 4) 

Como a reta tem declive 2, então: 

 
4

1−𝑘
= 2 ⇔ 4 = 2(1 − 𝑘) ⇔ 

⇔ 4 = 2 − 2𝑘 ⇔ 2𝑘 = 2 − 4 ⇔ 2𝑘 = −2 

⇔ 𝑘 =
−2

2
⇔ 𝑘 = −1 

 

77.2. Como 𝑣 (−2, 𝑘 − 2) é vetor diretor da reta de declive 3, então: 

𝑘 − 2

−2
= 3 ⇔ 𝑘 − 2 = 3 × (−2) ⇔ 𝑘 − 2 = −6 ⇔ 𝑘 = −6 + 2 ⇔ 𝑘 = −4 

77.3. Comecemos por determinar a equação reduzida da reta. 

2𝑥 − 2𝑦 = 1 ⇔ −2𝑦 = −2𝑥 + 1 ⇔ 𝑦 =
−2𝑥 + 1

−2
⇔ 𝑦 = 𝑥 −

1

2
 

Assim, o declive da reta é igual a 1, logo, como 𝑣 (4, 𝑘 + 1) é vetor diretor da reta, 
𝑘 + 1

4
= 1 ⇔ 𝑘 + 1 = 4 ⇔ 𝑘 = 3 

Tarefa 16 – Página 144 

1. Ao variar o valor de m, o declive das retas r e s varia, mas estas são sempre paralelas. 
2. Ao variar o valor de c, a ordenada da origem das retas s e p varia, mas as retas intersetam o eixo Oy sempre 
ao mesmo ponto. 

Aplicar – Página 145 

78. 

78.1. 

• Paralela a s: por exemplo, a reta definida por 𝑦 = 3𝑥 + 1. 

• Paralela a r: por exemplo, a reta definida por 𝑦 = −2𝑥. 

• Reta t: 4𝑥 + 3𝑦 = 6 ⇔ 3𝑦 = −4𝑥 + 6 ⇔⇔ 𝑦 =
−4𝑥+6

3
⇔ 𝑦 = −

4

3
𝑥 + 2 

• Paralela a t: por exemplo a reta definida por 𝑦 = −
4

3
𝑥 − 1. 
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78.2. 

 

79. 

79.1. Como retas paralelas têm o mesmo declive, então, 

s: 𝑦 = 3𝑥 + 𝑏, 𝑏 ∈ 𝐼𝑅 

Como 𝑃(1,2) ∈ 𝑠, 

2 = 3 × 1 + 𝑏 ⇔ 2 = 3 + 𝑏 ⇔ 𝑏 = 2 − 3 ⇔ 𝑏 = −1 

Assim, s: 𝑦 = 3𝑥 − 1 

 

79.2. 2𝑦 + 𝑥 = 4 ⇔ 2𝑦 = −𝑥 + 4 ⇔ 𝑦 =
−𝑥+4

2
⇔ 𝑦 = −

𝑥

2
+ 2 

Como retas paralelas têm o mesmo declive, então: 

 s: 𝑦 = −
𝑥

2
+ 𝑏 , 𝑏 ∈ 𝐼𝑅 

Como 𝑃(1,2) ∈ s, então, 

2 = −
1

2
+ 𝑏 ⇔ 𝑏 = 2 +

1

2
⇔ 𝑏 =

5

2
 

Assim, 𝑠: 𝑦 = −
𝑥

2
+
5

2
 

80. 

80.1.  Como retas paralelas têm o mesmo declive, a equação da reta pedida será do tipo 𝑦 = −3𝑥 + 𝑏, com 

𝑏 ∈ 𝐼𝑅. 

Como 𝑃(0,2) pertence à reta, 

2 = −3 × 0 + 𝑏 ⇔ 𝑏 = 2 

Assim, a equação da reta é 𝑦 = −3𝑥 + 2. 

80.2. Como retas paralelas têm o mesmo declive, a equação da reta pedida será do tipo 𝑦 = −3𝑥 + 𝑏, com 

𝑏 ∈ 𝐼𝑅. 

Como o ponto 𝑃(2,−2) pertence a reta 
−2 = −3 × 2 + 𝑏 ⇔ 𝑏 = −6 + 2 ⇔ 𝑏 = −4 

Assim, a equação da reta é 𝑦 = −3𝑥 − 4. 



 
 

124 
Matemática A – Ensino Secundário - RESOLUÇÕES                                                                                                                          

 

81. Seja 𝑣 (𝑣1, 𝑣2) um vetor diretor da reta dada, então,  

𝑣2
𝑣1
= −

1

3
⇔ 3𝑣2 = −𝑣1 ⇔ 𝑣1 = −3𝑣2 

Assim,  ∥ 𝑣 ∥= 5 ⇔ √𝑣1
2 + 𝑣2

2 = 5 ⇔ √(−3𝑣2)
2 + 𝑣2

2 = 5 ⇔ 9𝑣2
2 + 𝑣2

2 = 25 ⇔ 

⇔ 10𝑣2
2 = 25 ⇔ 𝑣2

2 =
25

10
⇔ 𝑣2 = ±√

25

10
⇔ 𝑣2 = ±

5

√10
⇔ 𝑣2 = ±

5√10

10
⇔ 𝑣2 = ±

√10

2
 

Logo, se 𝑣2 = −
√10

2
 , então, 𝑣1 = −3(−

√10

2
) =

3√10

2
 

Se 𝑣2 =
√10

2
 , então, 𝑣1 = −3(

√10

2
) = −

3√10

2
 

Assim, 𝑣 (
3√10

2
, −

√10

2
) ou 𝑣 (−

3√10

2
,
√10

2
). 

82. 

82.1.  

a) Por exemplo 𝑣1⃗⃗⃗⃗ (1,2) e 𝑣 2(−1,−2). 

b) (2, −3) é um ponto da reta. 

Se, por exemplo, 𝑘 = 1, obtemos 

(𝑥, 𝑦) = (2,−3) + 1(1,2) ⇔ 

⇔ (𝑥, 𝑦) = (2 + 1,−3 + 2) 

⇔ (𝑥, 𝑦) = (3,−1) 

Assim, (2, −3) e (3, −1) são dois pontos da reta r. 

c) 𝑥𝐴 = −1. Substituindo na equação obtemos 

(−1, 𝑦) = (2,−3) + 𝑘(1,2) ⇔ (−1, 𝑦) = (2 + 𝑘,−3 + 2𝑘)  ⇔ {
−1 = 2 + 𝑘
𝑦 = −3 + 2𝑘

 

⇔ {
k = −1 − 2

−
⇔ {

𝑘 = −3
𝑦 = −3 + 2(−3)

⇔ {
𝑘 = −3
𝑦 = −6

 

Assim, 𝐴(−1,−6). 

82.2. Como as retas s e r são paralelas então um vetor diretor de r, de coordenadas (1,2), também é vetor 

diretor de s.  

𝑠: (𝑥, 𝑦) = (4,0) + 𝑘(1,2), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅 
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83. 

83.1. Como o declive da reta de equação definida por 𝑦 = 3𝑥 + 1 é igual a 3, então, por exemplo, (1,3) são as 

coordenadas de um vetor diretor da mesma. 

Determinemos um ponto. Por exemplo, se 𝑥 = 1 , então, 𝑦 = 3 × 1 + 1 = 4. Logo (1,4) é um ponto da reta.  

Assim, (𝑥, 𝑦) = (1,4) + 𝑘(1,3), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 
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83.2. Como o declive da reta de equação 𝑦 =
√3

2
𝑥 − 5 é 

√3

2
, então, por exemplo (2, √3) é um vetor diretor da 

mesma. 

Determinemos um ponto da reta. Por exemplo, se 𝑥 = √3,   então,𝑦 =
√3

2
× √3 − 5 =

3

2
− 5 = −

7

2
. 

Logo (√3,−
7

2
) é um ponto da reta. 

Assim, (𝑥, 𝑦) = (√3,−
7

2
) + 𝑘(2, √3), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

83.3. 2𝑦 = 3 ⇔ 𝑦 =
3

2
 

Como o declive da reta é zero, então, por exemplo, (1,0) é vetor diretor da mesma (vetor paralelo ao eixo Ox). 

Qualquer ponto de ordenada 
3

2
 é um ponto da reta, logo, por exemplo, o ponto de coordenadas (1,

3

2
) é um 

ponto da reta. 

Assim,  (𝑥, 𝑦) = (1,
3

2
) + 𝑘(1,0), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

83.4. 𝑥 + 7 = 0 ⇔ 𝑥 = −7 

A reta dada é paralela no eixo Oy, logo, por exemplo, o vetor de coordenadas (0,1) é um vetor diretor da mesma. 

Qualquer ponto de abcissa −7 é um ponto da reta, logo, por exemplo, o ponto de coordenadas (−7,0) é um 

ponto da reta. 

Assim (𝑥, 𝑦) = (−7,0) + 𝑘(0,1), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅. 

84. 

84.1. Para provar que as retas são paralelas, basta provar que têm o mesmo declive.  

Assim, o declive da reta r é 𝑚r = −1. 

Já o declive da reta s é dado por 𝑚s =
−2

2
= −1. 

Assim, 𝑚𝑅 = 𝑚s, ou seja, r e s são retas paralelas. 

84.2.  
• O ponto de interseção da reta r com o eixo Ox tem ordenada igual a zero. 

0 = −𝑥 + 3 ⇔ 𝑥 = 3 

Assim, (3,0) é o ponto de interseção da reta r com o eixo Ox.  

• O ponto de interseção da reta s com o eixo Ox tem ordenada igual a zero.  

(𝑥, 0) = (2,−1) + 𝑘(2,−2) ⇔ (𝑥, 0) = (2 + 2𝑘,−1 − 2𝑘) 

⇔ {
𝑥 = 2 + 2𝑘
0 = −1 − 2𝑘

⇔ {
−
2𝑘 = −1 ⇔ {

𝑥 = 2 + 2 (−
1

2
)

𝑘 = −
1

2

⇔{
𝑥 = 2 − 1

−
⇔ {

𝑥 = 1

𝑘 = −
1

2

 

Assim, (1,0) é o ponto de interseção da reta s com o eixo 𝑂𝑥. 

• O ponto de interseção da reta r com o eixo Oy tem abcissa igual a zero. 
 𝑦 = −0 + 3 ⇔ 𝑦 = 3 

Assim, (0,3) é o ponto de interseção da reta r com o eixo Oy. 
• O ponto de interseção da reta r com o eixo Oy tem abcissa igual a zero.  

(0, 𝑦) = (2,−1) + k(2,−2) ⇔ (0, 𝑦) = (2 + 2𝑘,−1 − 2𝑘) ⇔ 

⇔ {
0 = 2 + 2𝑘
𝑦 = −1 − 2𝑘

⇔ {
2𝑘 = −2
−

⇔ {𝑘 =
−2

2
−

⇔ {
𝑘 = −1
𝑦 = −1 − 2 × (−1)

⇔ {
𝑘 = −1
𝑦 = 1

 

Assim, (0,1) é o ponto de interseção da reta r com o eixo Oy. 
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84.3. 

• Reta r 

3 = −(−2) + 3 ⇔ 3 = 2 + 3 ⇔ 3 = 5 Proposição falsa. 

Assim, (−2,3) ∉ 𝑟. 

• Reta s 
O ponto de coordenadas (−2,3) pertence à reta s se 

∃𝑘 ∈ 𝐼𝑅: (−2,3) = (2,−1) + k(2,−2) 
(−2,3) = (2,−1) + k(2,−2) ⇔ (−2,3) = (2 + 2𝑘,−1 − 2𝑘) ⇔ 

⇔ {
−2 = 2 + 2𝑘
3 = −1 − 2𝑘

⇔ {
2𝑘 = −2 − 2
2𝑘 = −1 − 3

⇔ {
𝑘 =

−4

2

𝑘 =
−4

2

⇔ {
𝑘 = −2
𝑘 = −2

 

Assim, (−2,3) = (2, −1) − 2(2,−2), ou seja, (−2,3) ∈ 𝑠. 

 

84.4. Como o declive da reta r é- 1, então, por exemplo (1, −1) é um dos seus vetores diretores. 

O ponto (3,0) pertence a reta r. 

Assim, (𝑥, 𝑦) = (3,0) + 𝑘(1,−1), 𝑘 ∈ ℝ. 

84.5. 

(𝑥, 𝑦) = (2,−1) + 𝑘(2,−2) ⇔ (𝑥, 𝑦) = (2 + 2𝑘,−1 − 2𝑘) ⇔ {
𝑥 = 2 + 2𝑘
𝑦 = −1 − 2𝑘

⇔ {
2𝑘 = 𝑥 − 2
2𝑘 = −𝑦 − 1

⇔ 

⇔ {
𝑘 =

𝑥 − 2

2

𝑘 =
−𝑦 − 1

2

 

 

Assim, 
𝑥 − 2

2
=
−𝑦 − 1

2
⇔ 2(𝑥 − 2) = 2(−𝑦 − 1) ⇔ 2𝑥 − 4 = −2𝑦 − 2 ⇔ 

⇔ 2𝑦 = −2𝑥 + 4 − 2 ⇔ 2𝑦 = −2𝑥 + 2 ⇔ 𝑦 =
−2𝑥 + 2

2
⇔ 𝑦 = −𝑥 + 1 

Temos, então, que s: 𝑦 = −𝑥 + 1. 

 

85. 

85.1. Como 𝑣 (2,1) é vetor diretor da reta r, então, o seu declive é 𝑚𝑅 =
1

2
.  

Logo, 𝑘 − 2 =
1

2
⇔ 𝑘 =

1

2
+ 2 ⇔ 𝑘 =

5

2
. 

85.2. 𝑦 + 4𝑥 = 2 ⇔ 𝑦 = −4𝑥 + 2 

Como retas paralelas têm o mesmo declive, então, 𝑘 − 2 = −4 ⇔ 𝑘 = −4 + 2 ⇔ 𝑘 = −2. 

85.3. Como (1,0) pertence à reta r, então: 

0 = (𝑘 − 2) × 1 + 3 ⇔ 0 = 𝑘 − 2 + 3 ⇔⇔ 𝑘 = 2 − 3 ⇔ 𝑘 = −1 
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Aplicar – Página 147 

86. 

86.1. 

• O raio de C1 é 3 (abcissa de A). 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = √(3 − (−1))2 + (2 − 5)2 = √16 + 9 = √25 = 5 

Então, o raio de C2 é 5 

• Reta s : 𝑦 = 𝑚𝑥 

 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴 − 0 = (3,2) 

 𝑚 =
2

3
, então, 𝑦 =

2

3
𝑥 

• 32 ⩽ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 ⩽ 52 ∧ (𝑦 ⩽ 2

3
𝑥 ∨ 𝑦 ⩽ −𝑥) 

Ou seja, 9 ⩽ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 2)2 ⩽ 25 ∧ (𝑦 ⩽ 2

3
𝑥 ∨ 𝑦 ⩽ −𝑥). 

86.2. 

• Reta t: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (−7,0) − (−1,2) = (−6,−2) 

𝑚𝑡 =
−2

−6
=
1

3
, logo, 𝑦 =

1

3
𝑥 + 𝑏 

 

Como 𝐴(−1,2) ∈ 𝑡  então  2 =
1

3
× (−1) + 𝑏 ⇔ 𝑏 = 2 +

1

3
⇔  𝑏 =

7

3
 

Assim,  𝑡: 𝑦 =
1

3
𝑥 +

7

3
 

• Reta 𝑟: 
𝑚𝑟 = −1  , logo, 𝑦 = −𝑥 + 𝑏. 

Como 𝐷(−2,0) ∈ 𝑟, então, 0 = −(−2) + 𝑏 ⇔ 𝑏 = −2. 

Assim, 𝑟: 𝑦 = −𝑥 − 2. 

• Reta s: 𝑥 = 𝑘 

𝐸 ∈ 𝑡 e tem ordenada igual a 3 , logo, 3 =
1

3
𝑥 +

7

3
⇔ 9 = 𝑥 + 7 ⇔ 𝑥 = 2 

Assim, 𝐸(2,3). 

A equação da reta s é 𝑥 = 2. 

• Ponto C 

𝐶 ∈ 𝑡 ∩ 𝑟, logo,  

{
𝑦 =

1

3
𝑥 +

7

3
𝑦 = −𝑥 − 2

⟺ {−𝑥 − 2 =
1

3
𝑥 +

7

3
−

⟺ {
−3𝑥 − 6 = 𝑥 + 7

−
⟺ {

−3𝑥 − 𝑥 = 7 + 6
−

⟺ 

⟺ {
−4𝑥 = 13

−
⟺ {

𝑥 = −
13

4

𝑦 = −(−
13

4
) − 2

⟺ {

−

𝑦 =
13

4
−
8

4
⟺ {

𝑥 = −
13

4

𝑦 =
5

4

 

𝐶 (−
13

4
,−
5

4
) 

Assim, 

[(𝑥 +
13

4
)
2

+ (𝑦 +
21

4
)
2

⩽ (
5

4
)
2

∧ 𝑦 < −𝑥 − 2 ∧ 𝑦 ⩾
1

3
𝑥 +

7

3
] ∨ (𝑦 ⩾ −𝑥 − 2 ∧ 𝑦 ⩽

1

3
𝑥 +

7

3
∧ 𝑥 ⩽ 2) 

Ou seja,  

[(𝑥 +
13

4
)
2

+ (𝑦 +
21

4
)
2

⩽
25

16
∧ 𝑦 < −𝑥 − 2 ∧ 𝑦 ⩾

1

3
𝑥 +

7

3
] ∨ (𝑦 ⩾ −𝑥 − 2 ∧ 𝑦 ⩽

1

3
𝑥 +

7

3
∧ 𝑥 ⩽ 2) 
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Aplicar + – Páginas 153 a 156 

Itens de seleção 

1. (B) 

• 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗  e 𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ têm a mesma direção, logo, são colineares. 

• Os vetores 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 𝐾𝐽⃗⃗⃗⃗  não têm o mesmo comprimento, logo, não são simétricos. 

• Os vetores 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ não têm o mesmo comprimento, logo, têm normas diferentes. 

 
2. 

2.1. (C) 

𝐷 − 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷 + 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷 + 𝐷𝐺 =⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

= 𝐺 

2.2. (D) 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

2.3. (D) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 

= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

3. (C) 

‖𝑢⃗ + 𝑣 ‖ ≤ ‖𝑢⃗ ‖ + ‖𝑣 ‖ = 2 + 5 = 7                        ‖𝑢⃗ + 𝑣 ‖ ≥ ‖𝑣 ‖ − ‖𝑢⃗ ‖ = 5 − 2 = 3 

4. (A) 
• Por exemplo, se os vetores 𝑢⃗  e 𝑣  tiverem sentidos contrários, temos que  

‖𝑢⃗ + 𝑣 ‖ = ‖𝑣 ‖ − ‖𝑢⃗ ‖ = 3 − 2 = 1. 
Assim, a opção (A) seria falsa. 

• ‖5𝑣 ‖ = 5 × ‖𝑣 ‖ = 5 × 3 = 15 
• ‖2𝑢⃗ ‖ = 2‖𝑢⃗ ‖ = 2 × 2 = 4 
• ‖𝑣 ‖ − ‖𝑢⃗ ‖ ≤ ‖𝑢⃗ + 𝑣 ‖ ≤ ‖𝑢⃗ ‖ + ‖𝑣 ‖, quaisquer que sejam os vetores 𝑢⃗  e 𝑣 . 

 
5. (B) 

6. (D) 

𝑢⃗ − 2𝑣 = (2,−1) − 2(1,−1) = (2,−1) − (2, −2) = (2 − 2,−1 + 2) = (0,1) 

7. (A) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝐵 − 𝐴 = 𝐷 − 𝐶 ⇔ (2,6) − (𝑎, 3) = (1, 𝑏 − 2) − (3,−2) ⇔ 

⇔ (2 − 𝑎, 6 − 3) = (1 − 3, 𝑏 − 2 + 2) ⇔ (2 − 𝑎, 3) = (−2, 𝑏) ⇔ 2 − 𝑎 = −2 ∧ 3 = 𝑏 ⇔ 𝑎 = 4 ∧ 𝑏 = 3 

8. (D) 

𝐵(4, 𝑦) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (4, 𝑦) − (1,2) = (3, 𝑦 − 2)                 
𝑦 − 2

3
=
3

−1
⇔ −𝑦 + 2 = 9 ⇔ 𝑦 = 2 − 9 ⇔ 𝑦 = −7 

9. 
9.1. 

a) (A) 

𝑥𝑀 =
2 + (−4)

2
= −1           𝑦𝑀 =

6 + 0

2
= 3 

3𝑀 = 1 ⇔
1 + 𝑘 − 3

2
= 1 ⇔ 

⇔ 𝑘 − 2 = 2 ⇔ 𝑘 = 4 

b) (B) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−6,−6, −6) ⇔ 𝐵 − 𝐴 = (−6,−6,−6) ⇔ 
⇔ (−4 − 2,0 − 6, 𝑘 − 3 − 1) = (−6, −6,−6) ⇔ 
⇔ (−6,−6, 𝑘 − 4) = (−6,−6,−6) ⇔ 𝑘 − 4 = −6 ⇔ 
⇔ 𝑘 = −2 
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 9.2. (D) 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀 − 𝐴 = (−1,3,1) − (2,6,1) = (−3,−3,0) 

‖𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = √(−3)2 + (−3)2 + 02 = √9 + 9 = √18 = 3√2 

10. 
10.1. (A) 

𝐵 = 𝐴 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴 + 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐴 − 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (4, −1, −2) − (3,−4,0) = (1,3, −2) 

10.2. (D) 

𝑑(𝐴, 𝐶) = 3 e 𝑑(𝐵, 𝐶) = 4 

Logo,  

𝑉𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎 = 3 × 4 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 ⇔ 108 = 12 × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 ⇔ 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 =
108

12
⇔ 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 9 

Logo, (1,3,7) 

11. (D) 

‖𝑎 ‖ = √12 + 12 + 12 = √3 

‖𝑏⃗ ‖ = √(
1

√3
)
2

+ (
1

3
)
2

+ (
1

3
)
2

= √
1

3
+
1

9
+
1

9
= √

3

9
+
1

9
+
1

9
=
√5

3
 

‖𝑐 ‖ = √(√5)
2
+ 02 + (−2)2 = √5 + 4 = √9 = 3 

‖𝑑 ‖ = √(
√2

2
)

2

+ (−
1

2
)
2

+ (
1

2
)
2

= √
2

4
+
1

4
+
1

4
= √

4

4
= √1 = 1 

12. 
12.1. (C) 

Como o plano é paralelo ao plano 𝑦𝑂𝑧, logo, é definido por: 𝑥 = 6 
 

12.2. (B) 

Um vetor da reta AF pode ser 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ ou um vetor colinear a ele. 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹 − 𝐴 = (0,0,6) − (6,−6,0) = (−6,6,6) 

Como (−6,6,6) = −1(1,−1, −1), então (1, −1, −1) também é um vetor diretor da reta AF. 

(3, −3,3) são as coordenadas do ponto médio de [𝐴𝐹], logo, pertence à reta AF. 

13. (A) 

𝑚 =
6

2
= 3 , logo, 𝑦 = 3𝑥 + 𝑏 

Como o ponto de coordenadas (−2,1) pertence à reta 𝑟, então,  
1 = 3 × (−2) + 𝑏 ⇔ 𝑏 = 1 + 6 ⇔ 𝑏 = 7 

 𝑦 = 3𝑥 + 7 

14. 
14.1. (C) 

 𝑚 = 2 =
4

2
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14.2. (D) 

• 1 = 2 × 1 − 1 ⇔ 1 = 1 Verdadeira • −3 = 2 × (−1) − 1 ⇔ −3 = −3 Verdadeira 
• −1 = 2 × 0 − 1 ⇔ −1 = −1 Verdadeira • 0 = 2 × 2 − 1 ⇔ 0 = 3 Falso 

14.3. (C) 
Como as retas são paralelas então têm de ter o mesmo declive (2). 

15.  

15.1. (D) 

Reta 𝑟: 𝑦 = 𝑎𝑥 − 3 

(2,0) ∈ 𝑟, logo, 0 = 2𝑎 − 3 ⇔ 𝑎 =
3

2
 

𝑟: 𝑦 =
3

2
𝑥 − 3 

Circunferência: 

Raio: 𝑟 = 𝑦𝐶 − 𝑦𝐴 = 1 − (−3) = 4 

𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 42 , ou seja, 𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 16 

• (
48

13
,
33

13
) ∈ 𝑟, pois, 

33

13
=
3

2
×
48

13
− 3 ⇔

33

13
=
72

13
− 3 ⇔ 3 = 6 − 3 ⇔ 3 = 3 Verdadeira 

• (
48

13
,
33

13
) ∈ 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟ê𝑛𝑐𝑖𝑎, pois, (

48

13
)
2
+ (

33

13
− 1)

2
= 42 ⇔

2304

169
+
400

169
= 16 ⇔

2704

169
= 16 ⇔ 16 = 16 

Verdadeira 

15.2. (B) 

𝑥2 + (𝑦 − 1)2 ≤ 16 ∧ 𝑦 ≥ 0 ∧  𝑦 ≥
3

2
𝑥 − 3 ⟺ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 ≤ 16 ∧ 𝑦 ≥ 0 ∧  𝑦 ≥

3

2
𝑥 − 3 ⟺ 

⟺ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 − 15 ≤ 0 ∧ 𝑦 ≥ 0 ∧  𝑦 ≥
3

2
𝑥 − 3 

Aplicar + – Páginas 157 a 165 

Itens de construção 

16. 

16.1. 

 

16.2. 

 

16.3. 

 

16.4. 

 

17. 

17.1.  𝐴 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑩 17.2. 𝐵 + 𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝑩 + 𝑩𝑭⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑭 

17.3. 𝑵+ 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃 17.4. 𝑷 − 𝑂 = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗  p.e. 

17.5. 𝐻 − 𝑪 = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ p.e. 17.6. 𝐷 − 𝑁𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑫 + 𝑶𝑵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑫 + 𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑪 

17.7. 𝑁 + 𝐿𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑵 + 𝑵𝑰⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑰 17.8. 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝑬𝑱⃗⃗⃗⃗  

17.9. 𝐷𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗  p.e. 17.10. 𝑁𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑵𝑬⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑬𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑵𝑴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

17.11. 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑩𝑲⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑨𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗  p.e. 17.12. 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑨𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂⃗   p.e. 

17.13. 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (−𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑭𝑬⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑲𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑳𝑲⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑲𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

= 𝑳𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ p.e. 

17.14. 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑨𝑭⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑭𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑯𝑶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑨𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑯𝑶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

= 𝑨𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  p.e. 
 



 
 

131 
Matemática A – Ensino Secundário - RESOLUÇÕES                                                                                                                          

 

18. 

• ∥ 𝑎 ∥= 4 u.c. 

•∥ 𝑏⃗ ∥2= 32 + 32 ⇔∥ 𝑏⃗ ∥2= 9 + 9 ⇔∥ 𝑏⃗ ∥2= 18 ⇔∥ 𝑏⃗ ∥= ±√18 ⇔∥ 𝑏⃗ ∥= ±3√2 

Como ∥ 𝑏⃗ ∥⩾ 0, então, ∥ 𝑏⃗ ∥= 3√2. 

•∥ 𝑐 ∥2= 62 + 32 ⇔∥ 𝑐 ∥2= 36 + 9 ⇔∥ 𝑐 ∥2= 45 ⇔∥ 𝑐 ∥ ±√45 ⇔∥ 𝑐 ∥= ±3√5 

Como ∥ 𝑐 ∥⩾ 0, então, ∥ 𝑐 ∥= 3√5. 

19. 

19.1. 𝑎 , 𝑔  e 𝑖  ( ou 𝑏⃗ , 𝑐  e 𝑓 ) 19.2. 𝑎  e 𝑔  (ou 𝑎  e 𝑖 ) 19.3. 𝑏⃗  e ℎ⃗  

20. 
20.1. 

a) [𝐴, 𝐵] e [𝐸, 𝐹] p.e. b) [𝐴, 𝐵] e [𝐶, 𝐵] p.e. c) [𝐴𝐵] e [𝐸, 𝐻] p.e. d) [𝐴, 𝐺] e [𝐸, 𝐾] p.e. 

20.2. 

a) ∥ 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= 𝟐                        b) ∥ 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= 3 ×
3

2
=
𝟗

𝟐
 

c) ∥ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥2= (2 × 2)2 + (2 ×
3

2
)
2
⇔∥ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥2= 42 + 32 ⇔∥ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥2= 16 + 9 ⇔∥ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥2= 𝟐𝟓 ⇔ 

 ⇔∥ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥= ±√25 ⇔ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ±5 

 Como ∥ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥⩾ 0 então ∥ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥= 𝟓 

d) ∥ 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥2= (3 × 2)2 + (2 ×
3

2
)
2
⇔ ∥ 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥2= 62 + 32 ⇔ ∥ 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥2= 36 + 9 ⇔ ∥ 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥2= 45 ⇔ 

 ⇔∥ 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= ±√45 ⇔ ‖𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ±3√5 

Como ‖𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ⩾ 0 então ‖𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 𝟑√𝟓 
 

20.3. ∥ 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= 2 +
9

2
=
4

2
+
9

2
=
13

2
 

21. 

21.1. 2(3𝑢⃗ + 𝑣 ) − 2𝑢⃗ = 6𝑢⃗ + 2𝑣 − 2𝑢⃗ = 6𝑢⃗ − 2𝑢⃗ + 2𝑣 = 4𝑢⃗ + 2𝑣  

21.2. −3𝑢⃗ +
2

5
(𝑢⃗ − 𝑣 ) + 3 × (−

1

5
𝑣 ) = −3𝑢⃗ +

2

5
𝑢⃗ −

2

5
𝑣 −

3

5
𝑣 = (−3 +

2

5
) 𝑢⃗ + (−

2

5
−
3

5
) 𝑣 = 

 = −
13

5
𝑢⃗ + (−

5

5
) 𝑣 = −

13

5
𝑢⃗ − 𝑣  

22. 2(𝑥 + 𝑢⃗ ) + (𝑢⃗ + 2𝑣 ) = 3(𝑢⃗ + 𝑥 ) − 2(4𝑣 ) ⇔ 2𝑥 + 2𝑢⃗ + 𝑢⃗ + 2𝑣 = 3𝑢⃗ + 3𝑥 − 8𝑣 ⇔ 

 ⇔ 2𝑥 − 3𝑥 = −2𝑢⃗ − 𝑢⃗ − 2𝑣 + 3𝑢⃗ − 8𝑣 ⇔ −𝑥 = −10𝑣 ⇔ 𝑥 = 10𝑣  

23. 

23.1. 

a) 𝐹 + 𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝑰 b) 𝐴 + 𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑨 + 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑩 

c) 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑫𝑯⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑨𝑯⃗⃗⃗⃗⃗⃗  p.e. d) 𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑫𝑩⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   p.e. 

e) 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗ = 𝑩𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑨𝑶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑩𝑶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  f) 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑪𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎⃗⃗  

g) 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑫𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑮𝑭⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑫𝑭⃗⃗⃗⃗⃗⃗  h) 𝐴 + 2𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑨 + 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑪 

i) 𝐷 + (−𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑫 + 𝑮𝑭⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑫 + 𝑫𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑨 j) 𝐷 + 𝐻𝐼⃗⃗⃗⃗ = 𝑫 + 𝑫𝑶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎 

k) (𝐵 − 𝐴) − (𝐺 − 𝐸) = 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑬𝑮⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑮𝑬⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑯𝑮⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑮𝑬⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

= 𝑯𝑬⃗⃗⃗⃗⃗⃗  p.e. 

l) 𝐹 + (𝐷 − 𝐴) = 𝑭 + 𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑭 + 𝑭𝑮⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑮 
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23.2. Aplicando o Teorema de Pitágoras ao triângulo [EOF], temos: 

‖𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
2
= ‖𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
+ ‖𝑂𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
 

Como: 

‖𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝑂𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

Temos: 

42 = 2‖𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
2
⇔ 16 = 2‖𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
⇔ ‖𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 8 ⇔ ‖𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ±√8 ⇔ ‖𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ±2√2 

Como: 

‖𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ≥ 0 , 

então, 

‖𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 2√2. 

Por outro lado, aplicando o Teorema de Pitágoras ao triângulo [EOI] temos: 

‖𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖
2
= ‖𝐸𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

2
+ ‖𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖

2
⇔ ‖𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖

2
= (2√2)

2
+ 42 ⇔ ‖𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖

2
= 8 + 16 ⇔ ‖𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖ = ±√24 ⇔ ‖𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖ = ±2√6 

Como ‖𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖ ≥ 0 , então, ‖𝐸𝐼⃗⃗⃗⃗ ‖ = 2√6. 

24. 

24.1. 

a) [𝐴, 𝐵] e [𝐺, 𝐻] p.e. b) [𝐺, 𝐵] , [𝐽, 𝐸] e [𝐼, 𝐷]. c) 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  e 𝐶𝐿⃗⃗ ⃗⃗  p.e. d) 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ p.e. 

24.2. 

a) 𝐵 + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐵 + 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸 

b) 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐾𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗  

c) 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

d) 𝐼 − 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐼 + 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐼 + 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 𝐽 

e) 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ −
1

2
𝐶𝐿⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ − 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ + 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗  

f) 𝐷 − (𝐸 − 𝐺) = 𝐷 − 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷 + 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = = 𝐷 + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐻 

24.3. Comecemos por determinar o comprimento das referidas diagonais: 𝐴𝐼̅̅ ̅𝑒 𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅. 

Pelo teorema de Pitágoras, 

• 𝐴𝐼̅̅ ̅2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐸̅̅ ̅̅ 2 + 𝐸𝐼̅̅ ̅2 ⇔ 𝐴𝐼̅̅ ̅2 = 3𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 

Como 𝐴𝐼̅̅ ̅ ≥ 0, ent ão, 𝐴𝐼̅̅ ̅ = √3𝐴𝐵2̅̅ ̅̅ ̅̅ = √3 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  

•𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅2 = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 2 + 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅2 ⇔ 𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅2 = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 + (2𝐵𝐶̅̅ ̅̅ )2 ⇔ 𝐵𝑀̅̅̅̅̅2 = 6𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 

Como 𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅ ⩾ 0, então, 𝐵𝑀̅̅ ̅̅̅ = √6𝐵𝐶2̅̅ ̅̅ ̅̅ = √6 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  

Assim, 
𝐵𝑀̅̅ ̅̅ ̅

𝐴𝐼̅̅ ̅
=
√6 𝐵𝐶̅̅ ̅̅

√3 𝐴𝐵̅̅ ̅̅
=
√6 𝐴𝐵̅̅ ̅̅

√3 𝐴𝐵̅̅ ̅̅
= √

6

3
= √2 c.q.m. 

25. Como 𝐶 ∈ [𝐴𝐷] e 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ =
1

3
𝐴𝐷̅̅ ̅̅ , então, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Por outro lado, como 𝐶 ∈ [𝐵𝐸] e 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ =
1

3
𝐵𝐸̅̅ ̅̅ , então, 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Assim,  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2(𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 2(𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 2𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  c.q.m. 

Como 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, então, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ são colineares, ou seja, 𝐴𝐵//𝐸𝐷 c.q.m. 
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26. Comecemos por traçar a diagonal [DB] do trapézio. 

 
Assim,  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

e 

𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Logo,  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Se M é o ponto médio de [AD] então 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 

Se N é o ponto médio de [BC] então 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

Logo,  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2(𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Se  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Então 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) c. q. d. 

27. 

27.1. 𝑎 (2,5) 27.2. 𝑏⃗ (−1,−2) 27.3. 𝑐 (3,0) 

27.4. 𝑑 (0, −5) 27.5. 𝑒 (
1

4
, −√2) 27.6. 𝑓 (

2

3
, −

1

3
) 

28. 

28.1. 𝑢⃗ + 𝑣 = (1,−2) + (0,−3) = (1 + 0,−2 − 3) = (1,−5) 

28.2. 𝑢⃗ − 𝑣 = (1,−2) − (0,−3) = (1 − 0,−2 − (−3)) = (1,1) 

28.3. 2𝑢⃗ − 3𝑣 = 2(1, −2) − 3(0,−3) = (2,−4) − (0,−9) = (2 − 0,−4 − (−9)) = (2,5) 

28.4.  
1

3
𝑣 − 𝑤⃗⃗ + 2𝑣 =

1

3
𝑣 + 2𝑣 − 𝑤⃗⃗ =

7

3
𝑣 − 𝑤⃗⃗ =

7

3
(0, −3) − (

1

3
, 1) = (0,−7) − (

1

3
, 1) = (0 −

1

3
, −7 − 1) =

(−
1

3
, −8) 

28.5. 
1

2
𝑣 + 2[(𝑢⃗ − 3𝑤⃗⃗ ) + 2𝑤⃗⃗ ] =

1

2
𝑣 + 2(𝑢⃗ − 3𝑤⃗⃗ + 2𝑤⃗⃗ ) =

1

2
𝑣 + 2(𝑢⃗ − 𝑤⃗⃗ ) = 

=
1

2
(0,−3) + 2 [(1, −2) − (

1

3
, 1)] = (0,−

3

2
) + 2 (1 −

1

3
,−2 − 1) = (0,−

3

2
) + 2 (

2

3
,−3) = 

= (0,−
3

2
) + (

4

3
,−6) = (

4

3
,−
3

2
− 6) = (

4

3
,−
15

2
) 
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29. 

29.1. 𝑢⃗  e 𝑣  não são colineares, porque a primeira coordenada de 𝑢⃗  é zero e a primeira coordenada de 𝑣  é 

diferente de zero. 

29.2. Como 𝑢⃗  e 𝑣  têm as segundas coordenadas iguais a zero, então, 𝑢⃗  e 𝑣  são colineares. 

29.3. 
𝑣1

𝑢1
=
−2

√2
= −

2√2

2
= −√2  e 

𝑣2

𝑢2
=
√2

−1
= −√2          Como 

𝑣1

𝑢1
=
𝑣2

𝑢2
 , então,  𝑢⃗  e 𝑣  são colineares. 

29.4. 
𝑉1

𝑢1
=
1

3
;
𝑉2

𝑢2
=
−9

−3
= 3                                                   Como 

𝑣1

𝑢1
≠
𝑣2

𝑢2
 , então,  𝑢⃗  e 𝑣  não são colineares. 

29.5. 𝑢2 = 0 ∧ 𝑣2 ≠ 0, logo, 𝑢⃗  e 𝑣  não são colineares. 

29.6. 
𝑣1

𝑢1
=
√2

√3
=
√2×√3

3
=
√6

3
;
𝑣2

𝑢2
=

4

√24
=
4√24

24
=
4×2√6

24
=
√6

3
 e 
𝑣3

𝑢3
=
√6

3
 

         Como 
𝑣1

𝑢1
=
𝑣2

𝑢2
=
𝑣3

𝑢3
 , então,  𝑢⃗  e 𝑣  são colineares. 

30. 

30.1. 𝑢⃗  e 𝑣  são colineares se ∃𝜆 ∈ 𝐼𝑅: 𝑣 = 𝜆𝑢⃗ . 
Assim, 

𝑣 = 𝜆𝜇 ⇔ (5, k) = 𝜆(3,2) ⇔ (5, 𝑘) = (3𝜆, 2𝜆) ⇔ {
5 = 3𝜆
𝑘 = 2𝜆

⇔ {
𝜆 =

5

3

𝑘 =
10

3

 

Concluímos que 𝑘 =
10

3
. 

30.2. 𝑣 − 𝑢⃗ = (5, 𝑘) − (3,2) = (5 − 3, 𝑘 − 2) = (2, 𝑘 − 2) 

          𝑣  e 𝑣 − 𝑢⃗  são colineares se ∃𝜆 ∈ IR: 𝑣 − 𝑢⃗ = 𝜆𝑣 . 

Assim, 

𝑣 − 𝑢⃗ = 𝜆𝑣 ⇔ (2, 𝑘 − 2) = 𝜆(5, 𝑘) ⇔ (2, 𝑘 − 2) = (5𝜆, 𝑘𝜆) ⇔ 

⇔ {
2 = 5𝜆

𝑘 − 2 = 𝑘𝜆
⇔ {

𝜆 =
2

5

𝑘 − 2 =
2

5
𝑘

⇔ {

−

𝑘 −
2

5
𝑘 = 2 ⇔ {

−
3

5
𝑘 = 2 ⇔ {

−
3𝑘 = 10 ⇔ {

𝜆 =
2

5

𝑘 =
10

3

 

Concluímos que 𝑘 =
10

3
 

 

31. 

31.1. 𝑎 (−4,6); 𝑏⃗ (−5,−2); 𝑐 (3, −3); 𝑑 (−2,2); 𝑒 (0,4) e 𝑓 (8,3). 

31.2.  
𝑑1

𝑐1
=
−2

3
= −

2

3
 e 
𝑑2

𝑐2
=

2

−3
= −

2

3
 , então, 

𝑑1

𝑐1
=
𝑑2

𝑐2
. 

Assim, concluo que 𝑐  e 𝑑  são colineares. 

31.3. 𝑎 (−4,6)  e 𝑢⃗ (2𝑘, 2) 

Para que 𝑎  e 𝑢⃗  sejam colineares temos que: 

2𝑘

−4
=
2

6
⇔ 12𝑘 = −8 ⇔ 𝑘 = −

2

12
⇔ 𝑘 = −

2

3
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31.4. Para que 𝑏⃗  e 𝑣  fossem colineares teríamos de ter   

3𝑘

−5
=
−𝑘

−2
⇔ −6𝑘 = 5𝑘 ⇔ −6𝑘 − 5𝑘 = 0 ⇔ −11𝑘 = 0 ⇔ k = 0 

Neste caso teríamos 𝑣 (3 × 0,−0), ou seja, 𝑣 (0,0) o que não é possível pois o vetor é não nulo. 

32. 

32.1. Para que 𝑢⃗  e 𝑣  sejam colineares temos que: 

10

5
=
−6

𝑘
=
4

2
, ou seja, −

6

𝑘
= 2 ⇔ −6 = 2𝑘 ⇔ 𝑘 = −

6

2
⇔ 𝑘 = −3 

32.2. Para que 𝑢⃗  e 𝑣  sejam colineares temos que: 

−1

2
=
𝑘 − 2

−4
⇔ 2(𝑘 − 2) = 4 ⇔  2𝑘 − 4 = 4 ⇔ 2𝑘 = 4 + 4 ⇔ 2𝑘 = 8 ⇔ 𝑘 =

8

2
⇔ 𝑘 = 4 

32.3. Para que 𝑢⃗  e 𝑣  sejam colineares temos que: 

2𝑘2 − 1

3
=
5

1
⇔ 2𝑘2 − 1 = 15 ⇔ 2𝑘2 = 16 ⇔ 𝑘2 =

16

2
⇔ 𝑘2 = 8 ⇔ 𝑘 = ±√8 ⇔ 𝑘 = ±2√2 

𝑘 = −2√2 ou  𝑘 = 2√2. 

33. Temos duas hipóteses: 

• Se 𝑘 = 2 então 𝑢⃗ (0,0,2) e 𝑣 (5,0,1), logo, 𝑢⃗  e 𝑣  não são colineares, pois a primeira coordenada de 𝑢⃗  é nula e 

a de 𝑣  não. 

• Se 𝑘 ≠ 2 e supondo que 𝑢⃗  e 𝑣  são colineares, então: 

5

2 − 𝑘
=
𝑘 − 1

2
⇔ (2 − 𝑘)(𝑘 − 1) = 10 ⇔ 2𝑘 − 2 − 𝑘2 + 𝑘 = 10 ⇔ −𝑘2 + 3𝑘 − 12 = 0 ⇔ 

⇔  𝑘 =
−3 ± √32 − 4 × (−1) × (−12)

2 × (−1)
⇔  𝑘 =

−3 ± √9 − 48

−2
⇔ 𝑘 =

−3 ± √−39

−2
  

Obtivemos uma equação impossível, logo, 𝑢⃗  e 𝑣  não são colineares. 

34. Determinemos as coordenadas do ponto médio M de [AB].  

𝑀(
2 + 3

2
,
2 + (−1)

2
;
−1 + (−5)

2
)  ou seja 𝑀(

5

2
,
1

2
, −3) 

Assim, 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀 − 𝐴 = (
5

2
,
1

2
, −3) − (2,2, −1) = (

5

2
− 2,

1

2
− 2,−3 − (−1)) = (

1

2
, −

3

2
; −2) 

Para que 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   e 𝑢⃗  sejam colineares, temos que: 
𝑢⃗⃗ 

𝐴𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
=
−𝑎
1

2

=
𝑏−2

−
3

2

=
4

−2
, 

ou seja,  

{
 
 

 
 
−𝑎

1
2

= −
4

2

𝑏 − 2

−
3
2

= −
4

2

⇔ {
−𝑎 = −

4

2
× (
1

2
)

𝑏 − 2 = −
4

2
× (−

3

2
)

⇔ {
−𝑎 = −

4

4

𝑏 − 2 =
12

4

⇔ {
𝑎 = 1

𝑏 = 3 + 2
⇔ {

𝑎 = 1
𝑏 = 5
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35. 

35.1. ∥ 𝑢⃗ ∥= √(−2)2 + 42 = √4 + 16 = √20 = 2√5 

  ∥ 𝑣 ∥= √(−6)2 + 122 = √36 + 144 = √180 = 6√5 

35.2. Para provar que 𝑢⃗  e 𝑣  são colineares temos de provar que ∃𝜆 ∈ ℝ: 𝑢⃗ = 𝜆𝑣 . 

Assim 

𝑢⃗ = 𝜆𝑣 ⇔ (−2,4) = 𝜆(−6,12) ⇔ (−2,4) = (−6𝜆, 12𝜆) ⇔ {
−6𝜆 = −2
12𝜆 = 4

⇔ {
𝜆 =

−2

−6

𝜆 =
4

12

⇔ {
𝜆 =

1

3

𝜆 =
1

3

 

Concluímos que 𝑢⃗ =
1

3
𝑣 , ou seja, 𝑢⃗  e 𝑣  são colineares. 

 

35.3. Como 𝑤⃗⃗  é colinear com 𝑢⃗ , então, ∃𝜆 ∈ 𝐼𝑅: 𝑤⃗⃗ = 𝜆𝑢⃗ . 

Assim 𝑤⃗⃗ = 𝜆𝑢⃗ = 𝜆(−2,4) = (−2𝜆, 4𝜆). 

Como ∥ 𝑤⃗⃗ ∥= 4, então,  

√(−2𝜆)2 + (4𝜆)2 = 4 ⇔ √4𝜆2 + 16𝜆2 = 4 ⇔ √20𝜆2 = 4 ⇔ 20𝜆2 = 16 ⇔ 𝜆2 =
16

20
⇔ 𝜆2 =

4

5
⇔ 

⇔ 𝜆 = ±√
4

5
⇔ 𝜆 = ±

2

√5
⇔ 𝜆 = ±

2√5

5
 

Assim, 

• se 𝜆 = −
2√5

5
:  𝑤⃗⃗ = (−2 × (−

2√5

5
) , 4 × (−

2√5

5
)) = (

4√5

5
, −

8√5

5
) 

• se 𝜆 =
2√5

5
:  𝑤⃗⃗ = (−2 ×

2√5

5
, 4 ×

2√5

5
) = (−

4√5

5
,
8√5

5
). 

Conclui-se que: 𝑤⃗⃗ (
4√5

5
, −

8√5

5
) ou  𝑤⃗⃗ (−

4√5

5
,
8√5

5
). 

36. 

36.1. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (5,−2,3) − (3,−1,0) = (5 − 3,−2 − (−1), 3 − 0) = (2,−1,3) c.q.m. 

36.2. Como 𝑢⃗  e 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ são vetores colineares, então, ∃𝜆 ∈ 𝐼𝑅: 𝑢⃗ = 𝜆𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
Assim  

𝑢⃗ + 𝜆𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ (−4,2, −𝑘 + 3) = 𝜆(2,−1,3) 

⇔ (−4,2, −𝑘 + 3) = (2𝜆,−𝑑, 3𝜆) 

⇔ {
−4 = 2𝜆
2 = −𝜆
−𝑘 + 3 = 3𝜆

⇔ {
𝜆 = −2
𝜆 = −2
−𝑘 + 3 = 3(−2)

⇔ {
−

−𝑘 + 3 = −6 ⇔ {
−

−𝑘 = −9 ⇔ {
𝜆 = −2
𝑘 = 9

 

Então 𝑢⃗ (−4,2, −9 + 3), ou seja, 𝑢⃗ (−4,2, −6). 

A norma de 𝑢⃗  é dada por: ∥ 𝑢⃗ ∥= √(−4)2 + 22 + (−6)2 = √16 + 4 + 36 = √56 = 2√14 

36.3. Seja 𝑣 (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) um vetor colinear com 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, então, ∃𝜆 ∈ 𝐼𝑅: 𝑣 = 𝜆𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Assim 

𝑣 = 𝜆𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = 𝜆(2, −1,3) ⇔ (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = (2𝜆, −𝜆, 3𝜆) 
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Logo,  

∥ 𝑣 ∥= 4√7 ⇔ √(2𝜆)2 + (−𝜆)2 + (3𝜆)2 = 4√7 ⇔ 4𝜆2 + 𝜆2 + 9𝜆2 = 16 × 7 ⇔ 14𝜆2 = 112 ⇔ 𝜆2 =
112

14
⇔ 

⇔ 𝑑2 = 8 ⇔ 𝑑 = ±√8 ⇔ 𝑑 = ±2√2 

Temos que 

• Se 𝜆 = −2√2 , então, 𝑣 (2 × (−2√2), −(−2√2),3 × (−2√2)), ou seja, 𝑣 (−4√2, 2√2,−6√2) 

• Se 𝜆 = 2√2, então, 𝑣 (2 × 2√2,−2√2, 3 × 2√2), ou seja, 𝑣 (4√2,−2√2, 6√2) 

Concluo que 𝑣 (−4√2, 2√2,−6√2) ou 𝑣 (4√2, −2√2, 6√2). 

37. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (0, −1) − (−2,3) = (0 − (−2), −1 − 3) = (2,−4) 

 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐷 = (4,1) − (2,5) = (4 − 2,1 − 5) = (2,−4) 

Concluímos que 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Como 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 𝐴, 𝐵, 𝐶 𝑒 𝐷 são pontos distintos, então 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .  

Assim, [𝐴𝐵𝐶𝐷] é um paralelogramo. 

O perímetro é dado por 𝑃 = 2 ∥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥ +2 ∥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥. 

∥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= √22 + (−4)2 = √4 + 16 = √20 = 2√5 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐴 = (4,1) − (−2,3) = (4 − (−2),1 − 3) = (6,−2) 

∥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= √62 + (−2)2 = √36 + 4 = √40 = 2√10 

Então, o perímetro é 

𝑃 = 2 × 2√5 + 2 × 2√10 = 4√5 + 4√10 

38. 

38.1. 

a) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (0,3,1) − (2,3,0) = (0 − 2,3 − 3,1 − 0)  = (−2,0,1) 

b) 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐶 = (0,3,1) − (1,1,2) = (0 − 1,3 − 1,1 − 2) = (−1,2, −1) 

c) 𝐴 + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2,3,0) + (1, −2,1) = (3,1,1) 

d) 𝐵 − 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,3,1) + (−2,0,1) = (−2,3,2) 

38.2. 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴 − 𝐵 = (2,3,0) − (0,3,1) = (2 − 0,3 − 3,0 − 1) = (2,0, −1) 

 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐴 = (1,1,2) − (2,3,0) = (1 − 2,1 − 3,2 − 0) = (−1,−2,2) 

Então, 

 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑣 = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ −𝑣 = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝑣 = −𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝑣 = −(−1,−2,2) + (2,0, −1) ⇔ 

⇔ 𝑣 = (1,2, −2) + (2,0, −1) ⇔ 𝑣 = (1 + 2,2 + 0,−2 + (−1)) ⇔ 𝑣 = (3,2, −3) 

Equação vetorial da reta que passa em 𝐴 e tem a direção de 𝑣  

(𝑥, 𝑦) = (2,3,0) + 𝑘(3,2, −3), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅 
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39. 

39.1. 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐷 − 𝐴 = (−3,2) − (−4,−1) = (−3 − (−4), 2 − (−1)) = (1,3) 

Logo, (𝑥, 𝑦) = (−4, −1) + 𝑘(1,3),   𝑘 ∈ 𝐼𝑅 é uma equação vetorial da reta AD. 

39.2. 𝐵 = 𝐴 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−4,−1) + (7, 2) = (−4 + 7,−1 + 2) = (3,1) 

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √72 + 22 = √53 

Equação reduzida da circunferência de centro 𝐵(3,1) e raio √10. 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2 = (√53)
2

 

Ou seja, (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2 = 53 

39.3. Como [ABCD] é um paralelogramo, então,  

𝐶 = 𝐷 + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−3,2) + (7,2) = (−3 + 7,2 + 2) = (4,4) 

40. 

40.1. 

a) 𝐸(3,4,2), logo, 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,4,2). 

b) 𝐴(3,0,0) logo 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗(3,0,0). 

c) 𝐶(0,4,0) logo 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,4,0). 

d) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (3,4,0) − (3,0,0) = (3 − 3,4 − 0,0 − 0) = (0,4,0) 

e) 𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹 − 𝐵 = (0,4,2) − (3,4,0) = (0 − 3,4 − 4,2 − 0) = (−3,0,2) 

f) 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺 − 𝐵 = (0,0,2) − (3,4,0) = (0 − 3,0 − 4,2 − 0) = (−3,−4,2) 

40.2. 

a) 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ b) 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ c) 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

40.3. 𝑧 = 2 

40.4. Se a reta é paralela a BG, 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ é um vetor diretor da reta. 

𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3, −4,2) e 𝐹(0,4,2) 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0,4,2) + 𝑘(−3, −4,2),   𝑘 ∈ 𝐼𝑅 é uma equação vetorial da reta. 

41. 

41.1. 

a) 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (0,0, −4) − (2,0, −1) = (0 − 2,0 − 0,4 − (−1)) = (−2,0, −3) 

b) 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴 − 𝐶 = (2,0, −1) − (3,−1,2) = (2 − 3,0 − (−1), −1 − 2) = (−1,1, −3) 

41.2. ∥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= √(−2)2 + 02 + (−3)2 = √4 + 0 + 9 = √13 

  ∥ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= √(−1)2 + 12 + (−3)2 = √1 + 1 + 9 = √11 
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41.3. ∥ 𝑎 ∥=∥ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥=∥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= √13 

  ∥ 𝑏⃗ ∥=∥ 2𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= 2 ∥ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥= 2√11 

41.4. 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝐸 − 𝐶 = −3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝐸 = 𝐶 − 3𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

  𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴 − 𝐵 = (2,0, −1) − (0,0, −4) = (2 − 0,0 − 0,−1 − (−4)) = (2,0,3) 

Então 

𝐸 = (3,−1,2) − 3(2,0,3) ⇔  𝐸 = (3,−1,2) − (6,0,9) ⇔  𝐸 = (3 − 6,−1 − 0,2 − 9) ⇔ 𝐸 = (−3,−1,−7) 

41.5. 

a) Se a circunferência tem centro em D e a sua equação reduzida é 

(𝑥 + 4)2 + (𝑦 − 6)2 + (𝑧 − 5)2 = 109 

então, 𝐷(−4,6,5) 

b) 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐷 = (3,−1,2) − (−4,6,5) = (3 − (−4), −1 − 6,2 − 5) = (7,−7,−3) 

‖𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √72 + (−7)2 + (−3)2 = √49 + 49 + 9 = √107  

Como a superfície esférica tem centro em D e o raio é igual a √109, então C não pertence à superfície esférica, 

pois ‖𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √107. 

42. 

42.1. 

𝐴(3,−5, −4) 𝐵(3,5, −4) 𝐶(−3,5, −4) 𝐷(−3,−5, −4) 
𝐸(3,−5,4) 𝐹(3,5,4) 𝐺(−3,5,4) 𝐻(−3,−5,4) 

42.2. 

Interseção do eixo Ox com: 

• Face [ABFE]: (3,0,0) 

• Face [CGHD]: (-3,0,0) 
 

Interseção do eixo Oy com: 

• Face [BCGF]: (0,5,0) 

• Face [ADHE]: (0,-5,0) 
 

Interseção do eixo Oz com: 

• Face [ABCD]: (0,0,-4) 

• Face [EFGH]: (0,0,4) 

42.3. Sendo a reta paralela ao eixo Oy então um vetor diretor da reta poderá ser o vetor de coordenadas 
(0,1,0). 

Assim, uma equação vetorial da reta que contém o ponto E e é paralela ao eixo Oy é 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3,−5,4) + 𝑘(0,1,0), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅 

42.4. 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺 − 𝐴 = (−3,5,4) − (3,−5,−4) = (−3 − 3,5 − (−5), 4 − (−4)) = (−6,10,8) 

Assim, uma equação vetorial da reta AG é 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3,−5, −4) + 𝑘(−6,10,8), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅 

42.5. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto médio M da aresta [AB].  

Assim, 

𝑀(
3+3

2
,
−5+5

2
,
−4+(−4)

2
), 

ou seja, 𝑀(3,0, −4) 

Como o ponto N é o centro da face [ADHE], então, é o ponto médio de [AH], logo 

𝑁 (
3+(−3)

2
,
−5+(−5)

2
,
−4+4

2
), 

ou seja, 𝑁(0,−5,0). 

 



 
 

140 
Matemática A – Ensino Secundário - RESOLUÇÕES                                                                                                                          

 

Então, um vetor diretor da reta MN poderá ser 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, ou seja, 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑁 −𝑀 = (0,−5,0) − (3,0, −4) = (0 − 3,−5 − 0,0 − (−4)) = (−3,−5,4) 

Assim, uma equação vetorial da reta MN será 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3,0, −4) + 𝜆(−3,−5,4), 𝜆 ∈ 𝑅. 

42.6. 𝐶(−3,5, −4); 𝐸(3, −5,4) 

O centro da superfície esférica é o ponto médio de [EC], ou seja, é o ponto O de coordenadas (0, 0, 0). 

O raio da superfície esférica é igual a ‖𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. 

𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3, −5,4) 

‖𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √32 + (−5)2 + 42 = √9 + 25 + 16 = √50 = 5√2 

A equação reduzida da superfície esférica é 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 50 

42.7. 𝐴(3,−5,−4); 𝐸(3, −5,4); 

O plano mediador de [AE] é o plano 𝑥𝑂𝑦 cuja equação é 𝑧 = 0. 

42.8. Condição que define a face [BCGF]: −3 ≤ 𝑥 ≤ 3  − 4 ≤ 𝑦 ≤ 4  

43. 

43.1. 

a) Por exemplo, (1, √2) e (2,2√2). 

b) Qualquer vetor diretor 𝑣  da reta é colinear com o vetor (1, √2), logo 

∃𝜆𝜖𝑅: 𝑣 = 𝜆(1, √2), ou seja, ∃𝜆 ∈ 𝐼𝑅: 𝑣 = (𝜆, √2𝜆) 

Como  

‖𝑣 ‖ = 6 ⇔ √𝜆2 + (√2𝜆)
2
= 6 ⇔ 𝜆2 + 2𝜆2 = 36 ⇔ 3𝜆2 = 36 ⇔ 𝜆2 =

36

3
⇔ 𝜆2 = 12 ⇔ 𝜆 = ±√12 ⇔ 

⇔ 𝜆 = ±2√3 

Assim, se 𝜆 = −2√3 tem-se 𝑣 (−2√3, √2(−2√3)), ou seja, 𝑣 (−2√3,−2√6). 

Se 𝜆 = 2√3 tem-se 𝑣 (2√3, √2(2√3)), ou seja, 𝑣 (2√3, 2√6). 

c) Por exemplo, o ponto de coordenadas (2,-1) é um ponto da reta. 

Se, por exemplo, 𝑘 = 1 temos 

(𝑥, 𝑦) = (2,−1) + 1(1, √2), ou seja, (𝑥, 𝑦) = (3,−1 + √2), 

Assim, (3, −1 + √2) é outro ponto da reta dada. 
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d) Como a abcissa do ponto da reta é 4 então 

(4, 𝑦) = (2,−1) + 𝑘(1, √2) ⇔ (4, 𝑦) = (2,−1) + (𝑘, √2𝑘) ⇔ (4, 𝑦) = (2 + 𝑘,−1 + √2𝑘) ⇔ 

⇔ {
4 = 2 + 𝑘

𝑦 = −1 + √2𝑘
⇔ {

𝑘 = 4 − 2
____

𝑘 {
𝜆 = 2

𝑦 = −1 + 2√2
 

Assim, as coordenadas do ponto pedido são (4, −1 + 2√2). 

• O ponto de interseção da reta com o eixo Ox tem ordenada igual a zero, logo,  

(𝑥, 0) = (2, −1) + 𝜆(1, √2) ⇔ (𝑥, 0) = (2,−1) + (𝜆, √2𝜆) ⇔ (𝑥, 0) = (2 + 𝜆,−1 + √2𝜆) ⇔ 

⇔ {
𝑥 = 2 + 𝜆

0 = −1 + √2𝜆
⇔ {

____

√2𝜆 = 1 ⇔ {

___

𝜆 =
1

√2
⇔

{
 
 

 
 
𝑥 = 2 +

√2

2

𝜆 =
√2

2

 

(2 +
√2

2
, 0) é o ponto de interseção da reta r com o eixo Ox. 

• O ponto de interseção da reta com o eixo Oy tem abcissa igual a zero, logo,  

(0, 𝑦) = (2,−1) + 𝜆(1, √2) ⇔ (0, 𝑦) = (2,−1) + (𝜆, √2𝜆) ⇔ (0, 𝑦) = (2 + 𝜆, −1 + √2𝜆) ⇔ 

⇔ {
0 = 2 + 𝜆

𝑦 = −1 + √2𝜆
⇔ {

𝜆 = −2

𝑦 = −1 − 2√2
 

(0, −1 − 2√2) é o ponto de interseção da reta r com o eixo Oy. 

43.2. Substituindo as coordenadas do ponto na equação da reta temos: 

(2 + √2, 1) = (2,−1) + 𝑘(1, √2) ⇔ (2 + √2, 1) = (2 + 𝑘,−1 + √2𝑘) ⇔ 

{
2 + √2 = 2 + 𝑘

1 = −1 + √2𝑘
⇔ {

𝑘 = 2 + √2 − 2

√2𝑘 = 2
⇔ {

𝑘 = √2

𝑘 =
2

√2

⇔ {

____

𝜆 =
2√2

2
⇔ {

𝑘 = √2

𝑘 = √2
 

Então 

(2 + √2, 1) = (2,−1) + √2(1, √2) 

Ou seja, o ponto (2 + √2, 1) pertence à reta r. 

43.3. Comecemos por determinar um vetor diretor da reta 𝐴𝐵: 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (5,−1 + 3√2) − (2,−1) = (5 − 2,−1 + 3√2 − (−1)) = (3,3√2) 

Assim, uma condição que define o segmento de reta [AB] é 

(𝑥, 𝑦) = (2,−1) + 𝜆(3,3√2), 𝜆 ∈ [0,1] 
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44. 

44.1. 𝑉𝑝𝑖𝑟â𝑚𝑖𝑑𝑒 =
1

3
𝐴𝑏𝑎𝑠𝑒 × ℎ 

Logo, 

𝑉𝑝𝑖𝑟â𝑚𝑖𝑑𝑒 =
1

3
× 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ × 𝑂𝐸̅̅ ̅̅ ⇔ 10 =

1

3
× 6 × 4 × 𝑂𝐸̅̅ ̅̅ ⇔ 8𝑂𝐸̅̅ ̅̅ = 10 ⇔ 𝑂𝐸̅̅ ̅̅ =

10

8
⇔ 𝑂𝐸̅̅ ̅̅ = 1,25 

A pirâmide tem 1,25 cm de altura. 

44.2. 𝐶(−2; 3; 0); 𝐸(0; 0; 1,25)  

44.3. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶 − 𝐴 = (−2; 3; 0) − (2;−3; 0) = (−2 − 2; 3 − (−3);  0 − 0) = (−4;  6;  0) 

Assim, uma equação vetorial da reta AC é 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2;−3; 0) + 𝑘(−4;  6;  0), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅  

44.4. Aresta [DC]: 𝑥 = −2   − 3 ≤ 𝑦 ≤ 3    𝑧 = 0 

44.5. 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵 − 𝐷 = (2; 3; 0) − (−2;−3; 0) = (2 − (−2); 3 − (−3);  0 − 0) = (4;  6;  0) 

𝑣 (𝑎, 𝑏, 𝑐) e 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  são colineares se ∃𝜆 ∈ 𝐼𝑅: 𝑣 = 𝜆𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Assim,  

𝑣 = 𝜆𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇔ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝜆(4;  6;  0) ⇔ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (4𝜆, 6𝜆, 0) 

⇔

{
 

 𝑎 = 4𝜆
𝑏 = 6𝜆
𝑐 = 0

⇔

{
 

 𝜆 =
𝑎

4

𝜆 =
𝑏

6
−

⇔{

𝑎

4
=
𝑏

6
−
−

⬚
⇔{

𝑎 =
4𝑏

6
−
−

⬚
⇔{

𝑎 =
2𝑏

3
−
−

 

Então, 𝑣 (
2𝑏

3
, 𝑏, 0) 

Como ‖𝑣 ‖ = √39, temos que 

‖𝑣 ‖ = √39 ⇔ √(
2𝑏

3
)
2

+ 𝑏2 + 02 = √39 ⇔
4𝑏2

9
+ 𝑏2 = 39 ⇔ 4𝑏2 + 9𝑏2 = 351 ⇔ 13𝑏2 = 351 ⇔ 

⇔ 𝑏2 =
351

13
⇔ 𝑏2 = 27 ⇔ 𝑏 = ±√27 ⇔ 𝑏 = ±3√3 

Concluímos então que 𝑣 (2√3, 3√3, 0) ou 𝑣 (−2√3,−3√3, 0). 

45. 

a) Declive de r: −
1

2
 

b) Se 𝑥 = 2 então 𝑦 = −
1

2
× 2 + 3 = −1 + 3 = 2 

Se 𝑥 = −2 então 𝑦 = −
1

2
× (−2) + 3 = 1 + 3 = 4 

Assim, (2,2) e (−2,4) são dois pontos da reta dada. 
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c) Como −
1

2
 é o declive da reta, então, por exemplo, (2,-1) é um vetor diretor da reta. 

Seja 𝑟  o vetor diretor da reta de norma 10, temos que 𝑟 = 𝜆(2, −1) = (2𝜆,−𝜆), 𝜆 ∈ 𝐼𝑅 

Como  

‖𝑟 ‖ = 10 ⇔ √(2𝜆)2 + (−𝜆)2 = 10 ⇔ 4𝜆2 + 𝜆2 = 100 ⇔ 5𝜆2 = 100 ⇔ 𝜆2 =
100

5
⇔ 𝜆2 = 20 ⇔ 

⇔ 𝜆 = ±√20 ⇔ 𝜆 = ±2√5 

Então, se por exemplo, 𝜆 = 2√5 então 𝑟 (2 × 2√5,−2√5), ou seja, 𝑟 (4√5,−2√5) 

Assim (2, −1) e (4√5,−2√5) são dois vetores diretores da reta r. 

d) Pela alínea anterior, qualquer vetor diretor da reta é do tipo (2𝜆, −𝜆), 𝜆 ∈ 𝐼𝑅. 

Como −𝜆 = −5 então 𝜆 = 5. Logo (2 × 5, −5), ou seja, (10,-5) é o vetor diretor da reta pedido. 

e) Como a ordenada é igual a 6, então 

6 = −
1

2
𝑥 + 3 ⇔

1

2
𝑥 = 3 − 6 ⇔

1

2
𝑥 = −3 ⇔ 𝑥 = −6 

Assim, (−6,6) é o ponto pedido da reta. 

f)  

• O ponto de interseção da reta r com o eixo Ox tem ordenada igual a zero, logo 

0 = −
1

2
𝑥 + 3 ⇔

1

2
𝑥 = 3 ⇔ 𝑥 = 6 

(6,0) é o ponto de interseção da reta r com o eixo Ox. 

• O ponto de interseção da reta r com o eixo Oy tem ordenada igual a zero, logo 

𝑦 = −
1

2
× 0 + 3 ⇔ 𝑦 = 36 

(0,3) é o ponto de interseção da reta r com o eixo Oy. 

45.2. Por exemplo, (2, −1) é um vetor diretor da reta r e (0,3) é um ponto da mesma, logo, uma equação 
vetorial da reta r é: 

(𝑥, 𝑦) = (0,3) + 𝑘(2, −1), 𝑘 ∈ 𝑅 

45.3. Como r e s são retas paralelas então têm o mesmo declive, logo 

s: 𝑦 = −
1

2
𝑥 + 𝑏 

Como 𝑃(−3,1) ∈ 𝑠 então  

1 =
1

2
× (−3) + 𝑏 ⇔ 1 =

3

2
+ 𝑏 ⇔ 𝑏 = 1 −

3

2
⇔ 𝑏 = −

1

2
 

Assim,  

s: 𝑦 = −
1

2
𝑥 −

1

2
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46. 

46.1. 

a) Como [BC] é paralelo ao eixo Oy, então 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑂𝐶̅̅ ̅̅ = 4. 

Assim, como o ponto C pertence ao eixo Ox, C(4,0) e é o centro da circunferência que tem raio igual a 4. 

Logo, a equação da circunferência é 

(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 0)2 = 42, ou seja, (𝑥 − 4)2 + 𝑦2 = 16. 

b) Temos que A(8,0) e B(4,4). 

Assim, sendo a reta r a mediatriz de [AB] tem-se que: 

(𝑥 − 8)2 + (𝑦 − 0)2 = (𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 4)2 ⇔  

⇔ 𝑥2 − 16𝑥 + 64 + 𝑦2 = 𝑥2 − 8𝑥 + 16 + 𝑦2 − 8𝑦 + 16 ⇔  

⇔ 8𝑦 = −8𝑥 + 16𝑥 + 16 + 16 − 64 ⇔  

⇔ 8𝑦 = 8𝑥 − 32 ⇔  

⇔ 𝑦 = 𝑥 − 4  

Então, r: 𝑦 = 𝑥 − 4 

c) 

• Sendo D o ponto de interseção da reta r com a circunferência, tem-se que as suas coordenadas 
correspondem à solução do sistema 

{
𝑦 = 𝑥 − 4

(𝑥 − 4)2 + 𝑦2 = 16
⇔ {

_______
(𝑥 − 4)2 + (𝑥 − 4)2 = 16 ⇔{

_____

2(𝑥 − 4)2 = 16 ⇔ {
____

(𝑥 − 4)2 = 8 ⇔ 

⇔ {
_____

𝑥 − 4 = ±√8 ⇔ {
𝑦 = 4 − 2√2 − 4

𝑥 = 4 − 2√2
∨ {
𝑦 = 4 + 2√2 − 4

𝑥 = 4 + 2√2
⇔ {

𝑦 = −2√2

𝑥 = 4 − 2√2
∨ {

𝑦 = 2√2

𝑥 = 4 + 2√2
 

Como a ordenada do ponto D é positiva, então, 𝐷(4 + 2√2, 2√2). 

• Comecemos por determinar as coordenadas do ponto E. 

Como 𝑥𝐸 = 𝑥𝐷 = 4 + 2√2 e E pertence à circunferência, então, substituindo na equação da circunferência: 

(4 + 2√2 − 4)
2
+ 𝑦2 = 16 ⇔ (2√2)

2
+ 𝑦2 = 16 ⇔ 4 × 2 + 𝑦2 = 16 ⇔ 

⇔ 𝑦2 = 16 − 8 ⇔ 𝑦 = ±√8 ⇔ 𝑦 = ±2√2 

Como 𝑦𝐸 < 0 então 𝐸(4 + 2√2,−2√2). 

d) Um vetor diretor da reta s é  

𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸 − 0 = (4 + 2√2,−2√2) − (0,0) = (4 + 2√2,−2√2) 

Assim o declive de s é: 

𝑚𝑠 =
−2√2

4 + 2√2
=
−2√2(4 − 2√2)

16 − 4 × 2
=
−8√2 + 4 × 2

8
= −√2 + 1 
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Logo s: 𝑦 = (−√2 + 1)𝑥 + 𝑏 

Como 𝑂(0,0) ∈ 𝑠 então 𝑏 = 0, logo, s: 𝑦 = (−√2 + 1)𝑥. 

e) As coordenadas do ponto F de interseção das retas r e s constituem a solução do sistema: 

{
𝑦 = 𝑥 − 4

𝑦 = (−√2 + 1)𝑥
⇔ {(−√2 + 1)𝑥 = 𝑥 − 4

___
⇔ {−√2𝑥 + 𝑥 − 𝑥 = −4

___
⇔ {−√2𝑥 = −4

____
⇔ 

⇔ {𝑥 =
−4

−√2___
⇔ {𝑥 =

4√2

2___
⇔ {

𝑥 = 2√2

𝑦 = (−√2 + 1) × 2√2
⇔ {

_____

𝑦 = −2 × 2 + 2√2 ⇔ {
𝑥 = 2√2

𝑦 = −4 + 2√2
 

Temos então 𝐹(2√2,−4 + 2√2). 

46.2. (𝑥 − 4)2 + 𝑦2 ≤ 16 ∧ 𝑦 ≥ 𝑥 − 4 ∧ 𝑦 ≥ (−√2 + 1)𝑥 

47. 

47.1.  

• Coordenadas do ponto F 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸 − 𝐴 = (
4

3
,−1,−

20

3
) − (5,2, −4) = (−

11

3
,−3,−

8

3
) 

𝐹 = 𝐵 + 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2,3, −1) + (−
11

3
,−3,−

8

3
) = (−

5

3
, 0, −

11

3
) 

• Coordenadas do ponto D 

𝐷 = 𝐵 + 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵 + 𝐹𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (2,3, −1) + (4,−4,−1) = (6,−1, −2) 

 

47.2. O centro do prisma é o ponto médio M de [HB]. 
Comecemos por determinar as coordenadas do ponto H. 

𝐻 = 𝐹 + 𝐹𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (−
5

3
, 0, −

11

3
) + (4,−4,−1) = (

7

3
,−4,−

14

3
) 

Assim, as coordenadas do ponto médio M de [HB] são dadas por 

𝑀(
7

3
+2

2
,
−4+3

2
,
−
14

3
+(−1)

2
), ou seja, 𝑀(

13

6
, −

1

2
, −

17

6
). 

47.3. Qualquer vetor colinear com 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ é um vetor diretor da reta AB. 
Assim, 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (2,3, −1) − (5,2, −4) = (−3,1,3) 

Como 

(6, −2,−6) = −2 × (−3,1,3), 

então, 

(6, −2,−6) é vetor diretor da reta AB. 

Temos ainda que (2,3, −1) são as coordenadas do ponto B, ou seja, de um ponto que pertence à reta AB, logo, 

a equação  

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2,3, −1) + 𝑘(6,−2 − 6), 𝑘 ∈ 𝐼𝑅 

é uma equação vetorial da reta AB. 
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Avaliar – Páginas 166 e 167 

1. 

1.1. Opção (B) 

1.2. 

a) 𝐹 + 𝐹𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃 b) 𝐷 + 2𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷 + 𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑁 

c) 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗, por exemplo d) 𝐽𝑂⃗⃗⃗⃗ − 𝐿𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐽𝑂⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗, por exemplo 

e) 𝑀 + 𝐾𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑀 +𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐻 f) 0 + 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃 

1.3. Opção (C)  

𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐿𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ≠ 0⃗ . 

1.4. Sendo 𝑢⃗ = 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗  e 𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗, então, 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢⃗ . 

Sendo 𝑣 = 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 𝐿𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, então, 𝐿𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝑣 . 

Temos ainda 𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗ = −𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ , ou seja, 𝑁𝐼⃗⃗⃗⃗ = −𝑢⃗ . 

Assim, 

2(𝐸𝐽⃗⃗⃗⃗ + 3𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) − 2 (
1

2
𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐿𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝑁𝐼⃗⃗ ⃗⃗ = 2(𝑢⃗ + 3𝑣 ) − 2 (

1

2
𝑢⃗ + 2𝑣 ) + (−𝑢⃗ ) = 2𝑢⃗ + 6𝑣 − 𝑢⃗ − 4𝑣 − 𝑢⃗ = 2𝑣 =

= 2𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑃𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  c.q.d. 

2. Para provar que [GBHE] é um paralelogramo temos de mostrar que 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗   e que 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Ora 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

Logo, também temos que  𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

De modo análogo, mostramos que 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Assim, provamos que [GBHE] é um paralelogramo. 

3. Opção (A) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝐴 = (3,5) − (−1,2) = (3 − (−1), 5 − 2) = (4,3) 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷 − 𝐶 = (𝑘2 − 𝑘, 3) − (−2,−3) = (𝑘2 − 𝑘 + 2, 3 − (−3)) = (𝑘2 − 𝑘 + 2, 6)  

Assim, os vetores são colineares se  

∃𝜆 ∈ 𝐼𝑅: 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜆 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ (4,3) = 𝜆 (𝑘2 − 𝑘 + 2, 6) ⇔ {
4 = 𝜆(𝑘2 − 𝑘 + 2)

3 = 6𝜆
⇔ {

4 = 𝜆(𝑘2 − 𝑘 + 2)

𝜆 =
3

6

⇔ {
4 =

1

2
(𝑘2 − 𝑘 + 2)

𝜆 =
1

2

⇔ 

⇔ {
4 =

1

2
(𝑘2 − 𝑘 + 2)

𝜆 =
1

2

⇔ {
8 = 𝑘2 − 𝑘 + 2

𝜆 =
1

2

⇔ {
𝑘2 − 𝑘 − 6 = 0

𝜆 =
1

2

⇔⇔ {𝑘 =
−(−1) ± √(−1)2 − 4 × 1 × (−6)

2 × 1___
⇔ 

⇔ {𝑘 =
1 ± 5

2
___

⇔ {
𝑘 = 3 ∨ 𝑘 = −2

−
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4. 

4.1. Opção (D) 

𝑣 − 𝑢⃗ = (0,2, −1) − (2,1,1) = (0 − 2,2 − 1, −1 − 1) = (−2,1, −2) 

𝑧 − 𝑣 + 𝑢⃗ = 𝑤⃗⃗ ⇔ 𝑧 = 𝑤⃗⃗ + (𝑣 − 𝑢⃗ ) 

Então,  

𝑧 = (3,−4,0) + (−2,1, −2) = (3 + (−2), −4 + 1,0 + (−2)) = (1,−3,−2) 

5. 

5.1. A equação da reta r é do tipo 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏. 

Como 𝐷(0,2) ∈ 𝑟 então 𝑏 = 2. 

Assim r: 𝑦 = 𝑚𝑥 + 2. 

O ponto 𝐻(−4,0), e pertence à reta, logo 

0 = 𝑚 × (−4) + 2 ⇔ 4𝑚 = 2 ⇔ 𝑚 =
2

4
⇔ 𝑚 =

1

2
 

E, portanto, r: 𝑦 =
1

2
𝑥 + 2. 

A abcissa do ponto J é 4 e este ponto pertence à reta r, logo 

𝑦 =
1

2
× 4 + 2 = 2 + 2 = 4 

Assim, 𝐽(4,4). 

5.2. 0 ≤ 𝑥 ≤ 4 ∧ 𝑦 ≥ 0 ∧ 𝑦 ≤
1

2
𝑥 + 2 

5.3. 

• Área  

𝐴[𝑂𝐽𝑘𝐷] =
𝐽𝑘̅ + 𝐷0̅̅ ̅̅

2
× 𝑂𝑘̅̅ ̅̅ =

𝑦𝐽 + 𝑦𝐷
2

× 𝑥𝑘 =
4 + 2

2
× 4 = 3 × 4 = 12 𝑢. 𝑎. 

• Perímetro 

Comecemos por determinar 𝐷𝐽̅̅ ̅. 

𝐷𝐽̅̅ ̅ = √(0 − 4)2 + (2 − 4)2 = √16 + 4 = √20 = 2√5 

Assim 

𝑃 = 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ ⊢ 𝐷𝐽̅̅ ̅ + 𝐽𝑘̅ + 𝑘0̅̅̅̅ = 2 + 2√5 + 4 + 4 = 10 + 2√5 𝑢. 𝑐. 

5.4. 
𝐻𝐾̅̅̅̅̅

𝐻0̅̅ ̅̅
=
4+4

2
= 2,

𝐽𝐾̅̅̅̅

𝐷0̅̅ ̅̅
=
4

2
= 2 e 𝐷𝑂̂𝐻 = 𝐽𝐾̂𝐻 = 90° 

Assim, como os triângulos [HDO] e [HKJ] têm, de um para o outro, dois lados diretamente proporcionais e o 

ângulo por eles formado é congruente, então são triângulos semelhantes. A razão de semelhança é 2. 
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6. 

6.1. 

a) Como as retas r e s são paralelas, então, (10,6) também é vetor diretor da reta r. 

Assim, o seu declive é 𝑚𝑟 =
6

10
=
3

5
. 

Temos então 𝑦 =
3

5
𝑥 + 𝑏. 

Como C(0,-4)ϵr então b= - 4. 

A equação da reta r é 𝑦 =
3

5
𝑥 − 4. 

b) Como 𝐷 ∈ 𝑟 ∩ 𝑂𝑥 então 0 =
3

5
𝑥 − 4 ⇔

3

5
𝑥 = 4 ⇔ 3𝑥 = 20 ⇔ 𝑥 =

20

3
. 

Assim 𝐷 (
20

3
, 0). 

6.2. Pela alínea 6.1. a) sabemos que o declive da reta r é igual a 
3

5
. Assim, (5,3) é um vetor diretor da reta r. 

(10,2) é um ponto da reta r, pois, substituindo na equação 𝑦 =
3

5
𝑥 − 4 temos  

2 =
3

5
× 10 − 4 , que é uma proposição verdadeira. 

Assim, uma equação vetorial da reta r é: 

(𝑥, 𝑦) = (10,2) + 𝜆(5,3), 𝜆 ∈ 𝐼𝑅. 

6.3. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto B. 

Como B∈ 𝑠 ∩ 𝑂𝑦, então, a sua abcissa é zero e 

(0, 𝑦) = (5,6) + 𝜆(10,6) ⇔ (0, 𝑦) = (5 + 10𝜆, 6 + 6𝜆) ⇔ {
0 = 5 + 10𝜆
𝑦 = 6 + 6𝜆

⇔ {
10𝜆 = −5
___

⇔ 

⇔ {𝜆 = −
5

10
___

⇔ {
𝜆 = −

1

2

𝑦 = 6 + 6 × (−
1

2
)

⇔ {
___

𝑦 = 6 − 3 ⇔ {
𝜆 = −

1

2
𝑦 = 3

 

Então 𝐵(0,3) 

Ora, como [BF] é um diâmetro da circunferência, então, E é o ponto médio de [BF], ou seja, sendo 

𝐹(𝑥, 𝑦)temos   

(
105

68
,
29

68
) = (

0 + 𝑥

2
,
3 + 𝑦

2
) ⇔ {

𝑥

2
=
105

68
3 + 𝑦

2
=
29

68

⇔ {
𝜘 =

105

34

3 + 𝑦 =
29

34

⇔ {

____

𝑦 =
29

34
− 3 ⇔ {

𝑘 =
105

34

𝑦 = −
73

34

 

Assim, 𝐹 (
105

34
, −

73

34
). 
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7. 

7.1. 𝐴(4,−4,10); 𝐵(4,4,10); 𝐶(−4,4,10); 𝐷(−4,−4,10); 𝑂(0,0,0) 

7.2. Reta AD 

Como a reta é paralela ao eixo Ox, o vetor (1,0,0), por exemplo, é vetor diretor da reta AD. 

Como 𝐴(4,−4,10) pertence à reta 𝐴𝐷, então, uma equação vetorial da reta é 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (4,−4,10) + 𝜆(1,0,0), 𝜆 ∈ 𝐼𝑅 

7.3. 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵 − 𝑂 = (4,4,10) 

‖𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = √42 + 42 + 102 = √16 + 16 + 100 = √132 = 2√33 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 132 

Preparar o exame – Páginas 170 a 173 

1. Opção (B) 

A equação da mediatriz de [AB] é dada por 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 0)2 = (𝑥 − 0)2 + (𝑦 − (−2))
2
⇔  

⇔ 𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦 + 4 ⇔  

⇔ 4𝑦 = −4𝑥 + 4 − 4 ⇔  

⇔ 4𝑦 = −4𝑥 ⇔  

⇔ 𝑦 = −𝑥  

2. Opção (C) 

3. 

3.1. 𝐴(−3,3) e 𝐶(1,0) 

Seja 𝑃(𝑥, 𝑦) um ponto da mediatriz de [𝐴𝐶]. 

𝑑(𝑃, 𝐴) = 𝑑(𝑃, 𝐶) ⇔ (𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 3)2 = (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 0)2 ⇔ 𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 6𝑦 + 9

= 𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 ⇔ −6𝑦 = −8𝑥 − 17 ⇔ 𝑦 =
4

3
𝑥 +

17

6
 

3.2. 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 32 + 32 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ 2 = 18 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = ±√18 ⇔ 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = ±3√2 

Como 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ > 0, então 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 3√2 que corresponde ao raio de c1. 

Assim 𝐵(3√2, 0). 

Então 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3√2 − 1 que corresponde ao raio de c2. 

𝐴(−3,3) ∈ 𝑟, logo, r: 𝑦 = −𝑥 (pois é bissetriz dos quadrantes pares) 

Concluímos que a região sombreada é dada por: 

𝑥2 + 𝑦2 ≤ (3√2)
2
∧ (𝑥 − 3√2)

2
+ 𝑦2 ≥ (3√2 − 1)

2
∧ 𝑦 ≥ −𝑥 ∧ 𝑦 ≥ 0 

Ou seja 

𝑥2 + 𝑦2 ≤ 18 ∧ (𝑥 − 3√2)
2
+ 𝑦2 ≥ (3√2 − 1)

2
∧ 𝑦 ≥ −𝑥 ∧ 𝑦 ≥ 0 
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4. 

4.1. 

• Reta r: 

As coordenadas do ponto D são (1,2) e do ponto L são (0, −2). 

O declive da reta r é dado por 

𝑚𝑟 =
−2 − 2

0 − 1
= −

4

−1
= 4 

Assim r: 𝑦 = 4𝑥 − 2 

• Reta s: 

Os pontos 𝐽(−2,5) e 𝐷(1,2) pertencem à reta 𝑠, logo,  

𝑚𝑠 =
2 − 5

1 − (−2)
= −1 

Assim, a equação da reta 𝑠 é do tipo 𝑦 = −𝑥 + 𝑏. 

Como 𝐷(1,2) ∈ 𝑠 então 2 = −1 + 𝑏 ⇔ 𝑏 = 3. 

Logo s: 𝑦 = −𝑥 + 3. 

• Reta w: 

A reta w é paralela ao eixo Ox e contém o ponto L(0,-2), logo, a sua equação é 𝑦 = −2. 

• Reta z: 

Como o ponto K pertence à bissetriz dos quadrantes pares e 𝑦𝑘 = −2, então, 𝑥𝑘 = −𝑦𝑘 = −(−2) = 2. 

Assim 𝐾(2,−2). 

Os pontos 𝐾(2,−2) e 𝐽(−2,5) pertencem à reta 𝑧, logo, o seu declive é 𝑚𝑧 =
5−(−2)

−2−2
= −

7

4
. 

A equação da reta z é do tipo 𝑦 = −
7

4
𝑥 + 𝑏. 

Como 𝐾(2,−2)  ∈ 𝑧, então, −2 = −
7

4
× 2 + 𝑏 ⇔ −2 = −

7

2
+ 𝑏 ⇔ 𝑏 = −2 +

7

2
⇔ 𝑏 =

3

2
 

Então z: 𝑦 = −
7

4
𝑥 +

3

2
. 

4.2. O ponto H é o ponto de interseção das retas r e z, logo, as suas coordenadas correspondem à solução do 

sistema: 

{

𝑦 = 4𝑥 − 2

𝑦 = −
7

4
𝑥 +

3

2

⇔ {

______

4𝑥 − 2 = −
7

4
𝑥 +

3

2
⇔ {

_____________
16𝑥 − 8 = −7𝑥 + 6 ⇔ 

⇔ {
___

16𝑥 + 7𝑥 = 6 + 8 ⇔ {
___

23𝑥 = 14 ⇔ {
𝑦 = 4 ×

14

23
− 2

𝑥 =
14

23

⇔ {
𝑦 =

10

23

𝜘 =
14

23

 

𝑠 = {(
14

23
,
10

23
)} 

Assim, 𝐻 (
14

23
,
10

23
). 
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4.3. (𝑦 ≥ −
7

4
𝑥 +

3

2
∧ 𝑦 ≥ 4𝑥 − 2 ∧ 𝑦 ≤ −𝑥 + 2) ∨ (𝑦 ≤ 4𝑥 − 2 ∧ 𝑦 ≤ −

7

4
𝑥 +

3

2
∧ 𝑦 ≥ −2) 

5. 

5.1. 𝐴(0,0,3); 𝐵(0,6,0); 𝐶(−2,6,0); 𝐷(−2,0,0); 𝐸(0,4,3); 𝐹(−2,0,3); 𝐺(−2,4,3); 𝑂(0,0,0) 

5.2. Comecemos por determinar a área total da superfície do prisma. 

• 𝐴[𝑂𝐵𝐸𝐴] =
𝑂𝐵̅̅ ̅̅ +𝐴𝐸̅̅ ̅̅

2
× 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ =

6+4

2
× 3 = 15u.a. 

• 𝐴[𝑂𝐷𝐹𝐴] = 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ × 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ = 2 × 3 = 6 u.a. 

• 𝐴[𝐵𝐶𝐺𝐸] = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐺̅̅ ̅̅  

𝐶𝐺̅̅ ̅̅ = √(−2 − (−2))
2
+ (6 − 4)2 + (0 − 3)2 = √0 + 4 + 9 = √13 

• 𝐴[𝐵𝐶𝐺𝐸] = 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐺̅̅ ̅̅ = 2 × √13 = 2√13 u.a. 

• 𝐴[𝐴𝐸𝐺𝐹] = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐹̅̅ ̅̅ = 4 × 2 = 8 u.a. 

• 𝐴[𝑂𝐵𝐶𝐷] = 𝑂𝐵̅̅ ̅̅ × 𝑂𝐷̅̅ ̅̅ = 6 × 2 = 12 u.a. 

Então, a área da peça é: 

𝐴𝑡 = 2 × 15 + 6 + 2√13 + 8 + 12 = 56 + 2√13 u.a. 

 Ou seja, a área a cobrir corresponde a (56 + 2√13) 𝑑𝑚2 =
56+2√13

100
m2 ⇔ (0,56 +

√13

50
)m2 

(0,56 +
√13

50
) × 9,90 ≈ 6,26 € 

A Joana gastará cerca de 6,26 euros. 

5.3. 𝑧 = 3 ∧ −2 ≤ 𝜅 ≤ 0 ∧ 0 ≤ 𝑦 ≤ 4 

5.4. 

𝑉𝑝𝑖𝑟â𝑚𝑖𝑑𝑒 =
𝐴[𝐴𝐸𝐺𝐹] × 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎

3
⇔ 24 =

𝑦𝐸 × |𝑥𝐹| × (𝑧𝐽 − 𝑧𝐴)

3
⇔ 24 =

4 × 2 × (𝑧𝐽 − 3)

3
⇔ 

⇔ 72 = 8(𝑧𝐽 − 3) ⇔ 8𝑧𝐽 − 24 = 72 ⇔ 8𝑧𝐽 = 96 ⇔ 𝑧𝐽 = 12 

Temos ainda que: 

• 𝑥𝐽 =
𝑥𝐴+𝑥𝐹

2
=
0+(−2)

2
= −1 

• 𝑦𝐽 =
𝑦𝐴+𝑦𝐸

2
=
0+4

2
= 2 

Assim, 𝐽(−1,2,12). 

6. 

6.1. 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

4
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

4
(𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⇔ 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

4
𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

4
𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

1

4
𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

4
𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔

3

4
𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

4
𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 

⇔ 3𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ c.q.d. 
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6.2. Para provar que [ABED] é um trapézio basta provar que AB é paralela a DE. 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

4

3
𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

4

3
𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

4

3
(𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

4

3
𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

Então, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ e 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ são colineares, ou seja, AB e DE são retas paralelas. 

Podemos, assim, concluir que [ABED] é um trapézio. 

7. 𝑣  e 𝑧  são colineares se ∃𝜆ϵ𝐼𝑅: 𝑣 = 𝜆𝑧  

𝑣 = 𝜆𝑧 ⇔ (0,3,1) = 𝜆(3 − 𝜆, 6, −2) ⇔ (0,3,1) = (3𝜆 − 𝑘𝜆, 6𝜆, −2𝜆) ⇔ 

⇔ {
0 = 3𝑑 − 𝑘𝜆
3 = 6𝜆
1 = −2𝜆

⇔ {

____

𝜆 =
1

2

𝜆 = −
1

2

Sistema impossível 

Assim, 

∄𝜆 ∈ 𝐼𝑅: 𝑣 = 𝜆𝑧  

Concluímos que 𝑣  e 𝑧  não são colineares. 

8. 

8.1. 

a) 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − (𝐹𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − (𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − (𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ + 𝐼𝐷⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (p.e.) 

b) 𝐼 +
1

2
(𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐼 +

1

2
(𝐵𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 𝐼 +

1

2
𝐷𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐼 + 𝐼𝐹⃗⃗⃗⃗ = 𝐹 

c) 𝐹 − (𝐵 − 𝐶) = 𝐹 − (𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝐹 + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹 + 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺 

d) −
1

2
(𝐻𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

1

2
(𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

1

2
𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗  (p.e.) 

8.2. Opção (A) 

𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐷𝐼] =
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ×

1
2
𝐵𝐹̅̅ ̅̅

3
=
1

6
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐵𝐹̅̅ ̅̅  

𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻] = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐵𝐹̅̅ ̅̅   

Assim 

𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐷𝐼]

𝑉[𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻]
=

1

6
𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ×𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ×𝐵𝐹̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ×𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ×𝐵𝐹̅̅ ̅̅  
=
1

6
 c.q.d. 

8.3. 

a) Sabemos que 𝐴𝐼̅̅ ̅ = 𝐼𝐵̅̅ ̅ =
1

2
𝐴𝐺̅̅ ̅̅ . 

Por outro lado, 

𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 + 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 2 + 𝐶𝐺̅̅̅̅ 2 ⇔ 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 = 42 + 42 + (4√2)
2
⇔ 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 = 16 + 16 + 16 × 2 ⇔ 

⇔ 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 = 64 ⇔ 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ = ±√64 ⇔ 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ = ±8 

Como 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ > 0, 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ = 8. 

Temos então que 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐼̅̅ ̅ = 𝐼𝐵̅̅ ̅ = 4, logo, o triângulo [ABI] é equilátero. 
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b) 𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Assim, ‖𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ ‖ = ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ 

Temos que 

‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
2
= ‖𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖

2
+ ‖𝐷𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

2
⇔  

⇔ ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
2
= 42 + (4√2)

2
⇔  

⇔ ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
2
= 16 + 16 × 2 ⇔  

⇔ ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
2
= 48 ⇔  

⇔ ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = ±√48 ⇔  

⇔ ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = ±4√3  

Como ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ > 0 então ‖𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 4√3, ou seja, ‖𝐸𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 2𝐼𝐻⃗⃗⃗⃗ ‖ = 4√3. 

9. 

9.1. 

a) 𝑧 = −4 

b) 𝑥 = −2 

c) 𝑦 = −1 ∧ 𝑧 = −4 

d) 𝑥 = 2 ∧ 𝑦 = 4 

9.2. O centro do prisma M corresponde ao ponto médio [DF], ou seja, 

𝑀(
−2 + 2

2
,
−1 + 4

2
,
−4 + 4

2
) 

Isto é, o ponto médio 𝑀(0,
3

2
, 0) é o centro do prisma. 

9.3. Por exemplo 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ e 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

9.4. (𝑥 + 2)2 + (𝑦 + 1)2 + (𝑧 + 4)2 = 11  

9.5. Comecemos por determinar as coordenadas dos pontos E e H: 𝐸(2,−1,4) e 𝐻(−2,−1,4) 

Assim, 

𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐻 − 𝐸 = (−2,−1,4) − (2,−1,4) = (−2 − 2,−1 − (−1), 4 − 4) = (−4,0,0) 

Seja 𝑣 (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) o vetor colinear com 𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  e norma igual a 17. 

Então, 

∃𝜆ϵ𝐼𝑅: 𝑣 = 𝜆𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝑣 = 𝜆𝐸𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇔ (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = 𝜆(−4,0,0) ⇔ {
𝑣1 = −4𝜆
𝑣2 = 0
𝑣3 = 0

 

Assim 𝑣 (−4𝜆, 0,0), 𝜆 ∈ 𝐼𝑅. 
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Como ‖𝑣 ‖ = 17 então  

√(−4𝜆)2 + 02 + 02 = 17 ⇔ √16𝜆2 = 17 ⇔ 16𝑑2 = 289 ⇔ 𝜆 = ±√
289

16
⇔ 𝜆 = ±

17

4
 

Assim 𝑣 (−4 × (−
17

4
) , 0,0) ou 𝑣 (−4 ×

17

4
, 0,0) 

Ou seja, 𝑣 (17,0,0) ou 𝑣 (−17,0,0). 

10. 

10.1. s: 2𝑦 + 4𝑥 = 6 ⇔ 2𝑦 = −4𝑥 + 6 ⇔ 𝑦 = −2𝑥 + 3 

Declive da reta s: 𝑚𝑆 = −2          Declive da reta r: 𝑚𝑟 =
4

−1
= −4 

10.2. Reta s: 

• Interseção com eixo Ox: 

2 × 0 + 4𝑥 = 6 ⇔ 4𝑥 = 6 ⇔ 𝑥 =
6

4
⇔ 𝑥 =

3

2
 

(
3

2
, 0) ∈ 𝑠 ∩ 𝑂𝑥 

• Interseção com eixo Oy: 

2𝑦 + 4 × 0 = 6 ⇔ 2𝑦 = 6 ⇔ 𝑦 =
6

2
⇔ 𝑦 = 3 

(0,3) ∈ 𝑠 ∩ 𝑂𝑦 

  Reta r: 

• Interseção com eixo Ox: 

(𝑥, 0) = (1,−
9

2
) + 𝜆(−1,4) ⇔ (𝑥, 0) = (1 − 𝜆,−

9

2
+ 4𝜆) ⇔ 

⇔ {
𝑥 = 1 − 𝜆

0 = −
9

2
+ 4𝜆

⇔ {

____

4𝜆 =
9

2
⇔ {

𝑥 = 1 −
9

8

𝜆 =
9

8

⇔ {
𝑥 = −

1

8

𝜆 =
9

8

 

(−
1

8
, 0) ∈ 𝑟 ∩ 𝑂𝑥 

• Interseção com eixo Oy: 

(0, 𝑦) = (1,−
9

2
) + 𝜆(−1,4) ⇔ (0, 𝑦) = (1 − 𝜆,−

9

2
+ 4𝜆) ⇔ {

0 = 1 − 𝜆

𝑦 = −
9

2
+ 4𝜆

⇔ 

⇔ {
𝜆 = 1

𝑦 = −
9

2
+ 4 × 1

⇔ {
𝜆 = 1

𝑦 = −
1

2

 

(0,−
1

2
) ∈ 𝑟 ∩ 𝑂𝑦 

10.3. 

• Como o declive da reta s é −2, então, por exemplo, o vetor 𝑠 (1, −2) é um vetor diretor da reta. 

Pela alínea anterior, por exemplo, (0,3) é um ponto da reta s, então, 

s: (𝑥, 𝑦) = (0,3) + 𝜆(1, −2), 𝜆 ∈ 𝐼𝑅 

• Como o declive da reta r é -4 e o ponto (0, −
1

2
) ∈ 𝑟 ∩ 𝑂𝑦, então, a sua equação reduzida é  

𝑦 = −4𝑥 −
1

2
. 
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10.4. Como os declives das retas r e s são diferentes (𝑚𝑆 = −2 e 𝑚𝑟 = −4), então, estas não são retas 
paralelas. 

As coordenadas do ponto de interseção correspondem à solução do sistema: 

{

2𝑦 + 4𝑥 = 6

𝑦 = −4𝑥 −
1

2

⇔ {2 (−4𝑥 −
1

2
) + 4𝑥 = 6
___

⇔ {
−8𝑥 − 1 + 4𝑥 = 6

___
⇔ {

−8𝑥 + 4𝑥 = 6 + 1
___

⇔ 

⇔ {
−4𝑥 = 7
___

⇔ {
𝑥 = −

7

4

𝑦 = −4 × (−
7

4
) −

1

2

⇔{

____

𝑦 = 7 −
1

2
⇔ {

𝑥 = −
7

4

𝑦 =
13

2

 

Assim o ponto de interseção das retas r e s é o ponto de coordenadas (−
7

4
,
13

2
). 

11. 

11.1. Seja 𝑥 a abcissa do ponto A então 𝐴(𝑥, 0) e 𝐵(0,2𝑥). 

Então 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 2 = 𝑥2 + (2𝑥)2 ⇔ (3√5)
2
= 𝑥2 + 4𝑥2 ⇔ 9× 5 = 5𝑥2 ⇔ 𝑥2 = 9 ⇔ 𝑥 = ±3 

Como 𝑥 > 0, então, 𝑥 = 3. 

Assim, 𝐴(3,0); 𝐵(0,6); 𝐶(−3,0) e 𝐷(0,−6). 

11.2. Seja 𝑃(𝑥, 𝑦) um ponto qualquer da mediatriz de [AB], temos que: 

𝑃𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ⇔ √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 0)2 = √(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 6)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 = 𝑥2 + 𝑦2 − 12𝑦 + 36 ⇔ 12𝑦 = 6𝑥 − 9 + 36 ⇔ 12𝑦 = 6𝑥 + 27 ⇔ 𝑦 =
1

2
𝑥 +

27

12
 

Por outro lado, como o declive da mediatriz de [AB] é 
1

2
, então, por exemplo o vetor de coordenadas (2,1) é 

um dos seus vetores diretores. 

Como (0,
27

12
) é um ponto da referida reta, então, também temos que a sua equação é dada por: 

(𝑥, 𝑦) = (0,
27

12
) + 𝜆(2,1), 𝜆 ∈ 𝐼𝑅. 

11.3. 𝐴 =
6×12

2
= 36 

Logo, 𝐴 = 36 cm2  

12. 

12.1. 𝐴(3,−2,0); 𝐵(3,6,0); 𝐶(−3,6,0); 𝐷(−3,−2,0); 𝐸(3, −2,5); 𝐹(3,6,5); 𝐺(−3,6,5); 𝐻(−3,−2,5) 

12.2. Seja 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) um ponto qualquer do plano mediador de [BH], temos que: 

𝑃𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑃𝐻̅̅ ̅̅ ⇔ √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 6)2 + (𝑧 − 0)2 = √(𝑥 + 3)2 + (𝑦 + 2)2 + (𝑧 − 5)2 ⇔ 

⇔ 𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 12𝑦 + 36 + 𝑧2 = 𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2 + 4𝑦 + 4 + 𝑧2 − 10𝑧 + 25 ⇔ 

⇔ −12𝑥 − 16𝑦 + 10𝑧 = −7 

Logo, −12𝑥 − 16𝑦 + 10𝑧 = −7 
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12.3. 𝐴0⃗ = 0 − 𝐴 = (0,0,0) − (3,−2,0) = (−3,2,0) 

𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹 − 𝐸 = (3,6,5) − (3, −2,5) = (3 − 3,6 − (−2), 5 − 5) = (0,8,0)  

Assim 

2𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ +
1

2
𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2(−3,2,0) +

1

2
(0,8,0) = (−6,4,0) + (0,4,0) = (−6,8,0). 

12.4. O vetor 𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  é um vetor diretor da reta pedida.  

𝐻𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐵 − 𝐻 = (3,6,0) − (−3, −2,5) = (3 − (−3), 6 − (−2), 0 − 5) = (6,8, −5) 

Como o ponto 𝐸(3,−2,5) pertence à reta pedida, então, uma equação vetorial poderá ser 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3,−2,5) + 𝜆(6,8, −5), 𝜆 ∈ 𝐼𝑅 

12.5. 𝑉𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ × 𝐶𝐺̅̅ ̅̅ = (6 − (−2)) × (3 − (−3)) × (5 − 0) = 8 × 6 × 5 = 240 u.v. 

 

 


