MATEMATICA A
10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

Tema 5 — Geometria analitica no plano e no espaco

1. Geometria analitica no plano

Recordar - Pagina 7

1.

1.1. Opgéo (D)

1.2. Comecemos por transformar as unidades, de quilémetros para centimetros.
300 m = 30000 cm

Assim, tendo em conta que as medidas estdo construidas baseadas na escala de 1: 1500, tem-se que:

L __x 30000
1500 30000 X~ 1500 XYM

R.: A distancia no mapa é 20 cm.

2. Neste caso, a figura geométrica a considerar é um circulo com 7 cm de raio.
Assim:
A=mXraio’* =1 X 49 = 497 =~ 153,9 cm?

P=2m Xraio =2n X7 = 141w = 44,0 cm

3.
3.1. Qualquer ponto que pertenca a circunferéncia tem distancia ao centro igual ao comprimento do raio da
circunferéncia. Assim, a distancia deste ponto P ao centro D é 3 cm.

3.2. Tem-se que ADB = 120°. Logo, a amplitude do arco associado é AB = 120°.

Assim:
_AB_120° coe
=— ===

3.3. Sabemos que [AC] e [CB] s3o congruentes. Logo, os angulos internos do tridngulo opostos a estas cordas
também sdo congruentes. Além disso, da questdo anterior ACB = 60°.
Ou seja:

ACB

R ~ 180° —60° 120°
BAC = CBA = > = = 60°

Concluimos entdo que [ABC] é um triangulo equildtero e acutangulo.

3.4. Tendo em conta que ADB = 120°, a area de um setor circular pode ser obtida tendo em conta a relagdo
proporcional entre os angulos ao centro da circunferéncia e as dreas por si delimitadas.

Aporas = T X1aio? =mx3%2 =91

Ou seja:

o X 9 X 120
X =

- = e = 2
360 120 360 < X T3mem

A drea do circulo é 31 cm?.
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3.5. Bissetriz do angulo ACB.
4. A drea destinada as flores é dada pela diferenga entre a area do quadrado e a area da parte relvada.

Ou seja:
perimetro
2

Para o cdlculo do apdtema, teremos que dividir o hexdgono em seis tridngulos equildteros e determinar a sua
altura, recorrendo ao Teorema de Pitagoras:

Aquadrado = 16* = 256 m? Apexagono = X apotema

2
2, (° —c2 2 §= 2 _ _2 zzw_é 2=E
altura® + > 5¢ @ altura“ + 2 25 © altura 25 2 < altura 2 2 < altura 2

= ’ 5
Entdo, altura = 77 o altura = 4,33 m

Ou seja:

perimetro i
Ahexégono = — X apbtema =

6
X 4,33 = 15 X 4,33 = 64,95 m?

Concluimos entdo que:
Azona das flores = Aquadrado — Anexigono = 256 — 64,95 ~ 191 m?

A 4rea da zona florida do jardim é de, aproximadamente, 191 m?.

Recordar - Pagina 9

5.

5.1. Opgédo (A)

5.2. Sabemos que:

AD=BE-4< AD=AD+CE-4<AD—-AD+4=CE & CE =4cm
Atrapézio = 15 cm?

Tem-se que DEC = CD.

Logo, [CDE] é um tridngulo retangulo isésceles, pois num triangulo, a angulos congruentes opdem-se lados
congruentes.

Podemos entdo concluir que:
4 X4

Atrapézio = 15 Aretanguto T Atrianguto = 15 Aretanguto = 15— =15-8=7cm?

A drea do retangulo [ABCD] é 7 cm?.

5.3. O perimetro do trapézio é dado pela soma sucessiva dos comprimentos dos seus quatro lados.
Ora, tem-se que:

. _ 4
Aretinguio = AB X BC & 7 = 4x BC < BC = cm

Para determinar ED, aplica-se o Teorema de Pitagoras.

CD? + CE* =ED? & 4> + 4> = ED?* & 16 + 16 = ED? < 32 = ED?

? ¥
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Logo, & ED =+/32
Pelo que:

4
Perapezio =2 X Z+2 x4+ V32 ~ 14,8 cm
O trapézio tem como medida do perimetro 14,8 cm, aproximadamente.

6.
6.1. Opgao (C). 6.2. Opgao (A).

Tarefa 1 — Pagina 10

1. Em (C, 1) localiza-se o Castelo de San Angelo.

2. A Fontana de Trevi localiza-se em (E, 2).

3. O meu amigo podera estar a visitar Piazza Navona.

4.
4.1. O mapa esta dividido em zonas muito grandes. Assim, a localizacdo através desta divisdo do mapa podera
nao ser precisa.

4.2. Milena poderia dividir o mapa em zonas de menor dimensdo ou até mesmo utilizar um modelo semelhante

ao referencial cartesiano.

Aplicar —Pagina 12

1.

1.1.
A(—2,4) B(—4,1) C(—2,0) D(—1,-1) E(1,2) F(1,0)
G(0,-3) H(2,-3) 1(3,3) J(—2,2) K(2,2) L(3,-3)

A abcissa do ponto M depende da distancia do ponto A ao ponto 0.

Logo:
042 =AC*+C0? © 04 =4>+22 = 04> =16+4 © 04%* =20

Ou seja, 04 = /20
Assim, o ponto M tem coordenadas (—\/20; —2).

1.2.

a) Pontos C e J, por exemplo. b) Pontos E e M

1.3.

a) Pontos A,B,C,D,J e G b) Pontos B,C,D,F e M
c) Pontos D,K el d) Pontos J e L
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1.4. Fazendo a representacao no referencial, obtém-se o seguinte.

Y

-4

Podemos observar que o tridngulo [XYZ] é um tridngulo isésceles ndo equildtero, pois possui apenas dois
lados com medidas de comprimento iguais.

2.

2.1.
e 1.2 Quadrante: Ponto D
e 2.2 Quadrante: Ponto C
e 3.2 Quadrante: Ponto B
e 4.2 Quadrante: Ponto A

Os restantes pontos ndo pertencem a nenhum dos quadrantes.

2.2. Fazendo a representagdo dos pontos num referencial ortogonal e monométrico, obtemos o seguinte.

S T
(¥
1
=Y

|

4
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2.3.
a) Para que A e H tenham as mesmas coordenadas, entdo x, = xy € Y4 = Y.
Ou seja:

8
xH=xA(=)2p—6=2(=)2p=2+6(=)2p=8(=)p=§(=)p=4-

+5
yHZ}’A®—3+§—pT=—4-<:)—18+3p—2p—10=—24<:)p=—24-+10+18(:>p=4—

Tendo em conta os resultados obtidos, podemos concluir que p = 4.

b) A abcissa do ponto H devera ser igual a sua ordenada. Assim:

+5
xH=yH(:>2p—6=—3+§—pT<:)12p—36=—18+3p—2p—10<:>12p—3p+2p=—10—18+36(:)

8
@11p=8@p=ﬁ

8
Logo,p = o
c) Para que H pertenga ao 4.2 quadrante, entdo xy > 0 e yy < 0. Assim:

6
2p—6>0(:)2p>6<:>p>5<:)p>3

p p+5
—3+E—T<O®—18+3p—2p—10<0<:>p<28

Assim, podemos concluir que p € |3; 28] .

Momento Python — Pagina 14

1. O Programa é definido considerando as coordenadas x e y de um ponto do plano (primeira e segunda linhas
de cddigo) escolhidas pelo utilizador.
Na quarta linha, o programa testa se a abcissa e a ordenada do ponto sdo positivas, sendo que se tal se verificar
0 programa escreve “O ponto pertence ao 1.2 quadrante.”.
Caso ndo verifiquem essa propriedade, o programa testa se a abcissa é negativa e a ordenada é positiva e, caso
isso se verifique, dd como informacdo que o ponto pertence ao 2.2 quadrante.
Se tal ndo se verificar, passa para a oitava linha do cddigo. Testa novamente se a abcissa e ordenada sdo
negativas. Caso isso se verifique, informa o utilizador que o ponto pertence ao 3.2 quadrante.
No caso de nenhuma das condi¢Bes anteriores se verificar, o programa informa que o ponto pertence ao 4.2
quadrante.
2. Depois de reproduzidas as linhas de cédigo propostas, verificamos que:

e Paraoponto A(—1; —2), o Python informa “O ponto pertence ao 3.2 quadrante”.

e Paraoponto B(4;—1), o Python informa “O ponto pertence ao 4.2 quadrante.”

e Paraoponto C(—5; 1), o programa informa “O ponto pertence ao 2.2 quadrante”.

3. Por exemplo, para o ponto de coordenadas (1; 1), o Python informa “O ponto pertence ao 1.2 quadrante”.

4. Para o ponto E(0,9), o programa informa “O ponto pertence ao 4.2 quadrante.” o que ndo se verifica para
este ponto.

g ¥
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5. Uma possivel melhoria do programa pode ser a seguinte.

x=float(input("Qual é a abcissa do ponto?"))
y=float(input("Qual é a ordenada do ponto?"))

if x==0 and y==0:
print("O ponto é a origem do referencial. Ndo pertence a nenhum quadrante.")
elif x==0 and y!=0:
print ("O ponto pertence ao eixo das ordenadas. Nao pertence a nenhum quadrante.")
elif x!=0 and y==0:
print ("O ponto pertence ao eixo das abcissas. Ndo pertence a nenhum guadrante.")
elif x>0 and y>0:
print("O ponto pertence ao 1.° quadrante.")
elif x<0 and y>0:
print ("O ponto pertence ao 2.° quadrante.")
elif x<0 and y<0:
print ("O ponto pertence ao 3.° quadrante.")
else:
print ("O ponto pertence ao 4.° quadrante.")

Momento GeoGebra — pagina 14
1. Usando a entrada do GeoGebra, obtemos a seguinte representac¢do dos pontos indicados.

Yy
5

4@

2. Unindo os pontos de modo a representar os lados do quadrildtero [ABCD], obtemos a seguinte
representagao:

Podemos verificar que [ABCD] é um papagaio.
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3. Para determinar a drea de [ABCD] poderemos fazer o seguinte.

ACXBD 3x2
A[ABCD] = 2 = 2 =3u.a.

O papagaio tem 3 unidades de area.

4. Poderemos usar o GeoGebra para representar as retas que contém as duas diagonais de [ABCD].

Yy

Poderemos verificar que E tem coordenadas (0,3).
5.

Tendo em conta a razdo de semelhanga entre os poligonos,
verificamos que a medida do comprimento das diagonais de
[ABCD] duplica o seu valor quando este se transforma em
[A'B'C'D']. O ponto E mantém-se como ponto de intersecdo das
diagonais. Podemos usar o GeoGebra para verificar que a
representacio de [A'B'C'D'] seré a seguinte.

Ou seja:

A'(-23) B'(05) ('(43) D'(0,1)

Tarefa 2 - Pagina 15
1.

=
e

Fazendo a representacdo dos pontos em referencial ortogonal
monométrico xOy, obtemos:

NN W
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T
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2. Ao realizar uma reflexdo de A segundo o eixo dos yy, concluimos que

[Ty
-

as coordenadas de A coincidem com as de A'. Logo, A’(0,2). ut
3" l
=4
> A B
1 1 D 1 1-- 1 L 1 b_
TSeig 123 ux
24
Ce—=3
3. vk
J'_l_._
Ao realizar uma reflexdo de D segundo o eixo dos xx, concluimos 3}
que as coordenadas de D coincidem com as de D'. 2. A=A B
Logo, D'(—2,0). D' =p 14
—t— — -
~4-3-2-10'1 2 3 ux
24
Co—=3T
I.L--
4. Neste caso, chegamos as seguintes representagdes. g‘
Ou seja, B'(3,—2) e B"(=3,2). ;‘
Concluimos ent3o que a ordenada de B’ é simétrica em relac3o a oBl--- A B
ordenada de B e a abcissa de B’ é a abcissa de B. A abcissa de B"' é ! 11
simétrica em relagdo a abcissa de B e a ordenada de B” é a ordenada L D ; L ——
de B. —4-3-2-101'1 2 3 ux
—2f- *B’
Ce—=3
—ut
5. Neste caso, obtemos as seguintes representagdes dos pontos U‘
considerados. , 4
o C-3¢
i
Assim, C'(—2,3) e C""(2,-3). [? 14 i
L L 1 L I i 1
Concluimos entdo que a ordenada de C' é simétrica em relagio & _4—3-»-10] 1 2 3 u_r
ordenada de C e a abcissa de C’' é a abcissa de C. A abcissa de C" é -1 i
simétrica em relagdo a abcissa de C e a ordenada de C"' ¢é a ordenada -7 | ,
de C. Co=37+C
-4t

6. Quando efetuamos uma reflexdao de um ponto segundo o eixo das abcissas, poderdo acontecer duas
situagdes.

e O ponto conserva as suas coordenadas, caso pertencga ao préprio eixo.
e A ordenada do ponto transformado é simétrica da ordenada do ponto original, mantendo-se a abcissa.

: ¥
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Quando efetuamos uma reflexdo de um ponto segundo o eixo das ordenadas, poderdo acontecer duas
situagdes.

e O ponto conserva as suas coordenadas, caso pertencga ao préprio eixo.
e Aabcissa do ponto transformado é simétrica da abcissa do ponto original, mantendo-se a ordenada.

7.1. Usando as observagdes registadas na questdo anterior, podemos concluir que:

E'(-3,-3) e E"(33) vk
7.2. “T
oF----3t1
No caso de realizarmos uma meia-volta de centro na origem de ! 2“_& _________ _’B
referencial do ponto E, este transformar-se-d no ponto E''' de i 14 i
coordenadas (3,—3). Verificando usando as potencialidades do Lol D . ICentrg ! ——
Geogebra: -4 3—.-—1]@_ 12 3 4x
24 i
C _3 ______ "E”,

7.3. Fazendo a representacdo do poligono, obtemos o quadrado

seguinte.
Yy
E E"
@ 3 L
2
E
T
-5 -4 3 -2 =1 0 1 2 3] 4 5
~T
-2
£ g
@ 3 @
-4

O lado do quadrado tem 6 unidades de medida, pelo que:

P=4Xx6=24um. A=6%=36u.a.

O quadrado tem de perimetro 24 unidades de medida e de area 6 unidades de area.

? ¥
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3.

3.1. Representando os pontos num referencial ortogonal monométrico xOy, obtemos o seguinte.

3.2. Como o ponto A pertence ao préprio eixo de reflexdo (eixo das abcissas), podemos concluir que o seu
transformado iré coincidir com ele préprio. Assim, A’ = A = (—1,0).

3.3. No caso dos pontos considerados, ao realizar a reflexdo destes pontos segundo o eixo dos yy,
obtemos as seguintes coordenadas.

A"(1,0) B"(-23) (C"(1,4) D" (2,-3)
Tarefa 3 - Pagina 18

1. Por observacao da reta numérica, podemos constatar que a abcissa do ponto médio do segmento de reta
[AB] é 2,5.

2. Por observacdo da reta numérica, podemos constatar que a abcissa do ponto médio de [AC] é —1..
3. Por observagdo da reta numérica, podemos constatar que a abcissa do ponto médio de [BD] é 1,25.
4. Por observagdo da reta numérica, podemos constatar que a abcissa do ponto médio de [CB] é 0,5.
Aplicar — p4gina 18

4. Determinando a abcissa pedida, vem que:

3,7 _6 .3 29
o -_5"2_T"T0"f0_10_2°,_29 1_29
M 2 2 2 1007710727 20
5. Neste caso, sabemos que:
X4 + xp —1+xp
xM=T<=> =T®6:_1+XB<:6+1:.XB<:XB=7

Podemos entdo concluir que a abcissa b do ponto B assume o valor de 7.

. «
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Tarefa 4 - Pagina 19
1.

=
-

QLN wWeE o o

O ponto C que representa o café do encontro encontra-se entre os pontos R e J, pelo que corresponde ao
ponto médio do segmento de reta [R]]. Ou seja:

2. O ponto C ira estar a mesma distancia do ponto R e do ponto J, pelo que:

_XR+XJ_3+6_9

Xc =45 Yc

2 2 2 B - -

2 2

Ou seja, C = (4,5;3).

Aplicar - Pagina 20

6. O centro da circunferéncia corresponde ao ponto médio de um dos seus didmetros. Assim, o centro desta
circunferéncia ird corresponder ao ponto médio de [AB].

CzM[AB]:( 2 2 2 2 a

xA+xB_yA+yB>_(0+(—5)'—3+0>_( 5 3)
- U2 2

7. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto D, ponto médio de [BC].

2 2 2 2 22

D=(XB+XC_YB+}’C)=<3+(—2)_—2+(—2)>=(; )

De seguida, obteremos as coordenadas do ponto E, ponto médio de [AD].

1 1 1
E:<xA+xD_yA+yD)= —ltz2+4(=2) _[Zz., :(_1_0)
2 2 2 7 2 2’ ’

O ponto E tem coordenadas (—%, 0).

. «
Matemética A — Ensino Secunddrio - RESOLUGOES m gmBeOL



MATEMATICA A
10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

Aplicar — pagina 21

8. Tendo como referéncia o exemplo dado ao lado, podemos concluir que:

Baricentro = (

X4 + xp + x¢ yA+yB+yC)_<3+(—1)+16 1+2+4+(=27)
3 ’ 3 B 3 ' 3

As coordenadas do baricentro (G) sdo (6, —8).

Tarefa 5 - Pagina 22

Para determinar o perimetro do quadrado [ABCD], teremos de descobrir o comprimento de um dos seus
lados.
Recorrendo ao Teorema de Pitagoras, obtemos que:

AD? =224+ 72 © AD? =4 + 49 & AD? =53
Ou seja, AD =+/53

Logo:
P[ABCD] =4 XE = 4V53 u. m.
O perimetro do quadrado [ABCD] é 4v53 unidades de medida.

Aplicar — Pagina 22
9.
9.1. Ao observar o referencial, podemos concluir que:
A(-42) B(-1,4) Q1,1 D(-2,-1)

9.2. Em ambas as circunferéncias (inscrita e circunscrita), o centro ira coincidir. As coordenadas do centro irao
ser calculadas, determinando o ponto médio de uma das diagonais do quadrado. Ou seja:

xA+xC_yA+yC)_(—4+1_2+1)_< 3 3)
2 2 - 2 2 )\ 22

. A . . 33
O centro das circunferéncias (inscrita e circunscrita) tem de coordenadas (— E’E)'

Centro = Mpyc) = (

9.3. Teremos de calcular o raio de cada uma das circunferéncias, para determinar a diferenca entre ambas
(drea da coroa circular por elas definida).

A medida do raio da circunferéncia inscrita ird ser dada pela distancia do centro da circunferéncia ao ponto
médio de um dos lados do quadrado.

Ou seja:

Centm:(_?i) MMB]:( 2 2 >= 2 2 =(_E;3)

2
) 3 5 3 2 9 13 V13
TalOinscrita = -5~ (_ _) + (E - 3) = |1+-= |—=—

. «
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Ja a medida do raio da circunferéncia circunscrita ira ser obtido aplicando a distancia do centro da
circunferéncia a um dos seus vértices:

Cent —( 3-3) B =(-1:4)
entro = 2,2 - )

. 3 23 N2 1 25 |26 V26
TAlO0c¢ircunscrita = _E_(_l) +(§—4) = Z+T= T=T

Ou seja:

> =—n——n=—n~= 10,2 u.a.

V26\ X\/ﬁ226 13 13
T 4 4 4

Acoroa circular = Ac.circunscrita - Ac.inscrita =mX (

A area da coroa circular é 10,2 unidades de drea, aproximadamente.

Aplicar — Pagina 23
10.

10.1. A distancia entre os dois pontos é dada por:

d(4,B)=/(-1-2)2+(3-52=V9 +4=13
Os pontos A e B estdo a uma distancia de /13 unidades de medida.

10.2. Neste caso, a distancia entre os dois pontos é dada por:

2
d(C,D)=j<1—(—%)> +(—4—(—9))2=\/%+25=j¥=@

~ A Vvi09 . .
Os pontos C e D estdo a uma distancia de 1T unidades de medida.

11.

11.1. Para mostrar que o tridngulo [ABC] é equildtero, teremos de provar que a medida do comprimento dos
seus trés lados é igual. Ou seja:

d(A,B):J(2—5)2+(0—3V§)2=x/9+2 =36 =6

2
d(B,C) =\/(5—8)2+(3\/§—0) =vV9+27=6
d(C,A)=8-2=6
Logo, concluimos que o tridngulo é equilatero.

A drea do triangulo é dada por:

AC x MB
Alagc) = —

s «
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em que M corresponde ao ponto médio de [AC]. Para determinar a altura do tridngulo, basta determinar a
distancia do M ao vértice B:

8+2 0+0

Mac) = (T'T) = (5;0)

d(M,B) = J(s —5)2+(0-3v3) =v27 = /32 x 3 = 33
Concluimos entdo que:

6x3V3 18V3
A[ABC] = 2 = ) = 9\/§ u.a.

A area do tridngulo [ABC] é de 9v/3 unidades de area.

11.2. As coordenadas do baricentro do triangulo sdo dadas por:

x4+ X + x +yp + 2+5+8 0+3V3+40
A ; c;}’A }’:;3 J’c)=< - , . >=(5;\/§)

Baricentro = (

O baricentro tem coordenadas (5; \/§)
12.

12.1. Para determinar as coordenadas dos restantes pontos, necessitamos de
dividir o hexagono através de triangulos em que um dos vértices coincide com
o centro do hexdgono.

O apétema pode ser obtido aplicando um Teorema de Pitagoras: 3

3\2 9 36 —9 27
2 — —_ 2 2: _—— 2:— 2:—
3—(2) +h“eh 9 44:)h 2 S h 2

oL

Logo,

27 \/32 X 3 oh 33

i
3V3
2><ap6tema=2><h=2x7=3\/§
Logo, podemos concluir que:
3 3V3 9 3V3
A <_E'T> B(0,3v3) ¢(33v3) D <ET> E(3,0) F(0,0)

12.2. O tridngulo [FCD] é escaleno, pois:

DC=3 DF=EC=3V3 FC=2x3=6

¢/ areat

14
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12.3. O tridngulo [EFC] é retangulo. Logo:

FEXEC 3x3V3 93
Algrc) = 2 = > = > =~ 7,8 u.a.

A area do tridngulo [EFC] é, aproximadamente, 7,8 unidades de area.

12.4. As coordenadas do centro da circunferéncia circunscrita ao hexdgono coincidem com o ponto central do

. ~ (3 3V3 L A i
hexdgono. As suas coordenadas sdo (ET) O seu raio é dado pela distancia deste centro a um dos vértices do

hexagono, ou seja, 3 unidades.

Tarefa 6 — Pagina 24

1. Fazendo a representacdo do referencial o.m. xOy e identificando os pontos observamos que:

o

y
5 B
ll.l-..
3 A
2--
1..
———
—4-3-2-10[ 1 2 3 g4X
_1 C
-2+
i B F
-4t

2. Unindo os pontos, obtemos as seguintes representacées de r e s.

A r
y
)
ll.l-..
31T <A
2-.
1--
— } } t s
~4-3-2-10] 1 2 3 4X
=14 C
-2+
5
D 7] E F
3. Todos os pontos da reta r tém como abcissa x = 2. Todos os pontos da reta s tém ordenada y = —3.

: «
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4.

4.1. A reta r é paralela ao eixo das ordenadas. 4.2. A reta s é paralela ao eixo das abcissas.
5.

51.x =2 5.2.y =-3

Aplicar — Pagina 25
13. Observando o referencial, podemos concluir que:

x=4 - retac y=—-2-retad x=-1-retaa y=1->retab

Aplicar — Pagina 26
14.

14.1. Representando as retas consideradas num referencial ortogonal monométrico xOy, obtemos:

x=-1 U‘ X=3
6..
5..
.'_I_..
3..
24
y=0 1+
T e I O B AR
2 —
134 y
Iyt
45T
T81x-2

14.2. Tendo em conta as equacgdes das retas, podemos, por exemplo, indicar os seguintes pontos:

x=—-1- (-12) (-1,0)
x=1- (1,-1) (1,1)
x=2- (23 (2,-4)

e y=0- (v3,0) (2,0
y=-2-(0,-2) (m,-2)

. «
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15.1. Fazendo a representacdo dos pontos em referencial cartesiano ortogonal monométrico xOy, obtemos:

7] \
LI_. L

=
-

3l
21
14

|
_Ip.-
w
|
N-
|
e
-
-
w-
=4
=Y

1
WM

15.2. O transformado de um ponto segundo uma reflexdo de eixo das abcissas (y = 0) ira sofrer alteragdo no
valor numérico da sua ordenada (que passara a ser simétrica) e manter a sua abcissa. Assim, A'(—1,—3) e
B'(2,1).

15.3.
Neste caso, comecemos por representar a reta x = —1:

Como A pertence ao eixo de reflexdo, entdo A" = A:(—l, 3). No entanto, com B tal n3o acontece, pelo que

por observacdo B"' (—4,—1).

0 poligono [A”BB"'] é um tridngulo, cuja drea é dada por:

6xX4 24
A[A”BB”] = ) = 7 =12u.a.

0 poligono [A"”"BB"'] tem 12 unidades de area.

. «
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16.1. Como k = 2, ent3o:

P=<2;—2x(2—1)—§)=(2;—2x1—§)=<2;—2—§)=(2;_4+ﬁ>

Pretende-se a equagdo de uma reta paralela ao eixo das abcissas, expressdo do tipo y = k (k constante real).
_4_

2

Como P terd de pertencer a essa reta, podemos concluir que y = é a equacao da reta pretendida.

16.2. Como P pertence a reta x = v/2, concluimos que:
Xp = ‘/i k= \/E
Daqui, podemos determinar a ordenada de P:

o= 23 1)~ Yoo ayg g B THIHATNE 4o 52

Ou seja, as coordenadas de P sdo (\/7 4—2\/5).

Tarefa 7 — Pagina 27

1. Utilizando um referencial cartesiano ortogonal monométrico xOy, podemos representar os pontos da
seguinte forma:

2. No mesmo referencial, representemos areta y = —2:

=
-

™
N oW

e
T

p =

|
F--
|
Ly
|
--H—-
|
|
—
=
fur B
.
Wl
=4

o
|
w n

|
prl
T
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3. Usando as potencialidades do GeoGebra, observamos que:

=
|

Co-le
cY I
r
AT
—— ———
~4-3-2-1011 2 3 ax
S
Ayl

Ou seja, concluimos que
A'(—1,-4).

4. Comecemos por representar a reta de equagdo x = 3:

Y

>
L]

Py
5 4 -3 -2 ?. ) 1 2 4 5 6 7 8 9
|
3
1
|
......................................... foossrapodecssnsane
| = —2
D 1 y
L] 3
! "
A
[

Aplicando a reflexdo axial aos pontos, segundo o eixo x = 3, concluimos que:

S|y x=3
C C
L ] 4 L]
B B
3 L @
z
1
A A" T
s ) 3 2 1:'1 0 1 2 4 s 3 7 B 9
 am—r
1
1
0 L L U L. U A0 0000 SRR 8 LI00 L A SO
1 =92
D 1 Y o"
] 1 3 o
|IAI
& -

A"(7,0) B"(43) ("(74) D"(8,-3)

. «
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5. Ao aplicar uma meia-volta de centro na origem do referencial ao ponto B, as suas coordenadas passarao a
ser simétricas. Ou seja, B'(—2, —3).

Aplicar — Pagina 27

17.

17.1. Comecemos por descobrir dois pontos de cada uma das retas:
x y=—-2x—2 (x;9) x y=—-2x—2 (x;y)
0 y=—-2%X0—-2=-2 (0;=2) 0 y=—-2%X0—-2=-2 (0;=2)
1 y=—-2%X1-2=—-4 (1,-4) 1 y=—-2X1—-2=-4 (1;-4)
x y=—-2x—2 (x;y) x y=—-2x—-2 (x;y)
0 y=—-2xX0—-2=-2 (0;-2) 0 y=—-2%X0—-2=-2 (0;-2)
1 y=-2%x1-2=-4 (1;,-4) 1 y=-2%x1-2=—-4 (1;,-4)
X y=x+3 () x y=-2x+3 (x;y)
0 y=0+3=3 (0;3) 0 y=-2%x0+3=3 (0;3)
1 y=1+3=4 (1;4) 1 y=-2x1+3=1 (1;1)

Assim, desenhando um referencial cartesiano monométrico, poderemos representar as retas:

17.2. A reta r é definida pela expressdo algébrica y = 3x — 2. Daqui, concluimos que o seu declive é 3 e a sua
ordenada na origem é —2.

17.3.
a) As retas s e p sdo paralelas, pois os seus declives sdo iguais.

b) Por exemplo, as retas r e p sdo concorrentes. O seu ponto de interse¢do tem coordenadas (1; 1).

. «
Matemética A — Ensino Secunddrio - RESOLUGOES m gmBeOL



10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

Tarefa 8 — Pagina 28

1. Pretendemos quatro pontos em que o valor numérico da abcissa coincida com o valor numérico da ordenada.
Por exemplo, (1,1),(0,0), (—1,—-1) e (2,2).

2. Representando os pontos indicados na questdo anterior e unindo-os, obtemos a seguinte reta:

Aplicar — Pagina 28

18. Usando como base um referencial cartesiano ortogonal e monométrico xOy, as retas consideradas poderdo
ser representadas na seguinte forma:

19.

19.1. Por observagdo da figura e tendo em conta que AD = 3, concluimos que:
A(-3,00 €@3,00 D(-3,3) E(33) F(-3,-3) G(3,-3)

19.2. As retas DG e EF correspondem as bissetrizes dos quadrantes pares e impares, respetivamente. Logo, a
equacdodaretaDGéy = —xeaequagdode EF éy = x.

19.3.
a) Aimagem de F é o ponto D. b) Aimagem de D é o ponto E. c) Aimagem de F é o ponto E.

. «
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19.4. A figura colorida é constituida por dois arcos congruentes correspondentes a metade de uma das
circunferéncias pequenas (que juntos ddo uma circunferéncia pequena) e dois arcos correspondentes a um
guarto da circunferéncia grande (que juntos correspondem a meia circunferéncia grande).

Assim:

Pcircuunferéncia grande
circunferéncia pequena 2

Pfigura

A medida do comprimento do raio da circunferéncia pequena é de 3 unidades de medida. Para determinar a
medida do comprimento do raio da circunferéncia grande deveremos determinar a distancia entre os pontos O
e E, ou seja:

d(0,E) =J(0-3)2+(0-3)2=v9+9=v18 =32 x2 =32
Assim:

Peircunferencia pequena = 2 X T X1aio =2 X 1w X 3 = 61

Pcircuunferéncia grande 2 XTXraio 2XmX 3v2  6V2m
2 - 2 - 2 == =3Van

Pcircuunferéncia grande

Pfigura = Pcircunferéncia pequena + 2 = 6bm + 3\/577: = T[(6 + 3\/5) u. m.

O perimetro da figura é n(6 + 3\/5) unidades de medida.
Tarefa 9 — Pagina 29

1. Podemos representar as retas a partir das suas equagdes.

uh
6 Xx=2
51 U =X
u.
2
5 L/ =3
1
| | ! | -"
3 456«
2.
37
ot
dsT
467
2. As retas definidas pelas equagdes y = x e y = —x sdo transformadas uma da outra pela reflexdao de eixo Oy.

. «
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—6-5-4-3-2-
y=-1

Assim, A(3,—1) é transformado em A’(1, —1).

4. O ponto de intersecdo das retas definidas pelas equagdes y = x e y = —x é a origem do referencial, ponto
0(0,0). Assim, ao aplicar uma meia-volta ao ponto (2,—1) em torno da origem do referencial as suas
coordenadas passam a ser simétricas. Ou seja, (—2,1) é o transformado de (2, —1) pela meia-volta de centro
na origem do referencial.

Tarefa 10 — Pagina 29
1. Tendo em conta que as quatro retas sdo paralelas aos eixos coordenados, entdo:
rix =3 six =1 t:ty=3 wy =4

2.
(A) corresponde ao conjunto de pontos cuja abcissa é superior ou igual a 3.

(B) corresponde ao conjunto de pontos cuja abcissa é inferior ou igual a 1.
(C) constitui o conjunto de pontos cuja ordenada é inferior ou igual a 3.
(D) constitui o conjunto de pontos cuja ordenada é superior ou igual a 4.
Logo, uma condi¢do que defina cada um dos conjuntos de pontos:

(A)x >3 (B) x < 1 Cy<3 (D) y > 4

. «
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20.

20.1. A condig¢do que define o conjunto de pontos é x = —3.

20.2. Neste caso, a condicdao que define o conjunto de pontos é x < 0.

20.3. O conjunto de pontos representado é definido pela condigdo x > —4.

Aplicar — Pagina 31

21.

21.1. O conjunto de pontos representado fica definido pela equagdo y = 3.
21.2. Este conjunto de pontos é definido pela condigdo y > —1.

21.3. Neste caso, o conjunto de pontos pode ser definido pela condigdo y < 2.

Aplicar — Pagina 32
22,

22.1. A representagdo do semiplano considerado, em referencial o.m. x0y, corresponde a:

A

MwEw e
et

1._
ST
-2+

-3t

—ut

-5

x=0

22.2. A representagdo do conjunto de pontos considerado, em referencial o.m. xOy, corresponde a:

=
e

i
ul
| y=2
[
1__
S ig 123 45X
-21

24 .
Matemética A — Ensino Secunddrio - RESOLUGOES m gmBeOL



10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

22.3. A representagdo do conjunto de pontos considerado, em referencial o.m. xOy, corresponde a:

A

o W E o e
LT =
[l
e

e 1 P B
24
34
-4t
=571

22.4. A representagdo do semiplano considerado, em referencial o.m. xOy, corresponde a:

vh
st
| y>3

—— --.-.-.-3- A Y

22.5. Comecemos por determinar dois pontos da reta:

x y=-2x+3 6 y)
0 y=—-2x0+3=3 0;3)
1 y=-2x1+3=1 (1;1)

Representado os respetivos pontos, em referencial o.m. xOy, e unindo-os, obtemos a reta pretendida.

s AR
-2¢ y=—-2x+3
-34
=471
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22.6.

Determinando as coordenadas de dois pontos da reta
que é fronteira do dominio plano fechado, obtemos a
seguinte representagao:

X y=x-—2 (xy)
0 y=0-2=-2 (0;-2)
1 y=1-2=-1 (1,-1)

Tarefa 11 — P4agina 33
1.

1.1. Por observacgao da figura, podemos concluir que a localidade da Berta podera estar localizada em
qualquer ponto daretay = 3.

o

y
74
B
5_.
3 E
1} | |
TR ST T — -
OV 123 u4567X%X

1.2. Alocalidade do Jorge, tal como observado na figura anterior, estara localizada na reta vertical que passa no

.- . . 9
ponto médio entre L e J, cuja equagdo é x = 7'

w
-

Q) W o
T LI B e —

1 1

1

1

1
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1.3. Para determinar as possiveis localizacdes da localidade do Daniel, iremos recorrer a construgado da
mediatriz de [R]].

-

W & U = o w0 =

[a¥]

2. As equagdes que definem os conjuntos de pontos das alineas 1.1. e 1.2.sdoy =3 ex = %-
Sabemos que R(3,4) e que J(6,2)

Seja P(x,y) um ponto qualquer da mediatriz de [R]].

Entdo, d(P,R) = d(P,A).

Logo,

Va=-32+0-92=Jx-62+ -2 x-372+-4*=x-6°+(y -2\
©x2-6x+9+y?—8y+16=x2-12x+36+y?—4y+4 &
© —6x+9—-8y+16=-12x+36—-4y+4 &

4 6x + 15 6 15 3 15
S —4y = — Sy=-"x——y==x——
= YEY T ATV TN T
Concluimos entdo que a equagdo que define as possiveis localizagdes da casa do Carlos é y = %x - 1:5.

3. A localizagdo do ponto do mapa que esta a mesma distancia das trés localidades surge da intersegdo das trés
mediatrizes consideradas anteriormente.

wN o

Ou seja:

< «
S
s
|
(@)

y

9 . . . A
Que no caso, corresponde ao ponto de coordenadas (5, 3), ou seja, o circuncentro do tridngulo [LR]].

g «
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23.

23.1. Podemos observar que os pontos A e B assumem o mesmo valor numérico na sua abcissa que é x = 2.
Portanto, a reta que passa por ambos esses pontos é paralela ao eixo das ordenadas. A sua mediatriz passara

entre ambos e serd paralela ao eixo das abcissas. Ou seja, a equacdo da mediatriz de [AB] é dada por
5+(-3
y= —(2 ) < y=1.

Representando essa mediatriz num referencial cartesiano o.m. xOy, obtemos a seguinte representagdo:

vk

6
L O 1=
u--
31
21
1
sy R RS
e | ]
24 i
-3 -A
-4t

23.2. Nesta alinea, os pontos A e B partilham o mesmo valor numérico na sua ordenada, portanto a reta que
passa por ambos os pontos é horizontal. Assim, a sua mediatriz ird ser uma reta vertical que passa entre ambos

. . . N 4+(-2
os pontos. Ou seja, uma condi¢do que define essa mediatriz é x = % s x=1.

Fazendo a sua representagao em referencial cartesiano o.m. xOy, obtemos:

" «
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23.3. Considerando um referencial cartesiano ortogonal
monométrico x0y, sejam os pontos A e B nele representados:

A equacdo da mediatriz é:

(c—x)? + @ —y)?=Gx—x)+(y—ypg)? & ,q.3‘

ox-D) '+ -32=(x-42+(@F-02eo

2 2 _ — 2 _ 2 i f i t f s
Sx‘+2x+1+y°—6y+9=x“—-8x+16+y° & _5_;4_3_2711
©2x+1-6y+9=-8x+16

©—-6y=-8x—-2x+16—-1-9 -6y=-10x+6 &

Lo 06 .
Y= ¥ 6TV T3

23.4. Representemos os pontos A e B e respetiva mediatriz num
referencial cartesiano:

Podemos prever que a equac¢do da mediatriz corresponde a
equacdo que define a bissetriz dos quadrantes impares:

(x—x)*+ -y =(—-x3)2+(y—yp) &
©x-32+UF-2P2=x-22+@-3)’e

-
X
©x?-6x+9+y?—4y+4=x’—4x+4+y?—-6y+9 e

© —bx—4y=—4x—-6y —4y+6y=—4x+6x &

S2y=2xey=x

Aplicar — Pagina 35

24,
24.1.
a) Usando a férmula da equacdo da mediatriz do segmento de reta [AB], obtemos:

(x =%+ —y)? = (x—x5)%+ (y — yp)? ‘:’(X—(—z))z"'(y—z)z =x-3)3+@-1D*e
SxP+4x+4+y?—4y+4=x —-6x+9+y?-2y+1©4x+4—-4y+4=—-6x+9-2y+1&e
© —4y+2y=—6x—4x+9+1-4-4 -2y=-10x+2y=5x—-1

b) Aplicando a férmula da equac3o da mediatriz do segmento de reta [BC], concluimos que:

=2+ (7= yp)2 = (=2 + (7 =y © (k=32 + (-2 = (x— (D) + (y - (-3) &
©x?—6x+9+y?—2y+1=x?+2x+1+y?+6y+9© —6x—2y=2x+6y &

& -2y—6y=2x+6xo -8y=8xoy=—x

. «
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24.2. Para que A pertenca a mediatriz de [BC], ent3o as suas coordenadas deverdo ser simétricas. Como a
abcissa de A é simétrica da sua ordenada, podemos concluir que A pertence a mediatriz de [BC].

25. O circuncentro é o ponto de interse¢do das mediatrizes do tridngulo [ABC].
A mediatriz do segmento de reta [AB] é y = g, pois A e B pertencem a mesma reta vertical. Basta agora

determinar uma das bissetrizes dos outros dois lados.
A férmula da equacdo da mediatriz de [AC] permite-nos concluir que:

=22+ =y = -2+ G-yt e =22+ (= (D) = (x - (-2) + - D* o
S xP—4x+4+y?+2y+1=x?+4x+4+y?-2y+1e

© —Adx+2y=4x—-2y o 2y+2y=4x+4x &

S4y=8xoy=2x

3 3
. L . y== y=3
Agora, intersetando as duas mediatrizes, concluimos que: 2 & 3
y =2x x =

. . (33
As coordenadas do circuncentro sdao (Z’E)'

Tarefa 12 — P4agina 35

1. Usando um referencial cartesiano ortogonal monométrico x0Oy, o conjunto de pontos que se situam no limite
do alcance da emissora sdo:

2. Para que um possivel ouvinte localizado no ponto C consiga ouvir esta emissora de radio, a sua distancia a
antena da emissora tera de ser ndo superior ao raio de alcance do seu sinal. Assim:

raio = B = d(4,B) = \/Gia — %) + 04— 3 = | (-2~ 1 + (1 - (-D))’ = V3 ¥ 4 = VI3

d(B,0) = (xs —x)2 + (7 —yc)* =J(1 - 1) + (-1 -3)2=V16 =4

Logo, podemos concluir que um ouvinte localizado no ponto C ndo consegue receber sinal da emissora de
radio.
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3. Consideremos o ponto P(x,y) do plano, sendo x e y nimeros reais. Para verificar se P pertenga a
circunferéncia, a sua distancia ao ponto B tem de ser igual a raio = v13. Ou seja:

2

d(P,B) = V13 & Gip — x5 )2 + 0p — 752 = VI3 & (J(x ~ D2+ (y - (—1))2) =(VB3)' &

ox-1D*+@+1)?2=13

Aplicar — Pagina 36

26.
26.1. Usando a férmula da equacdo reduzida da circunferéncia, obtemos:
x-22+@y-1D?=1ex-2)2+@-1D*=1
26.2. Neste caso, a equagao reduzida da circunferéncia é dada por:
(x—(-D)’+@y-22=52 (x+ 12+ (y—2)? =25

26.3. Comecemos por determinar o raio da circunferéncia. A medida do comprimento do raio é dado pela
distancia entre o centro (3; 0) e o ponto (1; —2) contido na circunferéncia:

raio=\/(3—1)2+(0—(—2))2=\/4+4=\/§=\/22x2=2\/§

Assim, podemos concluir que a equagao reduzida desta circunferéncia é:
2
(x-32+@-02=(2V2) ©(x-3)2+y?=8
26.4. Recorrendo a férmula da equagdo reduzida da circunferéncia, temos que:
2
(x—02+ @y -02=V2 @x?+y?2=2

27. Para verificar se o ponto (—2, —6) pertence a circunferéncia, entdo a distdncia desse ponto ao ponto
(2,—2) teré de ser igual a 4v2. Assim:

distancia = J(—z -2)2+(-6-— (—2))2 =J(=2-2)2+(-6+2)2=V16+16 =V32=+/22x22x 2 =42
Podemos entdo concluir que (—2, —6) pertence a circunferéncia.

28.
28.1. Analisando a equagdo da circunferéncia, podemos concluir que Centro = (1, —3) e raio = V4 =2.

28.2. Neste caso, concluimos que Centro = (0,7) e raio = V5.

28.3. Tendo em conta a equagcdo que define esta circunferéncia, verificamos que Centro = (—2,0) e
raio=+/25=5.

29. O comprimento da circunferéncia é obtido determinando a medida do comprimento do seu perimetro.

Tendo em conta que o seu raio é:
r=v24=22x2x3=2V6

P=nux2xr=mx2x2/6=4/6rum.
A medida do comprimento da circunferéncia é 4v6m unidades de medida.

Assim:
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30.
30.1. Tendo em conta as coordenadas do centro do circulo e o seu raio, observamos que:

(x— (D) + (= (=3))° <10? & (x + 1)? + (¥ + 3)? < 100
A drea do circulo é:

A =mXraio? =107 = 1007 u. a.
A condi¢do que define o circulo é (x + 1)? + (y + 3)? < 100 e a sua area é 1007 unidades de &rea.
30.2. Tomando em consideracdo a equacao da circunferéncia, podemos observar as seguintes equivaléncias:
x+1)?2+(@+3)2=100=x?+2x+1+y°+6y+9 =100
©x?+2x+y?+6y—100+14+9=0x*+2y+y>+6y—90=0

Desta forma, concluimos que as equagdes sdo equivalentes.

Tarefa 13 — Pagina 38

1. (A) corresponde ao conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é menor ou igual a 5 e a ordenada é maior ou
igual a 3.

(B) corresponde ao conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é menor ou igual a 0 ou a ordenada é maior ou
igual a zero.

2.

2.1. Poderemos represente este conjunto de pontos  2.2. A representagdo associada a este conjunto de
da seguinte forma: pontos é:

A
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2.3. Neste caso, a ordenada tera de ser ndo superior 2.4. Podemos concluir que este conjunto de pontos
a 2, ou seja, terd de ser menor ou igual a 2. Este pode ser representado pelo seguinte dominio plano:

conjunto de pontos é representado por: vk
vA 54
57T 4T
'S » 3__
3t - 2 --
s 11
T W N T
-5- —3—2—11 01 234 5x
=1+ 224
271 _|3..
—3" -|‘-|-"
-4t ist
-57T 1

2.5. Este conjunto de pontos fica representado da 2.6. Comeg¢amos por determinar dois pontos da reta

seguinte forma: gue faz a fronteira deste dominio plano e, de seguida,
A representando-o, obtemos:
y x y=2x—3 (xy)
5 0 y=2x0—3=-3 (0;-3)
4t 1 y=2x1-3=-1 (1;-1)
3_.
1] |
2 5
L L L L L 1 L L L L L h‘ u
-5-4-3-2-1_.101 2 3 4 5 x g
-2+ 11
-3} -g-'-a-'z-ilyé ERT
-0 S
-5 -2

2.7. Nestes casos, a questdao menciona um circulo (pois a distadncia do conjunto de pontos a considerar a
origem é menor ou igual a 2) de centro na origem.

a) A representacdo deste conjunto b) Neste caso, o conjunto de c) A representacdo deste dominio
de pontos no referencial pontos considerado por ser plano é:
cartesiano o.m. x0y é: representado por:

1 o)
J vk
1 | {5t
°] > Pt
41 4 i 1
3
31 3 ! ]
L2 :,*'1} T
1 Y F) b
/1?\._ — e
Y _11_|f:1'/1 T 0 5% ~5-4-3-2-1 |01 7 3 4 5x -5-4- -.k:_11__01 2345
= e TN B
-3 =37 i -3
| —ut !
Y st P
-5 | -5t

O conjunto de pontos considerado
é o conjunto vazio.
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31.
31.1. 31.2.
[ | y‘
51 5
4] peee=eescsese  ccccmaeeea- =lyp=
3' 3__
27 2
14 14
=== EEE R T ==l SRR T
-2 1
—3: -3}
-4 _u}
-5 _s)
313 31.4.
yh A ~
51 s’
5 e
4 N
3 4
2 S
1 11,
ANy R -5-u-3-z-_1,13_'_ 1256 5%
smae 2 T |
J'f' -3 "" _3__
o —n o -4
-5 -s]
31.5 31.6
uk vk o
5t 51 o
ut ut
3 3
2 2.
1t W
sl SRR Sl U RN TS
-24 ,," =27
-3t e |
-4t o —47
1 ’ -5T
-5 =
31.7. 31.8.
y yh
5 <]
4 ut
3 34
2 21
-------- T —— 1
b i 123t 5x Y RN
-2 -2
-3 -3t
i -ur
-5 =51
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32.
32.1.
yh
=
1%
o 3
Comegando por desenvolver a condigdo dada: =
x| <3Aly| <5 -3<x<3A-5<y<5 1
Representando o conjunto de pontos determinados pela Y R
condicdao num referencial cartesiano, vem que: ';
~3
— 4
-2
32.2.
y
) ) y
=)
5
Tem-se que: 4
y—x<0A6—-y>0& g
SYy<xA-y>6& 1

Sy<xANy<6
Concluimos entdo que a sua representacao em referencial

B

cartesiano é: :i

— i

-5

32.3.
Verificamos que: yh
xy<0e (x<0Ay>0)VEx>0Ay<0) 5+
Assim, a representacdo do conjunto de pontos definidos 4t
por esta condigao sera: g:
1__
e Y R

-2+
-3+
—4
-5T

33.

33.1. As fronteiras deste dominio plano ficam definidas pelas seguintes condigdes:
y=x y=-X x=-2 x =2 y=4

Logo, a condigdo que define a regido colorida é:

V<4 AN2ZxZ2ANy=2—xANy=x
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33.2.
a) Para determinar o perimetro, comecemos por observar que:

A(2;2) B(2;4) (C(—2;4) D(—2;2)
Logo:

AB=CD=4-2=2 BC=2-(-2)=4
Tendo em conta que OD = 0A e aplicando o Teorema de Pitagoras:

0A2=22422 o 04’ =4+4© 042 =8 0A=V8 0A=/22x2 & VOA =22
Concluimos entdo que:
Ploasep) =2X2V2+2x2+4=(4V2+8)um.

O perimetro de [0ABCD] é 4/2 + 8 unidades de medida.

b) A drea do pentagono pode ser obtida por:
4x2
Aroascp] = Alascp) T Ajoap) =4 X 2 + = 12 u.a.

A drea do pentagono é 12 unidades de medida.

Aplicar — Pagina 42

34,

34.1. A condigdo que define este conjunto de pontos é:
(x—6)P+(y—-4)3?<4o(x-61>+(k—-4)?2<16

34.2. Comecemos por determinar o raio da circunferéncia que delimita este dominio plano:

raio = J(1 —0)2+(-4-(-2)) =Vi+4=15
Neste caso, a condicdo que define este dominio plano sera:
=12+ (- ()>V5 & -1+ +4)?>5
34.3. A condicdo que define a regido colorida é dada por:
(x—02+(Hw-02<32Ax-4)?+(y-0)2<2 o
©x?+y?<9IN(x—4)?+y? <4

34.4. Comecemos por determinar o raio de cada uma das circunferéncias que sdo fronteira deste dominio
plano:

TAi0pequeno = (2= 02+ (1—3)2 =Va+4=V8=22x2=2V2
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TAi0grange = J(1 -0)2+(-1- (—4))2 =v14+9=+10
Neste caso, a condicdo do dominio plano representado é:
(=107 + (= D) <VI0 A - (2)" + -2 (2V2) ) v (- D2+ (y = D)’ 2VI0 A(x = (-2))" + - 1* < (2V2) ) &

S((x—1D)?+@@+1)?<10A(x+2)?2+(@—-1)2=28)v((x—1D2+(@+1D?=210A(x +2)2+(y—1)2<8)

Aplicar — Pagina 43

35.
35.1.
Corresponde ao conjunto de pontos do plano definidos pelo circulo de
centro (—1;2) eraio = V36 = 6.
Ou seja:
35.2.
y‘
Neste caso: 3
1<x?+y2<4oox’+y?=21Ax2+y2<4
Ou seja, corresponde a uma coroa circular delimitada pelas
circunferéncias de centro (0; 0) e raios 1 e 2. Representando-a em /1--\
referencial cartesiano: : :
-3 3x
35.3. ya
Ve . . . . ’ 6
O dominio plano considerado corresponde a parte do interior do circulo 5
de raio 2 e centro (1; —2 ) unido com o conjunto dos pontos do plano cuja b4
. . . 1 - . 3
abcissa é superior a > Fazendo a sua representacdo em referencial >
cartesiano, podemos verificar que: 1
-
4 5 x

g «
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Momento Calculadora Grafica - pagina 43

Usando as potencialidades da calculadora grafica, obtemos a representa¢do do conjunto de pontos definidos
pela condigdo:

Grafico Takela

Aplicar + - Paginas 46 a 53

1.Comoa X b < 0, entdo podemos concluir que a e b tém sinais contrarios. Os segundo e quarto quadrantes
sdo os Unicos quadrantes cujos pontos tém abcissa e ordenada com sinais contrarios.

Opcdo (B)

2. Como A pertence ao quarto quadrante, entdo x4 > 0 e yg < 0. Assim:

1
xA>0<:>—2k—1>0<:>—2k>1<:>2k<—1<:>k<—§

3
yA<0<:>—3k—3<0<:>—3k<3<:>3k>—3<:>k>—§<:>k>—1

Fazendo a intersec¢do das duas condigdes, podemos concluir que k € ]—1; — %[
Opgéo (B)
3. Podemos observar que:

e (l) éfalsa, pois o transformado do ponto pela reflexdo segundo Ox é (—\/E; —2).
e (Il) é falsa, pois os pontos cuja abcissa é positiva e ordenada é negativa pertencem ao quarto
quadrante.
Opgdo (B)

4. Para que um ponto do plano pertencga ao eixo das abcissas, entdo a sua ordenada tera de ser zero. Logo:

—(—5)1\/(—5)2—4x1x6® 5++/1

— 2 _ = 2 _ — = =
Vp=06+x*-5x=0x*-5x+6=0x % 1 x > =4
5+1 5-1
S x = Vx= ex=3Vx=2
2 2
Opcao (C)

5. Seja B o ponto de coordenadas (xg; yg). Assim, temos que:

2+xB.6+yB
2 2

Mg = (34 & ( ) =(3;4)
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2+ xp
D) :3<=>Z+XB:6C>X'B:6_2<:>XB:4
6 +yB
> =4 6+y3 =8y =8—-6y; =2
Concluimos ent3o que as coordenadas do ponto B s3o (4; 2).
Opcdo (C).
6.

d(C,A)=d(C,B)e(-3-12+ @ +2)2=/(-3+42+(+32e16+(y+2)? =1+ +3)12 o
©16+y>+4y+4=1+y*+6y+9e10=2yoy=>5

Opcdo (B).

7.
d(4,B)=(2-52+2-1)2=V9+1=+10

d(4,0)=J2+1)2+2+1)2=v9+9 =118

d(B,C) =5+ 12+ (1+1)2=+36+4=+40

Como os comprimentos dos lados sdo diferentes, entdo o triangulo é escaleno.

Como (\/4_0)2 # (\/1_0)2 + (\/1_8)2, ent3o o tridngulo n3o é retangulo.

Opgdo (D).

8. Qualquer reta paralela ao eixo das ordenadas pode ser definida pela condicdo x = k, k € R. Para que os
pontos A, B e C pertengam a mesma reta vertical (paralela ao eixo das ordenadas), entao:

xA == xB == xC
Ou seja, podemos concluirquea =3 e b = 3.

Opgdo (B)

9. A bissetriz dos quadrantes impares é definida pela condi¢do y = x, pelo que qualquer ponto que a ela
pertenga assume o mesmo valor na abcissa e na ordenada. Em particular,

Xp=yp & 2k?—Sk=k*+k—-92k2—k?—5k—k+9=0k?—6k+9=0c

=—(—6)i-\/(—6)2—4x1><9@k 6+0 6

ok % 1 @k:E@k=3

Opgéo (C)
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10. Por hipétese, o ponto P pertence a bissetriz dos quadrantes pares. Assim, podemos observar que yp = —xp,
pelo que P(xp; xp).

Assim, poderemos equacionar que:

QP=5dQ,P)=5eJ(xp—3)2+(—xp—2)2=5x23—6xp+9+ (—xp)2 +4xp +4 =52 =

—(-1D)+J(-1D)2—-4x1x (-6
@2x5_2xp+13:25@leg_zxp_lz:O@xzz,—xp—6=0<:>xpz ( )_\/( 2)x1 ( )@

1425 1+5 1-5
@xpvaxpzT@xp=_2pr=3

@xpz

Assim, concluimos que P poderd assumir as coordenadas (—2; 2) ou (3; —3).

Opcao (A)

11. A mediatriz de [AB] pode ser obtida usando a seguinte condi¢3o:

=202+ =y = —x) 2+ @ —yp)* e @®x=3) 4+ -00P2=x-1D*+(y-2)Pe
ox?-6x+9+y?=x?2-2x+1+y?—4y+4 -6x+9=-2x+1-4y+4 &

©—-bx+2x+4y=14+4-96 —4x+4y=—4oox—y=1
Opgdo (A)

12. d(4,0) = \/(7 —1)2+ (=104 2)2 =36 + 64 =+/100 = 10
Opcdo (D)
13. Comecemos por determinar a medida do comprimento do raio da circunferéncia.

didmetro d(P,Q) J(2-42+(8-0)2 VA+64 68 V2Zx17 2V17
22 2 S22 2 2

raio =

=17

As coordenadas do centro da circunferéncia irdo coincidir com o ponto médio de [PQ], ou seja:

2+4 8+0

Moy = (i) = @)

Assim, concluimos que a equagdo reduzida da circunferéncia é:
=372+ -2 =VI7 & (x-3)2+ (-4 =17
Opgao (C).
14. Para que P(—3, k), k € R, pertenca a essa circunferéncia, entdo PC = 3v/2.
Logo:
(-3-12+(k+52=(3V2) © 16+ (k+5? =18 (k+5)° =2 k+5=+2

ok=vV2-5vk=—/2-5

Opcdo (D)
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15. Através da equacdo reduzida da circunferéncia, podemos verificar que:
centro = (—1;—-1) raio=V16 =14
Podemos entdo esbocgar a circunferéncia e um dos seus quadrados a si circunscrito:

Yy

Considerando D(3; —1) e E(—1; —5), vem que:

lado=d(D,E)=J(B—(—l))2+(—1—(—5))2=\/16+1 =V32=422x22x2=4V2

Opcdo (B)

16. Trata-se do conjunto de pontos que estdo acima da bissetriz dos quadrantes impares, cuja abcissa é maior
ouigual a —2 e cuja ordenada é menor ou igual a 0.

Opgdo (A)

17. O conjunto de pontos pode ser definido pela disjungdo seguinte.
(x=2-2Ax<2)V(y>-1Ay<3)e-2<x<2V-1<y<3

Opgao (D).
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18. Analisando a condicdo, podemos verificar que:

e Ocirculo a considerar terd centro no ponto (0; 0) e raio V2,0 gue nos leva a exclusdo da opcdo (A).
e O dominio plano considera o conjunto de pontos cuja ordenada é superior a sua abcissa, pelo que exclui
a opcao (B).
e Como acondigdo x? + y? < 2 corresponde ao circulo e na representagdo geométrica esta o exterior ao
circulo, entdao podemos excluir desta forma a op¢do (D).
Opcao (C).

19.

19.1. A circunferéncia desenhada tem centro no ponto D de coordenadas (3; 4). A medida do comprimento
do seu raio é 3. Assim, a equagado reduzida da circunferéncia é:

(x=3)2+@-4)2=32x-3)2+@H-4)?%=9

Assim, a condigdo que corresponde ao conjunto de pontos representados a sombreado na figura (incluindo a
fronteira) é

(x=3)2+(@y—-4)2=9Ay<4

Opcdo (C)

19.2. A medida do comprimento do segmento de reta [BD] é igual a medida do comprimento do raio da
circunferéncia.

BD=3 BC=CD=1

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao tridngulo [BCD], concluimos que:

9
PrP=3el=9e=2

_ |2 -3 _ 32
Logo,comol>0,l—\/;(:>l—ﬁ<:>l— 5
Assim,
3v2 3v2
2 2
Opcdo (A)

20. Para cada uma das situacGes consideradas, comecemos por determinar a apétema do hexagono. O
hexdgono pode ser dividido em seis triangulos equildteros congruentes. A sua altura h pode ser determinada
aplicando o Teorema de Pitagoras.

Ou seja:
2
4 1 3
2 (= 2 —_ = p2 —— = h2 —=h?
1 (2>+h(:>1 h<:>44h(:>4h
Comoh>0,ent§o\/§=h<:>h=£<:>h=\/—§
4 Va 2
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Assim, podemos entdo concluir que:

Referencial (A)

13 13 33 1 V3 3 3
A=<z'7) B=(1+z'7>=(§'7> ¢=@0 D=<1+§"7)=<z"7>

Referencial (B)

Referencial (C)

21.
21.1. As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo dadas por:

M _(—1+22+1)_(13>
Ml =\ 2 2 )22

21.2. As coordenadas do ponto médio de [BC] sdo determinadas por:

244 14 (-1
Mipe) = <%¥> =(3,0)

21.3. Como C é o ponto médio de [AD], entdo AD = 2 X AC.

Temos que:

AC = d(A,C) =J(—1—4)2 +(2-(-1D)'=J1-42+ Q2+ 12 =V25+9 =34
Logo:
AD = d(A,D) = 2 x AC = 2\/34
21.4. Seja E(xz, yi).

Temos entdo que:

xE+2_yE+1)

A= M[EB] (=4 (—1,2) = ( > ; >
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Ou seja:

xg + 2
2 =—1=)xE+2=—2®xE=—2—2@XE=—4
5 =20y tl=4oy:=4-1y;=3

Logo, concluimos que E(—4; 3).
22,

22.1. Tomando como referéncia a férmula de cdlculo da distancia entre dois pontos, verificamos que:

d(A,B) = /(x4 —xp)2 + (¥4 — y5)2 = \/(1 -12)2+ (7 - (—4))2 =121+ 121 =242 =112 x 2 = 112

22.2. Usando a férmula da distancia entre dois pontos no plano, obtemos que:

d(C,D) = /(x¢ — xp)? + (yc — yp)? = J(—l ~7)% + (4 - (-5))° = Vo6& + 81 = V145

23. O perimetro do tridngulo [ABC] é obtido através da soma das medidas dos comprimentos dos seus lados.
Assim:

lado, = d(4,B) = J(1 —(-2)°+@2-02=v0+4=+13
lado, = d(B,C) = J(—z — (D) +(0-(-1)) =VIi+i=+2
lados = d(4,C) = J(1 D) +(2-(-1)) =Va+9=V13

Logo, o perimetro do tridngulo [ABC] é:
Papc) = lado, + lado, + lados = (\/ﬁ +V2 + \/ﬁ) = (\/E + 2@) u. m.

24,
24.1. Usando um referencial cartesiano monométrico do plano, os pontos considerados ficam representados
da seguinte forma:

24.2. Por observacao da representacdo feita na alinea anterior, podemos concluir que:
e D pertence ao 1.2 quadrante;
e [ pertence ao 2.2 quadrante;
e F e B pertencem ao 3.2 quadrante;
e A pertence ao 4.2 quadrante;
e (e (G ndo pertencem a nenhum dos quadrantes.
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24.3.
a) Para que P pertenca a reta de equagdo x = 3, entdo:

xp=3©k+2=3ck=3-20k=1
Logo, k = 1.

b) Para que P pertenga ao 4.2 quadrante, entdo xp > 0eyp < 0.

Logo:
xp>00k+2>00k>-2
e
3
yp<0<=>—2k+3<0<=>—2k<—3<=>k>§
Podemos concluir que k € |—2, 4[N E,+00[ =ke E +00[.
c) Para que P ndo pertenga a nenhum quadrante, entdo xp = 0 ou yp = 0.
Ou seja:
3
xp=0k+2=0k=-2 yp=0=)—2k+3=0<=>—2k=—3=>k=5
Ou seja, neste caso, quando k = —2ou k = %, o ponto P n3o pertence a nenhum quadrante.

24.4. D' é o transformado do ponto D pela reflexdo segundo o eixo das ordenadas.

Assim:
D' = (—xp;yp) = (-1, 1)

D' pertence ao 2.2 quadrante.

24.5. F' é o transformado obtido pela reflexdo de F segundo o eixo Ox. Logo:
F'= (i —yp) = (=5 —(-D) = (-5 D

O ponto F' pertence ao 2.2 quadrante.

25,

25.1. A condicdo que define este conjunto de pontos é 25.2. Este conjunto de pontos fica definido pela

y > 3, sendo que a sua representacao em referencial condicdo x < —1, pelo que a sua representagao é:
cartesiano é:

-

BN wEw s

1 S 0 T

pEwoRg BnwE Y e
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25.3. Neste caso, a condicdo que define este conjunto
de pontos do plano é y < —2, sendo a sua
representacao em referencial cartesiano:

vh

W g B W s

26.
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25.4. Neste conjunto de pontos, a abcissa é ndo
superior a sua ordenada, ou seja, a abcissa é menor
ou igual a ordenada. Assim, a condi¢do que os define
é x<yey=x. A sua representacdio em

referencial cartesiano é:

26.1. Usando a representa¢do de um referencial cartesiano para cada condigao a considerar, obtemos:

x> =2 y >3 x<5
‘J‘- g‘ vk
s_ 5- 5_
“T ] ]
3t 3 3
21 2 2-
1+ 1 1
—5-4-3-21H1 12 3 4 5x -5-4-3-2-1P01 234 5X -5-4-3-21¥] 1234 85X
-21 - 24 — 21
=37 -3 - 3
=Lt — — Ui
-5T -5 -5
2—y<0e-—-y<-2oy=>2 y<0 x< -2
vl 7 vk
5t 51 5
ur ur iy
3' 3' 3_
2 21 2
1t 17 1
= ettt Aty
-5-4-3-2-171 123 4 5 ~5-4-3-2-1f] 12 3 u 5 X SSb i 1234 v
_g -2t — 2]
- 2l ~:
-t
_5t -ut -
-51 -5
y>—x
vl
5
u_
M
2.
1_
-5-4-3-221711 23 45X
-2
-3
— i
-5
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26.2. Podemos concluir que:
e Semiplanos fechados: x <5;2—-y<0;y<0; x < -2
e Semiplanos abertos: x > —2; y>3; y > —x.

26.3. Analisando cada uma das opgdes, concluimos que apenas o ponto (0; 3) cumpre aos semiplanos x > —2

ey > —x.
Opcdo (D)
27.

27.1. Sabemos que C(5;—2) é o centro da circunferéncia. Necessitamos de determinar o raio desta
circunferéncia:

raio = d(C,A) = \/(5 —3)2 4 (—2—(-1)) =Va+1=+5
Logo, a equacdo reduzida da circunferéncia é:
2
(x=52%2+@H+2)?2=V5 ©(x—-52%+(y+2)?%=5

27.2. Para que B(6,0) pertenca a esta circunferéncia, ent3o as suas coordenadas devem cumprir com a condic¢do
algébrica que define a circunferéncia. Ou seja:

B(6;0) (6-52+(0+2)?=12+22=1+4=5
Concluimos entdo que B pertence a circunferéncia.
27.3. No caso do ponto D(4; —1), tem-se que: (4 —5)?> + (-1 +2)2 =(-1)?+1?2=1+1=2

Como 2 é menor do que 5, podemos concluir que D ndo pertence a circunferéncia, mas pertence ao circulo com
0 mesmo centro e o mesmo raio da circunferéncia dada.

28. Os pontos A, B e C s3o vértices de um tridngulo [ABC]. A circunferéncia da qual se pretende determinar a
equacdo é uma circunferéncia cujo centro é o ponto de intersecdo das mediatrizes dos seus lados.

Como sabemos que a trés mediatrizes intersetam-se todos no mesmo ponto (o circuncentro), basta determinar
a intersegao de duas das mediatrizes do lado, para descobrir o circuncentro. Assim:

e Mediatriz de [AB]
(=) +G=32=(x-(-))+G -1 @+52+F-32=(x+32+@F -1
©x2+10x+254+y2—6y+9=x2+6x+9+y2—-2y+1©10x+25-6y=6x—-2y+1&
& —6y+2y=6x—10x—25+1© —4y=—4x—-24y=x+6

e Mediatriz de [AC]
(x—(=5) '+ -32=(x— (D)’ + -1 @+52+ (¥ -3?2=(x+7+y-1)2 o

©x?+10x+254+y2—6y+9=x?+14x+49+y’ -2y +1 &
©10x+25-6y+9=14x+49-2y+ 1 —6y+2y=14x—-10x+49+1-25-9 &

© —4dy=4x+1l6ey=—x—4
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Logo, o circuncentro sera obtido através da resolucdo do sistema:

y=x+6 y=x+6 y=x+6 y=-5+6 y=1
{y=—x—4‘:’{x+6=—x—4‘:’{2x=—4—6‘:’{ x=-5 ‘:{x=—5

As coordenadas do circuncentro s3o (—5; 1). Ja o raio da circunferéncia circunscrita é obtido ao determinar a
distancia do circuncentro a um dos vértices do triangulo. Ou seja:

raio = J(—s —(-5)) ' +(1-32=V0+4=2
Concluimos entdo que a equacgao da circunferéncia que passa pelos pontos A, B e C é:
2
(x—(-5)) "+ -1D*=22 x+52+@H-1?=4

29.
29.1. Por observagao e anadlise da figura, podemos concluir que:

a=xc=-2 b=y,=4

Logo, D(—2; 4). O raio da circunferéncia é obtido por:

raio = d(B,D) = J(3 —(-2))’ +(~1-4)? =V25+ 25 = V50 = /52 x 2 = 5V2
Concluimos entdo que a circunferéncia é definida pela equagdo:
(- C2) '+ -92=(5v2) & @ +2)2 +(y—4)? =50
29.2.

a) A mediatriz de [BC] é uma reta paralela ao eixo das ordenadas e que passa no ponto médio de [BC].

Assim, a mediatriz de [BC] é definida pela condicdo x = é

b) Neste caso, a mediatriz de [AB] é uma reta paralela ao eixo das abcissas e que passa ho ponto médio de
[AB].

Ou seja: M4p) = (3%3'“(2_1)) = (3'3)

Concluimos que a mediatriz de [AB] é dada pela condigdo y = %

c)A(3,4),C(—2,—-1)

A mediatriz de [AC] pode ser obtida usando a seguinte condi¢do:

(—x)?+ -y =(c—x)+ @ -y) e -3+ -9’=x+2)*+y+1D* e
©x?—6x+9+y?—8y+16=x+4x+4+y*+2y+1 —6x+9—-8y+16=4x+4+2y+1 &

©-10y=10x-20y=—x+2
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29.3. A area da parte colorida ird ser obtida pela diferenca entre a area do circulo representado e a drea do
quadrado [ABCD].

Ou seja: ladogyaarage = d(4,B) = J(3 324 (4-(-1))'=V0+25=5

2
raio = 5v2 Acirculo = T X (5\/5) =50n Aquadrado = 52 =25 Acoioriaa = (50m — 25) u.a.

30.

30.1. Por hipotese, [ABC] é um tridngulo equildtero, pelo que:

AB=BC=CA=d(AB) =2
Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo retangulo [0BC], vem que:
0B?+0C?=B(*©1°+0C*=200(*=4-100*=3
Como OC > 0, entio OC =3
Assim, podemos deduzir que C tem como coordenadas (0; \/§), como queriamos mostrar.

30.2. O centro da circunferéncia ird coincidir com o baricentro do tridngulo [ABC], por este ser equilatero.
Logo:

xA+xB+xC.yA+yB+yc)_<_1+1+0.0+0+\/§>_< \/§>

Centro = Baricentro = < 3 ; 3 3 ; 3 0;?

Ja a medida do comprlmento do seu raio ira corresponder a 3 de OC (como estudado anteriormente), ou seja,

raio == >< V3 =22 3 Concluimos que:

2 2 2 2 2
(x—0)%+ 3 = 23 o x?+ 3 —4XB<:> 24 3 —12@ 2+ V3 _2
X Y=3) T\ 3 YTV TE) T TV TE) T T\ T3 T
30.3.

a) As retas verticais tangentes a circunferéncia vao ser definidas por condigdes x = k, k € R. Tem-se que
entdo que:
2V3  2v3 23 23

x—xcentro+ralo—0+T— 3 X = Xcentro — ‘r'a_lo—()_T__T

b) As retas horizontais tangentes a circunferéncia vao ser definidas por condi¢bes y = k, k € R.

V3 | 2v3 _ 3V3 , V3 243 V3
Ouseja:y = YCentro‘l'ralO—_‘l'T— 3 =‘/§ yzycentro_rawz?_Tz_?
30.4. A 4rea da regido sombreada ira ser calculada pela subtracdo a drea do circulo da area do triangulo
[ABC].
Assim: Agireuto = T X T@io? = m x (2;/_) gn. Atriangulo = a8 > ¢ 2><2\/§ =3

, ~ 4
Concluimos ent30: Asombreada = (5” - \/§) u.a.

31.
31.1. Tem-se que: x < —1
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31.2. Por observagdo, concluimos que: y > 2

31.3. Concluimosque: x < —1Vvx >3

31.4.Temosque:x <2Vy =>-—1

31.5. O dominio plano representado fica definido pela condigdo: (y < —x Ay >x)V(y > —x Ay < x)
31.6.Tem-seque:y > x Ay < —xAx = —2

31.7.Vemque: (y > xAy<2)V(y>xAx>3)

31.8. O conjunto de pontos da regido colorida fica definidopor: 0 < x <4A0<y <4

32. Usando um referencial cartesiano ortogonal monométrico, obtemos as seguintes representac¢des dos
lugares geométricos considerados:

321. y<3Ax < -1 322, y>xAx<2
vh g
5t 51 |
ut 4t
] FRR— c}
21 2t
1} 1t
— - e P
Ry EFETEE -5-4-3-217]1 123 4 5
2} -2+
-3 . emeee- I___\_,s.__-i. ..........
. | . B
| -
323.y > -2x+1Ax>1 324.(x > -3Ax<2)Vy< -3
x=0-y=-2x0+1=1-(0;1) (x=-3Ax<2)v-3-y<0&
x=1-y=-2%x14+2=-1-(1;-1) S (x=2-3Ax<2)v-y<3e
©x=-3Ax<2)vy<-3
Louk uh
N5 st
- iy l
"3 3 :
21 2 :
14 1 :
54321723 45X 54321123 45X
—2- ‘\ -2 5
-3t . ) [
— U 1 ;. —h !
-5 kY . -5 !
33.
33.1.
a)x =-1 b)y = -2 c)A(—3,-1),C(1,-3)

A mediatriz de [AC] pode ser obtida usando a seguinte condi¢do:
=x)?+ -y = —x )+ G-y ex+3)?+@+D?=x-D*+(y+3)’ e

Sx2+6x+9+y?+2y+1=x2-2x+1+y?+6y+9c6x+2y=-2x+6ye —4y=-8xoy=2x
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34.
34.1. Por hipdtese, temos que AC = 2 X A0 = 2 x 4 = 8. Aplicando o Teorema de Pitagoras ao tridngulo
[ABC], temos que:

— Y —  — 64
ABZ+BCZ=ACZ=)12+12=82=>212=64=)12=7=>lz=32

Comol>0,l=V32e1=V2Zx2x2a =42

Daqui, podemos verificar que:

A= (—%@?) =(-2v2;2v2) B= (422;422> = (2v2;2v2)
C= (422;—422) =(2v2;-2v2) D= (—422; —42£> = (—2v2;-2V2)

34.2. A 4rea da regido representada a sombreada é dada pela condicdo:
x> -2V2Ay=>-2V2Ay < —x
34.3. A drea do quadrado e do losango podem ser obtidas da seguinte forma:

ﬁxﬁ_8x4

2
Aquadrado = (4V2) =16 x2 =32 u.a. Atosango = —5—=—5—=16u.a

Logo:

32
razao—16—

Concluimos entdo que a area do quadrado corresponde ao dobro da drea do losango.

34.4. A 4rea delimitada é dada pelo seguinte célculo:

Agireut TXx4% 42 x 22 8 x 2
Agetimitada = C”:u ? - Alaos) = 4 2 = 4T — 2 = (47 — 8) u.a.
35.
35.1. Temos que:
vl
(x+2)?%+y2<9vx+2=0e 6
5__
©(x+2)?+(y-02<3vxx-2 mi
31
Y
1

Ou seja, fazendo a representagdo das condicdes num referencial

cartesiano ortogonal monométrico, obtemos o seguinte dominio plano: -t!—ld} 2 3 4 5k
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35.2. Neste caso:

y
(x—22+(@—-2)?>4A(x—-5?2+(y—-5?2<25Ay<x & 10
g
S @x-22+(Wy—-2)2>22A(x-52?+(y—-52?<52Ay<x 8
7
6
Fazendo a representacdo do dominio plano, vem que: i
3
2
1

-1,8 2 3 456 7 8 9 10 x

36.
36.1. Comecemos por definir as circunferéncias representadas por uma condigao:
centro; = (0;0) raio, =2 raio, =6
(x—02+@-02=2x2+y?2=4 x—-02+@W—-02=62x2+y2=36
A condi¢do que define o dominio plano representado é:
x2+y2>4nx2+y%2<36
36.2. As fronteiras deste dominio plano sdo dadas por:
y=x
centro; = (=2;-3) raio; =3 (x-— (—2))2 +(y— (—3))2 =32 x+2)?2?+@x+3)?=9
centro, = (0;0) raio,=2 (x—-02+@—-0)2=22x*>+y%2=4
Logo, este dominio plano é definido pela condigdo:
x2+y2 <4n(x+2)?2+ (@ +3)2<9Ay<x

36.3. As fronteiras neste dominio plano sdo:

centro = (=3;2) raio=3 (x — (—3))2 +(y-2)2=32x+3)2+(@y—-2)2=9
Concluimos que a condig¢dao que o define é:
(x+3)2+(¥—3)2=29Ax=-3Ay<2
36.4. As fronteiras deste dominio plano sdo:
y=x y=-—-X
centro = (0;0) raio =4 (x—02+(W-02=4>x?>+y2=16
Neste caso, o dominio plano vai ser definido por uma disjunc¢do de condi¢ées, ou seja:

X2 +y2 <16 Ay = —xAy2x]V[x?+y?> <16 Ay < —xAy <]

" «
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37.
37.1. Por observagdo das representacdes das duas circunferéncias, podemos verificar que C, possui um raio
superior ao raio da circunferéncia C;. Assim, podemos fazer a seguinte associagao:

Ci:x—1?+(y-1)2=2 Cp:(x—2)2+(y—2)?2=38
37.2. A origem do referencial pertence a ambas as circunferéncias, pois: 0(0; 0)
O0-1D?+(0-1)2%=1+1=2 (0-2)2+(0—-2)?2=4+4=38

Logo, 0(0; 0) pertence a C; e Cj.
37.3. Por observagao, podemos concluir que:

A=(0;y,) B=(0;y5) C=(xc0) D =(xp;0)
Como os pontos pertencem as circunferéncias representadas, podemos verificar que:
A=0y) > O0-1D*+n-D?=2e1+(p-D?=2em-D’=2-le(-D*=1e
ey-l=tloy-1=1vy-1=-1oy=2Vvy=0
Comoy, # 0,entdoy = 2
B=0;y) > (0-2+(p—2)?=8e4+(p-2’=8e0(p—-2°=8-4e(p—-2)=4e
@yB—z=J_r\/Z<=>yB—2=ZVyB—2=—2=>yB=2+ZVyB=—2+2@y3=4VyB=oﬁyB=4
C=;0)=>(c—1)24+0-12=20(x—1)24+1=20 (-1 =1leox-1=+/1
(:)xc—l=1ch—1=—1<:>xc=1+1VxC=—1+1(:>xC=2VxC=Oﬁxc=2
D=(xp;0) > (xp—2)24+(0-2)2=8c(xp—-2)+4=8(xp—2)’=8-4o (xp-2)P=4c
@xD—2=i\/Z=)xD—2=2VxD—2=—2(=)xD=2+2VxD=—2+2<=>xD=4VxD=O;D=¢(>)xD=4
Logo, A(0; 2),B(0;4),C(2;0) e D(4;0). Assim, o perimetro do quadriladtero é dado por:

B=CD=4-2=2

AC=dA,0)=J(0-22+(2-02=V4+4=8=+/22x2=2V2
BD =d(B,D) =/(0—4)2+ (4—0)2 =16+ 16 =32 = /22 x 22 x 2 = 4V2

Piapcp) =AB+CD+AC+BD =2+2+2V2+4V2 = (4 + 6V2) um.

37.4. O dominio plano representado pela regido colorida é definido pela condigao:
x—1D2+@-12?=22Ax—-2)2*+(@y—2)><8

37.5. A area da regido sombreada é calculada através da subtragdo das dreas do circulo definido por C, e do

circulo C;.
2
Ouseja:raio; =V2 Ag, =nx+V2 =2n
2
raio, = /8 Ac, =T X V8 =8nm Acotorida = 8T — 2m = (6m) u.a.
Opgéo (D)
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I Matemética A — Ensino Secundario - RESOLUGOES m goBeOl



MATEMATICA A
10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

Avaliar — Paginas 54 a 56
1.

1.1. Os pontos representados no referencial sdo definidos pelas seguintes coordenadas:

A(1,1) B(2,-2) C(=3,-3) D(0,4) E(3,2) F(3,3) G(=2,2)
H(=4,0) 1(6,—2) /G, -4 K(0,-3) L(—=6,—1) M(=5,5) N(=5,-6)
1.2
a) Pontos D e K. b) Pontos A,E e F. c) Pontos B,G e M. d) Pontos D,H e K.

1.3. A afirmagdo é verdadeira. Para qualquer valor real de x e de y, tem-se que x2 > 0 e y? > 0.
Logo:

x2>20x2+220+2x2+22=2 y2>20ey?2+3>0+3©y2+3=>3
Logo, podemos concluir que as coordenadas do ponto P serdo sempre positivas para qualquer valor real que x

e y assumam. Logo, P ira pertencer sempre ao 1.2 quadrante.

2.. A condic¢do define o dominio plano do conjunto de pontos cuja abcissa é inferior ou igual a —2 ou ordenada
superior ou igual a 1. Logo, a sua representacdo sera:

pNwEn o e

—5- 43—

I
o
NI—‘O
=
o4
w
=
i
>

I
(V8]

e

—

Opgdo (A)

3.
3.1. Observando o referencial cartesiano, podemos concluir que:

A(-3,3) G(3,1) K(—1,-3)
3.2. Aimagem do ponto D(—3,1) é o ponto H de coordenadas (1,1).
3.3. As fronteiras do dominio plano assinalado a cor no referencial serao:
x=1 x=3 y=1 y=3 y=x x=-1 y=-3
A regido sera definida por uma disjung¢do de condigdes, ou seja:

1<x<3A1<y<3)V=<xAx<-1Ay=-3)

54 .
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3.4. Areta CM corresponde 4 bissetriz dos quadrantes pares, pelo que os pontos que lhe pertencem tém
abcissa e ordenada simétricas. Como Q pertence a reta de equagdo y = 5, entdo conseguimos determinar o
seu k, equacionando que:

5 5 —44,/42 —4x1x(-5)
Vo=5ok’+4k=50k*+4k-5=0ok= 1 PN

—4+ V16 F 20 —4+36 —4+46 —4-6
ok =—s ®k=_T\/_<:>k= —Vk=——ok=1vk=-5

Assim, as possiveis coordenadas sdo:

L12+4x D) =L1+4) =15 (552 +4x(=5)) = (=525 —-20) = (-5;5)

Como Q pertence ao 2.2 quadrante, entdo Q = (—5;5). Assim, a abcissa de Q, x, = —5, € simétrica da
ordenada de Q,y, = 5. Concluimos entdo que ( pertence & reta CM.

3.5. Tendo em conta que Agyqdrado = %4 cm?, entdo a medida do seu lado é lado = %4 = g cm. Passemos
entdo a determinar o didmetro d do circulo.
Ou seja:
()+() _64 64 2_128 _ 128 d_\/22><22><22><2 d_8\/7
9 9 9 9 - 3 -3
8v3
i = 3 = 8\/_ 43
2 6 3

w3\ 2 _32m
. — u.a.

A area dessa circunferéncia é: A = m X raio? = w X ( 5

Por observacdo do estudo do logotipo no referencial cartesiano, podemos observar que os dois tridngulos que
a compdem tem a medida do comprimento da base e da sua altura igual ao do lado do quadrado.

Logo:
lado = 2 8.8 4,
“o=3 3%3
3 Atriéngulo = 2 = ? cm?
Assim, podemos concluir que:
64 m2 32 32,
Aquadrado = 9 cm Atriangulo = 9 cm Acirculo = ?n cm
64 32 16 64 32m 5
Atotat 1ogo = 2 X?+2 X?+?n = (?4_7) cm

64 32T

Ou seja: razdo = 2—2 =~ 0,5079 = 50,79%

A razdo entre as areas do logotipo e a drea da cartolina é de 50,79%.

4, Tem-se que:

2
dAB) =202 J2-47+(3-kZ=02e (JZ-9?+(3-k?) = (2v2)" &
©R2-4)2+(-3-k?=4x204+(-3-k)?=8o(-3-k)?=8-4&
©(-3-k?2=4o-3-k=+Vteo -3-k=2v-3-—k=-20-k=243Vv-k=-2+3&
ok=-5Vk=-

Opgdo (A)
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5. Usando a férmula para determinar a mediatriz de um segmento de reta, podemos verificar que:

(- (6)+(- (D) =@-12+@-3? e x+6>+(y+1)2=a-1)2+(y-37e
S x2+12x+36+y? +2y+1=x2-2x+1+y?—-6y+9 12x+36+2y=-2x—6y+9 o
©12x+2x+2y+6y+36—-9=0< 14x+8y+27=0

Opgdo (B)

6. Opcdo (D)

7.
7.1.Tem-se que: A(3,—2) B(b,3) (€(0,4)

Logo:

AB =d(A,B) =/(3-b)2+(-2-3)2=,/(3-Db)2+25

BC=d(B,C)=/(b-02+(B-4)2=b2+1

AC =d(4,0)=J(B-0)2+(-2—4)2 =9 +36 = V45

Como [ABC] é triangulo retangulo em C, podemos recorrer ao Teorema de Pitagoras. Deste modo:

— — - 2 2 2

AC? +BC? =7AB* & (V45) +(Vb2+1) =(JB=b)7+25) ©45+b2+1=(3-b)*+25 &

12
<:>45+b2+1=9—6b+b2+25(:>6b=9+25—45—1(:>6b=—12(:>b=—?(:)bz—z

7.2. Sendo o ponto M o local onde foi colocado o radar, temos que este ponto pode ser determinado através:

340 -2+4 3
Mua = (=) = (31)
Logo, o radar ird ser colocado no ponto M de coordenadas (3 1).

E:

7.3. Sabemos que D tem coordenadas (0; yp). Logo:

d(4;D) =d(C;D) (B3 -02+(-2-y,)2=/(0-02+ (A —yp)? &

o (VB0 (2-77) =(VO- 07+ G—3p)?) @9+ (-2-3p)* = 4-y)* o

3 1
(:>9+4+4yD+y,§=16—8yD+y12)<:>4yD+8yD=16—9—4(:>12yD=3<:)yD=E(:>yD=Z

Logo, D tem coordenadas (0, %)

* «
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7.4. A torre poderd vir a ser instalada na mediatriz de [AC].

Logo:

=32+ —(-2) =(x-02+@p -4 @-3)2+y+2)2=x2+(—4)?

Sx2—6x+9+y’+4y+4=x>+y2-8y+16© —6x+9+4y+4=-8y+16
6 3 1 1

@4y+8y—6x+16—9—4<:>12y—6x+3@y—ﬁx+ﬁ<:>y—§x+z

A condicdo que define o conjunto de possiveis localizagdes da torra é y = %x + %.

7.5. O baricentro do tridngulo [ABC] é determinado por:

aricentro = 3 ; 3 = 3 ) 3 = 3;3

. . 15
Logo, o café do Berto localiza-se no ponto de coordenadas (5,5).

8.

8.1. O centro da circunferéncia corresponde ao ponto médio do didmetro [AC].

Logo:

2+1 4+(-1) 33
Centro = M[AC] = T'T = (z,z)

A medida do raio da circunferéncia é obtida determinando metade do comprimento do didmetro [AC], ou
seja:

\/(2—1)2+(4—(—1))2_m_«/%
2 T2 2

raio =

Concluimos entdo que a equacdo reduzida desta circunferéncia é:
2
(=3 +6-3) =(F) = (=3 +0-3) -Fol-D +0-3) -3
*72) TV T2) T2 ¥72) TV T2) T\ TV Tg) T
8.2. Como o ponto B pertence a circunferéncia e B = (xp; 2), entdo:

By 2) ( 3>2+(2 3)2_13(:)( 3)2+(1)2_13@< 3)2_13 1
e el \*B73 2) T2\ T2) T\) T2 T, T2 :

@( 3)2_26 1@( 3)2_25@ 3_ L[5, 3_.5, 3.5

Ty) T Ty T BT T T T T Ry T T T T T T
2 8 .

@xB———+—VxB——+—=>xB——EVxB—Eﬁ = -

8.3. Comecemos por determinar a medida do comprimento do lado do quadrado.
Ou seja:

AB =d(A,B) = J(z — (D)’ +(4-22=V9+4=+13
Assim, o perimetro do quadrado é: Pj4pcp) = 4 X AB = 413

Opgdo (A)

g «
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a) Sabemos que qualquer ponto do eixo das ordenadas tem x = 0. Logo:

(0 3)2+( 3)2_13®9+< 3)2_13@( 3)2_13 9®( 3)2_26 9@
2) TV T2) T2V T2) TV T2 T2 a7V T2 T4 T,

@( 3)2_17 3_ L |7 3 V17 3__V17
Y73 4 OV 2T YT T VYT
oy, V17 .3 V173

Y= TV Y E T

Ou seja, as coordenadas dos pontos sdo (Og + %) e (O, - g + g)

b) Os pontos que pertencem a bissetriz dos quadrantes pares tém ordenada e abcissa simétricas. Assim:

y=—x
3\? 3,2 13 3\? 3\2 13
(”“z) +(y‘z) —7‘:’("‘5) +(—x—z) -2 °
®x2—3x+2+x2+3x+2=£®2x2+§=3®2x2+2=2®
4 47 2 4 2 27 2
<:>2x2=17—§(:>2x2=§<:)2x2=2(:>x2=§(:>x2=1<:>x=i\/f<:)x=1Vx=—1

Ou seja, as coordenadas dos pontos de intersecdo sdo (1,—1) e (—1,1).

2. Geometria analitica no espaco
Recordar - Pagina 59 e 60

1. O volume da Basilica é determinado da forma seguinte.

%nxraiog‘ é><7T><413

3
Vsemiesfera = 2 = B ~ 144 347,8 m3

Veitindro = Apase X altura = m X raio? X altura = m X 41% x 30 = 158 430,5 m3

altur Gpgrqrerepipedo = 116 =41 =30 = 45m  Vpuraretepipedo = 122 X 187 x 45 = 1026 630 m3

Logo:
Viotas = 144 347,8 + 158 430,5 + 1 026 630 = 1 329 408,3 m3
Assim:
144 347,8
percentagem ipyiq = 13294083 x 100 = 10,9%

A cupula ocupa 10,9% do volume total da Basilica.

. «
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2.
2.1. Seja M, o centro da face [BGIH], M, o centro da face [CDEF], X, o ponto médio de o
[BG] e X, o ponto médio de [CD]. Tem-se que os tridngulos [OM;X;] e [OM,X,;] s&o
semelhantes, pelo critério AA, pois: h
e OM,X; = OM,X, = 90° =\’
° M10X1 = MZOXZ 2om
Logo:
— 3 M1 3/2 cm o
oM, M X, 2+h 3> 3
= s == 2+h=-he4+2h=3heo2h-3h=—4¢&
OM, M,X, h 1 2

©-h=—4oh=4
Logo, OM, = 4 cm
A distancia de O ao plano AKJ é determinada por:
distancia =4+ 244 =10cm
A distancia de O ao plano AKJ é 10 cm.
2.2. Reta KH, por exemplo.

2.3. Observando o modelo geométrico, podemos concluir que:

1 1 1 1 16 38
VfTOTLCO=V[BGIHO]_V[CDEF0]=§X3 X(2+4—)—§X2 X4=§X9X6—§X4X4=18—?=?Cm

P 38
O tronco de pirdamide tem ey cm? de volume.

2.4. Tendo em conta que os oitos vértices do prisma pertencem a superficie esféria que delimita a esfera, para
determinarmos o seu raio basta calcular uma das diagonais espaciais do prisma.

Assim, pelo teorema de Pitagoras,

AG? =AB?*+BG*> © AG* =4>+32 © AG* =16 +9 © AG* = 25
Como AG > 0,4G =25 © 4G = 5cm

AG*+GI*=AI’ ©52+32=AI? © 25+ 9 =4]> & 34
Como Al > 0, entdo & Al =34 cm
Podemos entdo determinar o volume da esfera:
3
Vesfera = %n X raio® = %n X <g> ~ 103,8 cm3

3.

3.1. Tendo em conta o volume de cada queijo, podemos equacionar que:

4 . 3 . 3 3671' . 3 3 . 3 . 3 .
Vaueijo = 36n(:>§7r><raw = 36m © raio =z ©raio” = 36><Z<:)ralo =27 © raio = V27 © raio = 3dm
§7T

. «
Matemética A — Ensino Secunddrio - RESOLUGOES m goBeOl



»
MATEMATICA /

10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

3.2. A superficie da embalagem de queijos é dada por:
Acgiva =4 X (4x3x2x3)+2x(2x3)?=360dm?

3.3. Tem-se, por hipdtese, que:

2
Vhova embatagem = 4T altura = 3 X (3xX2)=4dm

41
|74 =4n o A X altura = 4T © T X raio® X 4 = 41 © raio* = — o raic’ =1
nova base AT

& raio = V1 © raio = 1 dm
Ou seja:
diametro =2 X1 =2dm
Tarefa 1 — Pagina 61
1. Por observacdo do referencial, podemos concluir que:
A(0,6) B(6,6) (6,00 0(0,0)
D;(0,—6) D,(—6,0) E;(6,—6) E,(12,0) F,;(6,12) F,(12,6) G;(0,12) G,(—6,6)
2. Tendo em conta a indica¢do dada, temos que:

A(0,6,0) B(6,6,0) (60,0 D(0,06) E(606) F(666) G(066) 0(0,0,0)

Aplicar — Pagina 63
1.

1.1. Cubo
As coordenadas dos vértices do cubo sdo:
A(2,00) B(2,2,0) €(0,20) 0(0,0,0)
E(2,02) F(2,22) G(0,0,2) H(0,2,2)
1.2. Prisma quadrangular regular
As coordenadas dos vértices deste prisma sdo
A(2,-2,-3) B(2,2,-3) (€(-22,-3) D(-2,-2,-3)
E(2,-2,3) F(2,2,3) G(-2,—-2,3) H(-2,2,3)
1.3. Piramide quadrangular regular
Para determinar A0, devemos aplicar o teorema de Pitdgoras ao triangulo [AOD].
Ou seja:
A0 =0D =0C =0B

2 R J—
A0? + 0D? = AD? & A0% + A0% = (2V2) © 2402 =4 x2 & A0? = 4

Como A0 > 0,40 = V4 © 40 =2
Assim, podemos concluir que:

A(2,0,0) B(0,—2,0) C(=2,0,0)0 D(0,20) E(0,0,3)

@ «
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Aplicar — Pagina 64

2.
2.1.
Denominando o ponto pretendido por A, temos que as z|
coordenadas de A sdo (0;3;3), tendo em que a sua T
abcissa € nula (x = 0) e ordenada e cota tém o mesmo 1
valor numérico correspondente a 3 unidades (y =z =3). 30
Fazendo a respetiva representacaio em referencial 1 'A
cartesiano Oxyz, temos que: - 1% e
0 1~
/3’/16 \'3‘\’\;\
X > i Y

2.2,
Considerando o ponto B pretendido, temos que Zi
B=(5,6,7), pois a abcissa assume o valor 5, x =5, a 81
ordenada assume o valor 6, y = 6, e a cota assume o valor 5

7, z = 7. Logo, representado em referencial ortogonal
monométrico Oxyz, vem que:

e

P
=]

Sl e L
6 I y
X |
2.3.

Considerando C o ponto descrito, temos que Z|

. C 1
C =(-1-3,5), tendo em conta a abcissa assume o valor I
—1,x = —1, aordenada assume o valor —=3,y = =3, e a o[
cota assume o valor 5, z = 5. 5l
Logo, representado em  referencial ortogonal L
monomeétrico Oxyz, vem que: Y }«’ 1 4 o

e T s 2
3

e

I
Ln
wid |
=N
=
Lt
Ln
L=t
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3.1. Tendo em conta as coordenadas de cada um dos pontos considerados, podemos concluir que:

A — Nao pertence a qualquer octante.
C — Nao pertence a nenhum octante.
E — Pertence ao 5.2 octante.

G — Nao pertence a nenhum octante.

B — Pertence ao 6.2 octante.
D — Pertence ao 2.2 octante.
F — Pertence ao 4.2 octante.

H — Nao pertence a nenhum octante.

3.2. Representando um referencial cartesiano ortogonal e monométrico, podemos incluir a representagdo dos

pontos do enunciado:

*mm

3.3.

a) O triangulo a considerar sera:

oD

Por observagio, podemos concluir que o tridngulo [AGH] é is6sceles, em que AH = GH.

62
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b) Representando-o, observamos que:

H Para obter a medida do comprimento de HM, aplicamos um Teorema de Pitadgoras
ao tridngulo [OHM].
Ou seja:
OM=1 OH=3

OM? + OH* = HM? © 1+ 3? = HM? © 1+ 9 = HM? 10 = HM?

N s Como HM > 0, HM = /10

AG =2
Usando, novamente o Teorema de Pitagoras,

2 N
AH? = AM? + HM? & AH? = 12 +V/10 & 4H? =11
Como AH > 0, AH = /11

Concluimos entdo:

2xXV11
—=+v1lu.a.

Plgm =2+2xV11 = (2+2V1l)u.m. Apagn) = —

Momento Python — Pdgina 66

1. Com este programa Python, estamos a determinar as coordenadas do ponto médio de um segmento de reta
do plano.

2. Para estender para pontos do espaco, basta acrescentar uma linha de cédigo que diga respeito a cota. Assim,
uma possivel melhoria:

abcA=float(input("Qual a abcissa do ponto A do espago?"))
ordA=float(input("Qual a ordenada do ponto A do espaco?"))
cotA=float(input("Qual a cota do ponto A do espago?"))

abcB=float(input("Qual a abcissa do ponto B do espaco?"))
ordB=float(input("Qual a ordenada do ponto B do espago?"))
cotB=float(input("Qual a cota do ponto B do espago?"))
abcM=(abcA+abcB) /2

ordM=(ordA+ordB)/2

cotM=(cotA+cotB)/2

print("ponto M tem coordenadas (",abcM, "," ,ordM,",",cotM,")")

Tarefa 3 — Pagina 67

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo [ADC], constatamos que:
AD?+DC?>=AC* 32 +22=AC*=9+4=AC* 13 = AC?
Como AC > 0, entdo AC = V13
O triangulo [ACH] é retangulo em C. Assim, voltando a aplicar o Teorema de Pitagoras:
AA? = AC? + CH? & AH? = V13 + 4% & AH? = 13 + 16 & 4H? = 29 & AH = V29
Como 4H > 0,4H =29

Concluimos que a distancia de A a H é v29 unidades de medida.

s «
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Aplicar — Pagina 67
4.

4.1. As coordenadas do ponto médio de [AB] s3o dadas por:

M[AB] = ( 2 ’ 2 4 2 2 ) 2 ) 2

4.2. Seja C = (x¢; yc; Z:). Tem-se que:

Xa+Xg Y4+ Vs zA+zB>_<7+(—7) -3+2 0+5>_<0 1 5)
- - 1_51_

Xc+7 ye+(=3) zc+0
B=M[Ac]<=>(—7,2,5)=(c Yc ( )_C )

2 2 72

Assim, podemos deduzir que:

xC+7

-7 = > ©-1d4=x+7-14-T7=x;  —-21=x,
Ye—3

2= > 4=y, —-394+3 =y 7=y

Zc+0

= <:10=ZC

Entdo, podemos concluir que C(—21,7,10).

Aplicar — Pagina 68
5.

5.1. A altura da pirdmide vai ser dada pela distancia do ponto E ao plano que contém a base [ABCD] da
piramide. Assim, a altura da piramide é 8 unidades de comprimento.

5.2. O volume da piramide é dado por:

A[ABCD] X altuT‘a
V[ACBDE] = 3

Para determinar a drea da base da piramide, temos de calcular:

A0 = [2- 02+ (1-57 + (-2- (-2)) =20 = /2% T = 25
Logo:

2
Alagcp) = (2\/§) =20u.a. altura =8

A[ABCD] X altura 20 X 8 160
V[ACBDE] = 3 = 3 = 3 u.v.

64 .
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6. Comecemos por determinar a distancia entre os vértices do triangulo.

d(4,B) = J(1 —9)2 4+ (8- (=2))" + (-3 —-2)2 = V64 + 100 + 25 = V189 = /3% x 3 x 7 = 3v21

d(B,C) = J(9 —(=3))" +(—2-6)2 + (2 - 7)? = V144 + 64 + 25 = V233

d(c,A) =\/(—3—1)2 +(6—-8)2+(7—(-3))" =vVI6 + 4+ 100 = V120 = /22 x 2 X 3 x 5 = 230

Como as trés distancias s3o diferentes, podemos concluir que o tridngulo [ABC] é escaleno.

7. Seja a a medida do comprimento da aresta do cubo. Entdo, aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo
[ABC], temos que:

AB? + BC? = AC? & a® + a®? = AC? & 2a® = AC*?
Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo [ACG], concluimos que:

AC? + CG? = AG? © 2a® + a? = AG? & 3a? = AG?
Como 4G > 0, 4G = V3a? © 4G =/3a

No entanto, conseguimos determinar a distanciade A a G.

d(4,6) = J(Z —(-2) + (A -11)2+ @3 -2)? =VI6+ 100 + 1 = V17

Equacionando, tem-se que:

_ V117 V117 x /3 V351 V32 x3x%x13 3v39
AG=V117oV3a=V117T o a=— = V3 = g =t T2 V39

Sa=——mSa a a
V3 V3 x+3 3 3 3
S a=+vV39

Tarefa 4 — Pagina 69

1.

1.1. Todos os pontos do plano xOz tém ordenada nula.
1.2. Todos os pontos do plano xOy tém cota nula.

1.3. Todos os pontos do plano yOz tém abcissa nula.

2.
2.1. Os pontos do plano a tém abcissa igual a 2.
2.2. Os pontos do plano § tém em comum ordenada igual a 5.

2.3. Os pontos do plano y tém cota igual a 4.

g «
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Tarefa 5 — Pagina 69
1.

1.1. O lugar geométrico representado é o conjunto de pontos do espago cuja abcissa é igual a 1. Esse lugar
geomeétrico é um plano.

1.2. Este plano é perpendicular ao plano xOy e ao plano xOz e paralelo plano yOz.

2. O lugar geométrico representado foi o conjunto de pontos do espaco cuja ordenada é igual a 1, ou seja, um
plano. Neste caso, esse plano é perpendicular ao plano xOy e ao plano yOz e paralelo plano xOz.

3. O lugar geométrico é o conjunto dos pontos do espago cuja cota assume um valor igual a 1. Constitui assim
um plano perpendicular ao plano yOz e ao plano xOz e paralelo plano xOy.

4. A intersecdo dos trés planos considerados anteriormente é um ponto de coordenadas (1,1,1).
Aplicar — Pagina 70
8.

8.1. Podemos observar que os pontos A, B e C tém em comum o valor numérico da sua cota. Assim, pertencem
ao plano z = 3.

8.2. Neste caso, os trés pontos ndo tém valores numéricos comuns nas suas coordenadas, pelo que ndo definem
um plano paralelo aos planos coordenados.

8.3. Os pontos G, H e I tem a sua ordenada igual a 3. Assim, os pontos G, H e I definem o planoy = 3.

8.4. Neste caso, os pontos /, K e L tem a mesma abcissa. Logo, estes pontos definem o plano x = 2.
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9.
9.1. Por observacgao, podemos concluir que:
D(-2,2,-1) F(2,-1,3)
9.2. O vértice do prisma que pertence ao oitavo octante é o ponto B.
9.3. O plano FEG é definido pela condi¢do z = 3 e o plano ADC é definido pela equagdo z = —1.

9.4. O plano que contém a face [BCGF] é definido pela condigdo y = —1. Como o ponto dado tem ordenada
igual a —1, podemos concluir que (2, —1,4) pertence a esse plano.

Tarefa 6 — Pagina 73

1. Os pontos pertencentes ao eixo Ox tém ordenada e cota iguais a 0. Assim, o eixo Ox fica definido pela
condigdoy =0Az =0.

2. Os pontos pertencentes ao eixo Oy tém abcissa e cota iguais a 0. Assim, o eixo Oy fica definido pela condigdo
x=0Az=0.
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3. Os pontos que pertencem ao eixo 0z tém abcissa e cota iguais a 0. Assim, o eixo Oz fica definido pela condicdo
x=0Ay=0.

4. Os pontos da reta AD tém abcissa igual a 3 e cota igual a 4. Logo, a reta AD fica definida pela condicdo x =
3Nz =4

5. Areta DH corresponde ao conjunto de pontos do espaco cuja abcissa é igual a 3 e cuja ordenada é igual a 8.
Logo, a reta DH fica definida pela condigdox =3 Ay = 8.

6. A reta DC corresponde ao conjunto de pontos do espaco cuja ordenada é igual a 8 e cuja cota é igual a 4. A
reta DC pode ser definida pela condigdoy = 8 Az = 4.
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10.

10.1. Como A e B tém ordenada igual a 2 e cota igual a 3, podemos concluir que definem uma reta paralela ao
eixo Ox. A condicdo que definearetaABéy =2 Az = 3.

10.2. Os pontos D e E tém abcissa igual a —2 e ordenada igual a —3. Logo, definem uma reta paralela ao eixo
Oz. Areta DE é definida pela condigdo x = =2 Ay = —3.

10.3. A reta FG ndo é paralela a nenhum dos eixos coordenados, pois ambos os pontos tém apenas o valor da
cota em comum.

10.4. Os pontos H e I tém abcissa igual a 0 e cota igual a —2. Assim, a reta HI é paralela a Oy e fica definida
pela condicgdox = 0Az = —2.

10.5. Os pontos J e K sao coincidentes, pelo que pertencem a trés retas paralelas aos eixos coordenados:
x=1Ay=2 y=2Az=-1 x=1Az=-1
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11.
11.1. Tendo em conta os dados fornecidos, podemos verificar que:

A(4,00) D(0,—4,0) E(4,—44)
11.2. Sabe-se que Vy;r4miqe = 16. Ou seja:

Vpiramide = A[xLmy) X altura

Como K, L, M e ] sdo os pontos médios dos lados da face [EFGH], ent3o:

A EFGH 42
A[KLM]]= [2 ]=7=8u.a.

Assim:

16
Vpiramiae = AkLmj) X altura < 16 = 8 X altura & 3= altura © 2 = altura

Daqui, podemos concluir que as coordenadas de I sdo:

1=(224+2)=(226)
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11.3.

a) O plano ABE é definido pela condicdo x = 4.

b) A reta EH é definida pela condigdoy = —4 Az = 4.

c) Aface [0DGH] é definida pela condigdox =0A—4 <y <0A0<z<4.
d) Areta AB é definida pela condicdiox =4 Az = 0.

e) A aresta AB é definida pela condicdox =4A—-4<y<0Az=0.

11.4.

a) Uma reta paralela ao eixo Oz fica definida pela condi¢cdo x = ky Ay = k,, com k; e k, constantes reais. A
reta pretendida tera de incluir o ponto I pelo que a condi¢do que a defineéx =2 Ay = 2.

b) A reta JL é definida pela condi¢do x = 2 A z = 4. Assim, um plano paralelo a ABE e que contém a reta JL é
definido pela condi¢cdo x = 2.

Aplicar — Pagina 75
12,

12.1. Tem-se que:

v (L¥2 -2+2 3+ (-2) _(3 1)
M =\"2 " 2 " 2 “\2'72
12.2. Para que D pertenca ao plano mediador de [AC], ent3o tera de se verificar que d(D,4) = d(D, C). Ou
seja:

d(D, A) =\/(—2—1)2 +(-1-(-2)°+(-1-3)2=V9+ 1+ 16 = V26

d(D,C) = J(—z 22+ (-1-2)2+ (-1-(-2))* =VI6+ 9 + 1 = V26
Concluimos que D pertence ao plano mediador de [AC].

12.3. O plano mediador de [BC] é dado por:

(=-D)+-D*+(z- (D) =@-22+ -2+ (z-(-2)* &
Sx+4)+-1D)?+(Z+1)2?=x-2)*+@-2)’+(z+2)? e
©x2+8x+16+y? —2y+1+22+2z+1=x*—4x+4+y?—dy+4+z°+4z+4
©8x+16—2y+1+2z+1=—-4x+4—-4y+4+4z+4
©8x+4x—2y+4y+22—4z+16+1+1-4-4-4=012x+2y-2z2+6=0&

©6x+y—z+3=0

. «
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Tarefa 7 — Pagina 77

1. Nesta superficie esférica, tem-se que:

raio = d(4,0) = J(Z —(-2) +B-52+(-1-0)2 =VI6+4+1 =21

Assim, para que B pertenca a superficie esférica considerada, entdo a sua distancia ao centro da circunferéncia
tera de ser igual ao raio.

d(B,C) =J(—1—(—2))2 +(1-52+(-2-02=V1+16+4 =121

Concluimos que B pertence a superficie esférica.

2. Comecemos por determinar a distancia de D ao centro C:

d(D,C)=J(—3—(—2))2+(6—5)2+(2—0)2=\/1+1+4=\/€

Podemos concluir que a distancia de D ao centro C é menor do que o raio da superficie esférica. Assim, D
encontra-se no interior da esfera.
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13.
13.1. A superficie esférica descrita é definida pela equagao:
(x—(=2) '+ -12+@Ez-22=12 (x+2?2+(H-1)2+(z-2)?2=1
13.2. Neste caso, a superficie esférica é definida pela equacao:
(x—(-D) '+ -22+(z-(=3)) =320 @x+1)2+y-2)2+(z+3)2=9

13.3. Comecemos por determinar o raio da superficie esférica:

raio=J(3—1)2+(0—(—2))2+(2—1)2=m=\/§=3
Assim, a equacado que a define é:
(x=3)2+@-072%2+z-2?%=3%2=(x-3)2+y2+(z—-2)?=9
13.4. Esta superficie esférica fica determinada pela condicdo:
(x—0)2+ (y—0)?+ (z— 0)? =\/§2=>x2+y2+22 =5
14.
14.1. Podemos concluir que o centro tem de coordenadas (1, —3,2) e o raio é 2.

14.2. Neste caso, o centro tem coordenadas (0,7, —1) e raio V7.

14.3. Esta esfera tem centro no ponto de coordenadas (—2,0,0) e raio 4.
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Tarefa 8 — Pdagina 79
1. As coordenadas do centro da esfera sdo (—1,1,1) e o seu raio é raio = V4 = 2.

2. Usando o Geogebra 3D, obtemos a seguinte representacao:

2z

=M
e -

o
2

B A ]

4-3:?"*" ey
..-v'f"z15 bs ;
%3° i y

2=

3. Usando o GeoGebra 3D, podemos constatar que:

Assim, podemos concluir que a intersecdo da reta x = —1 Az = 1 com a esfera s30 os pontos B(—1,—1,1) e
C(—1,3,1). Algebricamente:

x=—1Az=1

F1+1D)2+ (-1 +(0 -1’ =4 @-1)’2=4ey-1=t+tVJbioy=2+1vy=-2+1e

oy=3vy=-1

4. Recorrendo as potencialidades do GeoGebra 3D, verificamos que:

0 ¢/ areat
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O que neste caso se verifica é que a intersec3do da reta com a esfera ird ser o ponto D de coordenadas (—1,3,1).
Algebricamente, tem-se que:

x=—1Ay=3
(-1+41)?2+B-1)?24+(zZ-1)2=4e0+4+(z- 1D’ =40 (zZ-1)?=4-4o=z-1)P?=0&
(:>z—1=i\/64:)z—1=04:)z=1

5. Uma reta que ndo intersete a esfera podera ser x = 4 Az = 5, por exemplo.

6.

6.1. Corresponde a um circulo.

o

-

"
b
+
1
sl
1
1
+

Podemos determinar o seu centro e o seu raio.

y=2

Logo:
x+1D)?+Q2-1D?+zZ-1D)?=4e(x+1D)?+1+(z-1?=4¢e
ekx+1D)?+(EZ-1D?=4-1ex+1)?*+(=-1%*=3

Logo, podemos concluir que o circulo contido no plano de equagdo y = 2 tem centro no ponto (—1,2,1) e raio
igual a V3.

6.2.
a) Por exemplo, o plano x = 0.
b) Por exemplo, o plano z = 3.

c) Por exemplo, o plano y = —4.
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Matemética A — Ensino Secunddrio - RESOLUGOES m gmBeOL



MATEMATICA A
10.° ANO

MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

Aplicar — Pagina 79
15.
15.1. Sabe-se que o circulo resulta da interse¢dao do plano com a esfera. Logo:
z=8. x?+y?+82=289x?+y?2=289—-64 (x—0)?+ (y—0)? =225
Assim, podemaos concluir que o raio do circulo é:
raio =225 = 15
Assim, o perimetro do circulo é:
Poircuto = 2 X Xraio =2 Xm X 15 =30 u.m.

15.2. Neste caso, a interse¢do da esfera com o plano coordenado xOy é um circulo cujo centro coincide com o
centro da esfera e o raio é:

raio = V289 = 17
Logo, a sua area é:
Acireuto = T X raio? = T x 17?2 = 289 u. a.

15.3. Os planos paralelos ao plano y0Oz sdo definidos por equagdes do tipo x = k, com k constante e real. Logo,
tendo em conta a abcissa do centro da esfera e o seu raio, podemos concluir que tais planos ficam definidos
pelas condicdes x = 17 e x = —17.

Aplicar + - Paginas 82 a 93

1. Por hipdtese, tem-se que xp = 0, zp = 0 e yp > 0. Assim:
xp=07-a’=0-ad?=-T7ed*=7Tca=+V7

Como yp > 0, entdo podemos concluir que a = —/7, pois —2 X (—ﬁ) = 247 que é positivo.

Para determinar b, tem-se que:

3 1
zp=0@6b—3=0@6b=3<:b=g@b=z
Opgdo (C)
2. Para que [ABC] seja retangulo, entdo as medidas dos comprimentos dos seus lados obedecem ao Teorema

de Pitagoras.
Assim:

AB=d(A4B)=J(3-1)2+(4—-6)2+(—2-02=vVa+4+4=12=+/22x3=2V3

BC=d(B,C)=J(1-0c)2+(6-22+0-1)2=y(1-c)2+16+1=(1-c)2+17

AC

d4,0)=JB-0c)2+(4-22+(-2-1)2=/(B3-¢c)2+4+9=/(3-0c)2+13

” «
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Equacionando:

AC2 = 4B +BC? o (m)z = (2\/§)2 + (w/(l -c)?+ 17)2 =3

©B-0)24+13=12+(1-0)*+17©9—-6c+c*>+13=12+1-2c+c*+17 o

8
(:>—6c+2c=12+1+17—9—13@—4x=84:>x=_—44:>x=—2

Opgéo (B)

3. O volume da piramide é dado por

Viagcpe) = 3% A{apcp) X altura

Ora, temos que:
A(2;0;0) B(0;2;0) (C(2;4;0) D(4;2;0) E(2;2;6)

Sejam M o ponto médio de [BD].

Assim:
AD =d(A,D) =2 -4)2+(0—-2)2+(0-02=V4+4+0=v8=+22x2=2V2
— 2
A[ABCD] = ADZ == (2\/7) = 22 X 2 = 8 altuT‘a = ZE = 6
Ou seja:
1
V[ABCDE] = § X8X6=16u.v.
Opgdo (B)
4. Um plano paralelo a xOy é definido por uma condigdo do tipo z = k, com k uma constante real. Como o
plano tem de passar por B, podemos concluir que a equacgao que o define é z = —3.
Opcgdo (D)

5. Uma reta paralela ao eixo das abcissas é definida por uma condigdo do tipoy = k4 Az = k,, em que kq e k,
sdo constantes reais.

Opgao (C)

6. Uma reta perpendicular ao plano x0Oz é paralela ao eixo Oy.

Opgso (D)

7.

7.1. O ponto G tem coordenadas (—4, —3,3), tendo em conta as condi¢des descritas.

Opg¢do (D)

g «
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7.2. O ponto médio de [AH] é dado por:

(A (D —3+2 043 _( 13)
[AH]_ 2 4 2 ) 2 - )

Opgdo (C)
7.3. Tem-se que:

B(4,2,0) G(—4,-3,3)
Assim, a equac¢do do plano mediador de [BG] pode ser obtido por:
-4+ (-2 +z-02=(x— (D)’ +(-(-3)) ' +z-3)2 e
Sx—-4+@-22+z22=(x+4)?+ (@ +3)?+(z-3)? e
©x?—-8x+16+y?>—4y+4+22=x>+8x+16+y?+6y+9+z2-6z+9 &
© —-8x—8x—-4y—-6y+6z2+4-9-9=0«
© -16x—10y+6z—-—14=0 -8x—-5y+3z2—-7=0©8x+5y—-324+7=0
Opgao (A)
7.4. O volume do paralelepipedo pode ser calculado através:

Vparatelepipedo = Alapre] X BD = AB X BF X BD =5 x 8 x3 =120 u.v.

Opgéo (D)

8. Podemos observar que A e B tém ordenadas iguais e cotas iguais, sendo as suas abcissas simétricas. Assim, o
plano mediador do segmento de reta [AB] é o plano y0z, ou seja, o plano de equagdo x = 0.

Opgdo (A)

9. Temos que:
raio=4@m=4®(mz=42<:)—m+14=16<:>—m=16—14(:)—m=2<:)
om=-2

Opgao (C)

10.

10.1. Tendo em conta as informac¢des dadas no enunciado, podemos verificar que C(—2; 2; 2).

Opgéo (D)

10.2. A reta AB pode ser definida pela condicdox = 0 Az = 2.

Opcgéo (B)
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10.3. Tem-se que:
0(0;0;0) C(-2;2;2)

d(0,0) =J(O—(—Z))2+(O—2)2+(0—2)2 =Vi+4+4=V12=22x3=2V3
Opgéo (B)

10.4. Como o ponto H pertence ao eixo Ox, entdo H = (x4; 0; 0), em que Xx; é um ndmero real.

d(H,C) =@=>J(xa—(—Z))z+(0—2)2+(o—z)2 -V e

2
"’<\/(xa—(—2))2+(0—2)2+(0—2)2> —(VB) o (+2?+4+4=330 (x+2)? =25

©x+2=4+V25x+2=5Vx+2=-5x=5-2Vx=-5-2&x=3Vx=—7
Concluimos, entdo, que as possiveis coordenadas de H sdo (—7;0;0) e (3; 0; 0).
Opgao (A)
10.5. O plano ABG é o plano mediador do segmento de reta [CF]. Assim:
C(—2;2;2) F(0;2;0)
(-2 + -2+ -22=(x-02+(y-22+(z-0? e
©x+2)2+@ -2 +zZ-2) =x*+@y-2)+z2*
Sx?P+a4x+4+y?—4y+4+2z2—4z+4=x*>+y’ —4y+4+772 o
©4x—4z+4+4=04x—-42z+8=0x—-—2z+2=0

Opcdo (D)

10.6. Reconhece-se a equacgdo cartesiana de uma superficie esférica, cujo centro é (—2; 2; 0) e cujo raio é igual

a V8 =+2Zx2=22.
Assim, identificamos o centro como o ponto G.

O comprimento do raio é igual ao comprimento de [AE], pois:

E:J(o—(—z))2+(o—o)2+(2—0)2=\/m=\/§=2\/§
Opgdo (A)
11.

11.1. [ACF] é um tridngulo equildtero, pois os seus lados sdo diagonais faciais no cubo, cujas medidas dos seus
comprimentos sao iguais.
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11.2. Observando a vista de cima do cubo, tem-se a seguinte representacao:

E M H
J ¢ L
F K G

Assim, aplicando o Teorema de Pitagoras, ao tridngulo [EM]], temos que:

EM =E _2
=F =5
e a\?2 N2 . a* a®* __  2a?®
2 _ T2 2 2 _ (% a 2 _ 2
TM? = EM? + EJ <:>]M_(2) +(2) o7 Tt oM ="
57 « T _ |20 == V2a2  —— 2a
Como JM>0, entdo JM = - < M = 7 =3 =

11.3. O volume do tetraedro [ACFH] é dado por:

3 1 — 3 1 aXa
V[ACFH] = chbo _4XV[ABCF] =a _4X§><A[ABC] X BF =a _4X§X
2 3 2 1

—_3_23_23_%23__3

a 3 a 3 a 3 a 3 a’ u.v.
11.4. Comecemos por determinar o volume do octaedro.

2
1 V2a a

V[NLK]MI] = 2 X V[KLM]I] = 2 X § X A[KLM]] X altuT‘a = 2 X § X T X E =

2 2a* a 4a® ad
==X—X—=——=— u.V.

3774 2724 "6 Y
Logo, a razdo entre os volumes do tetraedro e do octaedro é

13
_§a _1.1_1 6_6_2
TaZaO—l—a3—§.g—§XI—§—
6
11.5. Sabemos que o volume do cubo é 24 cm3.
Logo, a medida da sua aresta é:
a=324=+23x3=2¥3cm
Logo:
1 3 1 24
Voctaedro = 5(2%) = EX 8x 3= ? =4cmd

1 3 16
Vtatraedro ZEX (2%) =-x8x2=—=8cm?

xXa=

76
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12.1. Observando a representacdo da piramide, podemos concluir que:
A(3,-3,0) B(3,3,0)0 €(-3,3,00 D(-3,—-3,0)0 E(0,04)
12.2. O volume da piramide é dado por:

1 1
ViaBcpE] =§XA[ABCD]x0E=§x6x6x4=48cm3

12.3. A drea lateral da piramide é obtida através de
Aaterar = 4 X A[ABE]

Sabemos que AB = 4. Determinando a medida do comprimento da sua altura, vem que:

y _(3+3 ~3+3 0+0>_(300)
[AB]_ 2 ] 2 ] 2 - Y,

Altura = d(M,E) =/(3-0)2+(0-0)2+(0—-4)2=vV9+16=V25=5
Logo:

6X5
= 60 cm?

Aaterar = 4 X

12.4.a) Tendo em conta as condi¢Ges dadas, podemos observar que:

EK—lﬁ—1x4—1
=, 0E =7 =

Logo, a cotado ponto K é dadaporzy =4—1=3.

12.4.b) Observando a vista de frente da piramide, obtemos a seguinte representacdo:

E

H™ o “F

Pelo critério A-A, os tridngulos [HFE] e [JLE] s3o semelhantes (o 4ngulo HEF é comum aos dois tridngulos e

7~ o N - ~ A (1
EHF = EJL pois sdo definidos por retas paralelas). A razdo de semelhanga entre os dois tridangulos é T

Assim, a semelhanca entre as areas é dada por:

Ayumm _ razio? = (l) _L
Alagcp)
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13.1. Por observacdo do referencial e tendo em conta as condi¢des dadas, temos que:
H(-2,0,2) F(—4,1,0) B(—41,2)
13.2. Temos que:
J(2,0,2) F(—4,1,0)

]_F=d(/,F)=\/(2—(—4))2+(0—1)2+(2—0)2=\/36+1+4=\/H

13.3.a) O plano OGI é definido pela equacdo x = 0.

13.3.b) O plano AJE é definido pela condigdo x = 2.

13.3.c) O plano CFB é definido pela equagdo y = 1.

13.3.d) O plano DHB é definido pela condigdo z = 2.

13.3.e) A aresta [A]] é definida pela condicgdox =2Ay =0A0<2z < 2.
13.3.f) Areta DB é definida pela condigdo x = =4 Az = 2.

13.4. Na primeira frase, o Pedro esta a referir-se ao plano DBF. Na segunda frase, o Pedro estd a referir-se a
aresta [EN].

13.5. Neste caso, o paralelepipedo que o Pedro necessita de construir serd definido pela condicdo:
—6<x<—4AN0Ly<1A0ZLz<L2
14.

14.1. Sabemos que V., = 8. Logo, a sua aresta sera:

aresta = Y8 = 2 u.m.
Assim, podemos concluir que:
A(0,—4,0) B(-2,-2,2) (C€(—4,04) D(-2,—-44) E(0,0,2)
F(-2,04) G(—4,0,0) 0(0,0,0)

14.2. Tendo em conta as indicagdes dadas, podemos concluir que as coordenadas do ponto I sdo (0; 0; 4). Tal
verifica-se, pois, a abcissa dos pontos pertencentes ao sélido representado estd compreendida entre 0 e —4.
Logo, x; = 0.

14.3. Por exemplo, o ponto B de coordenadas (—2; —2; 2).
15.

15.1.
A(2,-2,4) B(224) (C(-224) D(-2,-24)

E(2,-2,-4) F(2,2,-4) G(-2,2,—4) H(-2,-2,-4)
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15.2. Seja M o ponto médio do segmento de reta [DB]. O tridangulo [ABD] é retangulo, pelo que podemos usar
o Teorema de Pitagoras:

AB? 4+ AD? = BD? © 4?> 4+ 4> = BD? & 16 + 16 = BD? © 32 = BD?

Como BD > 0, entdo BD =32 © BD =22 x22x2 & BD = 42

BD=42£=2\/§.

Logo, podemos concluir que MB = —

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo [IMB], tem-se que:

MB2 +MI? = BI2 & (2v2)" + MI2 = 52 & 8 + MI* = 25 & MI* = 25— 8 & MI* = 17
Como MI > 0, entdo MI = V17

Concluimos entdo que I tem de coordenadas (0,0,4 =+ \/ﬁ)

15.3.

a) A semirreta HD fica definida pela condicdo x = =2 Ay = —2 Az > —4.

b) O poligono [EFGH] é definido pela condi¢gdo —2 < x S 2A-2<y<2Az=—4.

15.4.

a) A condicdo define a reta AD.

b) A equac3o define o plano que contém a face [ABCD], ou seja, o plano ABC.
¢) A condicdo define o quadrildtero [CDHG].

d) A condic¢do define o prisma [ABCDHEFG].

16.
16.1. Tendo em conta o modelo geométrico descrito, tem-se que:

B(6,—4,0) (C(—-6,4,0) D(—6,—4,0) E(6,2,7) F(—6,2,7) G(6,—2,7)
16.2. O plano que contém [EFGH] é definido pela condi¢do z = 7.

Vcilindro

16.3. O volume do plinto é dado por: Vyoque = ViapcpeFGH] T 5

Assim:

— (AB+EG) xaltura __ (8+4)x7 12 % 7
Viascperer) = Aapec) X AC = XAC =——FX%x12 =

— 3
> > X 12 =504 dm

Veitindro = Apase X alturgjjingro = ™ X 2% X 12 = 481 dm3

Concluimos que: Vyoque = Viapcperen] + % =504 + 48771 = 504 + 24n

Logo, Vpoque = 579,4 dm?
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16.4. Tendo em conta os dados do problema, a seccdo a considerar podera ser representada da seguinte
forma (poligono a negro):

Assim, a seccdo trata-se de um retangulo, cujas dimensdes serdo dadas por:

comprimento = alturay,ismq = 12 m largura = alturapgse prisma +1aio =7+2=9m
Psecgio =2X124+2%X9=24+18=42m Ageccao = 12X 9 = 108 m?

17.

17.1.

B(4,40) (C(—4,4,0) D(—4,—4,0)
17.2. A reta CD fica definida pela condicdo x = —4 Az = 0.
17.3. Areta que é paralela ao eixo das cotas e que contém o ponto A é definida pela condigdox =4 Ay = —4.

17.4. Teremos de determinar o volume do cone onde ird ser depositado o perfume. Ou seja:

1 1
Veone = 3% Apgse X altura = XX 42 x 6 ~ 100,53 cm® = 0,10053 dm? ~ 0,10

Como 150 ml = 0,15 [ e a capacidade do cone € 0,10 [, podemos concluir que a empresa ndo conseguira encher
o frasco com 150 ml de perfume.

17.5. A embalagem de perfume de 125 ml ird manter a base do cone onde se ird depositar o perfume. No
entanto, a sua altura ird adaptar-se a quantidade de perfume a colocar Ia.

Assim, seja h o comprimento da altura do cone das embalagens de 125 ml.
Ouseja: 125ml = 0,1251 = 0,125 = 0,125 dm® = 125 cm® = V,p e

Concluimos entdo que

1 1 16 25
Vcone=125(:)§xAbasexaltura=125<:>§xnx42xh=125<:>?nh=125(:>h=F
?T[
<:>h—375-16 o h=375x% 3 @h_1125
O e = 16 ' 16n

As coordenadas do ponto E sdo (0; 0; —11162;)-
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18. Comecemos por determinar as distancias entre os pontos.

ﬂAB)=JQ—6P+{—5—1F+(3—08»2=V9+36+0=¢IEaB2x5=3V§

d(4,0)=J2-2)2+(-5-4)2+(3-7)2=vV0+81+16 =97

d(B,C) ={(5-2)2+(1-4)?+(-3-7)?=V9+9 + 100 = V118

Tendo em conta as distancias determinadas, podemos concluir que os dois pontos mais préximos sdo os pontos

AeB.
19.
2+(=2) 345 142 22 393
. -z 2 12 _(_z z23)_(_323
19.1.Tem-seque.M[AB]—< Pt el R 2’22 —( 4.4.2)
19.2. Seja P(x,y, z) um ponto do plano mediador de [AB].
Entdo,
1\? 2 2 2 3\* 2
(x=3) +0=-32+G-17=(x- ) +(y-3) +G-2’ o
1\? 3\2
@(x—z) +(y—3)2+(z—1)2=(x+2)2+( _§> +(z-2)?e

2 1 2 2 2 2 9 2
S x —x+Z+y —6y+9+z-—-2z+1=x"+4x+4+y —3y+Z+Z —4z+4 &

1 9
@—x—4x—6y+3y—22+4z+z+9+1—4—1—4=0=)

© -5x—-3y+2z=0
2 2 2

3
19.3. M[BC] = (ﬂ;ﬁ_yiﬂ>

2 2

3
—2+x Y 24z (1
Logo, (—2 .—,—)—(2,3,1)

Ou seja,
—24+x 1 3
= - =
2 2%
3
7-I_y—3<:>3+ =6& —9
2 0T TYEbTYES
2+z
> =1loz=0

Enﬁo,C(&%,O)
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19.4. O centro da esfera é M4 = (—%;%; %)

O raio da esfera é dado por

o) = (342 + G-+ G- = [+ O+ (- - B

Inequacgado da esfera:

20.

20.1. Tendo em conta o descrito e o referencial cartesiano representado, podemos concluir que:
A(5,5,10) B(5,0,5) €(0,55) E(105,5) F(550) G(510,5)

20.2. O volume do octaedro pode ser determinado da seguinte forma:

1
Voctaearo = 2 X Viapcge) = 2 X 3 X Alpcge] X altura

Assim, tem-se que:

BE =d(B,E) =/(5-10)2+ (0—5)2+ (5 — 5)2 = V25 + 25 + 0 = V50 = /2 X 52 = 5v2
AlpceE] = BE? = (5\/5)2 =25x2=50u.a.

Logo:

1 1 500
Voctaearo = 2 X 3 X Alpcgr] X altura =2 X 3 X50x5= =5 u.v.

20.3.

a) O sélido obtido corresponde a um cone cujo centro da base coincide com o centro da esfera e cuja geratriz é
[AB].

b) Tem-se que:

. , 500
Vesfem=§7r><ralo =§7r><5 =T7tu.v.
1 125
Vcone=§><AbaseXaltura=§an52x5=Tnu.v.
Ou seja:
125
__T3m_125500 125 3 125 _1
TP T 500 T737773 T3 500 500 4
3

204. (x—5)?+(y—5)2+(z—5)>< 25
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21.1. Analisando as condi¢Ges dadas, temos que:

z
PN
1
L Al T
Ry L.
0 .- 4 I
0 cetis 0
B/ 1 I
. 7 ?
€
F

21.2. Os pontos E e H tem coordenadas (2,2, —3) e (—1,5,—3), respetivamente. O ponto E pertence ao 5.2
octante e o ponto H pertence ao 6.2 octante.

21.3.
a) Areta NK é definida pela condicdox = =1 Ay = 5.
b) A face [KTHQ] é definida pela condi¢do algébrica —4 < x < —-1Ay=5A-3<z<0.
c) O plano MNP é definida pela equagdo z = 3.
d) O plano mediador de [BQ] é obtido através:

B(52;0) Q(—4;5-3)
=52+ -22+@-02=(x—(-49)) + -5+ (z-(-3))" &
©x-52+@G-2)+z22=x+4)*+@-5*+(z+3)} e
©x2—10x+25+y2—4y+4+22=x2+8x+16+y?2—10y+25+ 22 +6z+9 &
© -10x—8x—4y+10y—6z+25+4—-16—-25-9=0¢
©-18x+6y—6z—-21=06x—-2y+2z—7=0

21.4.

a) A condicdo define o plano PMN.
b) A condigdo define a aresta [BG].
c) A condigdo define a reta SQ.

21.5. Podemos comecar por determinar o centro da superficie esférica que corresponde ao ponto médio de
[BF].

B(5,2,0) F(2,5,—3)

542 245 0+ (=3)
Mipr =\~ :(

7 7 3)
2’2" 2
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Tendo em conta que a superficie esférica é circunscrita ao cubo, o seu didametro é metade de BF.

Assim:

d(B,F)=J(5—2)2+(2—5)2+(0—(—3))2=\/9+9+ =27 =432x3=3V3

3v3
d=3V3 raio=T\/_

Concluimos entdo que a equacdo da superficie esférica considerada é:
2
(3 6 (- (D) = () oD 6D o ) - F
- — _ = _ | — = = | —— 1= _ = — — — = —
*72) TV T2 2772 2 ¥7z) TV T2) T\PT2) T
22.

22.1. Tendo em conta que a diagonal facial do cubo é igual a V72 e aplicando o Teorema de Pitagoras ao
tridngulo [ABG], vem que:

AB? + BG? = AG* < AB? + AB* =72 & 24B? = 72 & AB? =72—2=>E2 =36
ComoAB > 0,AB =36 4B =6
Concluimos entdo que a medida do comprimento da aresta do cubo é 6.
Logo:
A = (6,0,0)
22.2. Tem-se que:
A(6,0,0) D(0,6,6)

Logo:

d(4,D) =+/(6—0)2+(0—-6)2+ (0—6)2 =36+ 36+36 =V108 =+/62 x 3 =63

A distancia de A4 a D é 63 unidades de medida.

22.3.

a) Temos que A(6;0;0) e G(6;6;6).

Seja P(x,y,z) um ponto do plano mediador de [AG].

Entao,

x—-6)2+(y—-02+=Z—-02=x-6)12+>—-6 +(z—-67°s
©x2—12x+36+y? +2z2=x2—-12x+36+y2 — 12y +36 +2z2 — 122+ 36 &
<12y +122+36—-36—-36—-36 =0 12y +12z2-72=0y+z-6=0

84 .
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b) A face [BCDG] é definida pela condicggdo 0 < x <6 Ay =6A0<z <6.

c) A esfera inscrita no cubo tem como centro o ponto médio de [AD] e raio metade da medida do comprimento
da aresta do cubo.

Ou seja:

y _<6+0 0+6 0+6)_(333) L _6_,
ol =\ Ty Ty ) T rae=9=

Logo:
x-3)2+@w-3)2+2z-3)?<3?ex-32+(-3?%+(z-3)?<9

22.4. Como z = 2 é o plano que interseta a esfera, entdo:
(x=3)2+(w-32+2-32<9e x-3)2+(y-3)?+1<9e
©x-32+@-32<9-1o(x-3)*+(y-3)2?<8

A figura que resulta da interse¢3o da esfera com o plano é um circulo de centro no ponto (3; 3; 2) e raio V8. A
sua area pode ser obtida fazendo:

2
Acireuto = T X Taio? = m X8 = 8mu.a.
23.
23.1. Areta DE pode ser definida pela condicdo x = 8 Az = 8.

23.2. Tem-se que o centro da superficie esférica é o ponto H de coordenadas (4; 4; 16). O raio da superficie
esférica pode ser obtido, calculando:

dE,H) =(8—4)2+ (8—-2)2+(8—16)2 =16+ 16 + 64 =96 = /22 x 22 x 2 x 3 = 4V/6
Ou seja, a superficie esférica pode ser definida pela condicdo:
@=-D2+ G-+ (2162 = (46) © (x— D2 + (y — 4)* + (z— 16)? = 96
23.3. Tem-se que:
A(8,0,0) F(0,8,8)
Seja P(x,y,z) um ponto do plano mediador de [AF].
Logo,
(x—8)2+(y—-02+(z-0>=x-0?+H-8)?*+(=z-8)?¢e
©x?—16x+64+y*+2z2=x*+y?—16y + 64+ 2> — 16z + 64 &
& —-16x+ 16y +16z2+64—-64—-64=0 —-16x+ 16y +16z2—-64=0x—y—2z+4=0

23.4. 0 quadrado [IJLM] é semelhante com o quadrado [DEFG]. A sua razdo de semelhanca ird ser dada pela
razdo entre as alturas das pirdmides [DEFGH] e [[JLMH], pelo que:

altuT‘a[DEFGH] = 8 altura[I]LMH] = 16 —13 = 3
Assim:
. 3
razaOyrequcso = g
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M =-DE=ox8=3
—8 —8 = u. m.

Pelo que:
A[I]LM] = mz = 32 = 9 u. a.

23.5. Tem-se que a intersec¢ao do sélido pelo plano z = k, faz com que:
Vsélido 1= Vsélido 2 & Vparalelepipedo 1= Vparalelepipedo 2 T Vpirémide
Mas entdo:
Vparalelepipedo 1= Abase X altura = 82 X k = 64k u.v.
Vparalelepipedo 2 = Apgse X altura = 82 x B8—k)=64x(8—k)=512—64k
1 1 2 512
Vpiramide = § X Apgse X altura = § X 8%X8= T u.v.

Equacionando:

Vparalelepipedo 1= Vparalelepipedo 2 T Vpirémide And
512 2048 2048

2048 2048 1 16
@k=T:128@k=TXm@k=?
Ovalordekél?(’.
24,
24.1. Sabe-se que a esfera de menor raio tem didmetro 6v/5.
Logo:

raio = %ﬁ =3v5cm

Como a é paralelo a xOy e tangente a esfera de menor raio, entdo a é definido pela condicdo z = 3+/5.

24.2. A esfera menor é definida pela condi¢do:
Centro = (0;0;0) raio = 3V5
2
(x—02+ @ —-02+(z-0)2=(3V5) ©x?+y?+2z2=45

24.3. Tem-se que a interse¢3o da esfera maior com o plano a é 36w cm?. Assim, podemos concluir que:
A =36m © 1 X raio? = 36w & raio? = 36 © raio =36 © raio = 6 cm
Aplicando um Teorema de Pitagoras, vem que:
04 = (3V5)” + 67 & DA% = 45 + 36 < 0A2 = 81
Como 0A > 0,04 =81 04=9
Conseguimos entdo determinar o volume da esfera maior:

4 — 4
Vesfera maior = §7T X 0A3 = §Tl' x93 = 9727 cm?

24.4. Planos que sejam paralelos a xOz sdo definidos por condi¢des do tipo y = k, onde k é uma constante real.

Assim, podemos concluir que os planos tangentes pedidos sdo definidos pelas equagdes y = —9ey = 9.
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25.
25.1. O centro da superficie esférica é A(1,1,1) e a medida do comprimento do raio é 5. A superficie esférica é
definida pela condicdo:

x—-1)2+@-1)?+z-1D)?==x-1D?+@H-1?+(z-1)?%=25

25.2. O ponto B pertence & reta x = 1 Ay = 4, entdo as suas coordenadas sdo B(1,4,zg). Para além disso,
sabemos que B pertence a superficie esférica:

1-1)24+(@A-12+(z3-1)?=2529+ (23— 1)’ =25 (23— 1)?=25-9 (zz - 1)? =16
@ZB_].=iV16@ZB=4+1VZB=_4+1@ZB =5VZB=_3
Como B pertence ao 1.2 octante, entdo as coordenadas de B sdo (1,4,3).

0 ponto B’, imagem do ponto B pela reflexdo de eixo Oy, tem de coordenadas (—1,4, —3).

25.3. Os pontos que pertencem ao eixo das cotas (eixo 0z) tem abcissa e ordenada nulas. Logo,

O-12+0-1)2+(=z-1)02=25=14+1+(z-1)?=25z-1)?=25-1-1=-1)?=23
©z-1=+V23ez=V23+1vz=—-V23+1

A superficie esférica interseta o eixo das cotas nos pontos (0,0,\/% + 1) e (0,0, —/23 + 1).

25.4. O centro de ambas as circunferéncias que resultam da interse¢do dos dois planos com a superficie esférica
pertencem a reta de equagdo x = 1 Ay = 1. Como sdo planos paralelos ao plano x0y, entdo serdo definidos
porz =k,comk € ]1,6][.

Assim:
1-12+1-1)24+k-1D)?=4=(k—-1)2=16=k-1=tVlb=ok=4+1Vk=—4+1
& k=5vVk=-3

Os planos sdo definidos pelas condi¢des z =5e z = —3.

Avaliar — Pagina 94 a 96

1.

1.1. Seja O = h. Tem-se que GH = 6.
At = 12.

Logo:

GH x 01 6h 12
A[GH,]=12®T=12®7=12®3h=12@h=?@h=4

Podemos entdo concluir que 1(0; 0; —4), pelo que a sua cota assume o valor de —4.
1.2. Por observacgao do referencial e tendo em conta os dados fornecidos, temos que:

A(0;-2;0) B(0;-2;4) C(-3;0;4) D(0;2;4) E(0;2;0) F(3;0;4) G(3;0;0) H(-3;0;0) 1(0;0;—4)
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1.3. A drea de [AGEH] é obtida por:

GH X 0
A[AGEH] =ZXA[EGH] =2XT=2X

1.4. Tem-se que:

Viageusrpc] = Alagen] X HC Viageun = 3 X Alacen] X 0l = 3 X AlageH] %X HC
Logo:

Viagensrpc) _ Alacen) X HC

Viagenn %x Alagen) X HC

1
razao = 1:§=1><3=3

_1_
=1=
3

Concluimos entdo que o volume do prisma é o triplo do volume da piramide.
1.5. Os vértices do prisma com abcissa nula e ordenada negativa sdo os vértices A e B.
Assim, a soma das suas cotas sera:
soma=2z,+zg=0+4=4
Opgdo (B)
1.6. A 4rea do poligono [ABDEI] é dada por:

__ __ AExo0I 4X4
A[ABDEI] =A[ABDE] +A[AEI] =AEXAB +T=4X4’+T= 16+8= 24u.a.

2. Como a reta é paralela ao eixo das abcissas, entdo serd definida por uma condicdo do tipo y = ky Az = k,,
em que k, e k, sdo constantes reais. Neste caso, temos que A, B e C tém ordenada igual a 1 e cota igual a 1.
Logo, a reta fica definida pela condigdoy = 1Az = 1.

Opcdo (D)
3.

3.1. As bases do prisma sdo hexagonos regulares, sendo que podemos representar a vista de cima do prisma.
Desta forma, podemos concluir que:

AF =FM = AM

AM=2 AP=_=1 PH=h

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo APM, temos que:
AM? = AP? +PM? 22 =12+h? o
©4=1+h?©4—-1=h? o3 =h?

Comoh>0,h=+3

Logo,
A(V3,-13)  B(0,-23) 1(0,-2,-3) J(—v3,-1,-3)
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a) O plano AFH pode ser definido pela equacdo x = /3.

b) A reta GH é definida pela condi¢do x = V3 Az = —3.

c) A aresta [CD] é definida pela condigdo x = —3A-1<y<1Az=3.
3.3.

a) Por exemplo, a reta AF.

b) O plano BFG, por exemplo.

c) O plano ABI, por exemplo.

3.4. Comecemos por estudar a embalagem cubica. Temos que:
cartidogp, = 6 X 42 = 6 X 16 = 96 cm?
Em termos de custo, podemos entdo concluir que:
custocyp, = 0,07 X 96 = 6,72 €

Considerando a embalagem em forma de prisma hexagonal regular, temos que:
P . I 12
Aprisma hexagonat = 2 X Alapcos] + 6 X Apargn) = 2 X 5 X apbtema + 6 X AF X FG = 2 X —x V3+6x2x6=

=12vV3 + 72 ~ 92,78 cm?
Em termos de custo, esta embalagem ficara orcamentada com:
CustOprisma = 92,78 X 0,05 = 4,64 €

Tendo em conta que a empresa pretende economizar na embalagem, podemos concluir que devera optar pela
embalagem com a forma de prisma hexagonal regular.

4,

4.1. A superficie esférica tem centro no ponto A. Para escrever a condi¢cdo que a define, temos de determinar a
medida do comprimento do raio dessa superficie.

raio = d(4,C) = J(—z-(—s))z +(2-52+(2-22=V9+9+0=V18=2x32=3V2
Logo:
(x—(=2)"+ (@ —2)2+(z—-2)%* = (3\/5)2 e @x+2)?2+@-22+(=z-2)?=18

4.2. Tendo em conta a descrigao feita no enunciado, temos que:

_(XatXxc YatYe )_ —2+(—5)_2+5_ _( 77 )
V—( Tt 12 _< iz 12) = (=555 14

B = (xa;¥c:24) = (=2;5;2) D= (x¢;yas2c) = (=5;2;2)
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4.3. O plano mediador de [DC] é paralelo ao plano coordenado x0z.

Tem-se:

Moo = —5+(=5) 2+5 2+2 _(572>
[DC] - 2 ) 2 ) 2 - 1] 2 ]
Como o plano mediador de [DC] tem de incluir o ponto médio de [DC], entdo a equagdo que o define éy = %
As coordenadas do ponto V sdo (— %% 14). Como a sua ordenada é %, entdo V pertence ao plano mediador de
[DC].

5.

5.1. Como octaedro é um solido regular, entdo os comprimentos das suas arestas sdo iguais. As coordenadas
dos vértices do octaedro sdo:

(VZ;0;0) (=v2;0;0) (0;v2;0) (0;—v2;0) (0;0;v2) (0;0;—V2)

5.2. As equagOes dos planos que contém as faces do cubo sdo paralelas aos planos coordenados. Logo, ficam
definidas por:

x=V2 x=—V2 y=v2 y=—V2 z=V2 z=-V2

5.3. Temos que o centro da superficie esférica é o ponto N de coordenadas (—\/7; —V2; \/7) O raio da superficie
esférica pode ser dado por:

raio =vV8 =22 x2 =2v/2u.m.
5.4. Os pontos P e M tém coordenadas (\/E, —V2; \/E) e (—\/E; V2; \/7), respetivamente.

Seja P(x,y,z) um ponto do plano mediador de [PM]. Entdo,
(VD) 4 (y = (VD) +(2-V2)" = (x~ (VD)) +(y VD) + (z-¥2)" &
o (x-V2) +(+V2) = (x+VD)' +(y-V2)' &

Sx2—2V2x+2+y2+2V2y+2=x2+2V2x + 2+ y2 - 2\V2y+ 2 &
e —2V2x —2V2x + 22y + 2V2y +2+2+2-2-2-2=0 &
& - 42x+42y=0 —x+y=0

Opcdo (B)
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3. Vetores no plano e no espaco

Recordar - Pagina 99

1.

1.1. Podem ser definidas 3 direcGes.

1.2.
a) Origem: G; Extremidade: E b) Por exemplo: [4, B] e [F, H]
c) Por exemplo: [4,]] e [H, F] d) Por exemplo: [F,A] e [E,G]
e) Por exemplo: [D, Ele [F, G] f) Por exemplo: Al e FH
g) Por exemplo: Al e GF h) Por exemplo: GD

-

2.1. Por exemplo: Forcasd e C

2.2. Por exemplo: Forcasd e b

3.

-

a) Por exemplo: deb b) Por exemplo: b e i c) Por exemplo: be®

d) Por exemplo: Ce U e)dew f)ded

Tarefa 1 — Pagina 102

1. Para determinar as intensidades de Fg e F‘; temos de aplicar o Teorema de Pitdgoras.

e x2=52442=x2=25+416 =x2 =41 < x = +/41
e y2=424+32=y?=16+9=y?’ =25 y=+V25 = x =45

Aintensidade de F; 6 6N, de F, ¢ 4N, de F; é V41 N, de F, é 5 N.

2. Se se aplicar a forga F; ao corpo representado na figura, este ira deslocar-se para a direita. Se se aplicar a
forga F, o corpo irad deslocar-se para cima. Se se aplicar a for¢a F5 o corpo ira deslocar-se para o ponto que se

observa na figura.

3. aF+F=FoF=F-F
f __--’/ // \‘“\
LT  _
I’—-""F‘ ’/ F:! — _!_-'
Fl \'\\\”

: «
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1.
11. FePF;
1.2.

«|Fi|l=5%x10=50N

e |IF]° =302 +302 = |B||" = 900 + 900 = ||F;||” = 1800 & ||F;|| = +V1800 < ||F;]| = +30v2
Como ||F2)|| = 0, entdo, ||FZ)|| =30V2 N

o|F5||=4x10=40N

e |F]l=4x10=40N

o|Fs]|=2x10=20N

2.
2.1.

ellull = 7
*lIvll =3

cWl?=32+32= [WI?P=9+9 & [[W[|*=18 = W] =+Vi8 & [[W] =+3V2
Como ||W]| = 0, entdo, ||W|| = 3V2

clZI*=6+1? |ZII?=36+1 e ||Z]|> =37 & ||Z]l = +V37
Como ||Z]| = 0, entdo, ||Z]| = V37

2.2.

a) b)

g «
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3.
3.1. 3.2.
A A
- """h...__t v
\"'“‘--..____1 "u;/ ~_ v
~ - > - 8
— o T
u S - EEE 7
D
4.
a)FG=G—F b)AH=H — A O)E+EF=F AG+1[=G+CH=H

e)B+FL=B+BH=H f)E=C+CE(p.ex) gD—-LD=D+DL=L h)K—BK =B (p. ex.)

Aplicar — Pagina 104

5.
5.1. 522U+xXx=vox=v+ (—U)
F =
l‘""-.._ 3]
. v . —
— ‘:.""-...__ x},f
AUV "-..,_h‘
BED
6.
6.1. 62U+xX=veoxXx=0v+(-u) 63
- ] X X
“ i
— ——|--l: E‘ir F
U+ X
6.4. %
—_— i F
T+7+0
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7.1. BC + CE = BE (p. ex.)

73.  FC+DE =GD + DE = GE (p. ex.)

75. BE+(CE+DG)=BE + (CE+EH) =
=B_E)+ﬁ=ﬁ+fl)=3_f(p.ex.)

7.7.  HE + (—ﬁ) = HE + EF = HF(p. ex.)

7.2.  BH + HG = BG (p. ex.)

74. AF+FA=24=0
76. ED+0 =ED (p.ex.)

7.8. BH +FC = BH + HE = BE (p. ex.)

7.9. ﬁ+(_ﬁ’)=p_c’+ﬁ=m’+ﬁ=ﬁ’+m= 7.10. ﬁ+(_ﬁ)=ﬁ+ﬁ=
=ﬁf(p.ex.) =ﬁ+ﬂ=6

Aplicar — Pagina 105

8.

8.1.

a) Porex. [P,0] e [],]] b) Por ex. PM e IK c) Por ex. PO e J1
8.2.

a)F+DL=F+FN=N

b)I1+ ML =H

c)O+W=N(p.ex.)
d)]?+ﬁ=]7(+ﬁ=ﬁ(p.ex.)
e)P_])+F_E)+ﬁ')=ﬁ{)+ﬁ)=W(p.ex.)
f) HG + OK + DL = HG + HC = HD (p. ex.)
g)BL+NH =0

h)ﬁ+m=6 (p. ex.)

Aplicar — Pagina 106

9.

9.1.
a)G+EB=C
c)m+ﬁ =HE + EB =ﬁ(p.ex.)
e)m+(—ﬁ) =KM +BD = BD + DG = BG (p-ex.)

g)AD —EI =AD +1E = AD + DA = A4 =0

b)K —LH=K+HL=1
d)El + NI = KN + NI = K1 (p.ex.)
f)DH — HD = DH + DH = DH + HL = DL (p.ex.)

h)CG+HK —1G=CG+ G/ + Gl =Cj +GI =
=?])+]_L)=ﬂ)(p.ex.)
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9.2,
a) |[4H|" = 4> + 6% & ||aH||" = 16 + 36 & ||AH||" = 52 & |[4H|| = +V52 & ||4H]|| = +2V13
Como ||ﬁ|| > 0, entdo, ||ﬁ|| = 2/13.

_  —— == = —— =

b)]D HL + AF = ]D+LH+AF JD + DA+ AF = JF

Assim, = ”]_F’”
I =22 +32 o [JF| = 4+ 9 & [JF|" = 13 & [F|| = +vI3

como |7

=13, logo, ||]T)—ﬁ+ﬁ|| =

Aplicar — Pagina 108

10.
10.1. 10.2.

a) 34AB = AD (p.ex.) a) |HJ|| = 1
b) ; AE = AF (p.ex.) b) ||KO|| = 2
c) —AB =BA (p.ex.) <) ”W” = %
d) ~24F = CA (p.ex) d) | -3FC| =3 x ||[FG|| =3 x2=2
e)>AC = AD
f) —2AD = EA

11.

11.1. Como U e ¥ tém o mesmo sentido, entdo:

12+ 51l = 1@l + 1Bl =4+ V2 + (-2V2+6) =4+ 6 +V2 - 2V2 =10 -2

11.2. Como U e ¥ tem sentidos contrarios e ||u|| > ||¥||, entdo:

g+ ol =@l -9l =4+vV2—(-2V2+6)=4—-6+V2+2V2 =3V2 -2

Tarefa 2 — Pagina 109
(1+2)ﬁ=5A_f=ﬁe1ﬁ+2ﬁ=ﬁ+W—ﬁ

_— — = —

2—(PM+MD)——PD P]e—PM+ MD =PO0 + ML = PO+ 0] = P]

3.3x(§§5)=3xﬁ=ﬁe(3x§)ﬁ:§ﬁ=ﬁ
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12,
12.1. 3(u+v) —2Qu)+2(—20)=3Uu+3v-4u—-4v=CB-Hu+B-4)v= -u—-7v

122. 23d-b)-2(;b)-d=2da-2b-b-d=2a-a—->b-3b=d-b—2b=a—_b
3 4 3 2 3 2 6 5 6
12.3. —(25—ﬂ)+4(§ﬂ)+5=—21?+17+2i1+17=i1+217—217+17=311’—1?

13.
aA)ABuW) +2@+20) =AU -Bue3u+e6u=L1-5u e Br+6)u=(u—-5u

-11
3IM+6=1-5 3/1—)1=—5—6<=>ZA=—11<=>A=T

b) 3 —-u)-2l) =i-Mue 2u=u-lie-2u=_0-Duie-21=1-1e

S -2+ l=1 -1=11=-1

14.
14.1. ||5@ — ¥) — 54| = ||58 — 5¢ — 5| = |-58|| = 5|15l =5 x (V6 — 1) =5vV6 — 5
14.2. |12(-0) — @ + V) + 3| = ||-2d — 4 — ¥ + ¥|| = ||-3%]l = 3||@|l = 3 x 3V5 = 95

Aplicar — Pagina 111
16. Para provar que G é o ponto médio de [FC] basta provar que FG = GC.
OraFG = FE + EG =5 FD +5EB = SAC + GB = BC + GB = CB + BC = GC

Deste modo, conclui-se que FG = G_C), logo, G é o ponto médio de [FC].

17. AF = AD + DF = BC + DF
Como DC = 3FC entao,

DF +FC =3FC ©
o DF=3FC-FC &
& DF = 2FC

Assim,ﬁ=ﬁ+2ﬁ52ﬁ+2ﬁ=2(ﬁ+ﬁ)=2ﬁc-q-m.
18. DA+ DC = DB + BA + DB + BC = 2DB + BA + BC

Como B é o ponto médio do lado [AC], entdo, BC = —BA
Assim,

m+ﬁ=2ﬁ+ﬂ—ﬁ=2ﬁc.q.m.
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19

19.1. [A,B] e [E, F] (p. ex.)
19.2. [A,B],[E,F],[D,C] e [H,G] (p. ex.)

19.3. [4,E] (p. ex.)
19.4. AD e AE (p. ex.)

Aplicar — Pagina 113

20.

20.1.

a)A+CI=A+4G =G

b)B+ (—EF)=B+FA=B+BC=C
¢)AG + GL = AL

d) (D —E)+ BC = ED + BC = AB + BC = AC
e)FI—LG=FI+GL=Fi+1j=F]
f)F+2AB=F+FC=C

g0 +BH+FE=0+BH+HI=0+Bl=]
h)yA+2BC=A+2A0=A+AD =D

20.2.ED + FL = ED + Dj = EJ
Logo [|ED + FL|| = ||E]|
Pelo Teorema de Pitagoras,

— — 2 —2 —2 —2 —2 —
IE|I" = |ED|” + D] = ||E]||" = 4> +5* & [[E]|" = 16+ 25 = |[E]||" = 41 & ||E]|| = +V41
Como ||F]|| > 0, entdo, ||F])|| = V41.

Assim ||E—D) + ﬁ” = \/H

Aplicar — Pagina 114

21.Comecemos por planificar o cubo e assinalar nesta planificacdo o percurso mais curto entre M e C.
H G Assim, podemos aplicar o teorema de Pitagoras para

determinar a distancia pretendida.
) ) ) i . d?=32+122od*=9+ 144 d* =153 &
vl — od=+V153 & d = +3V17
: A I ¢ Comod>0, entdo d = 3v17.
F A menor distancia entre M e C é 3v/17 cm.
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d = —de; + 08, = —48,
b = 0e; + 5¢, = 5¢;

¢ = -3¢ — 4e;

U = 3e; + 2e;

= 4e; — 2e;

W = —6e; + 3é,

Tarefa 4 — Pagina 115

1.
z
L
3 F
'
iy £
YAl
e TN . (o
x 0 10 234 v
ﬂ,lle]
/2 B
3
u
X
2.
2.1. ¥ =2e; +4e, + 3e; 2.2.0C = Og; + 4e, + Oe;
Logo,a =2;b=4ec =3. Logo,a=0;b=4ec=0.

U = 2e; + 4e, + 3e;

Logo,a =2;b=4ec = 3.

2.3. 04 = 2e; + Oe, + Oe; 2.4.0G = 0¢; + O, + 3&;
Logo,a=2; b=0ec=0. Logo,a=0; b=0ec = 3.
3.E(2;4;3)

A abcissa, a ordenada e a cota do ponto E correspondem aos valores de g, b e ¢, respetivamente, obtidos em
2.1..
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22
22.1.7 = —48; + 18, ; = 26, + 56,; W = —2&; — 2&;

22.2.%(—4,0); B(2,5) ; W(=2,—2)

22.3.
y
L1
3
0 a
L 5
1
&
-3 -2 -1 el i 4 ox
1
2 N
C
3 N\
q_

Aplicar — Pagina 117

23.
23.1.AB + RH = QR + RH = QH
Assim, QTf(—ZA,O)

23.2. ~BC +EK = FO + 0 = FS = (-2,04)
23.3.

AR —2DC =AB +BR+2CD =AB+BR +2BA=AB + BA+BR+BA =0+ BR + RO = BO = (-2, —4,4)

Tarefa 5 — Pagina 118

1.

(5,3) 2,-1) (7,2) (3, 4) (-3,-4)
(-2,4) (-1,-4) (-3,0) (-1,8) (1,-8)
(6,-3) (0, 5) (6,2) (6,-9) (-6, 8)

Porex: (1, 2) Porex:(-1,-2) (0, 0) (2,4) (—-2,-4)
Por ex: (4,-1) Porex: (2, 0) (6,-1) (2,-1) (-2, 1)
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2. U(uy, up) e ¥(vy,v2)

—

U+v=(U +v,Uy 1) ;Uu—V= (U —V, Uy —Vy) e V—u= (V] — Uy, Uy — Uy)

3.

(5,0,3) (2,-1,3) (7,-1,6) (3,1,0) (-3,-1,0)
(-2,4,-2) (-1,-4,1) |(-8,0,-1)| (-1,8,-3) | (1,-8,3)
(6,-3,0) (0,5,-1) (6,2,-1) | (6,-8,1) |[(-6,8,-1)

Porex:(2,1,3) |Porex:(0,4,4)| (2,5,7) (2,-3,-1) | (-2,3,1)
Porex:(1,0,1) |Porex:(2,2,2)| (3,2,3) |[(-1,-2,-1)| (1,2,1)

4. U(uq,uy, uz) e v(vq, vy, v3)

— — — —
U4V = (U + V1, Uy +Vy,uz +v3) ;U —V = (Uy — V1, Uy — Vy, Uz — V3)

<l

—
v —

(]

= (V; — Uy, Vp — Up, V3 — U3)
Tarefa 6 — Pagina 119
Por exemplo,

No plano:

ul=float(input("Indica a 12 coordenada do vetor u: "))
u2=float(input("Indica a 22 coordenada do vetor u: "))
vi=float(input("Indica a 12 coordenada do vetor v: "))
v2=float(input("Indica a 22 coordenada do vetor v: "))

print("As coordenadas do vetor soma sao (",u1+v1,"," u2+v2,").")
print("e do vetor diferenca sao (",ut1-v1,",",u2-v2,").")

No espaco:

ul=float(input("Indica a 12 coordenada do vetor u: "))
u2=float(input("Indica a 22 coordenada do vetor u: "))
u3=float(input("Indica a 32 coordenada do vetor u: "))
vi=float(input("Indica a 12 coordenada do vetor v: "))
v2=float(input("Indica a 22 coordenada do vetor v: "))
v3=float(input("Indica a 32 coordenada do vetor v: "))
print("As coordenadas do vetor soma sao (",u1+v1,",",u2+v2,"",u3+v3,")")

print("e do vetor diferenca sao (",ut1-v1,",",u2-v2,",",u3-v3,").")
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2. F=P+N=(0,-3)+(23)=(0+2,-3+3)=(20)
Concordo com a afirmacdo do Vitor, pois, a resultante F das forgas que atuam sobre o carro tem a direcdo do
raio da trajetdria, pois a segunda coordenada do vetor é nula.

Aplicar — Pagina 120

25.

25.1.Uu+w=(20+(1,-4)=2+10+(—4)) =(@3,-4)

252.%—w=(-13)—(1,—4) = (-1 - 1,3 — (—4)) = (-2,7)
253.Uu—-v+w=20-(-13)+(1,-49)=2-(-1),0-3)+(1,-4)=3,-3)+(1,—-4) =
=@B+1,-3+(-4) = (4-7)

26.

261 W=x+y=024)+(1,-2)=02+14+(-2)=(32)

Assim,w =y —% = (1,-2) — (24) = (1 —2,-2 —4) = (—-1,-6).
63.i-W=jo-wW=j-riow=—"F+iow=>E—j)
Assim,w = (X —3) = ((24) — (1,-2)) = (2—- 14— (-2)) = (1,6)
27.

270. T=0+7=(213)+(1,0,-2) = 2+ 1,1+ 0,3 + (-2)) = (3,1,1)

N
N
w
-+l
Il
<
I
S
+

7=(10-2)—(002)+(213)=(1-00-0-1-2)+(2,1,3) =
=(1,0,-9)+(213)=1+20+1-4+5)=(3,1-1)

Tarefa 7 — Pagina 121

1.7(-1,2)
2.7 = —&; + 285
3.

3.1. 21 = 2(—&; + 283) = —28; + 48, ; 21 = (—2,4)

3.2, = —(—&, +28)) = &, — 28, ; -1 = (1,-2)

1 1 — —> 1— - 1 1
3.3. -u=—-—=(—eq+ ze =—-e, —€>:——U= (_ _1)
2 2( 1 2) 2 1 2 2 2’
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* As coordenadas do vetor 2 equivalem ao dobro das coordenadasde i (-2 =2 X (—1) e 4 =2 x 2).
* As coordenadas do vetor — sdo iguais aos simétricos das coordenadasde i (1 = —(—1) e =2 = —(2)).

e As coordenadas do vetor —%ﬁ sdo iguais ao simétrico de metade das coordenadas de
(1 1 1
u —=——><(—1)e—1=——><2 .
2 2 2
Tarefa 8 — Pagina 121

ui=float(input('Qual é a primeira coordenada do vetor u?'))
u2=float(input('Qual é a segunda coordenada do vetor u?'))
vi=float(input('Qual é a primeira coordenada do vetor v?'))
v2=float(input('Qual é a segunda coordenada do vetor v?'))

if v1==0:
if ul==0:
print('Os vetores u e v sdo colineares.')
else:
print('Os vetores u e v ndo sdo colineares.')
else:
if v2==0:
if u2==0:
print('Os vetores u e v sdo colineares.')
else:
print('Os vetores u e v ndo sao colineares.')
else:

if ul/vi==u2/ve:

print('Os vetores u e v sdo colineares.')
else:

print('Os vetores u e v ndo sdo colineares.')
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1. No programa, apenas a primeira coordenada do vetor é multiplicada pelo escalar (2).

ul=3

u2=-1

escalar=2
(ut,u2)=(2*u1,2*u2)
print(‘(x,y)=(",u1,',",u2,")")

ul=float(input('Qual € a primeira coordenada do vetor?'))
u2=float(input('Qual é a segunda coordenada do vetor?'))
Aescalar=float(input('Qual é o valor do escalar?'))
(u1,u2)=(escalar*ut,escalar*u?)

print('(x,y)=(",u1,",',u2,")')
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28.

28.1. U(4,2); B(=5,0); w(0,3); 2(=5,1)

28.2.

a)i+7=(42)+(-51) =4+ (-5),2+1) = (-1,3)

b)7 — W = (42) — (0,3) = (4— 0,2 —3) = (4,—1)

¢) 2i —3W = 2(42) =3 (03) = (84) — (0,1) = (8 — 0,4 — 1) = (83)

ADUE-B—W)+P—2U=td—-D+-WHB—20 =T —2U—-D+D+-W=—U+-D+-W=
2 2 2 2
C (42) + 2 (=50) +2(0,3) = (4 2 +( 50)+(o3)—( 4+( 5) 2+o)+(o3)—
- ] 2 ] 2 ] _( ] ) 2; I2 - 2 ’ 12 -
13 3 13 3 13 1
=(-32)+ (03 =(-F+o-2+)) =(-3.-3)

29.

29.1. 34 = 3(-1,1,2) = (-3,3,6)

29.2. 21 = —2(-1,1,2) = (2,-2,—4)

293.2u -7 =2(-1,12)— (0,—-2,-1) = (-2,24) — (0,—-2,-1) = (-2-02—(-2),4— (-1)) =

=(- 245)
29.4. 21 — 2(ii — 39) — 2(20) = 33 — 21l + 67 — 45 = —~1i + 26 = —> (~1,1,2) + 2(0,—2,—1) =
—(3 3 3)+o —4,-2 (3 0, =>4 (—4),—3 4 2)—(3 1 5)
- 2! 2! ( )_ ’ 2 ( )I ( )_ 2; 2;
1_, 3 V5 _ 32 10

29.6. 2w —-Z= 2(«/_, 3, \/_) (x/_, 0, 1) = (2v2,-6,—2v5) — (0v2,0,-1) =
=(2V2 - 2V2,-6 — 0,-2V5 — (=1)) = (0,—6,—2V5 + 1)

:gl 20 =(2,4,-6) © 2(1,2k,-3) = (24,-6) © (2,4k,—6) = (2,4,—6) &
© 2=2N4k=4N-6=-6 k=%=}k=1

30.2.—u=(-113) & -(1,2k;-3) = (-1,1,3) & (-1,-2k,3) = (-1,13)
©-1=-1A-2k=1A3=3 @k=—l

2
15 11 1 _ (1 1 12, 11
303.;u = (3 _5’_1) (:}5(1’2]{’_3) - (3’ )(:) (3’3 ’ ) (3’ 2’ 1) g
1 1 A 2 K 1 A1 1 K 12 i 1 y 3 i 3
oS — == — = — — -1 =—-—1¢& = ——1— = — — — & = — —
3 3 3 2 2 3 2 2 4
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31.
31.1.U(3,-2) e ¥(—6,4)
Vi _Z6_ o5 Y2 _ 4 _
u, 3 2 u, -2 2
i e ¥ sdo colineares pois -+ = -2
pois = = =%,
Uq Uy
31.2. 14(0,6) e ¥(2,0) n3o sdo colineares, pois, u; = 0 e v; # 0.
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S s e . .. V2
U e U ndo sdo colineares pols u_ * u_
1

2

31.4) i(2,V/3) e ¥(4V3, 6)

w_M3_,3e-5_5_,73

Uuq 2 Uy ﬁ 3
— >~ . . Vl V2
U e U sdo colineares pois — = =2,

Uuq Uy
32.
32.1.
a) W é colinear com % se e somente se - = 22

Uuq Uy

wy, w, —6 k-1 16
—=— —=——-18=2k-22k=-184+2c2k=-16k=——k=-8
U Uy 2 3 2

b) Comecemos por determinar as coordenadas de ¥ — 1.
v—u=(11)-023)=01-21-3)=(-1,-2)
W é colinear com ¥ — U se e somente se:

-6 k-1
_—1=_—2=>—12=k—1=>k=—12+1(:)k=—11

¢) Comecemos por determinar as coordenadas de ¥ — 2w.

B—2w=(11)—2(=6,k—1)= (1,1) — (=122k - 2) = (1 — (=12),1 — 2k — 2)) =
= (1+121—-2k+2) = (13,—2k + 3)

— . . - —
W é colinear com v — 2W se e somente se:

-6 k-1

E_m@—6(—2k+3)=13(k—1)=}12k—18=13k—13=)12k—13k=—13+18<:)

©-k=5k=-5
32.2. Comecemos por determinar as coordenadas de U — 2¥

Para que W fosse colinear com U — 27 a primeira coordenada de W teria de ser igual a zero, o que é
impossivel. Assim, provei que w n3o é colinear com U — 2%, qualquer que seja k € IR.
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33.
33.1. Os vetores U e ¥ sdo colineares se e sé se 0s quocientes das coordenadas correspondentes forem iguais.

%1

1
u, 4 4u, 4 us
3

S w

Como 2 =22 = B entjo U e ¥ sdo colineares.
Uuq Uz us
33.2. Como u, = 0 e v, # 0 entdo, U a ¥ ndo sdo colineares.
33.3.Comou; = v; =u, = v, = 0, entdo, U a ¥ sdo colineares.
33.4. Como uz = v3 = 0 entdo os vetores i a ¥ sdo colineares se os quocientes das outras duas coordenadas
correspondentes forem iguais.

v, _mP-1 _ (m+l)(m-1) T —

1

Uq T+1 T+1

v 2m—2
e2= =n—1

Uz

V1 (%] ~ — >~ .
Como u_ = u_ e V3 = Uj, entao, U a v sao colineares.
1 2

Aplicar — Pagina 125

34,
— - . . 2 2 10
34.1. Para que U e ¥ sejam colineares temos que i
1
ou seja
2 10 2xX4 8 4
—_— = ul = = = —
Uq 4 10 10 5
e
v, 10 5x10 50 25
—_——=— = — =
5 4 277 g 472

; 4 25
Assim, uy = eV =

34.2. Para que U e W sejam colineares, comow; = 0, temos queu; = w; =0e

2_wy_ _2x4_8
54 "3TT5 "%

: 8
Assim,u; =0 ewg = o

35.

35.1. Para que U e ¥ sejam colineares, temos que:
1

2-22-2 ouseja, I=-2
2 6 -1 ' 13, 5= 73

. 2
Assim, a = -5 = —1.
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35.2. Comecemos por calcular as coordenadas de U + w:
Uu+w=26-1)+@B,-4b—-1) =2+36+(—4),-1+b—-1)=(52,b—2)

- . . — — 5 2 b-2
Para que v seja colinear a U + w temos que -3 1
2
Assim,
5x3 15
P —= ——- = - = ——
a 2 2
b-2 2 2 1 1 1 5
o —Y—=—-©b-2=—-X-9b-2=—-Sb=—+2b==
2 3 372 3 3
o o . , k-1 2 2 .
36. Se u e v fossem colineares, teriamos que — =35 = pousep,
= (k—1=% (k=2
2, e { 5 & { 5 , 0 que é impossivel.
Pl k=5 k=5

Assim, conclui-se que i e ¥ n3o sdo colineares, qualquer que seja k € IR.
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37.
Bola branca: 04 = A — 0 = (=2,6) — (0,0) = (—2,6)
Bola preta: AB = B — A = (—4,9) — (=2,6) = (=2,3)
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38.

38.1.

a)AC=C—-A=(-40)—(23) = (—4—-20-3) = (—6,—-3)

b)BC =C—B = (—4,0)— (-3,1) = (-4 —(-3),0—-1) = (-4 +3,-1) = (-1,-1)
BA=A-B=(23)-(-31)=2-(-3),3-1)=(52)

38.2.
AB=B—-A=(-31)—(23)=(-3-21-3) =(-5-2)

CB=B—C=(-31)—(—40) = (-3 —(—4),1-0) = (-3 +4,1) = (1,1)
AB + 2CB = (=5,-2) + 2(1,1) = (=5,-2) + (2,2) = (-5+2,-2+ 2) = (=3,0) c.q.m.

39.
AB=B—-A=(32)-(15=B-12-5)= (2,-3)

BC=C—-B=(5k?—2k)—(3,2) =(5-3k?—2k—-2) = (2,k? -2k —2)

Assim,

AB=BCo (2,-3)=(,k?-2k—-2)©2=2A-3=k?-2k—-2ck?-2k+1=0&
2+/(=2)2—4x1x1 2+0

_2+y(=D) R

2x 1 = ok=1

sk
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40. Para provar que [ABCD] é um trapézio ndo paralelogramo basta provar que apenas dois dos lados sdo
paralelos.

e Comecemos por provar que os vetores AB e DC s3o colinearas.
AB=B—-A=(-21)—-(05)=(-2—-0,1-5) = (-2,—4)
eDC=C-D=0GB1-43)=B-41-3)=(-1,-2)

Assim :—i =5 = 2, logo, AB e DC sdo vetores colineares, ou seja, [AB]//[DC].

e Agora provemos que BC e AD n3o s3o colineares.
BC=C-B=31)-(-21)=B-(-2),1-1) = (50)

eAD =D —A=(43)—(05) = (4—03—5) = (4 —2)
Assim —2 # 0 logo BC e AD n3o s3o vetores colineares.

Conclui-se entdo que [ABCD] é um trapézio ndo paralelogramo.

41.
AB=B—-A=(1,-bc)—(2a—-131)=(1-2a-b—-3,c—1)

Assim,
AB = —-tio (1-2a,-b—3,c—1)=—(-53,0) e (1-2a,—-b—3,c—1) = (5-3,0)
1—-—2a=5 —2a =4 a=-2
ol-b-3=-3{-b=0]{b=0
c—1=0 c=1 c=1
42,

BA=A-B = (312k) - (5—1,-2k?) = (3 =51 — (=1),2k — (=2k?) = (—=2,2,2k + 2k?)

DC=C—-D=(k24)—(=2,-2,-2) = (k— (=2),2 — (=2),4 = (=2)) = (k + 2,4,6)
Entao,
BA =2DC & (=2,4,2k + 2k?) = 2(k + 2,2,6) & (=2,4,2k + 2k?) = (2k + 4,4,12)

© —2=2k+4N4=4N2k+2k*=12 —2k=4+2 A2k*+2k—-12=0

6 -14+/12-4x1x(-6)
@—2k=6/\k2+k—6=0<:>k=—5/\k= =3

2x 1
14725 —145
@k=—3Ak=_—\/_=>k=—3/\k= —~
—1+45 —1-5
(:)k=—3/\(k= V= — >®k=—3/\(k=2Vk=—3)<:>k=—3

Ovalorde k é —3.
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43.
43.1.BA=A—-B=(2,-3)—(-2,0) = (2 - (-2),-3-0) = (4,—-3)

432. A+u=(2,-3)+(1,-1)=2+1,-3+(-1)) =3,—-4)
433.B+u=(-20+(1,-1)=(-2+10+(-1)) = (-1,-1)

44.
Seja B(a, b) entdo:

AB=(3B1)eoB-A=(GB1)oB=GB1)+4 ©B=31)+(2-3)=B=3+21-3) e B(5,-2)

45,
45.1. Seja M o ponto médio de [AB], entdo,

1—)
M =A+EAB
AB=B—-A=(-2-3)—(24) = (-4,-7)

M=o +i4-n=(2-44-0)=(02)

Ou seja, M (0, %)
45.2. Seja M o ponto médio de [CB], entéo,

M=C+ %ﬁ?’
CBE=B-C=(-2,-3)—-(05) = (-2,—-8)

M=(05)+3(~2,-8) = (o ~25 —g) = (=1,1)
Ou seja, M(—1,1).

46.
46.1. CE=B—C=(14-1)—(-502)=(1—(-5)4—0,-1-2) = (1+54—0,—1—2) = (6,4,—3)

46.2.BC = —CB = —(6,4,—3) = (—6,—4,3)
Assim, A + BC = (3,—2,0) + (—6,—4,3) = (3—6,—2 — 4,0 + 3) = (—3,-6,3)
463.AC =C—A=(-502) — (3,—2,0) = (-5 3,0 — (=2),2 — 0) = (-8,2,2)

Assim, B — AC = (1,—4,-1) — (=8,2,2) = (1 — (—=8),—4 — 2,—-1 — 2) = (9,—6,—3)

46.4. Seja M ponto médio de [AB]. Entdo, M (xA;xB ,yA;yB ,ZA;ZB)

3+1 —2+4 0+(-1)
2’ 2 7 2

1

), ou seja, M (2,1, — E)'

Assim, M (
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47. B=A+4B = (32,—1) + (-4,0,2) = 3+ (-4),2+ 0,-1 + 2) = (-1,2,1).

48. Se M é o ponto médio de [AB], entdo,

AB =2AM © B— A=2AM & B = A + 24AM.
ComoAM =M — A= (-2,4) — (1,3) = (-2 — 1,4 —3) = (-3,1),
entdo, B = (1,3) + 2(=3,1) = (1,3) 4+ (—6,2) = (=5,5).

49,
49.1. Seja A(aq, a,) e B(by, b,) temos que

a, +b a, +b
12 1=\/ﬁ/\22 2=3@a1+b1=2\/ﬁ/\a2+b2=6

Assim, podemos ter, por exemplo: A(v/12,2) e B(v/12,4), ou seja, A(2V3,2) e B(2V3, 4).

49.2. Sejam A(aq, a,) e B(by, by).

. - < by +VI2 by+3
Como A é o ponto médio de [BM] entdo a; = — 2\/_ ea, ==—.

Se, por exemplo, B(0,1), entdo, by = 0A b, = 1.

0+V12 1+3 243 4
/\az=T<=>a1=7/\a2=5®a1=\/§/\a2=2

Assim, a; =

Por exemplo, A(v/3,2) e B(0,1).

50.Se M(a + 2b,b — a) é o ponto médio de [AB] entdo:

_—7+3 _6+2 a+2b=-2_ (a+2(4+a)=-2_ (a+8+2a=-2
a+2b= Ab—a—T@{ b =4 4:){ b= 4+4a @{ B =)
10 10
a=—— a=——
3a=-10 3 3
~T e b=4+( 10)@ b=-2
B 3 3
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51.
51.1. Seja M o ponto médio de [AB], entdo M (—xA;xB ,—yA:yB)_
Assim,

745 4+(=2)

M(Z= 2 )) ,

ou seja,

M(—1;1).
Temos que:

Didmetro = d(A,B) = /(xg —x)2 + (75 —ya)? = V(5 — (=7))? + (-2 — 4)? = /122 + (=6)? =
= V144 + 36 = V180 = 6V5

. . . N . - 6v5
Assim, como o raio da circunferéncia é igual a metade do diametro, entdo, r = - = 3+/5.

Sendo M(—1,1) o centro da circunferéncia, a sua equacdo é:
(= (D) + (y - D* = (3V5)°

Ou seja,

(x+ 1%+ (y—1)% =45,
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51.2.
AB=B—-A=(5-2)—(-74)=G+7-2—-4)=(12,-6),
C=B+4B = (5-2) + (12,—6) = (17,—8)

Logo,

C(17,-8)

52. Para que [ABCD] seja um paralelogramo temos de ter AB = DC.
Considerando D(a, b), temos que:

eAB=B—-A=(25)-(02)=(2-05-2)=(23)

eDC=C-D=(64)—(a,b)=(6—a4—Db)

Assim,

AB=DCo (23)=(6-a4-b)e 2=6-—aA3=4-boa=6—-—2Ab=4—-3oa=4Ab=1

D(4,1)

53.

53.1. Determina-se o comprimento da aresta do cubo, calculando a norma do vetor EC

|EC|| = V32 + 72+ 52 =0+ 49 + 25 = V83

Para determinar a medida do comprimento da diagonal [ED] da face [CDFG] do cubo, usa-se o Teorema de

Pitagoras.
|ED||" = [[EC||" + || & |[ZB° = (V83)” + (V83) " & ||ED||" = 83 + 83 == ||| = V166

IED]|>0

A medida do comprimento da diagonal [ED] da face [CDFG] do cubo é igual a V166 u. c.

53.2. Para determinar as coordenadas do centro A, tem-se que
A=G+ (~CE)=(510,3) + (-3,-7,-5) = (2,3,-2)
Como as arestas do cubo sdo iguais:
AB = /83
Logo, a equagado reduzida da superficie esférica de centro no ponto A e que contém o ponto B é
(x —2)? + (y = 3)? + (z + 2)? = (V83)?
Ou seja,
(x—2)2+(y—-3)°+(@z+2)?%=83

53.3. Seja P(x,y) um ponto qualquer do plano mediador de [AG].
Entdo,
d(P,A) =d(P,G) & /(x —2)2 + (y — 3)2 + (z + 2)2
=\/(x—5)2+(y—10)2+(z—3)2(5,;§>(3c—2)2+(y—3)2+(z+2)2

=X =52+ -100+(zZ-3) ox*—4x+4+y* -6y +9+2z°+4z+4

Uma equacdo do plano mediador de [AG] é 6x + 14y + 10z = 117
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1.9(-2,3)

Pelo Teorema de Pitagoras,
172 =22+32 < ||U|I?P=4+9 < ||¥]|? =13 < ||¥|| = +V13

Como ||¥]| > 0 entdo ||¥]| = V13.

2. A norma de um vetor é igual a raiz quadrada da soma dos quadrados das suas coordenadas.
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54. | i l= /32 + (—=6)%2 = V9 + 36 = /45 = 3V/5

Il 5 ll=40%+ (—4)2 =0+ 16 = V16 =4

Iwll= \/(—2\/5)2 +(-1)2=V4x5+1=+21

55.
55.1. || ¥ |I= V52 + 142 =25 + 196 = V221

55.2.
e Se e AB s3o colineares, entdo, 31 € R: 4B = A¥.

AB=B—-A=(-3,-2)—(k,5) =(-3—k,—2—-5)=(-3—k, —7)

Assimﬁzlﬁ@(—?,—k,—ﬂ=/1(5,14)(:>{_3_7k_=1:j @{Az_L@ L Ve
=7 = 14 A=—=
2
1
5 (—6-2k=-5_ (—2k=-5+46__ K773
@{:3—1( el . P
o2

T~ . 1
¥V e AB sdo colineares se k = -5

OE = (—3 - (—1/2),—7) = (_3 + 1/21_7) = (_2’_7)

— 2
|4B]| =\/(—§) +(=7)2 = /24—54-49 :@
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56.1.11 % llI= \/12 + (=2)2 = V1 + 4 =5

I3 l=+/(-3)2+22=/9+4=+13

56.2.
a) Se U é colinear com W, ent3o, 31 € IR: W = AU.

W=1=1(1,-2) = (4, —21)
Como ||w]| = 10, ent3o,
100
A2+ (—22)2 =10 © 22 + 422 = 100 © 512 = 100 & A2 = (T) el=
105
Sl=t—eo1= +2v5
eSe A = —2v5entdow = (—2v5,—2(—2V5)) = (—2vV5,4V5).
e Se 1 = 25 entdo W = (2V5, -2 x 2v/5) = (2V5, —4V/5).

w(—2v5,4V5) ou w(2v5, —4v5)

)i+ = (1,—2) + (=3,2) = (1 —3,—2 + 2) = (=2,0)

Como W é colinear com U + ¥, entdo, IA € IR: w = A(U + V) .

Assim, W = A(—2,0) = (—21,0)

Cormo ||w|| = 10 ent3o,

m=10@\/4/127+0=100@4,12=100@,12=$@,12=25@/1=i\/ﬁ@/1=i5
e Sel=—-5entdow = (-2 x (-5),0) = (10,0)
e Seil=5entdow = (—2x%x5,0)=(-10,0)
w(10,0) ou W(—10,0)
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57. 16 1l=/(=2)2+02+12=v4+0+1=+5

"1_7)"= J(3\/§)2+22+(—\/§)2=W=\/5_4:3\/€

2
||W||=\/02+(¥) +(—1)2=\/0+%+1:\/§+1=\E=

w|\'
@
w|§|

=

GlS
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58.1.AB =B — A = (4,—-1,3) — (=2,2,0) = (4 — (=2),-1—2,3—0) = (6,-3,3)

|4B|| = /6 + (—3)2 + 32 = V36 + 9+ 9 = V54 = 3V6

58.2. BA = —4B = —(6,-3,3) = (—6,3,—3)
Como # é colinear com BA, entdo, 31 € IR:V = ABA.

B=ABA o (2,—k,1) = 1(—6,3,-3) © (2,—k, 1) = (—64,31,—31) &
2

A=__ A__l
2=—-61 6 1 - 3 /1__1
Si{-k=31 —k=3x(—§)<:> —k=—1(:>{ -3
1=-31 1 A=-1 k=1
/1=-§ 3

k=1

60. |IB]l = /(—4)2+ (k+ D)2+ (4+ k)2 =V16 + k2 + 2k + 1+ 16 + 8k + k% = V2kZ + 10k + 33
Poroutro lado AB = B — A = GiH-2-13)=CB-21-(-D,1-3)=(12,-2).

Logo, ||[AB|| = y12+ 22+ (-2)2=V1+4+4=9=3

Assim, ||7]| = 3||E||, temos que:

V2k2+ 10k +33=3x3©2k?+10k+33 =81 ©2k?+10k—48=0k?+5k—-24=0k =

—54./52—4x1x(-24 —5+/25+96 —-5+v121 —-5+11 —-5+11 -5-11
- ¢ )@k=T@k= S ek=""Fek=""tvk=

k=-8

ok=3V

k pode tomar os valores —8 ou 3.

Tarefa 11 — Pagina 134

1. O comando sqrt, da biblioteca math, permite calcular uma raiz quadrada e o comando ** representa o

c=sqrt(x**2+y**2+z**2)
print('A norma do vetor é',c)

c=sqri(x**2+y**2+2**2)
print('A norma do vetor €',c)

“elevado a”.
2.
a) b) c)

from math import * from math import* from math import*
x=float(2) x=float(sqrt(5)) x=float(-2*sqrt(2))
y=float(1) y=float(-sqrt(15)) y=float(0)
z=float(-3) z=float(sqrt(5)) z=float(1)
pr@m['x='.x) print("x="x) print('’x='x)
print('y="y) print(y="y) print('y="y)
print('z=',2) print('z=',z) pri nt{'z="z)

c=sqri(x**2+y**2+z**2)
print('A norma do vetor €',c)
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from math import*

x=float(input('Qual é a primeira coordenada?'))
y=float(input('Qual é a sequnda coordenada?"))
z=float(input('Qual é a terceira coordenada?'))
print('x=",x)

print('y="y)

print('z=',z)

c=sqri(x**2+y**2+2z**2)

print('A norma do vetor é',c)
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1.0 vetor é 0 1. 2.
i
F
LY 0 e
LIy ™
] = -'.'-
v A
—~ - o
R ETAE L
r s 1 L
= ¥ = -
=l "
=

3. Os pontos que pertencem aretasdo B, 4. Reta que contém o ponto A e tem a direcdo do
D FeG. vetor U.
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61. Por exemplo: (x,y) = (—2,5) + k(1,0),k € IR.

62. Dados dois pontos quaisquer A(x4,y4) € B(xg, y5) pertencentes a uma reta paralela a Oy, temos que
X4 = xg. Por exemplo, AB é um vetor diretor da reta.

Assim, AB =B — A = (x5, ¥8) — (X4, ¥4) = (xg — X4, Y5 — Ya) = (0, y5 — ya)

Conclui-se entdo que qualquer vetor cuja primeira coordenada seja nula podera ser considerado vetor diretor
de uma reta paralela a Oy.

63.
63.1. Seja P(x,y) um ponto qualquer da retar.
P =A+ kv, k € IR, ou seja,
P(x,y) =(-2,3)+k(21),k €IR
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63.2.B (1,;) pertence a reta se e somente se 3k € IR: B = A + kv.

Substituindo o valor das coordenadas na equacgao da alinea anterior:

(1,;) = (=23) + k2 1) & (1,;) = (=23) + 2k k) © (1, ;) —(242k3+Kk)

@{1

35 .
Provamos que B = A + SV logo, B pertence aretar.

3
-2+ 2k 2k=1+2 k==
o 9 2
=3+k {k=§—3 E
2

64.

64.1.

AB é um vetor diretor da reta AB.

Assim, AB=B—-A=(0,-2)—(3,1)=(0-3,-2-1) = (-3,-3)

Logo, sendo P(x,y) um ponto qualquer da reta AB temosque P = A + kAB, k € IR.
ouseja, (x,y) = (3,1) + k(—3,-3),k € IR.

64.2. AB é um vetor diretor da reta AB.
AssmAB =B —A=(12)—(-1,2) = (1 - (-1),2-2) = (2,0)

Logo, sendo P(x,y) um ponto qualquer da reta AB temosque P = A + kAB, k € IR.
Assim, (x,y) = (—1,2) + k(2,0),k € IR.

65.
65.1. Uma equacdo vetorial daretar é (x,y) = (2,—1) + k(3,—4),k € IR
Logo, (2, —1) sdo as coordenadas de um ponto da reta.

Se, por exemplo, k = 1, entdo (2, —1) + (3,—4) = (5,—5) sdo as coordenadas de outro ponto da reta.
(2,-1) e (5,-5), por exemplo.

65.2. Como 2 X (3,—4) = (6, —8), entdo o vetor de coordenadas (6, —8) é colinear ao vetor (3, —4). Logo, o
vetor de coordenadas (6, —8) é também um vetor diretor da reta r.

Assim, a equagado seguinte é uma equagao vetorial da reta.
(x,y) =(2,—-1) + k(6,—-8),k € IR

66.
66.1. Seja P(x,y, z) um ponto qualquer pertencente a retar.
P=A+kv,k €IR,ouseja,
(x,y,2) =(2,1,1)+k(-1,1,3),k € IR
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66.2. Para provar que o ponto B (2, —2,4) ndo pertence a reta temos de demonstrar que 7K € IR: B = A+kv.

Suponhamos que o ponto B pertence a reta r.

Entdo,
B=A+kv e (2,-24) =211 +k(-1,1,3) & (2,-2,4) = (2,1,1) + (—k, k, 3k) &

& (2,-24) = (2 -k, 1+k1+3k)
2=2-k k=2-2 k=0

el2=1+kelk=-2-19{k=-3
4=1+3k Bk=4-1 (k=1

O sistema é impossivel, logo, Ak € IR: B = A + kv, ou seja, B ndo é um ponto daretar.

66.3. O vetor AB é um vetor diretor da reta AB.
AB=B-A=(2,-24)-211)=2-2-2-14—-1)=(0,-3,3)
Assim, sendo P(x,y, z) um ponto qualquer da reta AB, temos que:

P = A+ kAB,k € IR, ou seja, (x,y,2) = (2,1,1) + k(0,—3,3),k € IR.
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67.
67.1. O vetor DB é um vetor diretor da reta DB.

DB =B —D = (5,5,—5) — (0,0,—5) = (5,5,0)

Assim, sendo P(x,y, z) um ponto qualquer da reta DB, temos que:

P =D+ kDB, k € IR, ou seja, (x,y,2z) = (0,0,=5) + k(5,5,0),k € IR.
67.2. O vetor AF é um vetor diretor da reta AF.

AF =F — A = (0,5,0) — (5,0,—5) = (—5,5,5)

Assim, sendo P(x,y,z) um ponto qualquer da reta DB, temos que:
P = A+ kAF, k € IR, ou seja, (x,y,z) = (5,0,=5) + k(=5,5,5),k € IR.

68.

68.1. Comecemos por determinar as coordenadas do vetor MN que é vetor diretor da reta MN.
Assim, MN = N — M = (6,-2) — (—1,5) = (6 — (—1), -2 —5) = (7, —7)

Assim, sendo P(x,y) um ponto qualquer do segmento de reta [MN], entdo,

P =M+ kMN, k € [0,1], ou seja, (x,y) = (—1,5) + k(7,—7),k € [0,1]
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68.2. Comecemos por determinar as coordenadas do vetor NM.

Assim, NM =M — N = (—1,5) — (6,-2) = (-1 — 6,5 — (=2)) = (-=7,7).
Se P(x,y) for um ponto qualquer da semirrreta NM, ent3o:

P =N+kNM, k € IR} ,ouseja, (x,y) = (6,—2) + k(=7,7),k € IR}.

69.
69.1. O vetor AB é um vetor diretor de reta AB.

Assim, AB =B — A = (2,5) — (-2,3) = (2 — (-2),5 — 3) = (4,2)

Logo, sendo P(x,y) um ponto qualquer de reta AB temos que:

P = A+ kAB,k € IR, ou seja, (x,y) = (—2,3) + k(4,2),k € IR.

69.2. Determinemos, por exemplo, as coordenadas dos pontos de abcissas 0 e 1.

e Sex = (0temos que:

0,y) =(-23)+k(42) e (0,y) =(—2+4k,3+2k) &

1
k== 1
0=-2+4k (ak=2_(,_2 2 k==
@{y=3+2k@{ _ @{ 4<=> 1@ 2

O ponto de coordenadas (0,4) pertence a reta AB.

e Sex = 1temos que:

(1,9) = (-2,3) + k(4,2) & (1,y) = (-2 + 4k, 3 + 2k) &

3
1=—-2+4k 4k =1+2 4k =3 4
y=3+2k € s ) - ° ,

O ponto de coordenadas (1,3) pertence a reta AB.

69.3. Sendo a abcissa igual a —1, temos que:

(Ly) =(=23)+k(42) & (-Ly) = (-2 + 4k, 3+ 2k) &

1 1

k== - k==

—1=-2+4k 4k = -1+ 2 4 1 4
<) y=3+2 _ < 19)y=3+5° 7

Assim, a ordenado do ponto da reta AB com abcissa —1 é igual a %
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69.4. A equacio da reta AB sera:
(x,y) =(—=23)+k(4,2),d € IR
O ponto (=10, —1) pertence a reta se e somente se:
Ik € IRF: (—10,-1) = (=2,3) + k(4,2)

Assim, (=10,-1) = (—2,3) + k(4,2)

8
(—10,-1) = (—2 + 4k, 3 + 2k) _ k=—- _
—-1=3+2k k=—=
2
Comok=-2¢ IR(;', entdo, o ponto (10, —1) ndo pertence a semirreta AB.
69.5. O ponto pedido tera ordenada igual a zero.
Assim,
(x,0) =(-23)+k(42) © (x,0) = (-2 + 4k, 3 + 2k)
2+4x ( > 8
X = — _—— X = —
x=-2+4k - 2) x=—-2—-6 3
Clo=3+2k T)2%k=-3° (3 ‘:’{ . ‘:’{k=_5

O ponto (—8,0) é a porto de interse¢do da reta AB com 0 eixo Ox.

Tarefa 13 — Pagina 139
1. 4B € um vetor diretor da reta AB

AB=B—-A=(34)—-(02)=3B-04-2)=(32)
(3,2) é um vetor diretor da reta AB.

2. Seja P (x,y) um ponto qualquer da reta AB, temos que:

P = A+ kAB,k € IR, ou seja, (x,y) = (0,2) + k(3,2),k € IR

3.
(x,y) =(0,2) +k(3,2) & (x,y) = (0,2) + (3k, 2k) &
3k k=2 & =§
x = P
o (x,y)=@Bk,z+2k) o _ o 3 = _
y=2+2k U=y—2 k:y22
Assim,

’3—C=y7_2(:>2x=3(y—2)(:)Zx:3y—6<:>3y=2x+6(:)y=2?x+§<:>y=§x+2

. 2
O declive da reta é T
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4. Como ¥(v4,v,) é colinear com ﬁ(B,Z), entdo 3k € IR: ¥ = kAB, ou seja,

(171, 172) = k(3,2) g (171, 172) = (Bk, Zk)
Assi k0, 22 = 2K _ 2
ssim, como ' T3k 3
ou seja, Z—Z é igual ao declive daretar.
1

5. Como ¥(v,, v3) € colinear ao vetor de coordenadas (1, k), entdo:

Ja € IR: ¥ = a(1, k). Nota que a # 0, pois, como ¥ é um vetor diretor de uma reta, entdo, v # 0.

Assim,
— a=v
vy =a v
(v1,vp) = a(1, k) © (vy,v;) = (a,ak) & {Uz =ak < {k = ;2

~ V. . .
Entdo k = V—Z, ou seja k é igual ao declive dareta r.
1
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1. A direcdo da reta vai alterando.

2. Areta interseta o eixo Oy em diferentes pontos.
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70.
70.1.y = —6x+1

70.2. Comecemos por determinar um vetor diretor da reta:
AB =B —A=(3,-4) — (-2,5) = (5,—9)

. 9
Assim, m = -z

= 9+b
y_ Sx

Substituindo pelas coordenadas do ponto A:

5= 9><(2)+b<=>5—18+b<=>b—5 18<=>b—7
5 5 B 5 5

Logo, a equagdo reduzidadaretaéy = —%x + %

~ . ~ L, 2
70.3. Como (7,2) s3o as coordenadas de um vetor diretor da reta, ent3o, o seu declive é igualam = >

Assim,y = %x +b
Substituindo pelas coordenadas (—1,2) de um ponto da reta:

2=2(-D+bo2=-2+bob=2+>cb="

Logo, a equacgdo reduzidadaretaéy = gx + 1—76.
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71. Os pontos de coordenadas (2,0) e (0,4) pertencem a reta. Podemos entdo determinar as coordenadas de
um vetor diretor daretar:

7=(2,0)-(0,4) =(2,—4)

Assim, o declive daretaém = _74 =-2

Como 4 é a ordenada na origem, temos que b =4, logo, a equacdo reduzida da reta é:
y =—2x+4.
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72.

721. m=2=2 722.m=—L=-2 723.m=>=0
3 \/_ -2 2 -1
-10 105

24m="rp=-—"=-2V5 725m=£50= /?=\/Z=2

73.

73.1. Os pontos A(2,3) e B(1,2) pertencem a reta. Podemos entdo determinar as coordenadas de um vetor
diretor da reta AB:

AB = (1,2) — (2,3) = (-1,-1)

Assim, o declive daretaém = :—i = 1.

Logo,y=x+b

O ponto A(2,3) pertence areta,logo3 =24+b = b=1

Aequacdoreduzidadaretaé y=x+1

73.2. Os pontos A(0,3) e B(5,0) pertencem a reta. Podemos entdo determinar as coordenadas de um vetor
diretor da reta AB:
4B = (5,0) — (0,3) = (5,-3)

. . , 3
Assim, o declive daretaé m = — -

A equacdoreduzidadaretaé y = —%x +3

73.3. Os pontos A(—1,—1) e B(2, —2) pertencem a reta. Podemos entdo determinar as coordenadas de um
vetor diretor da reta AB:
AB=(2,-2) - (-1,-1) = (3,-1)

1

. . , -1
Assim, o declive daretaém = 3 =7

Logo, y = —gx +b
O ponto A(—1, —1) pertence a reta, logo

120 .
Matemética A — Ensino Secunddrio - RESOLUGOES m gmBeOL



MATILDE ALMEIDA | DIANA BARROCA | FILIPE GALEGO | JOAO MARQUES | JOAO TERROSO | SANDRA TEIXEIRA

74.1. Por exemplo: ¥(3,7) ou ¥(—3,—7).

7142.x+y=0oy=—x

Por exemplo: 7(1,—1) ouv(2,—2).
743.2x-3y=1e-3y=-2x+le-3y="+—oy=—-x—:

Por exemplo:v(3,2) ou v(—3,—-2)

744.y = gé a equagdo de uma reta paralela ao eixo Ox, logo, por exemplo, 7(1,0) ou ©¥(—1,0) sdo vetores
diretores da reta dada.

75.
1.A 2.D 3.B 4.C

Tarefa 15 — Pagina 143

1. O programa permite determinar o declive e a ordenada na origem da reta que contém os pontos de
coordenadas (3,-1) e (—4,-2).

2. Declive da reta: 0,14285714285714285

Ordenada na origem: — 1,4285714285714286
3. Declive da reta: 1,5 ; Ordenada na origem: 3,0
4,

XA=-2
yA=0
xB=-4
yB=-3
if xA==xB:
print(‘'A reta que une os dois pontos € vertical: x=",xA)
else:
m=(yB-yA)/(xB-xA)
b= yA-m*xA
print('Declive da reta: ',m)
print('Ordenada na origem: ',b)
print('y=",m,'x+",b)
print('Uma equacdo vetorial da reta é: (x,y)=('xA,",',xB,")+k(' xB-xA,'," yB-yA,),kER.")
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76.

Como o declive da reta é 3, entdo qualquer vetor diretor da reta é colinear com o vetor (1,3), ou seja, é do
tipo 7 = k(1,3) = (k,3k), k € IR.

Como a sua norma é 2, entdo:

4 2
IFl=2=Jk?+@Bk)?2=2=k’+9%?’ =410k’ =4kl=—k=1 |-

10 5
V10

=4+
S k=4 z
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sek = ~Lentso 7 = (-1, 3 x (- 1)) = (122, - 22),

se k=D entdo 7 = (V22,3 x Y1%) = (Y10, 2410)
Assim, os vetores sdo: 7 = (—@, -3 @) our= (@, 3@)_

77.
77.1. AB é um vetor diretor da reta.

AB=B-A= aA3)—(k,-1DH)=0A-k3-(-1)=010-k,4)
Como a reta tem declive 2, ent3o:
4
E—Z@‘L—Z(l—k)@

o4=2-2ke2k=2-4<2k=-2
sk

=—0ok=-1

77.2. Como ¥(—2, k — 2) é vetor diretor da reta de declive 3, entdo:

k-2
_—2=3<:>k—2=3x(—2)(:>k—2=—6(:>k=—6+2(:>k=—4

77.3. Comecemos por determinar a equagdo reduzida da reta.

—2x+1 1
2x—2y=14:)—2y=—2x+1<:>y=_—2=>y=x—§
Assim, o declive da reta é igual a 1, logo, como ¥(4, k + 1) é vetor diretor da reta,
k+1
T=1<:>k+1=4<:>k=3
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1. Ao variar o valor de m, o declive das retas r e s varia, mas estas sdao sempre paralelas.
2. Ao variar o valor de ¢, a ordenada da origem das retas s e p varia, mas as retas intersetam o eixo Oy sempre
ao mesmo ponto.
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78.

78.1.

* Paralela a s: por exemplo, a reta definida por y = 3x + 1.
e Paralela a r: por exemplo, a reta definida por y = —2x.

—4x+6
4-3
¢ Paralela a t: por exemplo a reta definida por y = —3X = 1.

sRetat:4x+3y=63y=—4x+6 0y = @y=—§x+2
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€2 GeoGebra Cliszico - o x
i 1 o e 5 - —_
AP O|004 X= @ D Q=
t:y=—5x+2 = fINE : @
@ 3 i
= y=-133%+42
4
® p:y=-2x-1
3
& 4
4
PR R BT 5. o
”
Q
Q
= (3]

79.
79.1. Como retas paralelas tém o mesmo declive, entdo,
ssy=3x+b,b€IR
Como P(1,2) € s,
2=3xXx1+be2=34+beb=2-3b=-1
Assim,s:y =3x —1

79.2.2y+x=4<:>2y=—x+4<:>y=%+4<:>y=—’2—C+2
Como retas paralelas tém o mesmo declive, entao:
x
sty = _E+b'b € IR
Como P(1,2) € s, entdo,

2= 1+b<=>b—2+1<:>b—5
) B 2 T2

i —_X45
Assim, s:y = > + >
80.
80.1. Como retas paralelas tém o mesmo declive, a equag¢do da reta pedida serd do tipo y = —3x + b, com
b € IR.

Como P(0,2) pertence a reta,
2=-3%x0+beb=2

Assim, a equacdo dareta éy = —3x + 2.
80.2. Como retas paralelas tém o mesmo declive, a equagdo da reta pedida serd do tipo y = —3x + b, com
b € IR.

Como o ponto P(2,—2) pertence a reta
—2=-3X2+b ©b=—-6+2b=—4

Assim, a equagdodaretaéy = —3x — 4.
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81. Seja ¥(v4, v,) um vetor diretor da reta dada, ento,

1% 1
—=—=-03v, = -1, v =31,
12 3

Assim, [ D lI=5 e Jvi4+vi=5&.(-3v,)2+vi=50w+vi=25&

25 /25 5 5v10 V10
@10v22=25<=v22=1—0<:v2=i E@vzzijﬁvzzi—lo @v2=i—2
Logo, se v, = —?, entdo, v; = —3 (—?) = @

10 . 10
Sev, = g , entdo, vy = —3 (g) =

3v10
2

Assim, ¥ (@, —?) ou v (—BT\/E,@).
82.
82.1.

a) Por exemplo v7(1,2) e U,(—1,—2).

b) (2,—3) é um ponto da reta.
Se, por exemplo, k = 1, obtemos
xxy)y=02,-3)+1(1,2)
©xy)=02+1,-3+2)

e @xy)=G-1

Assim, (2,—3) e (3, —1) sdo dois pontos da retar.

¢) x4, = —1. Substituindo na equagdo obtemos

(—1,9) = (2-3) + k(12) & (=1,y) = 2 + k,—3 + 2k) & {

k=-1-2 k=-3 k=-3
={"7 ‘:’{y=—3+2(—3)‘:’{y=—6

-1=2+k
y=-3+2k

Assim, A(—1,—6).

82.2. Como as retas s e r sdo paralelas entdo um vetor diretor de r, de coordenadas (1,2), também é vetor
diretor de s.
s:(x,y) =(4,0)+k(1,2),k € IR

Aplicar — Pagina 146

83.

83.1. Como o declive da reta de equacgdo definida por y = 3x + 1 é igual a 3, entdo, por exemplo, (1,3) sdo as
coordenadas de um vetor diretor da mesma.

Determinemos um ponto. Por exemplo,se x = 1, entdo,y =3 X 14+ 1 = 4. Logo (1,4) é um ponto da reta.
Assim, (x,y) = (1,4) + k(1,3),k € IR.
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83.2. Como o declive da reta de equagdo y = ?x —5¢é ?, ent3o, por exemplo (2,v/3) é um vetor diretor da

mesma.

. - 3 3
Determinemos um ponto da reta. Por exemplo, se x = v/3, entdo,y = g x3—-5= >~ 5= —%.
Logo (\/§, — g) € um ponto da reta.

Assim, (x,y) = (\/§ —%) +k(2,v3),k € IR.

83.3.2y=3<:>y=%

Como o declive da reta é zero, entdo, por exemplo, (1,0) é vetor diretor da mesma (vetor paralelo ao eixo Ox).
Qualquer ponto de ordenada % é um ponto da reta, logo, por exemplo, o ponto de coordenadas (1,%) é um
ponto da reta.

assim, (x,y) = (1.2) + k(1,0),k € IR.

834.x+7=0x=-7

Areta dada é paralela no eixo Oy, logo, por exemplo, o vetor de coordenadas (0,1) é um vetor diretor da mesma.
Qualquer ponto de abcissa —7 é um ponto da reta, logo, por exemplo, o ponto de coordenadas (—7,0) é um
ponto da reta.

Assim (x,y) = (—=7,0) + k(0,1),k € IR.

84.

84.1. Para provar que as retas sdo paralelas, basta provar que tém o mesmo declive.
Assim, o declive daretarém, = —1.

Ja o declive da reta s é dado por mg = _7 = -1

Assim, mp = mg, ou seja, r e s sdo retas paralelas.

84.2.
¢ O ponto de intersec¢do da reta r com o eixo Ox tem ordenada igual a zero.
0=—x+3x=3
Assim, (3,0) é o ponto de intersecdo da reta r com o eixo Ox.
¢ O ponto de intersecdo da reta s com o eixo Ox tem ordenada igual a zero.

(x,0)=(2,-1)+k(2,-2) © (x,0) = (2+ 2k, -1 - 2k)

1
x=2+2\—-3 x=1
x=2+2k _ (- (-3) _p=2-1 .
®{0=_1_2k@{2k=—1@ oL :»{ — Pk =-=
2

Assim, (1,0) é o ponto de intersecdo da reta s com o eixo Ox.
* O ponto de intersecdo da reta r com o eixo Oy tem abcissa igual a zero.
y=—0+3y=3
Assim, (0,3) é o ponto de intersecdo da reta r com o eixo Oy.
¢ O ponto de intersegao da reta r com o eixo Oy tem abcissa igual a zero.

©0,y)=2,-1D)+k(2,-2) & 0,y)=2+2k,-1-2k)

0=2+2k 2dk=-2 (=22  (k=-1 =-1
‘:’{y=—1—2k‘:’{ ‘:’{ 2‘:’{y=—1—2x(—1)‘:’{y=1

Assim, (0,1) é o ponto de intersecdo da reta r com o eixo Oy.
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84.3.

*Retar

3=—(-2)+3e3=2+3 % 3=>5Proposigdo falsa.
Assim, (=2,3) € r.

*Retas

O ponto de coordenadas (—2,3) pertence a reta s se

3k € IR: (—2,3) = (2,—-1) + k(2,-2)
(-23)=2,-1)+k(2,-2)=(-23)=2+2k-1-2k) e

—4
k=—
—2=2+2k _ (2k=—2-2 2 (k=2
ad PR EA Ly k_—_4=’{k=—2
S22

Assim, (—=2,3) = (2,—1) — 2(2,—2), ou seja, (—2,3) € s.

84.4. Como o declive da reta r é- 1, entdo, por exemplo (1, —1) é um dos seus vetores diretores.
O ponto (3,0) pertence aretar.
Assim, (x,y) = (3,0) + k(1,—-1),k € R.

84.5.
x =2+ 2k 2k =x—2

(x,y)—(2,—1)+k(2,—2)<:>(x,y)—(2+2k,—1—2k)@{yz_l_Zk@{Zkz_y_l

k_x—2
PN 2

p=—r"1

2
Assim,
x—2 -y—1
= yz e2x-2)=2(-y-1eo2x—4=-2y-2

—2x+ 2

(:>2y=—2x+4—2(:>2y=—2x+2<:>y=T<:>y=—x+1
Temos, entdo, ques:y = —x + 1.
85.

S , . ~ L, 1
85.1. Como v(2,1) é vetor diretor da reta r, entdo, o seu declive é mp = >
5

Logo,k—2=l<:>k=l+2=>k=
2 2 2

85.2.y+4x =20 y=—4x+2
Como retas paralelas tém o mesmo declive, entdo, k —2 = -4 o k=—-4+2 < k=-2.

85.3. Como (1,0) pertence a reta r, entdo:
0=(tk-2)x1+3e0=k-2+30k=2-3ok=-1
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86.
86.1.
* O raio de C; é 3 (abcissa de A).

AB=(B3-(-1))2?+(2-52=V16+9=+25=5

Entdo,oraiode C,é5
*Retas:y =mx
0A=A4-0=(32)

m =§,entao,y =Zx
032<(x—3)2+(y—2)2<52A(y<§x Vy<—x)
Ouseja,9< (x—3)2+ (y—2)2<25A y<§x Vy<—x)
86.2.
* Reta t:
AB=B-A=(-7,0) - (-1,2) = (—6,-2)
mt=:—2=§,logo,y=§x+b

Como A(=1,2) €t entdo 2 =X (~1)+b e b=2+5e b=1
. 1 7

Assim, t:y = 3X +§

* Retar:

m, =—1 ,logo,y = —x + b.

Como D(—2,0) €Er,entdo,0 = —(=2)+b & b = —2.

Assim, iy = —x — 2.

*Retas:x =k

E € t e tem ordenadaigual a 3, logo, 3 =§x+§=>9 =x+7x=2

Assim, E(2,3).

Aequacdodaretaséx = 2.

® Ponto C

Cetnr,logo,

1 7 1 7
{y—§x+§=){_x_2=_x+_(={—3x—6—x+7=){—3x—x—7+6=)

3 3 — —_
y=—-x—2 -
13 13
_ X =—-— - xX=—-—
(:){—4-35—13(:) 4 PN _E__@ 4
- _ ( 13) 5 y= ) _5
y= 4 J’—4
(13 5)
4’ 4
Assim,
13\2 212 /5\2 7
(x+—) +(y —) <(—) ANY<—x—2ANy>=-x+= V(y>—x—2Ay<—x+—/\x<2)
4 4 4 3 3
Ou seja,
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Aplicar + — Paginas 153 a 156
Itens de selegao
1. (B)

e _—
e Fl e KC tém a mesma direcdo, logo, sdo colineares.
—_— —_—
® Os vetores AC e K] ndo tém o mesmo comprimento, logo, ndo sdo simétricos.
® Os vetores AB e AF ndao tém o mesmo comprimento, logo, tém normas diferentes.

2.
2.1.(C) 2.2. (D) 2.3.(D)
D FC—D+_C2—D+DG—AD+EG—BE+EG—BG AB+§AG+ZGF=
=AB+BE+EC=AC =EG
3.(Q)
i+ 3|l < llull + vl =2+5=7 i+l = |19l - lill =5-2=3
4. (A)
e Por exemplo, se os vetores U e ¥ tiverem sentidos contrarios, temos que
I+ 2|l = 17l - Il =3 -2 =1.

Assim, a opcdo (A) seria falsa.
o |I5Y|| =5x||¥|| =5%x3=15
e|2U|| =2l|ull =2x2=4

o I7]l = Il < IId + %I < ||l + |¥]l, quaisquer que sejam os vetores U e ¥.
5.(B)
6. (D)
u—-2v=02,-1)-21,-1)=2,-1)-2,-2)=2-2,-1+2)=(0,1)
7.(A)

AB=CDoB-A=D-Co (26)-(0,3)=(1,b-2)—(3,-2) &
©(2-a6-3)=01-3b-2+2)o2-a3)=(-2b)=2—-a=-2A3=boa=4Ab=3

8. (D)
B(4,y)
. y—2 3
AB=B—-A=(4y)—(12) = @3,y-2) o= e-yt2=9ey=2-90y=-7
9.
9.1.
a) (A) b) (B)
N ) B _6+0_ o AB=(-6-6-6)cB-A=(-6-6-6
M 2 M= 2 o (-4-20-6k—-3-1)=(-6-6—-6) &
a1 itkT3 o & (=6,—6,k —4) = (—=6,—6,—6) S k—4 = —6 &
2 ok=-2

ok-2=20k=4
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9.2. (D)
AM =M - A=(-131) — (2,6,1) = (-3,-3,0)

|[AM|| = V(=3)2 + (=3)2+ 02 =vV9 + 9 = V18 = 3V2

10.

10.1. (A)

B=A+AB=A+DE=A-ED = (4,—1,-2) — (3,-4,0) = (1,3,-2)
10.2. (D)

d(A,C)=3ed(B,C) =4
Logo,

108
Vorisma = 3 X 4 X altura & 108 = 12 X altura < altura = 17 © altura=9
Logo, (1,3,7)

11. (D)

lal =v12+12+12=+3
A1) O - o3 o
||C||—\/(\/—) +02+(-2)2=V5+4=
2
1= () + (36 - j4 bl f e
12.

12.1.(C)

Como o plano é paralelo ao plano y0z, logo, é definido por: x = 6
12.2. (B)
Um vetor da reta AF pode ser AF ou um vetor colinear a ele.
AF = F — A = (0,0,6) — (6,—6,0) = (—6,6,6)
Como (—6,6,6) = —1(1,—1,—1), entdo (1, —1, —1) também é um vetor diretor da reta AF.

(3,—3,3) sdo as coordenadas do ponto médio de [AF], logo, pertence a reta AF.

13. (A)

m =

N o

=3,logo,y =3x+b

Como o ponto de coordenadas (—2,1) pertence a reta r, ent3o,
1=3x(-2)+bob=1+6b=7

y=3x+7

14.
14.1. (C)
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14.2. (D)
¢e1=2%Xx1-1¢1=1Verdadeira e —3=2x%(-1)—-1¢% —3 = —3 Verdadeira
e—-1=2X0-1¢ —1= -1 Verdadeira e(0=2%X2-1 0=3Falso
14.3. (C)
Como as retas sdo paralelas entdo tém de ter o mesmo declive (2).
15.
15.1. (D)

Retar:y =ax —3
(Z,O)Er,logo,0=2a—3<:>a=%
3
Ty =ox-= 3
Circunferéncia:
Raio:r =y, —y,=1—-(-3) =4
x2+ (y—1)2=42%,0useja, x>+ (y—1)2 =16

(BB er,pois Z=3x2 368 -2_363=6-33=3Verdadeira
13713 13 27 13 13 13
2 2
. (E,E) € circunferéncia, pois, (ﬂ) + (ﬁ - 1) =4’ s 2304 =+ 20— 16 & z7ot _ 16 & 16 = 16
13’13 13 13 169 = 169 169
Verdadeira
15.2. (B)

3 3
x*+@—-1%<16 /\y20/\y2§x—3<=>x2+y2—2y+1 <16 /\yZO/\yzzx—3<=>

3
Sx2+y?—2y—15<0Ay=>0A yZEx—3

Aplicar + — Paginas 157 a 165
Itens de construgao

16.
16.1. 16.2. 16.3. 16.4.
v iRV NI v ¥y
N £
v ..---'""} TJ :__:’5' v
=T | T U H+vi=0
- U Uhvi=
!
17.
17.1. A+ AB =B 17.2.B+EI=B+BF =F
173.N+EG =P 17.4.P — 0 = OP pee.
17.5.H — C = AF p.e. 176.D - NO=D+ON=D+DC=C
177Z.N+LG=N+NI =1 17.8.EF + Fj = EJ
17.9. DK + KC = DC p.e. 17.10. NE + CK = NE + EM = NM
17.11.CD + EN = AB + BK = 4K p.e. 17.12.AH — AH = 0 pee.
17.13.FE + (—CK) = FE+ KC=LK + KC = 17.14.AF + NP+ GN = AF + FH + HO = AH + HO =
=LCp.e. =A0p.e.
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elldll=4u.c

bIP=32+32 | bl?=9+9elbl2=18 | b ll=+VI8 &l b II= +3V2
Como Il b I> 0, entdo, Il b lI= 3V2.

slclP=62+32lcI?=36+9 ol clI?=45 ol ¢l £V45 ol ¢ = £3V5
Como || & II> 0, entdo, |l ¢ ll= 3/5.

19.
19.1.d, el (oub,éef) 19.2.deg(oudel) 19.3.beh

20.
20.1.

a)[A,B]e[E,F]p.e. b) [A,B]e[C,B]p.e. <c)[AB]e[E, H]p.e. d)[A,G]e[E K] p.e

20.2.

a) Il EF |l= 2 b) 1 OC I=3x2=2
o) Il MG II?= (2 x 2)* + (2 X %)2 Sl MG I12= 42 + 32 ©|| MG 1= 16 + 9 &I MG 1?= 25
&l MG |I= +V25 & |MG|| = 5

Como || MG lI> 0 entdo || MG lI= 5

d) Il AL 7= (3 x 2) + (2><§)2<:>||A_L’||2 6°+32 s | ALI?=36+9 o | AL I’= 45 &
ol AL 1= +V45 & ||AL|| = +3V5

Como ||AL|| > 0 entdo ||AL|| =35

_ 13

zo.3.||ﬁ+5?||=2+§=§+

N | ©

21.
21.1.2(3U+ V) —2Uu=6U+ 2V —2U = 6U — 2U + 20 = 4u + 2V

t9= (54 Due(-2-Do-

m

— 2 - - 1 _ _ 127 E—)_E
21.2.—3u+§(u—v)+3><(—gv)— 3u+5u -

5 - 13—) -
=——u+(——)v=——u—v
5 5

2.2+ +@W+20)=3WU+x) - 24v) e 2X+2u+u+20=3Uu+3x-8v &

S2X—3%=-2U-Uu—-20+3u—-8 o —x=—-100 © ¥ = 10U

23.

23.1.

a)F+Fi=1 b)A+HG=A+AB =B
c)ﬁ+ﬁ=ﬁ+ﬁ=ﬁp.e. d)ﬁ+C_B)=D_C)+C_B)=ﬁp.e.
e)BA—TE =BA + A0 = BO f)DC+FE=DC+CD=0

g) AF + GF = DG + GF = DF h)A+20G=A+AC=C
i)D+(-FG)=D+GF=D+DA=A4 )D+Hi=D+D0=0
kk(B—A)—(G-E)=AB-EG=AB+GE=HG+GE= N)F+(D—-A) =F+AD=F+FG=G
= HE p.e.
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23.2. Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo [EOF], temos:

— 2 — 2 — 2
IEF[|” = [|E0]l” + [loF|

Como:

[EO]| = ||oF|
Temos:

42 =2|[F0|" & 16 = 2|[0|* = ||E0] = 8 = |[E0 = +v8 & |[E0] = +2v2
Como:
|EO|| =0,

entao,

0]l = 2z

Por outro lado, aplicando o Teorema de Pitagoras ao tridngulo [EO/] temos:

IET|" = |E0|" + 01| = |EI|" = (2v2) + 4% & |[E|| = 8 + 16 & ||El|| = +v24 < |[El| = +2V6

Como ||E7|| > 0, entdo, |ﬁ|| = 2+/6.

24,

24.1.

a) [A,B] e [G,H] p.e. b) [G,B],[],E1e[l,D]. <¢)BHeCLp.e. d) AC p.e.
24.2.

a)B+G/=B+BE=E

b) AG + KN = AG + GJ = 4]

¢)AD — AE = AD + EA = EA + AD = ED

d-NM=I+MN=I1+1I =]

e)TH —CL = TH - BH = TH + HE = B

) D—(E-G)=D—-GE=D+EG==D+DH=H

24.3. Comecemos por determinar o comprimento das referidas diagonais: Ale BM.
Pelo teorema de Pitagoras,

e AI> = AB? + BE? + EI*> & AI? = 3AB?

Como 4l > 0, ent 30, Al = vV 3AB% =3 4B

eBM? = BC? + CD? + DM? & BM? = BC? + BC? + (2B(C)? © BM? = 6BC?
Como BM > 0, entio, BM = V6BC2 =6 BC

25.Como C € [AD] e CD = %E, entdo, AC = 2CD.
Por outro lado, como C € [BE] e CE = gﬁ, entdo, CB = 2EC.

Assim,

AB = AC + CB = 2CD + 2EC = 2(CD 4+ EC) = 2(EC + CD) = 2ED c.q.m.
Como AB = ZE, entdo, AB e ED sdo colineares, ou seja, AB//ED c.q.m.
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26. Comecemos por tragar a diagonal [DB] do trapézio.

D
M, N
A B

Assim,

AB = AD + DB
e

DC =DE + BC
Logo,

AB +DC = AD + DB + DB + BC = AD + 2DB + BC
Se M é o ponto médio de [AD] entdio AD = 2MD.
Se N é o ponto médio de [BC] entdo BC = 2BN.

Logo,
AB +DC = 2MD + 2DB + 2BN = 2(MD + DB + BN) = 2(MB + BN) = 2MN
Se
AB + DC = 2MN
Entdo
MN =§(ﬁ+m) c.q.d.

27.

27.1.d(2,5) 27.2. E(_l’ -2) 27.3.¢(3,0)

27.4.d(0,-5) 27.5.8 G —ﬁ) 276.f G - g)
28.

2815+ = (1,-2) + (0,—3) = (1+0,-2 — 3) = (1,-5)
282,71 — % = (1,-2) — (0,—3) = (1 — 0,—2 — (=3)) = (1,1)
28.3.2% — 3% = 2(1,—2) — 3(0,—3) = (2,—4) — (0,—9) = (2= 0,—4 — (=9)) = (2,5)

(0 3) ( )=(0'_7)_(§,1)=(0—§,—7—1)=

28.4. %ﬁ—W+2ﬁ=§ﬁ+2ﬁ—v‘v’=§ —w=<

(-9

w3

%1’3 2[(d — 3w) + 2w] = %+2 B
_— 3)+2[(1 2)—(% )]=(0,—%)+2(1—%,—2—1)=(o,—;)+z(§,—3)=

e
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29.1. 1 e ¥ ndo sdo colineares, porque a primeira coordenada de 1 é zero e a primeira coordenada de ¥ é
diferente de zero.
29.2.Como i e ¥ tém as segundas coordenadas iguais a zero, entdo, U e ¥ s3o colineares.

v —2 2 v % ~ ~ .
293. L =—=—-"S=—2 — = —2 Como =+ = %, entdo, U e ¥ sdo colineares.
Uq \/E -1 Uuq Uy
Vi 1V, -9 v, v N . .
294.1t=-;2=—=3 Como = # %, entdo, U e ¥ ndo s3o colineares.
Uq 3 u, -3 Uu4q Uy

29.5.u, = 0 Av, # 0, logo, U e ¥ n3o sdo colineares.
v _ V2 _V2xV3 _ V6 v, 4 424 _4x2v6 _ V6 vz 6

29.6.u—1=\/—§= 3 3°u, Y2z 24 24 3 w3
Como 2 =22 =2 entio, 1 e ¥ s3o colineares.
Uq Uz us
30.
30.1. 1 e ¥ s30 colineares se 31 € IR: ¥ = Au.
Assim,
5
. 5=31 =3
7= o (5k =A(32) & (5,k)=(3/1,2/1)<:>{k=21<:> 3
k=3

, 10
Concluimos que k = 5

302.5-7= (5K -3 =(6-3k-2=@2k-2)
VeV — U sdo colinearesse A1 € IR: ¥ — U = Av.
Assim,
v—Uu=Me 2,k-2)=A5k) © 2,k-2)=(GBLkl)
2 2
2 =52 § 2 3 - A=z
Y2211 " { —k= {—k=2‘:’{3k=10‘:’ 10
k— 5 5 k:?

. 10
Concluimos que k = 5

31.
31.1. d(—4,6); b(—5,—2); (3, —3); d(—2,2); 8(0,4) e £(8,3).

d -2 2 dy 2 2 .4 _d
312. *=—=-Je*=—"=—7 ento, ="
Cq 3 Cy -3 3 C1 C2

Assim, concluo que ¢ e d s3o colineares.
31.3.d(—4,6) eu(2k,2)
Para que d e U sejam colineares temos que:

2k 2(:)12k 8ok 2 k
_— = —0 &S = - = ——
-4 6 12 3
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o
31.4. Para que b e ¥ fossem colineares teriamos de ter

3k -k
_—5=_—2(:)—6k=5k(=>—6k—5k=0=>—11k=0=)k=0

Neste caso teriamos 7(3 X 0, —0), ou seja, ¥(0,0) o que ndo é possivel pois o vetor é ndo nulo.

32.
32.1. Para que U e ¥ sejam colineares temos que:

10 -6 4 . 6 . —_65 = _
S = —pouseja— =20 6=2kek=--ok=-3

32.2. Para que U e ¥ sejam colineares temos que:

-1 k-2 8
— = —4(:)2(k—2)—4<=>2k t=te2k=4+4o2k=8ck=sok=14

32.3. Para que U e ¥ sejam colineares temos que:

2k2—1 5 16
—=—(:>2k2—1=15<:>2k2=16<:>k2=7<:>k2=84:>k=i\/§@k=i2\/7

3 1
k=—-2vV2ou k = 2/2.
33. Temos duas hipdteses:

*Se k = 2 entd01(0,0,2) e ¥(5,0,1), logo, U e ¥ ndo sdo colineares, pois a primeira coordenada de U é nula e
a de ¥ ndo.

* Se k # 2 e supondo que U e ¥ s3o colineares, ent3o:
5 k—1
e e -kk-1)=1002k—2-k*+k=10 -k +3k—-12=0c

2—k 2
3432 -4 x (-1 x (-12) —3++/9—48 —3+739
ok=—=—"" " ok=—="""
2% (1) =2 =
Obtivemos uma equacdo impossivel, logo, U e ¥ ndo s3o colineares.

s k=

34. Determinemos as coordenadas do ponto médio M de [AB].

M(2+3 2+(—1)'—1+(—5)> M(S 3)
T > ou seja 5

1
EJ
assim AM =M -A=(31,-3)- 22, -D=(3-21-2-3-(-1)=(3,-3;-2)

Para que AM e i sejam colineares, temos que:

4 _-a_b2_ 4
a2
2 2
ou seja,
—-a 4
- =5 4 1 4
IR I C R COE P
117—2_ 47, 4><( 3)@ , 2_12@{b—3+2@{b 5
\—3_ 2 2 2 B
2
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35.1. [ 4 I=/(—2)2 + 42 = V4 + 16 = V20 = 2V/5
I % II=/(—6)2 + 122 = /36 + 144 = V180 = 6V5

35.2. Para provar que iU e ¥ s3o colineares temos de provar que 31 € R: U = Av.
Assim

2
G=25 o (~24) = A(=612) & (=2,4) = (—64,120) & { 04~ 2 4 -6
) ) ) ) 121 — 4 i

12

, — 15 PO R P :
Concluimos queu = EU, ouseja, u e vsao colineares.

35.3. Como W é colinear com i, entdo, 31 € IR: W = 1u.
Assim W = AT = A(=2,4) = (=24, 40).
Como || W ||= 4, entido,
16 4
JE2DZP+ (402 =4 o Jar2 + 1612 =4 © /2012 =4 © 202 = 16 © 12 = TR P=-o

5
’4 2 2V5
SAl=+ 5(:)1 _\/E@A +—

Assim,

rser = 2w = (<2 (20). 45 (-5) = (7.49)

°sel=£:v_v’=(—2 ﬁ,z}x&):(_ﬂ’g_ﬁ)_
C .5 (45 833 j 4\/58\/%5
onclui-se que: w (T _T) ou w (_TT)

36.

36.1.AB=B—-A4=(5-23)-(3,-1,00=(5-3,-2—-(-1),3-0) = (2,-1,3) c.qm.
36.2. Como % e AB sdo vetores colineares, entdo, 31 € IR: U = AAB

Assim

i+ 148 © (—4,2,—k +3) = A(2,-1,3)
& (4,2, —k + 3) = (24, —d, 31)

{—4:2/1 {/1=—2 { —~ { - { = -2

o{2=2) e{l=-2 =Y =3 et
—k+3=-61-k=-9

~k+3=312 (-k+3=3(-2) k

Entdo u(—4,2,—9 + 3), ou seja, uU(—4,2, —6).

Anorma de i é dada por: || % II= \/(—4)2 + 22 + (—6)2 = V16 + 4 + 36 = V/56 = 2V/14

36.3. Seja v(vy, V5, v3) um vetor colinear com AB, entdo, 31 € IR: ¥ = AAB
Assim

¥ =14B & (v1,v2,v3) = A(2,—1,3) © (v, v5,v3) = (21,—4,32)
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Logo,
112
17 11=4V7 © JRAZ+ ()2 + BA2 =47 042+ 2 +92 =16 X7 o 1412 =112 © 1% = Vi

od’=8od=+/8ed=142V2
Temos que

e Sel=—2v2,entdo, B(2 x (—2v2), —(—2V2),3 X (=2V2)), ou seja, 5(—4V/2, 22, —6v2)
o Seld=2v/2,entdo, (2 X 22, —2v2,3 x 2v/2), ou seja, B(4V2, —2V2, 6v/2)
Concluo que B(—4v2, 2v2, —6v/2) ou B(4V2, —2V2, 6v/2).

37.AB=B—A=(0,—1)— (=2,3) = (0 — (=2),—1 —3) = (2, —4)
DC=C—-D=(41)—(25) =(“4—-21-5)=(2,—4)

Concluimos que AB = DC.

Como AB = DC e 4, B, C e D sdo pontos distintos, entio AC = BD.

Assim, [ABCD] é um paralelogramo.

O perimetro é dado por P = 2 || 4B || +2 Il AC .

| AB = /22 + (—4)2 = V4 + 16 = V20 = 2V5
AC=C—-A=(41)—-(-23)=4-(-2)1-3) =(6-2)
| AC II= /6% + (—=2)2 = V36 + 4 = V40 = 210

Entdo, o perimetro é

P =2x2V5+2x2V10 = 45 + 4V10

38.
38.1.

a)AB=B—-A4=(031)—(230)=(0-23-31-0) =(-20,1)
b)CB=B—-C=(031)-(1,1,2)=(0-13-11-2)=(-12,-1)
) A+ BC = (2,3,0) + (1,-2,1) = (3,1,1)

d) B—BA =B + 4B = (0,3,1) + (=2,0,1) = (-2,3,2)

38.2.BA=A-B = (2,3,0)-(03,1)=(2-03-3,0—-1)=(2,0,—-1)
AC=C-A= 1,1,2)-(230=(1-21-32-0)=(-1,-22)
Entao,
BA-9=ACe —3=AC-BAeb=-AC+BAo$=—(-1,-22)+(20,-1)
©v=012-2)+20,-Dev=(14+22+0,-2+(-1) e v=(32-3)
Equacdo vetorial da reta que passa em A e tem a dire¢do de ¥

(x,y) =(23,0)+k(3,2,-3),k €IR
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39.1.AD =D — A= (-32) — (=4,-1) = (-3 - (-4),2 - (-1) = (1,3)
Logo, (x,¥) = (—4,—1) + k(1,3), k € IR é uma equagdo vetorial da reta AD.

39.2.B=A+AB = (-4,-1)+(7,2) = (—4+7,-1+2) = (3,1)

|IAB|| = V72 + 22 = V53

Equacdo reduzida da circunferéncia de centro B(3,1) e raio v10.

(x =37+ (y - 1)? = (V53)’
Ouseja, (x —3)?+ (y —1)? =53

39.3. Como [ABCD] é um paralelogramo, entao,
C=D+AB =(-32)+(72) = (-3+72+2) = (44)

40.
40.1.

a) E(3,4,2), logo, OE (3,4,2).

b) A(3,0,0) logo 0A(3,0,0).

c) C(0,4,0) logo 0C(0,4,0).

d) 4B = B — A = (3,4,0) — (3,0,0) = (3 — 3,4 — 0,0 — 0) = (0,4,0)
e)BF =F —B = (0,4,2) — (3,40) = (0 — 3,4 — 4,2 — 0) = (=3,0,2)
f)BG =G — B = (0,0,2) — (3,4,0) = (0 —3,0 — 4,2 — 0) = (—3,—4,2)

40.2.
a) GC b) AG c) AF

403.z=2

40.4. Se a reta é paralela a BG, BG é um vetor diretor da reta.
BG(-3,—4,2) e F(0,4,2)

(x,y,z) = (0,4,2) + k(—3,—4,2), k € IR é uma equacdo vetorial da reta.

41.
41.1.

a)AB = B — A = (0,0,—4) — (2,0,—1) = (0 — 2,0 — 0,4 — (=1)) = (=2,0, —3)

b)CA=A—C=(20-1)—(3,-12)=(2-30—-(-1),-1-2) = (-1,1,-3)

41.2. 1 AB 1= /(=2)2 + 02 + (-3)2=V4+ 0+ 9 = V13

ICA = /(=12 + 12+ (=3)2=vVI+1+9 =11
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41.3.1 d ll=|l BA II=Il 4B = V13
Il b=l 2CA II= 2 || CA l|= 211

414.CE=-3BASE—-C=-3BA< E=C-3BA
BA=A-B=(20,-1)—(0,0,—4)=(2—-0,0—0,—1— (—4)) = (2,0,3)
Entdo
E=(3,-12)-3(203)e E=(3,-12)—(609) & E=(3—-6,-1-02—-9) & E = (=3,-1,-7)

41.5.

a) Se a circunferéncia tem centro em D e a sua equagdo reduzida é
(x+4)?+(@y—-6)+(z—-5)>=109

entdo, D(—4,6,5)

b)DC =C—D =(3,-12) - (-465) = 3~ (-4),~1-62-5) = (7,-7,-3)
|DC|| = V72 + (=7)%2 + (=3)2 = V49 + 49 + 9 = V107

Como a superficie esférica tem centro em D e o raio é igual a V109, entdo C ndo pertence a superficie esférica,
pois ||R')|| =+107.

42,
42.1.
A(3,-5,—4) B(3,5,—4) C(-3,5,—4) D(-3,-5,—-4)
E(3,-5,4) F(3,5,4) G(-3,5,4) H(-3,-5,4)
42.2.
Intersecdo do eixo Ox com: Interse¢do do eixo Oy com: Intersecdo do eixo Oz com:
e Face [ABFE]: (3,0,0) e Face [BCGF]: (0,5,0) e Face [ABCD]: (0,0,-4)
e Face [CGHD]: (-3,0,0) e Face [ADHE]: (0,-5,0) e Face [EFGH]: (0,0,4)

42.3. Sendo a reta paralela ao eixo Oy entdo um vetor diretor da reta podera ser o vetor de coordenadas
(0,1,0).

Assim, uma equacao vetorial da reta que contém o ponto E e é paralela ao eixo Oy é
(x,v,2z) = (3,-54) + k(0,1,0),k € IR

42.8.4G =G — A= (-3,54) — (3,-5,—4) = (-3 - 3,5 — (=5),4 — (-4)) = (-6,10,8)
Assim, uma equacao vetorial da reta AG é

(x,y,z) = (3,-5,—4) + k(—6,10,8),k € IR
42.5. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto médio M da aresta [AB].

Assim,

3+3 —5+5 —4+(-4)
M ( 2’ 2 7 2 )'
ou seja, M(3,0,—4)
Como o ponto N é o centro da face [ADHE], entdo, é o ponto médio de [AH], logo
3+(=3) —5+(=5) —4+4
N( 2’ 2 72 )'

ou seja, N(0,—5,0).
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Entdo, um vetor diretor da reta MN podera ser W, ou seja,
MN=N-M=(0,-50)—(30,—4) = (0-3,-5-0,0—(=4)) = (=3,-5,4)
Assim, uma equacao vetorial da reta MN sera
(x,v,2) =(3,0,—4) + A(—3,-5,4), AL €R.
42.6. C(—3,5,—4); E(3,-54)
O centro da superficie esférica é o ponto médio de [EC], ou seja, € o ponto O de coordenadas (0, 0, 0).

O raio da superficie esférica é igual a ||0—E)||

OE = (3,-5,4)

|OE|| = /32 + (—=5)2 + 42 =9 + 25 + 16 = V50 = 52
A equacdo reduzida da superficie esférica é
x2+y%+2z%2=50
42.7. A(3,-5,—4); E(3,-5,4);
O plano mediador de [AE] é o plano x0Oy cuja equagdo é z = 0.

42.8. Condigdo que define a face [BCGF]: —3 < x <3 A —4 <y <4

43,
43.1.

a) Por exemplo, (1, \/7) e (2,2\/5).

b) Qualquer vetor diretor ¥ da reta é colinear com o vetor (1, \/7), logo

JAeR: v = A(l,\/i), ouseja,IA € IR:vV = (/1, \/i}t)

Como

2 36
Izl =6 //12+(\/i,1) =6<:)/'12+2/12=36<:>3/12=36<:>12=?(:>/12=12(:>A=i\/ﬁ(:>
& 1=42V3

Assim, se A = —2+/3 tem-se ¥ (—2\/§, \/E(-Z\/g)), ou seja, 17(—2\/§, —2\/3).
Se A = 2\/3 tem-se ¥ (2\/5, \/5(2\/5)), ou seja, 17(2\/§, 2\/6)

c) Por exemplo, o ponto de coordenadas (2,-1) é um ponto da reta.
Se, por exemplo, k = 1 temos
(x,y) = (2,—-1) + 1(1,v2), ou seja, (x,¥) = (3, -1 + V2),

Assim, (3, -1+ \/i) é outro ponto da reta dada.
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d) Como a abcissa do ponto da reta é 4 entdo
4 =2-D+k(1,V2) e (4y) =2 -1+ (kV2k) © (4y) = (2+ k-1 +V2k) &

@{ 4=2+k @{k=4_2k{ A=2
y=—-1+V2k y=—1+2vV2

Assim, as coordenadas do ponto pedido sao (4, -1+ 2\/5)

e O ponto de interse¢do da reta com o eixo Ox tem ordenada igual a zero, logo,

(x,0=02-D+1(1,V2) e (x,00=2,-1D)+A1V2) © (x,00=(2+14-1+V21) &

o 2

{x=2+l ol oo la X=2+—
0=-1+vZ2 "~ W22=1TA=7% V2
T2

(2 + g, 0) é o ponto de intersec¢do da reta r com o eixo Ox.

e O ponto de interse¢do da reta com o eixo Oy tem abcissa igual a zero, logo,
0,y =2,-D+A(1L,V2) e (0, =02-D+ALV2) 0,y =(2+14-1+V21) &

@{ 0=2+41 @{ A==2
y=-1++21 y=-1-2V2

(O, -1- 2\/5) é o ponto de interse¢do da reta r com o eixo Oy.

43.2. Substituindo as coordenadas do ponto na equacao da reta temos:

2+v2,1) =@, -D+k(1,V2) & (2+V2,1) = (2+k -1 +V2k) &

k=2 —
{2+\/§=2+k@{k=2+\/§—2® zﬁ{l_zﬁﬁ{kmﬁ
1=-1++2k V2k =2 k=— =7 k=2
V2
Entdo

(2++v2,1) = (2,-1) +V2(1,V/2)

Ou seja, o ponto (2 ++/2, 1) pertence aretar.

43.3. Comecemos por determinar um vetor diretor da reta AB: AB
AB=B-A=(5-1+3V2)— (2-1) = (5-2,-1+3vZ - (-1)) = (3,3V2)
Assim, uma condi¢do que define o segmento de reta [AB] é

(,y) = (2,-1) + A(3,3v2),1 € [0,1]
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1
44.1. Vpirémide = gAbase X h
Logo,
1 1 _ — __ 10 __
Vpiramide =§XABXBC><0E<:> 10=§><6><4><0E<:)80E= 10<:>OE=?(:>0E= 1,25
A piramide tem 1,25 cm de altura.
44.2. C(—2;3;0); E(0;0;1,25)
443.AC=C—-A=(-23;0)—(2;-3;0)=(-2-2;3—(=3); 0—0) = (—4; 6; 0)

Assim, uma equacao vetorial da reta AC é

(x,y,z) =(2;-3;0) + k(—4; 6; 0),k € IR

444 . Aresta [DCl:x = =2 A—3<y<3Az=0

445.DB =B —D = (2;3;0) — (=2;,—3;0) = (2— (=2);3—(=3); 0—0) = (4; 6; 0)
B(a, b, c) e DB s3o colineares se 31 € IR: ¥ = ADB

Assim,

B =ADB & (a,b,c) = 1(4; 6; 0) & (a,b,c) = (41,62,0)

a
sllp=61< ph e 4_645;5) _6(:) _3
c=0 :g - o B

Entdo, (3", b, 0)

Como ||¥]| = V39, temos que

2b\? 4p?
|Iﬁ||=\/@<:>\/(?) +b2+02=@@T+b2=39=>4b2+9b2=351<:>13b2=351=>

351
(:b2=§<:>b2=27(:>b=-l_-\/ﬁ<:>b=i3\/§

Concluimos ent3o que #(2v/3,3v3,0) ou #(—2v/3, —3v/3, 0).
45,

a) Declive de r: —%
b)Sex=2ent50y=—%x2+3=—1+3=2

Sex=—2ent50y=—%x(—2)+3= 1+3=4
Assim, (2,2) e (—2,4) sdo dois pontos da reta dada.
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1, . o , .
c) Como — S€o declive da reta, entdo, por exemplo, (2,-1) é um vetor diretor da reta.

Seja 7 o vetor diretor da reta de norma 10, temos que ¥ = A(2,—1) = (24,—1),A € IR
Como

100
171l = 10 © J(2D)2 + ()2 =10 © 422 + 12 = 100 < 512 = 100 & 12 = —er=0e

e 1=+V20 © 1= +2V5
Entdo, se por exemplo, A = 2/5 entio F(Z x 24/5, —2\/3), ou seja, ?(4\/5, —2\/§)
Assim (2,—1) e (4\/5, —2\/§) sao dois vetores diretores da reta r.

d) Pela alinea anterior, qualquer vetor diretor da reta é do tipo (24, —1),1 € IR.

Como —4 = =5 entdo A = 5. Logo (2 X 5,—5), ou seja, (10,-5) é o vetor diretor da reta pedido.

e) Como a ordenada é igual a 6, entdo

6—1+3<:>1—36 1—3<:>—6
= 2x 2x— <:>2x— X =

Assim, (—6,6) é o ponto pedido da reta.

f)
e O ponto de intersecdo da reta r com o eixo Ox tem ordenada igual a zero, logo
1
0=—§x+3<:>5x=3(:>x=6

(6,0) é o ponto de interse¢do da reta r com o eixo Ox.

e O ponto de intersecao da reta r com o eixo Oy tem ordenada igual a zero, logo
1
y=—z><0+3(:>y=36

(0,3) é o ponto de intersegdo da reta r com o eixo Oy.

45.2. Por exemplo, (2,—1) é um vetor diretor da reta r e (0,3) é um ponto da mesma, logo, uma equagao
vetorial daretar é:

(x,y) =(0,3)+k(2,-1),k€R
45.3. Como r e s sdo retas paralelas entdo tém o mesmo declive, logo
sy =-— %x +b
Como P(—3,1) € s entdo

1—1><( 3)+b<:>1—3+b<:>b—1 3<:>b— !
2 2 B 2 )

Assim,
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46.1.
a) Como [B(] é paralelo ao eixo Oy, entdo BC = 0C = 4.
Assim, como o ponto C pertence ao eixo Ox, C(4,0) e é o centro da circunferéncia que tem raio igual a 4.
Logo, a equacdo da circunferéncia é

(x —4)? + (y — 0)? = 42, ouseja, (x — 4)? + y? = 16.
b) Temos que A(8,0) e B(4,4).
Assim, sendo a reta r a mediatriz de [AB] tem-se que:
(x—8)2+(-002=x-49’+0-4*e
©x?—16x+64+y2=x>-8x+16+y?—-8y+16 &
©8y=-8x+16x+16+16 — 64 &
©8y=8x-32¢&
Sy=x—4
Entdo,ry=x—4
<)

e Sendo D o ponto de interse¢do da reta r com a circunferéncia, tem-se que as suas coordenadas
correspondem a solugdo do sistema

y=x—4 —_— —
{(x_4)2+y2=16‘:’{(x—4)2+(x—4)2=16‘:’{2(x—4)2=16‘:’{(x—4)2=8‘:’

@{x_4—=+\/§®{y=4—2x/§—4v{y=4+2x/§—4®{y=—2x/§ V{ y =22
- x=4—-22 x=4+2V2 x=4-2v2 x=4+2V2

Como a ordenada do ponto D é positiva, entdo, D(4 + 24/2, 2\/5)
e Comecemos por determinar as coordenadas do ponto E.
Como x; = xp = 4 + 2v/2 e E pertence a circunferéncia, ento, substituindo na equacao da circunferéncia:
(4+2v2-4) +y? =16 (2V2) +y* =16 ® 4x2+y? = 16 &
©y2=16-8oy=+/8c y=+2V2
Como y; < 0 entdo E(4 + 2v2,-2v2).
d) Um vetor diretor da reta s é
OE = E — 0= (4+2v2,-2v2) — (0,0) = (4 + 2v2,—2V2)
Assim o declive de s é:

—2v2  —2v2(4-2v2) —-8V2+4x2

s = yovz 16—4x2 8 Va+
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Logos:y = (—\/7+ 1)x +b
Como 0(0,0) € sentdo b =0, logo, s: y = (—\/E + 1)x.

e) As coordenadas do ponto F de interse¢do das retas r e s constituem a solugdo do sistema:

{y=3’(i\7§—+41)x(:,{(—\/E+1)x=x—4®{—\/fx+x—x=—4@{_\/§x=_4@

=__4 _4\/§ x =2V2 — x =22
ﬁ{x _“/iﬁ{x__T@{am(—x/§+1)xzﬁ@{Y=—2X2+2\/7‘:’{y=_4+2\/§

Temos entao F(Z\/Z —4 4 2\/5)

46.2. (x —4)? +y2<16Ay=x—4Ay=(—V2+1)x

47.
47.1.
e Coordenadas do ponto F
AE =E A—(4 1 20) (5,2 4)—( L 8)
- - 31 ) 3 14 - 3 ) ] 3
F=B+AE =(23 1)+( L 8)—( 50 11)
- - » 3 ) ) 3 - 3’ ] 3

e Coordenadas do ponto D
D=B+BD=B+FH=(23-1)+(4—-4,-1) = (6,—1,-2)

47.2. O centro do prisma é o ponto médio M de [HB].
Comecemos por determinar as coordenadas do ponto H.
7 14)

S P

_ 5 11
H:F+FH:<—— 0,——)+(4,—4,—1):<§, 3

3’ 3
Assim, as coordenadas do ponto médio M de [HB] sdo dadas por

7 14
st2 —a43 —+(-1) . 13 1 17
M|(3—, ,— , Ou seja,M(—,——,——).
2 2 2 6 2 6

47.3. Qualquer vetor colinear com AB é um vetor diretor da reta AB.

Assim,
AB=B—-A=(23,-1)—(52,—4) = (-3,1,3)
Como
(6,—-2,—6) = —2 x (—3,1,3),
entdo,

(6,—2,—6) é vetor diretor da reta AB.
Temos ainda que (2,3, —1) sdo as coordenadas do ponto B, ou seja, de um ponto que pertence a reta AB, logo,
a equagao
(x,v,2) =(2,3,-1) + k(6,—2—6),k € IR
é uma equacao vetorial da reta AB.
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Avaliar — Paginas 166 e 167
1.
1.1. Opgdo (B)

1.2.
a)F +FP=P b)D+2HM =D +DN =N

c)ﬁ+w=ﬁ+ﬁ=ﬁ,porexemplo d)ﬁ—ﬁ=ﬁ+ﬁ=ﬁ+ﬁ=ﬁ,porexemplo

e)M+KF=M+MH=H f)0+ 0P =P
1.3. Opgao (C)

-

AK +LD = AC # 0.
1.4.Sendo U = Fj e Fj = AF, entdo, AF = 1.
Sendo ¥ = EA e LD = 2EA, entdo, LD = 2%.
Temos ainda NI = —Fj, ou seja, NI = —1i.

Assim,

2(E] +3EA) - 2 (5AF + LD) + NI = 2(7 + 309) — 2 (5t + 20) + (=) = 20 + 60 — 1l — 47 — 1 = 20 =
=2FEA =PH c.g.d.

2. Para provar que [GBHE] é um paralelogramo temos de mostrar que GBE=EH e que GE = BH
Ora GB = GA + AB = DH + ED = ED + DH = EH.

Logo, também temos que BH = GE.

De modo andlogo, mostramos que GE = BH

Assim, provamos que [GBHE] é um paralelogramo.

3. Opcédo (A)

AB=B-A=@35 —-(-12) =B -(-1),5-2) = (43)
CD=D—-C=k?®-k3)—(-2,-3)=(k?—k+2,3—(=3)) = (k¥ —k +2,6)

Assim, os vetores sdo colineares se

_ 2 _
4=k —k+2)

3 = =
— -2 1
3=641 A c 1==

2

1
- 4=207—k+2) (4==(k2—k+2)
HAEIR:AB=ACD<:>(4,3)=/1(k2—k+2,6)4:){ 2

A==

1
4==(k>-k+2) 8=k*—k+2 k? —
= 2 = 1 =
2

-6=0 —(— — — _
i :)(:»{k= (-1 +/( ;):14><1><(6>@
2 —
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4.1. Opcao (D)
v—u=(00.2-1)-211)=0-22-1,-1-1)=(-2,1,-2)
Z—v+iui=weZ=w+@B-1u)

=(3,-40)+(-21,-2) =(3+(-2),-4+ 1,0+ (-2)) = (1,-3,-2)

Ny

5.
5.1. Aequacdo daretar édotipoy = mx + b.
Como D(0,2) Erentdo b = 2.

Assimr:y = mx + 2.

O ponto H(—4,0), e pertence a reta, logo

2 1
0=mx(—4)+2®4m=2@m=1@m=5

E, portanto, r: y = %x + 2.

A abcissa do ponto J é 4 e este ponto pertence a reta r, logo

1
y=gx4+2=2+2=4

Assim, J(4,4).
520 <x<4AYy20AYy<sx+2

5.3.

e Area

[k + DO + 442
/ > Y+ Yp Xx4=3x4=12u.a.

e Perimetro

Comecemos por determinar DJ.

DJ=J(0-4)2+2-4)2=vV16+4=+20=2V5

Assim
P=0D+DJ+jk+k0=2+2V5+4+4=10+2V5u.c.

5.4 08 =2 ) K 2t e DOH =JRH =90
HO DO

N

Assim, como os triangulos [HDO] e [HKJ] tém, de um para o outro, dois lados diretamente proporcionais e o
angulo por eles formado é congruente, entdo sdo triangulos semelhantes. A razdo de semelhanca é 2.
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6.

6.1.

a) Como as retas r e s sdo paralelas, entdo, (10,6) também é vetor diretor da reta r.
. . 6 3

Assim, o seu declive é m,. = oo

Temos entdo y = %x + b.

Como C(0,-4)er entdo b=-4.

Aequagdodaretaréy = %x — 4,

b) Como D ErﬂOxentéoO=§x—4@%x=4=}3x=20<=x=23—0.

Assim D (23—0, 0).

6.2. Pela alinea 6.1. a) sabemos que o declive da reta r é igual a g Assim, (5,3) é um vetor diretor da reta r.
(10,2) é um ponto da reta r, pois, substituindo na equagdo y = %x — 4 temos

2= % X 10 — 4, que é uma proposi¢do verdadeira.

Assim, uma equacao vetorial da reta r é:

(x,y) = (10,2) + A(5,3), 1 € IR.

6.3. Comecemos por determinar as coordenadas do ponto B.

Como BE s N Oy, entdo, a sua abcissa é zero e

0=5+104 {1OA=—5®

0,) = (56 +1106) & (0,y) = 5+ 1026 +61) & {1 777 (e
_ — A=-—=
= l——ﬁc) 2 1 @{y=6—3®1 2

— y=6+6x(—§) y=3

Entdo B(0,3)

Ora, como [BF] é um didmetro da circunferéncia, entdo, E é o ponto médio de [BF], ou seja, sendo
F(x,y)temos

x 105 105 . _ los
105 29 0+x 3+y 2768 =30 29 =734
(e =7 7)= 3+y_297), 297 \=5737) _ 73
2 68 ! Y
. 105 73
Assim, F (?’ —5).
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7.1. A(4,-4,10); B(4,4,10); C(—4,4,10); D(—4,—4,10); 0(0,0,0)
7.2. Reta AD

Como a reta é paralela ao eixo Ox, o vetor (1,0,0), por exemplo, é vetor diretor da reta AD.
Como A(4,—4,10) pertence a reta AD, entdo, uma equacdo vetorial da reta é
(x,v,2) = (4,—4,10) + A(1,0,0),1 € IR

7.3.0B =B — 0 = (4,4,10)

|0B|| = V4% + 42 + 102 = V16 + 16 + 100 = V132 = 2v33
x2+y?+2%2 <132

Preparar o exame — Paginas 170 a 173

1. Opgéo (B)

A equacdo da mediatriz de [AB] é dada por

-2+ -02=@x-07+(y-(-2) &

x?—4x+4+y’=x*+y’+y+4 o
S4y=—4x+4-4

Sdy=—4x &
Sy=—x

2. Opgéo (C)

3.

3.1. A(—3,3) e C(1,0)
Seja P(x,y) um ponto da mediatriz de [AC].
dP,A)=dP,0)e (x+3)?+(y—-3)2=x-1)2+(@y-0?=x?2+6x+9+y2—6y+9
4 17

=x2—2x+1+y2(:)—6y=—8x—17<:>y=§x+?

32,042 =32+32 © 04’ =18 © 0A = +/18 © 04 = £3V2
Como 04 > 0, entdo 04 = 3v/2 que corresponde ao raio de c;.
Assim B(3\/§, 0).

Entdo CB = 3v2 — 1 gue corresponde ao raio de c;.

A(-3,3) €r,logo, r:y = —x (pois é bissetriz dos quadrantes pares)

Concluimos que a regido sombreada é dada por:
2 2 2
x2+y2<(3V2) A(x=3V2) +y2=2(3V2—-1) Ay =-xAy =0
Ou seja

X 4y? <18A(x=3V2) +y? 2 (3V2-1) Ay -xAy20
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e Retar:

As coordenadas do ponto D sdo (1,2) e do ponto L sdo (0, —2).

O declive da reta r é dado por
_—2-2 4

mE=oo1 o Tt
Assimr:y = 4x — 2
e Retas:
Os pontos J(—2,5) e D(1,2) pertencem a reta s, logo,
2—-5
™=
Assim, a equagdo da reta s é do tipoy = —x + b.
ComoD(1,2) Esentdio2=—-1+b e b =3.
Logos:y = —x + 3.
e Retaw:
A reta w é paralela ao eixo Ox e contém o ponto L(0,-2), logo, a sua equagcdo é y = —2.
e Retaz
Como o ponto K pertence a bissetriz dos quadrantes pares e y, = —2, entdo, x;, = —y, = —(—2) = 2.
Assim K (2,-2).
Os pontos K(2,—2) e J(—2,5) pertencem a reta z, logo, o seu declive é m, = 5__2(:2) = - Z.

Aequacdodaretazédotipoy = —%x +b.

ComoK(2,-2) €z entio,—2=—-x2+be —2=—>+beb=-2+-cb=>

= 7 3
Entdoz:y = —2X +E'

4.2. O ponto H é o ponto de interse¢do das retas r e z, logo, as suas coordenadas correspondem a solugao do
sistema:

y=4x—2
7 3‘:’{4x—2=—Zx+E‘:’{16x—8=—7x+6‘:’
y=—7x+t3 47 2

2573
PUEL I 10
y=4x=-2 |y=5
_ J— 23 23
S{iex+7xr=6+82{3x=149 12 © 14
x—ﬁ }‘f—ﬁ
(G 3)
s=1l=,—
23'23
Assim, H (g,;—:).
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7 3 7 3
4.3.(y2 —Zx+5/\y24x—2/\ys —x+2)v(y£4x—2/\ys—Zx+5/\y2—2)
5.
5.2. Comecemos por determinar a drea total da superficie do prisma.

ﬁ:ﬁxm=%x3=15u.a.

*  Aloppa) =
° A[ODFA]=wxm=2x3=6U.a.
* Apcee) = BC X CG

E=J(—2—(—2))2+(6—4)2+(0—3)2=\/0+4+9=x/ﬁ
o Apcee) = BC x CG =2 x 13 = 2/13 ua.
o Apager) = AE x AF =4 x 2 =8ua.
L] A[OBCD]=@XE=6x2=12U.a.
Entdo, a area da peca é:

A =2%x15+6+2V13+8+12 =56+ 2v13 u.a.

Ou seja, a rea a cobrir corresponde a (56 + 2v/13) dm? = %mz o (0,56 + %) m?

(056 + @) X 9,90 ~ 6,26 €
50
A Joana gastara cerca de 6,26 euros.

53.z=3A-2<Kk<0A0<y<4

5.4.

A[AEGF] X altura YE X |xF| X (Z] - ZA) 4 X2 X (Z] - 3)
Vpiramide = 3 S 24 = 3 24 = 3 &S

©72=8(z—3) =8z —24=7287 =96 &z = 12

Temos ainda que:

Xa+Xp 0+(-2)
e x5 = 5 = 5 = -1
_ Yatye _ 0+4 _

e y = 5 == 2

Assim, J(—1,2,12).

—_— 1= —_— 1

BC © BE =

_ 1(BE + EC) o BE = BF + 2EC & BF — 2BF = 'F¢ o *BF = 1EC o
4 4 4 4 4 4 4

—_— —_— —_— 1=

& 3BE =EC & BE = EEC c.q.d.
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6.2. Para provar que [ABED] é um trapézio basta provar que AB é paralela a DE.

AB ='AC +CB = AD +DC + CE + EB = ;DC + DC + CE + CE = DC +CE = 3(DC + CE) = DE

—_ P
Entdo, AB e DE sao colineares, ou seja, AB e DE sao retas paralelas.

Podemos, assim, concluir que [ABED] é um trapézio.

7.V e Z s3o colineares se IAelR: ¥ = AZ

P=172 (031 =A3-16-2) o (0,3,1) = (31— kA, 61, —21) &
0 =3d— kA o
1=-21 A=—

1=1
leistema impossivel

2
Assim,
AL € IRV = AZ

Concluimos que ¥ e Z n3o sdo colineares.

8.
8.1.

a) AD — (FI+BI)=AD — (ID +BI)=AD — (Bl + ID) = AD — BD = AD + DB = 4B (p.e.)
172, =3 152, =5 1—=2 -

b) 1+-(CG+DB)=1+_(BF+DB)=I1+5DF=1+IF=F

) F~(B-C)=F—(CB)=F+BC=F+FG=G
1= 57 173, o7 1> 1-= —

d) —3(HA+BA)=--(GB+BA)=—3GA=_AG = Al (pe)

8.2. Opcdo (A)
AB x BC x %ﬁ 1.
Viascpr = 5 =~ 4B x BC x BF
ViaBcpEFcH] = AB x BC x BF
Assim
Viasepr] SABXBCXBF 1

=¢——=-c.q.d.
ViaBcpEFGH]  ABXBCXBF 6
8.3.

a) Sabemosque Al = 1B = %E

Por outro lado,

AG* =AB2+BC?+(G? @ AG2 =4 + 42 + (42) ©AG? =16+ 16+ 16X 2 ©
© AG* = 64 © 4G = +V64 © 4G = +8

Como AG > 0, AG = 8.

Temos entdo que AB = Al = IB = 4, logo, o tridngulo [ABI] é equilatero.
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b) EG+ DA+ 2IH =AC +CB +BH = AB + BH = AH

Assim, | EG + DA + zﬁi|| = ||m||
Temos que

— 2 — 2 — 2

[4H]|" = [[aD]|" + [[DH]" &

o ||aH| =42+ (4V2)’ &

o ||aH| =16+ 16 x 2 &
—— 2

S ||AH|| =48 &

o ||4H| = +V48 &

o ||4H| = +4v3

Como ||ﬁl)|| > 0 entdo ||ﬁ|| = 44/3, 0u seja, ||H?) + DA+ zﬁi” = 4+/3.

9.

9.1.

a) z=-4

b) x=-2

c) y=—1Az=-4

d x=2Ay=4

9.2. O centro do prisma M corresponde ao ponto médio [DF], ou seja,

(—2+2—1+4 —4+4>
2 2 72

. . 3 , .
Isto é, o ponto médio M (0,5, 0) é o centro do prisma.

9.3. Por exemplo AD e CG
94.(x +2)2+(y+ 1D?+(z+4)?* =11
9.5. Comecemos por determinar as coordenadas dos pontos Ee H: E(2,—1,4) e H(—2,—1,4)
Assim,

EH=H-E=(-2-14)—(2,-1,4) = (-2 —-2,-1—(=1),4 — 4) = (—4,0,0)
Seja ¥(vy, 5, v3) 0 vetor colinear com EH e norma igual a 17.

Entao,
3)elR: ¥ = AEH

v = —42
1}) =AEH & (vl, Uy, vg) = /1(—4,0,0) = U, = 0
U3 = 0

Assim ¥(—44,0,0),1 € IR.
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Como ||¥]| = 17 ent3o

,289
JEANZ1 02+ 02 =17 o /1612 =17 © 16d2 =289 © A = + TeeA=t

Assim ¥ (—4 x (— %) , 0,0) ou B (—4 xZ, 0,0)

Ou seja, ¥(17,0,0) ou #(—17,0,0).

10.

101l.s:2y+4x=62y=—4x+6Sy=—-2x+3

Declive da reta s: mg = —2 Declive daretar:m, = _i = —4
10.2. Reta s:

e Interse¢ao com eixo Ox:
6 3
2><0+4x=6<=>4x=6<=>x=14=>x=§
o)esno
> S X
e Interseg¢ao com eixo Oy:
6
2y+4><0=6<:>2y=6(:)y=§<:>y=3

(0,3) esnoy
Reta r:
e Interseg¢ao com eixo Ox:

9 9
(x,0)=(,—§)+/1( 14) & (x,0) = ( /1,—§+4/1)=>
1-2 1-2 !
— x=1—= X=—=
s 9 8 8
(:){0:—— 4/1‘:’{4A=§‘:’ g ©
2 l:g A=

1
(—5,0) Ernox

9
8

e Interseg¢ao com eixo Oy:
(o,y):(1,—5)”(—1,4)@(0,31):(1—,1,—§+4/1)@{ I e

y=—§+4/1
{ A=1 {/1=1
& 9 PN 1
=—=—+4x1 = —=
y 2‘: y 2
(O,—E)ErHOy

10.3.
e Como o declive dareta s é —2, entdo, por exemplo, o vetor §(1, —2) é um vetor diretor da reta.

Pela alinea anterior, por exemplo, (0,3) é um ponto da reta s, entdo,

s:(x,y) =(03)+1(1,-2),1€ IR
e Como o declive daretaré -4 e o ponto (0 ——) € r N Oy, entdo, a sua equacgdo reduzida é

4 1
y=""=5
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10.4. Como os declives das retas r e s sdo diferentes (mg = —2 e m,, = —4), entdo, estas ndo sdo retas
paralelas.

As coordenadas do ponto de intersecdo correspondem a solucdo do sistema:

2y +4x =6 1
{ 1@{2(—4x—z>+4x=6@{—8x—1+4x=6@{—8x+4x=6+1@

y=—4x—§ </ —
7 7
X=—— — X =—
—4x =17 4 { 1 4
=) =3 (= =7__®
4 2 2

, . ~ , 7 13
Assim o ponto de interse¢do das retas r e s é o ponto de coordenadas (— 1,7).

11.
11.1. Seja x a abcissa do ponto A entdo A(x,0) e B(0,2x).

_ 2
Entdio AB? = x2 + (2x)? © (3V5) =x?+4x? ©9x5=5x2 ©x? =9 o x =13
Como x > 0, entdo, x = 3.

Assim, A(3,0); B(0,6); C(—3,0) e D(0,—6).

11.2. Seja P(x,y) um ponto qualquer da mediatriz de [AB], temos que:

PA=PBoJ(x-32+(@r-02={(x-02+(y-62
27

1
®x2—6x+9+y2=x2+y2—12y+36(:>12y=6x—9+36<:>12y=6x+27<:)y=§x+ﬁ

. L .1 ~ ,
Por outro lado, como o declive da mediatriz de [AB] é > entdo, por exemplo o vetor de coordenadas (2,1) é

um dos seus vetores diretores.

27\ . ~ . .
Como (0, E) é um ponto da referida reta, entdao, também temos que a sua equacdo é dada por:

27
(x,y) = (0, E) +A(2,1), A € IR.

6x12 _

113.4A= 36

Logo, A = 36 cm?
12.

12.2. Seja P(x,y, z) um ponto qualquer do plano mediador de [BH], temos que:

PB=PHe(x-3)2+(—-6)2+(z—-02=/(x+32+(y+2)2+(z-52 &
©x?-6x+9+y?—12y+36+z2=x?+6x+9+y>+4y+4+2z2-10z+ 25 &
& —12x — 16y + 10z = =7

Logo, —12x — 16y + 10z = =7
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12.3.40 = 0 — 4 = (0,0,0) — (3,—2,0) = (—3,2,0)
EF=F—E =(3,65) — (3,-25) = (3—3,6 — (=2),5 — 5) = (0,8,0)
Assim
240 +EF = 2(-3,2,0) +5(0,8,0) = (=6,4,0) + (0,4,0) = (—6,8,0).
12.4. O vetor HE é um vetor diretor da reta pedida.
HB=B—H=(360)—(-3,-25) = (3-(-3),6 — (-2),0 - 5) = (6,8,—5)
Como o ponto E (3, —2,5) pertence a reta pedida, entdo, uma equagao vetorial poderd ser
(x,y,2) =(@3,-2,5)+ 1(6,8,—5),A € IR

12.5. Vyyisma = AB X BC X CG = (6 — (—=2)) x (3—(—3)) x (5—0) =8 x 6 X 5 = 240 u.v.

156 .
Matemética A — Ensino Secunddrio - RESOLUGOES m gmgeol



