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Tema 5 - Geometria analitica
Recorda - paginas6a 9

1
a)
b)
<)
d)

b)

<)

Por exemplo:
BCeAC
BCe ED

JG

ED
Por exemplo:
AK
BQ

IN

AK
AD

zv

JO

VD

v

Capitulo 1 - Geometria analitica no plano - paginas

1
a)

b)

10a43

i. Para que o ponto A pertenca ao eixo das abcissas
a ordenada tem de ser zero:
p-1=0sp=1

ii. Para que o ponto A pertenca ao 1° quadrante a
abcissa tem de ser positiva e a ordenada também:
p>0Ap-1>05p>0Ap>lep>1

Assim, p €]1, +ool.

ili. Para que o ponto A pertenca ao 4° quadrante a
abcissa tem de ser positiva e a ordenada negativa:
p>0Ap-1<0=p>0Ap<l
Assim, p €10, 1[.

Para que ponto B pertenca ao 2° quadrante a abcis-

sa tem de ser negativa, o que se verifica pois -2 <0
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a)
b)

b)

b)

e a ordenada tem de ser positiva:
k?-5k+6>0=x<2v k>3
Assim, k €]-o0, 2[ U |3, +00[

Calculo auxiliar

(5) 4><1x
X -5x+6= 0c>x—

5+\/25 z \ /
X =

<:X= \/X—

Sx= 3vv 2

A(L, 6), B(-3, 4) e C(0, 2).
A'(1,-6),B(-3,-4)e C(0,-2)
A'(-1,6),B(3,4)eC(0,2)
A'(-1,-6),B'(3,-4) e C'(0,-2)

Opcéao (B)

O transformado de A(2, -5) por uma reflexao de
eixo Ox € o ponto de coordenadas (2, 5).

Assim,

k+1=2Ark+6=5ck?=1Ak=-1
ok=1v k=-1)Ak=-1
sk=-1

A2, 7) B(6, 11)
As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo:

(2;6 7+211]_[% 1?8]_(4 9)

A(1,V/5) B(-2,3V/5)

As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo:

(1+(—2)’\/§+3\£]=(_£’ﬂ)=

2 2 2 2
329

Ala+2,3a-1) B(5a+4,a-3)

As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo:

a+2+5a+4 3a-1+a-3) (6a+6 4a-4) _

( 2 ' 2 )‘( 2 2 j’
=(3a+3,2a-2)

A(-3,4) B(1,5)
O centro da circunferéncia é o ponto médio de [AB]:

EEENERa
2 2 2'2 "2

Para que M(-1, 2) seja o ponto médio do segmento
de reta [AB], as coordenadas de M tédm de ser da

forma [h_a‘ﬂ]
2 2

Assim, 2+4_ 1e=3+b _;
2 2

Logo,a=-4eb =7, ouseja, B(-4,7).

Para que M(-1, 2) seja o ponto médio do segmento
de reta [AB], as coordenadas de M tém de ser da

forma [‘]-_Jfa,ﬂ]
2 2

Assim, ~1+d _ _1o4+b_,
2 2

Logo,a=-1eb =0, ou seja, B(-1, 0).



Para que M(-1,2) seja o ponto médio do segmento
de reta [AB], as coordenadas de M tém de ser da

forma (ﬂ,ﬂ]
2 2

Assim, 30 _ 1 e=2+b _,
2 2

Logo,a=1eb =6, ou seja, B(1, 6).

Para que M(-1, 2) seja o ponto médio do segmento
de reta [AB], as coordenadas de M tém de ser da

forma [M’M)
2 2
Assimk‘LJZ"LCI 1e2k2+b=2

Logo,a=-k-3eb=4-2k, ouseja, B(-k - 3, 4 - 2k).

A(_3' 4): B(Z, 2) e C(_S! _3)

Seja M; o ponto médio de [AB]:

Ml( -3+2 4+2]_(_£,3]
2 2 2

Seja M, o ponto médio de [AC]:

B2 ]
2 2 2

Equacdo da reta suporte da mediana [M;C:

O declive da reta suporte da mediana [M;C] é igual a

3-(-3) _6 _12_4
1 9 9 3
-+ _(-5) Z

(-5) >

2
A reta suporte da mediana [M;C] pode ser definida

por uma equacao do tipo y = %x +b.

Como o ponto C(-5, -3) pertence areta, tem-se:

—3=%x( 5+beo 3+ -be b_%
Areta suporte da mediana [M,C] pode ser definida
pory=%x+13—1

Determinemos agora uma equacao da reta suporte
da mediana [M,B]:

O declive da reta suporte da mediana [M,B] é igual a
4 _, 3

3 2 3 1

4-2 -6 12 4

A reta suporte da mediana [M,B] pode ser definida

por uma equacao do tipoy = %x +b.

Como o ponto B(2, 2) pertence a reta, tem-se:

2=%x2+b<:>2———b<:)b——

2
A reta suporte da mediana [M,B] pode ser definida
pory = %x + % .

Para determinar as coordenadas do baricentro de
[ABC] vamos entdo determinar a intersecdo das
duas retas M;C e M,B:

yo4,,1
3 3
=
y=lx+i A 2 1,3
4 2 3
= =
311 13 13
—x-=x==-= =x=-=
2 3 12 6

a)

b)

d)

e)

10.
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y=%x(—2)+%
=4 =4
x=—£ x=-2
6
y_—8+11
- =1
x=-2 =T

Logo, o baricentro do triangulo [ABC] tem coorde-
nadas (-2, 1).

2+ (3-12=V22+22=V8=

Perimetro=2+3+5+2V2=10+ V2

A(1, -2) B(-3,1)
d(A, B)=V(-3-1)2+ (1 -(-2)2=V(-4)2 + 32
=V16+9=V25=5

D(2025, 5) E(2025, 4)

d(D, E) = V(2025 - 2025)? + (4 - 5)2 = V02 + (-1)? =
=V1=1

F(0, V2) G(1,V2-3)

dF,G) =V (1-02+(V2-3-V22=V17+(-3)=
=V1+9=V10

H(V, 3) I(-V3,0)

d(H, 1) =V (V5 - (-V3)+(3-0) =
=V(V5+V3)+9-=
=\/(\/§)2+2\/§x\/§+(\/§)2+9=
-V54+2V15+3+9=V17+2V15

J(a, b) K(b, a)

dUJ,K) =V (b-a2+(a-b)2=V2(a-b)?=la-b|V2

A5, 3) B(3, 0) C(-1,-2) D(1,1)

AB=V(3-52+(0-3)2=V/(-2)2+(-3)2=V4+9=

=V13

BC=V/(-1-37+(-2-072=V(-4?%+(-2) =

=V16+4=V20=2V5

CD=V(@A-(-1))2+1-(-2)2=V22+32=V4+9=

=V13

DA=V(5-17+(3-1P2=V4+22=V16+4=

=V20=2V5

Assim, AB = CD e BC = DA e, portanto, 0s pontos A,
B, C e D sdo vértices de um paralelogramo.
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11.

12.

<)

PQ=d(P,Q) = V(@ -(-3)?+(2-3)=
=V4 4+ (-1)?%=
AT
QR=d(QR =V (0-1)2+(3+2V2-2)=
- V1+(@1+2V2)=V1+1+4V2+8=
-V10+4V2
PR=d(P,R) =V (0-(-3)2+ (3 +2V2-32=
V324 (V2 =V9+8=V17

Como PQ = PR, concluimos que o triangulo é isds-
celes.

N

d(A, B)=V26 =V (k-3-2)2+(1-k?2=V26
e Vk-572+@1-k?=V26
& VKk2-10k +25+1-2k +k2=\/26
e 2k?-12k + 26 = 26

= 2k?2-12k=0
& 2k(k -6)=0
<2k=0vk-6=0
< k=0vk=6
P(2, 4)
y=Xx

Substituindo y por 4 e x por 2 obtém-se 4 = 2, 0 que
é falso. Logo, P ndo pertence ao conjunto dos pon-
tos definido por y = x.

y=4

Substituindo y por 4 obtém-se 4 = 4, o que é ver-
dadeiro. Logo, P pertence ao conjunto dos pontos
definido por y = 4.

x=0

Substituindo x por 0 obtém-se 2 = 0, o que é falso.
Logo, P ndo pertence ao conjunto dos pontos defi-
nido por x = 0.

y=x

Substituindo y por 4 e x por 2 obtém-se 4 = 22, 0
que é verdadeiro. Logo, P pertence ao conjunto dos
pontos definido pory = x2.

P(-3,-1)

y<0

Substituindo y por -1 obtém-se -1 < 0, o que é ver-
dadeiro. Logo, P pertence ao conjunto dos pontos
definido por y < 0.

x>-3

Substituindo x por -3 obtém-se -3 > -3, 0 que é falso.
Logo, P ndo pertence ao conjunto dos pontos defi-
nido por x > -3.

x=-3

Substituindo x por -3 obtém-se -3 > -3, o que é ver-
dadeiro. Logo, P pertence ao conjunto dos pontos
definido porx > -3.

x>y

Substituindo x por -3 e y por -1 obtém-se -3 > -1, 0
que é falso. Logo, P ndo pertence ao conjunto dos
pontos definido por x > y.
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15.

18.

b)

c)

Equacdo da reta vertical que contém o ponto P:
x=-3

Assim k2-5=-3ok?=2ok=V2vk=-V2

k? -5 =-6 < k? = -1, que é uma equagao impossi-
vel em R. Logo, ndo existem valores reais de k nas
condicdes pretendidas.

O conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é
igual a -4 é uma reta vertical de equacao x = -4.

O conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é
maior do que 0 é um semiplano aberto a direita da
reta de equacdo x = 0, ou seja, x > 0.

O conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é ndo
superior a 5 é um semiplano fechado a esquerda
da reta de equacdo x = 5, ou seja, x < 5.

O conjunto dos pontos do plano cuja ordenada é
igual ao dobro da abcissa é a reta de equacao y = 2x.

O conjunto dos pontos do plano cuja ordenada é su-
perior ao simétrico da abcissa é o semiplano aberto
areta de equacao y = -x.

O conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é in-
ferior a 3 e cuja ordenada é superior ou iguala-2 é
a intersecao do semiplano definido pela condicao
x <3 com o semiplano definido pela condicao y > -2.

yAL

(0]
-2

y>2x
y<-2
ylk
o
-2 x

x | y=2x-4
0 -4
1 -2




d)

f)

h)

3-x20-x=2-3x<3

)/

O| 3«x

ys-2 Ax>1

y<2x vix<3

<0 (x<0Ay>0) v x>0 A y<0)
y

o x

¥-1y?=0(Kx-))(x+y)=0x-y=0v x+y=0

Sx=y Vv Xx=-y

x<-2vx>1

-l<y<l1

-1<sx<1 A -2<y<3
-4<y<4d v ysx
3x-y<0Ax<1Ad4-y20

S -y<3x Ax<1 A -y=2-4
ey2-3x Ax<1 Ay<4

A x=1

N =4

B

1 x=

-3]--C

DoNy=-3x
Sejam A, B e C os vértices do triangulo representa-
do na figura:
A é o ponto de intersecdo das retas definidas por

y=4ey=-3x

A(e, 4) com4=-3x > x=- 2
, 4

Assim, Al -—,4|.
' [3 ]

- B é o ponto de intersegdo das retas definidas por
x=1ey=4.Llogo, B(1, 4).

- C é o ponto de intersecao das retas definidas por
x=1ley=-3x:

b)

d)

22.

23.

b)
c)
d)

24,

b)
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C(l,y)comy=-3xley=-3

Assim, C(1, -3).
Areq - ABx BC
2
14 - (-3)] x 1[%]‘
Area = =
rea 2
7x%
= =£U.a
2 6
~x<3)e=x=3
y
of 3 «x
~x<1l Ay>0)eox>1vy<0
~x>2 vyzx)eox<2 Ay<x
~(-4<x<l)o-~xk>-4Arx<l)ox<-4vix=2l
y
o
4 X
Opcao (B)

x<0Ay>0Ay<—x Ax2-2
&-2<x<0 A0<y<—x

Por exemplo:

A(0, 25) e B(4, 25)

A(9,-1) e B(9,-3)

A(12,1) e B(1,12)

A(-16,0) e B(0, 16)

A(-3,2) B(1, 0)
-3+ (-2 =(-1)+(-0)
S+ bx+9+)°-dy+4=x2-2x+1+)?
-4y =-8x-12
Sy=2x+3
Assim, uma equacao da mediatriz de [AB] éy = 2x + 3.
A1, 7) B(4,7)
A e Bpertencem aretade equacdoy =7, logo a me-
diatriz de [AB] é a reta vertical que interseta [AB]
no seu ponto médio.
As coordenadas do ponto médio de [AB] sdo
(1+4 7+7]=[i 7J
2 2 2 )
Assim, uma equacao da mediatriz de [AB] é x = %
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c)

26.

A(r, 1000) B(r, 500)
A e B pertencem a reta de equagdo x = m, logo a
mediatriz de [AB] é a reta horizontal que interseta
[AB] no seu ponto médio M.

w+x 1000 + 500
M_( £, 1000+ 500) _ (7, 750).
Assim, uma equacao da mediatriz de [AB] é y = 750.

P(2,0) Q(5,1)
(x-22+(@-0P2=(x+5%+(-1)?
SxX2-dr+4+y?=x2+10x+25+)? -2y +1
< 2y=14x+ 22
oy=7x+11
Assim, uma equacdo da mediatrizde [PQ] éy =7x + 11.
Para que um ponto pertenca a mediatriz de [PQ],
a distancia entre esse ponto e P tem de ser igual a
distancia entre esse ponto e Q.
Assim:
V(@-22+11-02=V(@+52+(11-1)
& V(-1)?+112= V62 +10?
& V1+121=V36+100
< V122 =V136, o que é falso.

Logo, o ponto ndo pertence a mediatriz de [PQ].

Da alinea a) vem que y = 7x + 11 € uma equagao da
mediatriz de [PQ].

Se, por exemplo,x=0,entdoy=7x0+11=11le
obtém-se o ponto de coordenadas (0, 11), que per-
tence a mediatriz de [PQ].

Se, por exemplo,x=1,entdoy=7x1+11=18e¢
obtém-se o ponto de coordenadas (1, 18), que per-
tence a mediatriz de [PQ].

Se, por exemplo,x =2, entdoy=7x2+11=25e
obtém-se o ponto de coordenadas (2, 25), que per-
tence a mediatriz de [PQ].

AL, -4)

B(3, 2)

r é a mediatriz de [AB].

Seja P(x, y) um ponto de mediatriz de [AB].
(k-12+@+4)2=x-30+@(-27

Sx?-2x+1+)2+8y+16=x?-6x+9+)?-y+4

o 12y=-4x-4
__4 4
CERE TR
.1 1
=T33

Uma condi¢do que define o conjunto de pontos a
sombreado é entdo:

yz—lx-%/\xzo AysO0

3
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27.

28.

AL, -3)
CA=CB

SV2-12+k-(-3)2=V(2-(-4)%+ (k- 2)?

12+ (k+3)2=6%2+(k-2)?

&1+k?+6k+9=36+k?-4k+4

< 10k =30

k=3

B(-4, 2) C k), keR

- Determinacdo da equacao reduzida da reta s:
0(0, 0)
A2, 5)
P(x, )
(=02 + (-0 =(x-2)+(y-5)
ox?+y2=x?-4x+4+)?-10y + 25
<10y =-4x + 29

pol A2
10 10
__2.,20
IEARARET)
- Determinacdo das coordenadas do ponto B:
0=-2x+2
5 10
ox=-22y2
10 2
B[Q,o]
4

ry=-x

-2 .,.2

Sy 5x+10

y=-x

229 Sy 2029

y=-—=X+_-= X=—-—X+_-=
57710 57710

y=2
6
< C[_Q Q]
v=-22 66
6
- Determinacéo da area A do triangulo [OBCJ:
2929
A= OB x Ve u = 84_1
2 48 48
29. A@2,3) B(0, 5) C(-L4)
a) i.BC=V(1-002+@-52=V(1)2+(1)2=
=V1+1=V2

Assim, uma equacdo da circunferéncia de centro
AeraioBCé(x-272+(y-3)2=2

ii. Uma circunferéncia de centro B e que passe em
A tem raio igual a BA.
BC=V(2-02+(3-52=V22+(-2)?=V4+4=

=\V8=2V2

Assim, uma equacao da circunferéncia de centro
B e que passeem A éx?+(y-5)?=8.




31.

ili. Se a circunferéncia tem centro C e é tangente
ao eixo das abcissas, entdo o seu raio vai ser a
distancia entre C e o eixo das abcissas, que é 4.
Assim, uma equacao da circunferéncia de cen-
tro C e que é tangente ao eixo das abcissas é
(x+1)2%+(y-4)2=16.

P, 2)

Substituindo em cada uma das circunferéncias da

alinea anterior x e y pela abcissa e pela ordenada

de P, obtemos:
iL(1-22+2-30=2e(-1)?%+(-1)?=2
ol+1l=2
< 2 =2,0que é verdadeiro.
Logo, P pertence a circunferéncia de centro A e
raio BC.
ii.12+(2-5%=8<12+(-3)?=8
<1+9=8
< 10 =8, 0 que é falso.
Logo, P ndo pertence a circunferéncia de centro
B e que passa em A.
ii.(1+1)02+(2-472=16=22+(-2?=16
S4+4=16
< 8=16, 0 que é falso.
Logo, P ndo pertence a circunferéncia de centro
C e que é tangente ao eixo das abcissas.

C(-1,3) eraio V5

oy=4vy=2
Os pontos da circunferéncia de abcissa 1 sdo os
pontos de coordenadas (1, 4) e (1, 2)

Intersecdo com eixo das ordenadas:
Quandox=0,vem que: (0 +1)?+ (y-3)?=5
e (-32=5-1
= (-3)0°=4
©y-3=2vy-3=-2
oy=5vy=1
Os pontos de intersecdo da circunferéncia com o
eixo das ordenadas sdo os pontos de coordenadas
(0,5)e(0,1).
Intersecéo com eixo das abcissas:
Quandoy=0,vem que: (x + 1)?+ (0-3)>=5
& (y-3)2%=5-9
& (v -3)?=-4 equacao
impossivel em IR
Assim, a circunferéncia ndo interseta o eixo das ab-
cissas.

(x-12+(@-2?%=9
Centro (1, 2)
Raio =19 =3

[x+%)2+(y-\/§)2=2

Centro (-% \/5]
Raio = V2

e)

32.

b)

33.
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¥ +)?=1

Centro (0, 0)
Raio=V1=1
2-x2+@Q-y)?=3
Centro (2,1)

Raio = V3
(x+2%+(-3)0=5
Centro (-2, 3)

Raio = \/5

xz+(y+£]:£
2 2

Centro [O, - i]

2
Raio:ﬂi:i:ﬁ
2 \p 2

(r=1)% + (v + 2)> < 9 define o circulo de centro C(1, -2)
eraio 3.
Substitui-se, na equacéo obtida na alinea anterior,
x e y pelas coordenadas respetivas de cada ponto.
c(0-12+(B+22<9 (-1)2+52<9<1+25<9
& 26 <9,0que é falso.
Logo, A ndo pertence ao circulo definido na alinea
anterior.
c(1-12+(1+2°<9<0%+32<99<9,0que é
verdadeiro.
Logo, o ponto B pertence ao circulo definido na
alinea anterior.

1 2 2 2 [ 1]2 [4j2
. L2l 9 -] 4|2 <9
[2 j ( 2. ] of-1) (4
@%+%s9@§s 9, 0 que é verdadeiro.
Logo, o ponto D pertence ao circulo definido na

alinea anterior.

(x+12+(-2P%<4vy=2

301 o
k|

(x-32+12<9 A l<x<5

A

»

y

-~
S
-

@]
=

.
.

P
D S ymgs
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d)

e)

36.

4<x?+)?<16

1<x?+)y?°<4 A y<—x
(x-22+(-47224 A y<5
(2+1?<36 Ax20 A y20) v (x?+)?<36 A x<-3)

Uma condi¢do que define o conjunto de pontos a
sombreado é:
(x+22+(»-52<9 Ax=2-2 A y<5
Acirculo = 7
Como r = 3, vem que Agculo = 9 €, como a figura
representa um quarto de circulo, pois as retas sao
paralelasaoseixoscoordenados e passamnocentro
da circunferéncia, tem-se que a area pretendida é
9
4
(x+2?2+(»-5?%=9
< xX+4x+4+y°-10y+25=9
< x2+y?+4x-10y+20=0
Quando y = -x, vem que:
X2+ (-x)2+4x-10xx (-x) +20=0
< x2+x2+4x+10x+20=0
< 2x?+14x+20=0
<x?+7x+10=0
-7+V7?-4x1x10

u.a.

= 2x1
-7+\V9
sx=t=-Y7
2
ey I3, _Z7-3
2 2

<x=-2 Vv x=-5
Os pontos de intersecdo sao, P; (-2, 2) e P, (-5, 5).

O conjunto de pontos do plano que distam igual-
mente de A(3, -2) e de B(-1, 2) é a mediatriz do seg-
mento da reta [AB].
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Assim, (x =32+ (y+2)2 = (x + 1)? + (y - 2)?

S -6x+9+)2+4y+4=x+2x+1+)°-4y+4
< 8y=8x-8

=y=x-1

O conjunto de pontos do plano cuja distancia ao
ponto C(1, -2) ndo excede 3 unidades é o circulo de
centro C e raio 3:

(x-1)2%+(+27%<9

* Intersec¢do da circunferéncia com o eixo Oy.

{(x_+02)2+(y—1)2=9 @{4+(y—1)2=9

-1)2=5 -1=V5 -1=-V5
MR A (o

x=0 x=0
Logo, A(0,1+V/5) e B(0,1 - V/5).
« Intersec¢do da circunferéncia com o eixo Ox.
{(x+2)2+(y—l)2=9 @{(x+2)2+1=9

y=0 -

@{y=1+\/§ y {y=1—\f5

{(x+2)2=8 {x+2=\/§ {x+2=—\/§
= & =

x=-2+V8 x=-2-V8
L=t 4

y=0 y=0

x=-2+2V2 x=-2-2V2
L=y \Y

y=0 y=0

Como D é o ponto de intersecdo com o semieixo
negativo Ox, entdo D(-2 - 2\/2, 0).

Ao AB x |abcissa de D| _
[ABD] = 2 =

_1@+VvE) -@-VE)x|-2-2Vv2| _
2
_2V5(2+2V2)

F3
=2V5+2V10
1° Processo

- Mediatriz de [AB]
A(0,1+V5) e B(0,1-V5)

=1+\/§+1—\£
2

> Mediatriz de [BD]

B(0,1-V/5) e D(-2-2V2,0)
a(y-(1-VE))P2=(x-(-2-2V2)2+y?

ox2+(y-(1-VE))2=(x+(2+2V2)2+y?

e+ -20-V5)y+(1-VE)2=
=%+2(2+2\/§)x+(2+2\/§)2+y2'

<:>(—2+2\/§)y+1—2\/§+5=
=(4+4V2)x+4+8V2+8

& (-2+2VE)y=(4+4V2)x+8V2+2V5+6

y oy=1



38.

b)

* Intersecdo das duas mediatrizes
{(—2+2\/§)y=(4+4\/§)x+8\/§+2\/§+6
y=1

<:>{—2+Z)@:(4+4\f2)x+8\/§+2>/§+6

{-8-8\/5:(4+4\/§)x {M=
(=t L=t

4+4\V2
-2(4+4
e 42

=X x=-2
=
y=1

O circuncentro é o ponto de coordenadas (-2, 1).
2° Processo
Por definigdo, o circuncentro de um triangulo é o
ponto de intersecdo das mediatrizes dos lados do
triangulo.
Assim, o circuncentro de um triangulo é o ponto
que estd a mesma distancia dos seus vértices, logo,
é o centro da circunferéncia circunscrita ao trian-
gulo. De onde concluimos que é o ponto C(-2, 1).

O ponto pedido é o circuncentro do triangulo

[ABC]. Para determinar as suas coordenadas basta

determinar a intersecao de duas das mediatrizes

do triangulo.

- Comecemos por determinar uma equacao da me-
diatriz de [AB]:

(=12 + (27 = (x - 11)2 + (p—1)?
ox2-2x+1=x2-22x+121
< 20x =120
Sx=6

- Determinemos uma equacao da mediatriz de [AC]:
-1+ (-1P=-5+(-7)
Sx?-2x+1+)2-2y+1=x2-10x+ 25 +)? - 14y + 49
=12y=-8x+72

@y:—%x+6

 Para determinar as coordenadas do circuncentro
de [ABC] vamos entdo determinar a intersecao
das duas mediatrizes:

y=_%x+6/\x=6<:>y=—%x6+6/\x=6

oy=2Ax=6
Logo, o supermercado deve ser construido no pon-
to de coordenadas (6, 2).

yA

7+
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Aprende fazendo - paginas 46 a 57

1.
a)

b)

c)

d)

a)

b)

a)

b)

d)

f)

Para que o ponto A(p + 2, k - 1) pertenca ao eixo
das abcissas tem que:
k-1=0sk=1epelR

Para que o ponto B(3 - p? k? -
das ordenadas tem que:
3-p2=0ep?=3op=V3vp=-V3 e keR
Para que o ponto C(4 - p, k) pertenca ao primeiro
quadrante tem que:

4-p>0 A k>0-p>-4Ak>0p<4 A k>0

1) pertenca ao eixo

Para que o ponto D(5p, 6 - k) pertenca ao segundo
quadrante tem que:
5p<0A6-k>0p<0 A -k<-6p<0 A k>6

i(1,-7)

ii. (-1, 7)

i, (<1, -7)

(Jﬁ 7+ k) [ A k] para que este seja

o ponto de coordenadas( 1, 10) temos que ’ ; k_ 10.

Logo, k = 13.

A2, 4) B(6, 15)

d(A, B) =V (2-6)? + (4-15)2
=V16 +121=V137

A(-2,3) B(6, -5)

d(A B)=V(-2-6)2+(3-(-5)2=V/(-8)?+82=
=V64+64=\128

A1, -4) B(-2, 0)

d(A, B) V( -(-2))* +

=V(-4) + (-11)2 =

~4-0) =

\/m \F
A(0, 0) B(1, -7)
d(A, B)=V(0-1)2+(0-
=V1+49=V50
A(0,1) B(V8,0)
d(A, B) =V (0-V8)+(1-02=V(-V8)+12=
=V8+1=1V9=3

7=V + (7=

Opcao (A)
A4, 4) B(-1, 5) C(-2,0)

d(A, B =V (4-(-1))2+ (4-52=V52+(-1)2 =
=V25+1=V26

dA O) =V (@4-(-2)%+(4-02=
=V36 +16 = V52

d(B,C) = V(-1 - (-2))2 + (5 - 0)?
=V1+25=V26

Como d(A, B) = d(B, C) = d(A, C), entdo o triangulo
[ABC] é isosceles e, portanto, a afirmacao | é verda-
deira.

V6242 =

=V12452=
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(d(A, 0))? = (V52)’ = 52 c)
(d(A, B))? + (d(B, C))2 = (V'26)" + (V/26)* = 26 + 26 = 52
Como (d(A, C))? = (d(A, B))? + (d(B, €))% entao, pelo
teorema de Pitagoras, o triangulo [ABC] é retangulo,

ou seja, a afirmacao Il é verdadeira.

Pode entdo concluir-se que ambas as afirmacdes

s&o verdadeiras. d)

A(-2,-1) B(-3,1)

AB=V(-2-(-32+(-1-12=V12+ (-2 =
=V1+4=V5

AQ2,2)

AB=V(2-02+(2-(-5)2=V22+72=\V4+49 =
=V53

-2+(-3) , -1+1 5

[ 2 T2 )=['7'°]e

2+0 2+(-5 3

el

2

Sejam A(1, -2), B(6, -1), C(9, 3) e D(4, 2)
AB=V(1-67+(-2- ()= V(-57+ (1) =

CD=V(9-42+(3-2?=V52+1=V25+1=V26

DA=V(4-12+(2-(-2)?=V32+42=V9+16=
=Vv25=5

Assim, como AB = CD e BC = DA, entdo o quadrila-

tero [ABCD] é um paralelogramo.

Opcao(D)
Uma vez que a ordenada de A é 3, este ponto per-
tence a reta de equagdo y = 3.

Opcao(B)

Os pontos (-3, 3) e (3, -3) pertencem a reta de
equagao y = -x. Como se trata de um segmento de
reta em que as ordenadas assumem valores entre
-3 e 3, inclusive, tem-se que -3 <y < 3. Logo, o0 con-
junto de pontos da figura pode ser definido pela
condicdo-3<y<3 A y=-x

A2, 4) B(2,15)
Como A e B tém abcissa 2, entdo a mediatriz de
[AB] é a reta perpendicular a reta de equacgdo x = 2
que contém o ponto médio de [AB], M.
2+2 4+15 19

M= , =|2,=

AR
Logo, a mediatriz de [AB] é a reta de equacao y =5
A(-2,3) B(6, 3)
Como A e B tém ordenada 3, entdo a mediatriz de
[AB] é a reta perpendicular a reta de equacdo y = 3
que contém o ponto médio de [AB], M.
M = (ﬂﬁ] =(2,3)

2 2

Logo, a mediatriz de [AB] é a reta de equacdo x = 2.
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B(0, -5) 10.

A, -2) B(-2,0)
(x-12+@+272=(x+2?2+)?

o -2+1+V+4y+4=x?+4x+4+)?

Sdy=6x-1

<:>y=%x—%é uma equacao da mediatriz de [AB].

A(-2,-2) B(-1,3)
(x+22+(+2?2=(x+1)2%+(y-3)?

S+ Adx+44+2+ 4y +4=x"+2x+1+)2-6y+9

<10y=-2x+2

Sy=- %x + % é uma equacao da mediatriz de [AB].

Opcao(D)

A(2,5) B(-2, 3)

Seja P(0, 8), entdo:

dA P)=V(0-2)2+(8-52=V(-22+32=V4+9=
=V13

d(B,P)=V(0+272+(8-32=V22+52=\V4+25=
=V29

Logo, P ndo pertence a mediatriz de [AB], porque

d(A, P) = d(B, P).

a2
»
~
]
pa
—

N[
+
N

~—

N

+
—
N w

|

w
N—
N

it

I
/N
N[
N—

N
+
I
N|w
Ne—
N
I

N‘é hl‘ﬁ le
+

ENJIV
I

Logo, Q ndo pertence a mediatriz de [AB], porque

d(A Q) = d(B, Q).

Seja R(5, 2), entao:

dAR) =V(5-22+(2-52=V32+(-32=V9+9=
=V18

dB R =V(5+22+(2-3=V72+(-1)2=V49+1=
=V50

Logo, R ndo pertence a mediatriz de [AB], porque

d(A R) = d(B, R).

Seja S(0, 4), entao:

d(A, S)=V(0-2)2+(4-52=V(-2)?+(-1)’=
=V5

4+1=



14.

15.

dB,S)=V(0+2?+(@4-32=V22+12=V4+1=V5

Logo, S pertence a mediatrizde [AB] porque d(A, S) =
=d(B, 9).

x2+32=9
(x+12+(y-4)2=3 1)6

1) 1) ?
[X-Z] +[y+?J =16 )
224

) T2 T

c)

r=V@-22+(-2-32=V1+25=V26
x-12+(+2) ;
=V(3+1)2+(-1-42=V4+25=V29 )
(x+3)%+(+1)2=29 e)
A(-2,-2) B(0, 3) f)
M(_Z"'O —2+3]

2 2

M [-1, %J é o centro de circunferéncia

_AB_V(-2-0+(-2-37 _V4+25_V29 17.
2 2 2 2
1) 29
Logo, (x + 1)2 -=| =&
0go, (x + 1) +[ 2] 4

A(V2,V73) B(-V2,3V3)

M(\/E—\/E \/§+3\/§]
2 ' 2

M(0, 2V/3) & o centro de circunferéncia

r=E=\/(\/§+\/§)2+(\/§—3\/§)2=
2 2
_V(@V2)?+(-2V3) _
2 18.
_V8+12 _ a)
2
_V20 _
2
_2V5 _
-2 -
=V5
x2+(y—2\[3)2=
Opgao (A) b)
(x+V2)+(-n)2 =?e uma equacao da circunfe-
réncia de centro (-\V/2,7) eraio r = \/% = % = %
Sejam A(1, V/3), B(2, 2), D(0, 0) e C(2, 0) 19.
dA 0=V (1-27+(V3-0P =V (Vap-
=V1i 3=\/21=2
dB,CO)=V(2-22+2-02=V02+22=V0+4=
=V4=2

Propostas de resolucao - Manual

d(D, €) = V(0 - 2)?

=V4=2
Assim, A, Be D encontram-se a mesma distancia do
ponto C, pelo que pertencem a uma circunferéncia
de centro C.

+(0-02=V(-22+02=V4+0=

(x-1)?+ (v + 1)? = 4 € uma equacao da circunferén-
cia de centro (1, -1) e raio V4 = 2.

x%+ (v +3)?=8 é uma equacao da circunferéncia de
centro (0, -3) e raio V8 = 2\V/2.

(x+4)2%+(-3)< % é uma equacao do circulo de
1_1

2
(x - 5)% + y? > 20 é uma equagao do exterior da cir-
cunferéncia de centro (5, 0) e raio V20 = 2/5.
(x +3)?+ (y + 5)2 < 9 é uma equacao do interior da
circunferéncia de centro (-3, -5) e raio V9 = 3.

centro (-4, 3) e raio

2
2<(x-27+ [ - %) <4 é uma equacao da coroa
circular de centro [2, %] sendo 2 o raio da circunfe-

réncia externa e \/2 o raio da circunferéncia interna.

Opc¢ao (C)
Cy(x+3)2%+(-3)2%=9
(# 3 “ZL 0] = [— 3 ij sdo as coordenadas do
centro de C,.

O raio de C, é dado por:

(Es TN

: 3) 9
Assim, C,: = - = ==
SSi 2[x+2) ( 2] >

Logo, a condigdo pedida é

(x+3)2+(y—3)229/\[x+%]2+[y—%]zs%.

0(0, 0), B(4, 0), C(4, 2) e D(2, 2) sdo os vértices do
trapézio.

O ponto médio de [OB] é o ponto M; de coordena-
das (2, 0).

O ponto médio de [BC] é o ponto M, de coordena-
das (4,1).

O ponto médio de [CO] é o ponto M5 de coordena-
das (3, 2).

O ponto médio de [DO] é o ponto M, de coordena-
das (1,1).

Ly=2 A 2<x<4

ii.x=3

iil.(x-4)2+(r-22%=9

iv.0sx<4 AO0<y<2 Ay<x

De acordo com a figura, P(-2, -3) e Q(3, 3).
d(P,Q =V (-2-3)2+(-3-3)2=

= V5 + (6] =

=V25+36=

=Ve1

©ASA, Dominio 10, Dossié do Professor 85



Propostas de resolucao - Manual

86

b)

20.

21.

22,

b)

d)

As coordenadas do ponto médio de [PQ] sao
[—2+3 —3+3]=[l Oj

2 2 2 )
Se o diametro da circunferéncia é [PQ], entdo o
ponto médio de [PQ] é o centro da circunferéncia e
0 seu raio é igual a metade da distancia entre P e
Q. Assim, de acordo com as alineas anteriores, uma
equacao da circunferéncia de diametro [PQ] é
[x—l]2+y2=ﬂ.

2 4

(x+2%+(+3)P2=(x-3)P%+(-3)?
S +4x+4+)2+6y+9=x2-6x+9+)?-6y+9
<12y=-10x+5
Sy=- %x +%, que é uma equacao da mediatriz
de [PQ].

(-2<x<-1 A -3y<3) v (x<3 Ap=20 A y<X)

Opcéo (B)

AG,-2-k) B(1, -5)

d(A, B)=V13 & V(3-1)2+(-2-k +52=V13
©22+(3-k2=13
< (3-k?2=9
©3-k=3v3-k=-3
ok=0v k=6

O incentro do triangulo [ABC] é o ponto de interse-
¢do das suas bissetrizes.

ASSim,y:%x+l Ax=ley=2Ax=1

5
Logo, I(1, 2).
dA )=V (1-12+(@4-2?=V4+4=\38

O ponto pedido é o ponto médio de [AB], ou seja, o

ponto de coordenadas [# 1 ‘ZL 2 J = [—1, ij.

Como G é o centro de gravidade do triangulo,
d(G, C)=%d(C, M).

d(C, M) = \/(—1+1)2+ [6—%]: \/[%)2=%

Logo, d(G, C) = % x % -3,

Sabemos que G pertence ao segmento de reta
[CM], logo a sua é -1. Como d(G, C) = 3, entdo a
ordenada de G é 3. Logo, G tem coordenadas (-1, 3).

A

y

of

v
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23.

24,

25.

26.

AB=AC =BC, uma vez que a A, B e C sdo os vértices
de um triangulo equilatero. Assim:

AB=ACo V (-5-(-3)2+(1-Q+2V3)=
=V(5- (1P + -2

& (27 +(-2 V3) = (-4)+ (1- )
=4+12=16+1-y)?
=1-y)02=0
=1-y=0
oy=1

Logo, a ordenadade Cé 1.

Opgao (C)

A bissetriz dos quadrantes impares é definida pela
equacdo y = x. Assim, para que A pertenca a bisse-
triz dos quadrantes impares:

2k? +9% =5 2k? +9k-5=0

<:>k=_9i 92-4x2x(-5)
4
<:>k=_9i V121
4
-9+11
k =
et 4

1
—k=-5 k==
Vv

3x-y<5 A x-3<0A-5<5y<2
S-y<-3x+5 A x<3 A -5<5y<2
<y23x-5Ax2-3 A -55y<2

! A ’

: y /
I 2 /D
3 % t Zé >
7 3
"""" B: -5A T
Calculos auxiliares
AO-5)  B(3-5 (32 D (% 2)

Sey =2, entao: ;
2=3xf5©3x=7(:>x=?

Opgao (B)
~r<0vyzx)oy=20 A y<x



27.

<)

d)

Opgéo (B)
Como d(P, Q) = d(P, R), vem que:
Vik-12+k-1-22=V(k+2)?+(Kk-1+2)?
isto é&:

(k=1)2+ (k-3)2=(k + 2%+ (k + 1)
ok?2-2k+1+k?-6k+9=k?+4k +4+k?+2k+1
< -8k -6k=5-10

& =14k = -5
(:)k=i
14

x<0Ays5Ay2—x

((1sx<0A-1<y<0) v (0<sx<1 AO<y<l)
(x-22+(-1P2<4 Ax<l Ay<x

>x Ax20) v h<x Ay=20) v (y<x A x<0)
v >-x A y<0)

X+(y-1221 A x?+(y-272<4

y<7 AXx2-2 Ay=2x
yA

1o} o

y
|2
!" - ~
.
. 1

N ;‘--'\ *

N ! . [}
S SHE THED W SN
2T a0 o] A T2«

' A S "

A L WaR e 4

\ y

w _1 O'
-2

30.

31

32

33.

b)

c)

d)
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Opcao (D)
A circunferéncia inscrita no quadrado definido pela
condicdo0<x<5 A 1<y<6tem centro no ponto

0+5 1+6) (5 7
decoordenadas( S J_[Z'Z

] e temraio

ioualal5-0l_5
iguala ==

2
Portanto, uma condicdo que define a circunferéncia
didag(v-5)4[,-2)-25
pedi ae[x 2] +[y 2] =7
Opcao (B)
x+32+(r-2%=9 Ax=-1
S (E1+302+(-272=9
&2+ (y-22=9
s (-22%=5
©y-2=V5vy-2=-\5
<:>y:2+\/§ vy:2—\@
A intersecdo do plano definido porx =1 com a cir-
cunferéncia definida por (x + 3)? + (y - 2)? = 9 sdo os
pontos de coordenadas (-1, 2 + V/5) e (-1, 2 - V/5).

Opc¢ao (C)

A circunferéncia da figura tem centro (0, 0) e raio 3.
Como a regido sombreada é uma parte do interior
da circunferéncia incluindo a fronteira, a expressdo
que se procura vai conter a expressao x? + y? < 9. Por
outro lado, a regido sombreada é superior a reta de
equagdo y =x e é superior a reta de equagdo y = -x.
Assim, a expressdo que pode definir a regido som-
breada éx?+12<9 A yzx A y=-x

X2 +1?+2x-10y+14=0

o2+ 2x+1+)?-10y+25=-14+1+25

S h+1)2+(p-52=12

Assim, o centro da circunferéncia é o ponto de
coordenadas (-1, 5) e o raio é V12 = 2V/3.

Se, por exemplo, x = 1, entdo:
1+1)P2+(-52=12<(-52=8
(:}y—5=\/§ vy—5=—\/§
©y=5+2V2 v y=5-2V2

Logo, os pontos de coordenadas (1, 5 + 2V/2) e
(1, 5+ 2V/2) pertencem a circunferéncia.

Substituindo x e y pelas coordenadas de A no pri-
meiro membro da equacéo da circunferéncia obtida
na alinea a), tem-se:
(2+1)+(3-52=32+(-2?=9+4=13.

Ora, 13>12,logo o ponto A encontra-se no exterior
da circunferéncia.

Procedendo de forma analoga em relacéo a B, ob-
tém-se:

(-1+1)2+(4-52=02+(-1?=0+1=1

Ora, 1 <12, logo o ponto B encontra-se no interior
da circunferéncia.

Os pontos de intersecdo com o eixo Ox sdo da for-
ma (x, 0), onde x € um namero real.
Assim, se y = 0:
(x+1)?+(0-5°=12¢ (x+1)?+25=12

& (v + 1)? = -13, que é uma
condicdo impossivel em IR.
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c)

35.

Logo, a circunferéncia ndo interseta o eixo das ab-
cissas.
Os pontos de intersecdo com o eixo Oy sé@o da for-
ma (0, ), onde y € um niimero real.
Assim, se x = 0:
0+1)+(-5°=12e1+(-52=12
o (-52=11
<:>y—5=\/ﬁ vy—5=—\/ﬁ
<:>y:5+\/ﬁ v y=5—\/ﬁ
Logo, os pontos de coordenadas (0, 5 + V11) e
(0,5 -V11) sdo os pontos de intersecéo da circun-
feréncia com o eixo das ordenadas.
(k=22 +@-3)P=(x+1)2+(-4)7
S -dx+4+)°-6y+9=x"+2x+1+)?-8y+16
S2y=6x+4
&y =3x+ 2 éuma equacdo da mediatriz de [AB].

Substituindo, na equacgdo obtida na alinea anterior,
x ey pelas coordenadas do ponto, obtém-se:
5=3x1+2<5=3+2, que éverdadeiro.

Logo, o ponto de coordenadas (1, 5) pertence a me-
diatriz de [AB].

O conjunto dos pontos do plano que distam igual-

mente de A e de B é a mediatriz de [AB]:
(x-2P2+@+3)P=(x+1)2+(-1)

SxX2-dx+4+)2+6y+9=x2+2x+1+)?-2y+1

o8y=6x-11
311 . = L
Sy =75 que é uma equacao da mediatriz [AB].

O conjunto dos pontos do plano cuja distancia ao
ponto C(-3, 0) é inferior a 5 é o interior do circulo
de centro C e raio 5, que é definido pela equacéo
(x +3)? +y? < 25.

Seja P um ponto cuja distancia ao ponto A(1, 3) é
metade da distancia ao ponto B(1, 6), entao:

d(P,A)=%d(P, B)
SVE-17+(-3F =2 VG-17+ (- 6p

S22V (-12+(-32=V(x-1)2+(y-6)
SAx-1P+(-3))=x-11+(-6)

S -2x+1+)?-6y+9)=x?-2x+1+)?-12y+36
& A% - 8x + 4% - 24y + 40 = x? - 2x + y? - 12y + 37
& 3x2+3y?-6x-12y=-3

Sx2+y?-2x-4y=-1

o -2x+1+)y’-4y+4=-1+1+4
Sk-12+@p-22=4

Opgéo (D)

Sabemos que a circunferéncia de maior raio é defi-
nida por (x - 3)? + % =9.

A circunferéncia de menor raio é definida por
(x - 3)%? +»? = 1. A reta vertical tangente a circunfe-
réncia de menor raio é definida porx = 2.

A condicdo (x-3)?2+1?<9 A x<2 A y>0definea
intersecao do circulo de centro no ponto de coor-
denadas (3, 0) e raio 3 com o semiplano aberto a
esquerda da reta vertical definida porx=2ecomo
semiplano aberto superior a reta horizontal defini-
da pory=0.
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b)

37.

Acondicdol<(x-3)2+)?<9 A x>2 A y<0define
a intersecdo da coroa circular de centro no pon-
to de coordenadas (3, 0) e raio 3 da circunferéncia
externa e raio 1 da circunferéncia interna, com o
semiplano aberto a direita da reta vertical definida
por x = 2 e com o semiplano aberto inferior a reta
horizontal definida por y = 0.

Assim, a condicdo pedida é:

[x-3)2+)°<9 Ax<2 Ay>0] v
[l<@x-3)2+)’<9 Ax>2 A y<0]

- Mediatriz de [PQ]
(x+12+@(-2P%=(x-1)72+)?
X+ 2x+1+)? -4y +4=x2-2x+1+)?
& -4y=-4x-4
Sy=x+1
- Mediatriz de [QR]
(@-1P2+y?=(x-37+)
S -2+1=x-6x+9
S 4x=8
Sx=2
- Determinar o centro de circunferéncia

y=x+1 o y=3
x=2 x=2

- Determinar o raio de circunferéncia
r=dQ 0 =V(2-1?2+(3-02=V1+9=V10
Logo, (x - 2)? + (y - 3)? = 10.
- Mediatriz de [PQ]
(x+52+(-102=(x+2>%+(+2)7?
X2 +10x+25+12 -2+ 1=’ +4x+4+)y’ + 4y + 4
& -6y =-6x-18
Sy=x+3
» Mediatriz de [QR]
(42 + v+ 22 = (a2 + (v + 4
&2 +4y+4=)2-8y+16
< 12y=12
oy=1
- Determinar o centro de circunferéncia

y=x+3 1=x+3 x=-2
& &
y=1 y=1 y=1
- Determinar o raio de circunferéncia

r=dQ_C) =V(-2+22+1+2?=3
Logo, (x +2)? + (y-1)>=9.

@2 3)

C(-2,1)

O ponto pedido é o circuncentro do tridngulo [P; P,P;].
Para determinar as suas coordenadas, basta determi-
nar a interse¢do de duas das mediatrizes do triangulo.
- Comecemos por determinar uma equagao da me-
diatriz de [P;P,]:
(x+52+(-12=x-22+(-1)7?
& x2+10x+25=x?-4x+4

& 14x=-21

ox=-2%
14

x=-
2



- Determinemos uma equacdo da mediatriz de [P;P;]:
(x+52+(-1)2=(x-3)2+(y-5)?
&2 +10x+25+)2 -2+ 1=x2-6x+9+)? - 10y + 25
< 8y=-16x+8
Sy=-2x+1
- Para determinar as coordenadas do circuncentro

de [P;P,P;] vamos entdo determinar a intersecdo
das duas mediatrizes:

y-—2x+l/\x=—%<:>y—-2x(—%J+l/\x——%

Sy=4rx=-=
Logo, o supermercado deve ser construido no ponto
de coordenadas [— % 4].

b)
ylk
O
P3
~ 5
\\ }
Al T
I~
3 -
d By /‘ \\
L
3
Pl PZ
5 4 3 [0 1 2 3 4 5 ¢ X

38. B étal que x?

g
d(A, B) = \/(o e [z _%2]2 _
=1/8y+ [168—x2]2 =

\/s 256 - 256y + 6412 _
y+
64

=V8y+4-4y+)?=
=Vy?+4y+4-=
=V +2)?=

=y + 2, como queriamos demonstrar.

2
=8y<:>y=%.Logo,Bédaforma

39. O triangulo [ABC] é equilatero se e somente se
AB=BC=AC.

AB=V(3-42+(4-22=
BC=V(x-3)2+(y-4)2
AC=V(x-4)2+(y-2)7?

V1+4=\5

AC=BC=V(x-42+(-2)2=V(x-3)2+(y-4)?
Sx?-8x+16+)?-4y+4=x2-6x+9+)y*-8y+16
<8y-4y=8x-6x-4+9

S4y=2x+5

S

Propostas de resolucao - Manual

Logo, C(x, %x + i).

4
5 2
AC=V5& [—x+Z-2J =V5
<:>x2—8x+16+[lx—i]2=5
2 4
2
(:)xz—8x+16+x——ix+i=5
4 47716
< 16x2-128x + 256 + 4x2 - 12x + 9 =80
< 20x2 -140x +185=0
< 4x2-28x+37=0
7_
@x=281 2884><4><37
@x=2818\/l92
o, 288V3
8
@x=7+§\/§vx=7-§\@

40. Seja Pum ponto cuja ordenada é igual ao dobro da
abcissa, entdo as coordenadas de P sdo da forma
(x, 2x). Como P pertence a mediatriz de [AB], entdo:

d(P, A) = d(P, B)
S VE-1)2+ (2x-1)2=V(x -3+ (2x - 3)2
& -1)2%+ (2x-1)%= (x - 3)> + (2x - 3)?
X2 -2 +1+4°%-Ax+1=x?-6x+9+4?*-12x+9
< 12x =16
4
<:>)C=?

4 8
Logo, P |2, S
0go [3 3]

a1

a) [@-a?+(B-b2=2 (1-a)?=2-(5-b)?
T\ Z-G-bp+-bp=7

-25+10b-b?+49-14b + b7 =0

(l-a2=2-1 @{(1-a)2=1

{
gl
{
{

b=6

=1 l-a=-1
\
b=6

a=2
b=6

b) {(3—a)2+(2—b)2=8@{(2—b)2=8—(3—a)2

II

{49 14a+9;Z 9+6a-¢"=0 @{—8a=—40
{ {(2—b)2=4
S S
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{2—b=2 {2—b=—2
= Vv
a=5 a=5

b=0 b=4
L=t \Y

a=5 a=5
(x-52+)y*=80u(x-572+(y-4)2=8

42. {x2+y2—25
6)*+(v-8)=

II

x2-12x +36 +1? - 16y + 64 =25

II

25-12x-16y+75=0

II

(=4
~12x- 16y +100=0 { -12x = 16y - 100

2
25 @{ [_%”%) +y2=25

e
=
s
s
{162
[
i
-

PN
47.
a)
200 625 P
= 2 LYY == =2
=179 YT =2
b)
25y% - 200y +400=0 2_80y+16=0
o )y + @{y Y +
c)
4 =
o - o y=4
-12x-16 x4 +100=0
4 48.
o170 R a)
—12x+36=0 x=3

Logo, I(3, 4).

43. Opcao (B)
X +)2+6y+9=0x2+(y+3)°=
o ponto (0, -3).

0, que representa

a)? = 2a?

x=0

44, {(x+a)2+(y—
x=0

2_ 22 2 _
a)’ = 2a @{a +(y

x=0

o y=2a y y=0
x=0 x=0

Como A tem ordenada positiva, A0, 2a). Seja
P(x, -x), com x < 0.
OA x |abcissa de P| _ 4a

@{(y—a)%az @{y—a=a . {y—a=—a

A =das
[OAP] 2
2a x (-x
= =4a
2
& -ax =4a
ex=-4
Logo, P(-4, 4).
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46.

Opcéao (A)

Circulo de centro (-1, 1) e raio V2.

( )+(y+1)2<2 A y<-x

Semiplano fechado |nfer|0r, determinado
pela bissetriz dos quadrantes pares.

A area pretendida &, entdo, a area do semicirculo:

mx (V2?2 _

2

Opcéo (D)

Seja r o raio da circunferéncia e C o seu centro.
C(1,-3)er=V8=2V2

Como se pretende que a interse¢do da circunfe-
réncia com a reta vertical definida por x = a tenha
comprimento 4V2, que é o dobro do raio, entdo o
segmento de reta terd de ser um diametro e, por-
tanto, a reta tera de passar pelo centro da circun-
feréncia.

Uma equacdo da reta pretendida &, entdo, x = 1.
Assim, a =1.

2 +)?+10x-4y+k=0

o2 +10x+25+)° -4y +4=-k+25+4

S +5)2+(p-22=29-k

Para que esta equacao defina uma circunferéncia,
29-k>0& k<29.

Recorrendo a equacdo obtida na alinea anterior,
para que a equacdo defina um ponto 29 - k = 0
<k =29.

Recorrendo a equacdo obtida na alinea a), para
que a equacao defina o conjunto vazio 29 - k < 0
< k> 29.

O conjunto dos pontos do plano que distam igual-
mente da origem do referencial e de A é a media-
triz de [OA]:

X2 +y?=(x+3)2+(+3)?
S +)?=x2+6x+9+)?+6y+9
< -6y=6x+18
&y =-x-3,que é uma equacao dessa mediatriz.
A cinrcunferéncia de centro A e tangente aos eixos
coordenados tem raio 3 e é definida pela equacéo
(x+32+(+3)=
Logo, a condicdo pretendida é
y=-x-3 A (x+3)2+(+3)2?=9.
Intersetando a reta com a cinrcunferéncia:

y=-x+3
(x+32+(+3)=
Lt
{(x+3)z+(—x—3+3)2=9
= o
{x2+6x+9+x2=9 {2x2+6x=0

L=t \
{x=0 {2x+6=0

(=1
{x(2x+6)=0



49.

1 ¥=0-3  |y=-(3)-3
x=0 x=-3

=-3 =0

N y v y

x=0 x=-3
Assim, outra concretizagdo possivel para definir o
conjunto de pontos dado é:
x=0Ay=-3) v x=-3 Ay=0)
O conjunto dos pontos médios dos segmentos de
reta cujos extremos sao a origem do referencial e
cada um dos pontos da circunferéncia de centro O

e raio 2 é uma circunferéncia de centro O e raio 1,
definida pela equagéo x? + y? = 1.

(a, 2a + 1) é o centro da circunferéncia C;.

(b, 2b + 1) é o centro da circunferéncia C,.

|2a + 1| é o raio da circunferéncia C;.

|2b + 1| é o raio da circunferéncia C,.
4-a)P+(2-2a-1)2%=2a+1)?
(4-b)?+(2-2b-1)>=2b+1J?

16 -8a+a?+(1-2a)=(2a+1)?
16 - 8b + b? + (1 - 2b)> = (2b + 1)?

16-8a+a?+Y-4a+4d’ =4’ + 4a+ ¥
16-8b+b2+ ¥~ 4b + 482 =482+ 4b + 1
qo16+V256-4x16
-16a+16=0 2
(=4 =
b?-16b+16=0 b 16%V/256 -4 x16
N 2

q_l68V3
2 {a=814\/§
=

=4
p16£8V3 b=8+4\V3
2
C,(8 + 4V/3,16 + 8V3 + 1), oU seja, C4(8 + 4V/3,
17 + 8V/3).

C,(8 - 4V/3, 16 - 8V/3 + 1), oU Seja, C,(8 - 4V/3,
17 - 8V73).

Logo,
Cy: (x-8-4V3)
Cyi (x-8+4V3)

+(y-17-8V3)* = (17 + 8V3)’
+(-17+8V3) = (17 -8V3)

Capitulo 2 - Geometria analitica no espaco - pagi-

nas 58 a 78

1.

a) PontoB

b) PontoF

c) PontoA

d) PontoC

e) PontoD

2.

a) A(6, 0, 0); B(6, 6, 0); C(O, 6, 0); D(O, 0, 0); E(6, 6, 6);

; E(O, 0, 6);

Propostas de resolucao - Manual

-3); B3, 3, -3);
-

P F(=3,3,3),G(-3,-3,3); H3,-3,3)

xeR Ay=0Az=0
x=0Ay=0Az<0
xeR AyelR Az=0
xeR Ay=0AzeR
x<0Ay>0Az>0

x>0 Ay>0Az<0

A(3, -4, 2); B(3, 4, 2); C(0, 4, 2); D(0, -4, 2); E(3, -4, 0);

F(3,4,0)

Pontos F, I e C. No plano xOy, o ponto F tem coorde-

nadas (3, 4).

No plano xOz, o ponto | tem coordenadas (3, 2). No

plano yOz, o ponto C tem coordenadas (4, 2).

Ponto simétrico

relativamente a

8.
a)

b)

0

A(0,5,2) | B3,0,1) | C(4,2,0) | D(1,2,3)

Origem

C(-3, 3, -3); D(-3, -3, -3);

Plano xOy

Plano xOz

Plano yOz

Seja C o centro da superficie esférica de diametro
[AB].

C é o ponto médio do segmento de reta [AB] e tem
-3+1 4+2 0+(—6)] (1,3, -3).

coordenadas [ ,
2 2

5

Para que o ponto B{—7, 3, 2] seja o ponto médio

de [AC], as coordenadas de B tém de ser da forma
(2+1 k -1+7 3+p] isto & [3 k 33+ 9)

2 2 2 2
Como a ordenada é 3, igual a ordenada de B, falta
apenas garantir que a abcissa seja - % eacota 2.
Assim, 3=K__5 , 3+p_

2 2 2
<3-k=-5A3+p?=4
k=8 A p?=

ok=8A(p=1vp=-1

AB=V(3-3)2 V0+9+0=
=3

AE=V(3-3)
=10

AC=V(3-0)2+(0-3)

-V18=-3V2

+(0-32+ (-6 (-6)2=

+(0-02+(-6-42=VV0+0+100=

+(-6-(-6))?=V9+9+0=
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92

d)

10.

o 9
- ~

s o

AF=V(3-3)2+(0-3)%+ (-6 -4)=V0+ 9+ 100 =
=V109

AG=V(3-02+(0-3)2+(-6-4)2=V9+9+100=
=V118

dA B)=V(@-(-3)2+(-2-1)2+(4-4)?=
=V16+9+0=V25=5
d(C,0)=V(2-0)2+(-1-0)2+(-3-0)% =
=V4+1+9=V14
dD,E)=V(A-12+(2-272+(3-5?=V0+0+4=2
dF, G) =V (@2-12+(V2-(V2-3)f+(2-(-1)2=

=V1+9+9=V19
d(H,I)=V(a-b)2+(b-a)?+(a-b)?=V3a-b)=
=la-b\V3

AB=V(1-02+(2-V3)P+(3-1)7=
“V1+4-4V343+4=-V12-4V3

BC=V(0-(-3)7+(V3-0)+(1-47=
=V9+3+9=V21

AC=V(-1-(-3)2+(2-02+B-42=V4+4+1=
=V9=3

Como AB = BC = AC, o triangulo [ABC] é um triangu-
lo escaleno.

O plano paralelo a yOz que passa no ponto F é x = 3.
O plano paralelo a xOy que passa no ponto Béz=2.
O plano paralelo axOz que passa no ponto H é y = -4.

O plano paralelo ao plano ABC que passa pelo
ponto de coordenadas (3,4, 5) é z = 5.

O plano que contém a face [EFGH] é z = 0.

As coordenadas dos restantes vértices do prisma
sao A(3,3,-6); C(0, 3,-6); D(0, 0, -6); E(3, 0, 4); F(3, 3, 4);
G(0, 3,4); H(0, 0, 4).

i. O plano que contém a face [EFGH] éz = 4.

ii. O plano BCG é definido por y = 3.

ili. A reta AE é definida porx=3 A y=0.

iv. Areta AB é definida porx=3 A z=-6.

i.x=3 A y=3define areta BF.

il.x=0 A z=4define areta GH.

iii.y =3 A z=-6define a reta BC.

iv.x=0 A y=0define ao eixo Oz.

Por exemplo:
A(1,0,0)e B(3,0,0)

A(7,0,8) e B(7, -4, 8)
A(L,1,0) e B(1, 1,10)
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15.

16.

b)

17.

b)

c)

18.

AC=V(@-02+(2-k?2+(-5-3)2=
=V1+(@2-k?+64=
=V65 + (2 - k)2

BC=V/(-1-07+(3-k?+(-4-3)=
=V1+@B-k2?+49=
=V50 + (3 - k)2

Como se pretende que o ponto C seja equidistante
deAedeB:

AC =BC < V(65 + (2 - k)2=V50+ (3 - k)2
& 65 + (2 - k)2 =50 + (3 - k)2
& 65+4 -4k + k2=50+9 - 6k + k?
& 2k =-10
s k=-5

Sendo A(0, 1, 0) e B(3, 0, 4), a equacao do plano me-
diador é:

(=02 +(p-1Y+(Ez-0P=(x-3%+@-002+(=-4)?
X2 +1?-2p+1+22=x2-6x+9+)2+22-82+16
Sbx-2y+82-24=0
&3x-y+4z-12=0
Sendo A(0, -2, 3) e B(V3, 5, 3), a equacao do plano
mediador é:

(c-OP + v+ 2P + 3P = (¢ VBR + (- 5P + (3P
o +12+4y+4=x2-2V3x+3+12-10y + 25
< 2V3x+14y-24=0

Vejamos se (0, 4, 4) pertence ao plano definido por
3x-y+4z-12=0:
3x0-4+4%x4-12=050-4+16-12=0

< -16+16=0<0=0, 0 que é verdadeiro.

Logo, o ponto (0, 4, 4) pertence ao plano definido
na alinea a).

Vejamos agora se (0, 4, 4) pertence ao plano defini-
do por 2V3x + 14y - 24 = 0:
2V3x0+14x4-24=00+56-24=0<32=0,
o que é falso.

Logo, o ponto (0, 4, 4) ndo pertence ao plano defi-
nido na alinea b).

r=CA=VQ1-(-1)2+@2-12+@3-42=
=Va4+1+1=
=V6
r=C0=V(3-02+(2-02+(1-0)2=
=V9+4+1=
=V14

V(-3-22+(5-4)2+(7-62=

V25+1+1=

.‘
I
N[
|
3]
I I

NP N N

w
Ng
w

Uma equacao da superficie esférica de centro
C(1,2,3)eraio V6 & (x-1)2+(y-2)2+(z-3)2=6.



21.

22.

Uma equacao da superficie esférica de centro na
origem do referencial e raio V14 é x? + y? + 22 = 14.

O centro da superficie esférica de diametro [AB]

é o ponto médio deste segmento de reta, ou seja,
[_3+2,5+4,7+6] = [—l,i,EJ.Assim,uma
2 2 2 2 2 2

equacao da superficie esférica de centro [—%% %}
2 2 2
eraio3Y3 ¢ [;] +[y_z] (E] _27.
2 2 2 2 4

A superficie esférica tem centro (1, 2, -1) e raio
V16 = 4.

A superficie esférica tem centro [— i, 0, \@] e
raio V8 = 2VV2. 3

A superficie esférica tem centro (0, 0, 0) e raio V1 = 1.
A superficie esférica tem centro (1, 2, -3) e raio
V9=3.

A superficie esférica tem centro (0, 0, 3) e raio /5.

O centro da circunferéncia é o ponto médio de [PQ],
1+1 5-2

n
,‘2‘4j=[1,i,-3].
2 2 2

O raio da circunferéncia é % PQ =

ou seja, [

=%\/(1_1)2+(5+2)2+(—2+4)2=

2
ii (x—1)2+[ ——) +(z+3)2=§/\z=0
2
<:>(x—1)2+[ —i) +9—§/\z=0
2 4
2
<:>(x—1)2+[ -ij =£/\z=0
2 4
Opcéo (C)

(k-12+(@-22+(E+3)%=7 Arx=aqa

Para que a condicdo (a-1)?+ (y-2)? + (z + 3)*=7
A x = a represente uma circunferéncia de raio V6
tem de se verificar (a - 1) = 1, isto é:
a-1l=1va-l=-1<a=2v a=0

_ 2 2
@{(x 22+12<16
z=0

Esta condicao define o circulo de centroem (2,0, 0)
e raio 4 contido no plano z=0.
Logo, a sua area é igual a  x 42 = 16m.

23.

b)

0

e)

24,

b)

25.
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A esfera de centro no ponto (x, 0, -V/5) e raio % é

definida por (x - )2 +12 + (z + V5)’ < %

Aintersecao da esfera de centro na origem do refe-
rencial e de raio 1 com o plano xOz é definida por
¥ +)?2+22<1 Ay=0x2+22<1 A y=0.
Aintersecdo da esfera definida por
x?+(-1)?+(z-3)?<5como plano x = 2 é definida
porx?+(y-1)2+(z-3)2<5 A x=2

4+ (y-1P2+(z-32<5Arx=2

S h-1P2+(E-302<lAx=2

A parte da esfera de centro A(1, 2, 3) e raio 10 situa-
da no 3° octante é definida por:
(r-1P%+(-22+(z-32<100 A x<0 Ay<0 Az>0
Os pontos de cota ndo positiva pertencentes a es-
fera de centro na origem e raio 7 sdo definidos por
x2+)?+22<49 A z<0.

Seja B(0, -1, -2) o ponto médio de [AC].
Entao, [‘52” L4y 2 ”) -(0,-1,-2).

2 2
Logo,
ﬂzo
2 -5+x=0 x=5
—-Zl; =-1 S31l+y=-2 =9y=-3
24z _ 5 2+z=-4 z=-6
2

As coordenadas do ponto C sdo (5, -3, -6).

A esfera de diametro [AB] tem centro no ponto médio

do segmento de reta [AB] e raio AZ—B

Comecemos por determinar o ponto M, ponto médio
de [AB]:
(-5+o 1-1 2-2J=(_i 0 OJ
2 22 2
Determinemos o raio da esfera:
AB=V(0- (-5 +(-1-1)%+(-2-2)*=
=V25+4+16=
=V45

Logo, o raio da esfera de diametro [AB] é igual a
_AB _Va45

2 2

Assim, a esfera é definida por:

iz 2 2<£
(x+2] +y e~

A esfera de centro em A e raio 5 pode ser definida
por (x + 52 + (y - 1)? + (z - 2)? < 25.

O 8 octante é definido porx>0Ay<0Az<O.
Logo, a parte da esfera de centro em A e raio 5 que
pertence ao 8° octante pode ser definida por
(x+52+(-1)P2+(z-22?<25Ax>0Ay<0Az<0

r
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b)

26.

a)

i.d(Sa, T)=V/(0,1-1)2+(0,1-0)2+(0,1-0)2 =
=V0,81+0,01+001=V084=092

Logo, as coordenadas do satélite ndo podem ser
(01;0,1,01).

ii. O lugar geométrico é a parte da circunferéncia
cujo centro sao as coordenadas da Terra, (1, 0, 0),
e oraio é0,1, situada no 1° octante.
Assim:
(x-1P%+(@-02+(z-02=001Ax>0Ay>0Az>0
S E-1P%+)*+22=001 Ax>0 A y>0 A z>0

Opcéo (C)
- A afirmacao | é verdadeira, pois o centro da superfi-
cie esférica de diametro [AB] é o ponto médio de [AB]

1+0 ’\/§+\/§ \/ﬁ+2\/§)=

de coordenadas [

2 2
=[%’\/Lzzx/i’zi@;zx@):%‘#'z_\@].

- A afirmacado Il é falsa, pois o raio é igual a TBe:
E:\/(l—0)2+(\/§—\/§)2+(\/ﬁ—2\/§)2=
V124 (V2-2V2)+ (2V3 - 2V3) =

B _\/3

Logo, o raio = —
& 2

2

. O conjunto de pontos equidistantesde Ae de B é
o plano mediador de [AB].
Seja P(x, y, z) um ponto do plano mediador de
[AB]. Entao, d(P, A) = d(P, B).
Logo:
V-12+ (- V2P (- V12) =
=\/x2+(y—\/§)2+(z—2\/§)2
Sx2-2%+1+12-2V2y+2+22-2V12z+12 =
=x2+)2-2V8y+8+22-4V32+12
& -20-2V2y+2V8y-2V12z+4V3z+15-20=0
& -2x-2V2y+4V2y -4V3z+4V32-5=0
©-2x+2V2y-5=0
ii. Raio = cota de B=2V3
(r- 002+ (y- V8 +(z- 2vV3)* = (2V3)
o2+ (y-2V2) +(z-2V3) =12
ili. O conjunto de pontos do espago que estdo a

uma distancia do ponto A inferior ou igual a 3
unidades é uma esfera de centro em A e raio 3:

(-12+(-V2) +(z-V12)’<9

Aprende fazendo - paginas 82 a 91

1
a)

b)

As coordenadas dos vértices do cubo sdo A(7, 5,
B(7, 8, 9); C(4, 8, 9); D(4, 5, 9); E(7, 5, 6); F(7, 8,
G(4, 8,6); H(4, 5, 6).
As coordenadas dos vértices do paralelepipedo re-
tangulo sao A(1, 0, 2); B(1, 6, 2); C(1, 6, -2); D(1, 0, -2);
E(-1,0,2); F(-1, 6, 2); G(-1, 6, -2); H(-1, 0, -2).
2Apae=12 = Apace =6 = BCxAB=6 < 3AB=6
< AB=2

E)
6);
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a)

a)

b)

a)

b)

a)

Alateral = 50 < AB x BF + 2BC x CG = 50

& 2% 2BF +2 x 3BF =50

& 10BF = 50

< BF=5
Assim, as coordenadas dos vértices do paralele-
pipedo retangulo sdo A(-3, -2, 0); B(3, 0, 0); C(0, 0, 0);
D(0, -2, 0); E(3, -2, 5); F(3,0, 5); G(0, 0, 5); H(0, -2, 5).

i.(7,5,-6)

ii. (7, -5, 6)

iii. (-7, 5, 6)

iv. (7, -5, -6)
v.(-7,5,-6)
vi. (-7, -5, 6)
vii. (-7, -5, -6)

Opcéo (A)
I. Afirmacao verdadeira, pois apresenta abcissa (2),
ordenada (3) e cota (4) maiores do que zero.

Il. Afirmacao falsa, pois o simétrico de A relativa-
mente ao plano xOy tem coordenadas (2, 3, -4).

Opgao (C)

As coordenadas da projecdo ortogonal de A sobre

o plano xOy sédo (2, 3, 0).

P(-1, 2,3)

Opc¢ao (C)

Um plano paralelo a xOy é definido por uma con-
dicdo da forma z = a. Como a cota de P é 3, entdo
o plano paralelo a xOy que passa pelo ponto P é
definido pela condicdo z = 3.

Opcao (B)

Um plano perpendicular ao eixo das ordenadas é
definido por uma condicdo da forma y = a. Como
a ordenada de P é 2, entdo o plano perpendicular
ao eixo das ordenadas que passa pelo ponto P é
definido pela condicdo y = 2.

Opcao (B)
Para que o ponto P pertenca ao plano xOz, a sua
ordenada tem de ser igual a zero, isto &, k? - 8 = 0.
k?-8=0=k?*=8

ek=-V8vk=V8

ek=-2V2v k=2V2

Vsiido = 252 & Vpirémide + Veupo = 252
oriarxdig3-25
3 2

oL e =252
6

o a3 =216
< a = 6, sendo a a medida da aresta
do cubo.
Assim, as coordenadas dos vértices do sélido sdo
M(3, 3, 6); N(6, 0, 0); O(0, 0, 0); P(0, 6, 0); Q(6, 6, 0);
R(6, 0, 6); S(0, 0, 6); T(O, 6, 6); U(6, 6, 6); V(3, 3,9);



b)

a)

i. O plano que contém a face [PQTU] é definido por
y=6.

ii. Areta RU é definidaporx=6 A z=6.

iii. O plano paralelo a xOy que passa pelo ponto V
é definido porz =9.

iv. O plano mediador de [UT] é definido por x = 3.

v. A superficie esférica de centro em V que passa
por M é definida por:
(x-3P2+@-3P2+(z-92=9

Opgéo ()

A(-2,3,1) B(2, -5, 0)

O centro da esfera é o ponto médio do segmento

de reta [AB]:

[—2+2,3—5,1+0j= [o,-l,l]
2 2 2 2

O raio da esfera é:

%E:%\/(-z-z)he+5)2+(1-o)2=
=%\/16+64+1=
V81 =

i
2
2

2
Logo, uma condicdo que define a esfera de diametro

2
[ABléx?+(y+ 1)+ [z—%] s%.

i. H(6, -6, 6)

ii. H"(6, -6, -6)

iii. H"'(=6, -6, 6)

iv. H""(-6, -6, -6)

O ponto médio tem coordenadas [

ou seja, M(3, 3, 3).

O ponto M é o centro do cubo.

dM, H)=V(B3-62+(3-6%+(3-62=V9+9+9=
=V27=52

A superficie esférica tem centro no ponto M e raio

igual a MH.
Assim:

0+60+60+6J
22" 2 )

)+ (- 32+ (z-3)2 = (V27)
& (-32+(-32+(z-32=27

AD2=0A?+0OD2 = AD2=22+22

< AD2=8

=AD=\8

& AD = 2V/2, como se queria de-

monstrar.

As coordenadas dos vértices do cubo sdo A(2, 0, 0);
B(4,2,0); C(2,4,0); D(0, 2,0); E(2,0,2\V/2); F(4, 2,2\ 2);
G(2,4,2V2); H(0, 2, 2V2);

Veone = 32 <:>%x 7AO? x 6 = 321
= A0?=16
=A0 =4

Logo, A(-4, 0, 0).

Propostas de resolucao - Manual

b)  B(4,0,0)eC(0,0,6)
AC=V(-4-002-(0-02+(0-6)2=V16+0+36=
=V52
BC=V(4-02-(0-02+(0-62=V16+0+36=
=52
AB=38
Logo, o triangulo [ABC] é isosceles.

c) Como P pertence ao eixo Oz, entdo P é da forma
,0,2).
Para que o triangulo [ABP] seja equilatero:

AP=AB < V(0-(-4)2+(0-0)2+(z-02=8
16 +22=64
& z2=48
©z=\V48 v z=-\48
oz=MN3 v z=-4\3
Logo, P(0, 0, 4V/3) ou P(0, 0, -4V/3).

11. Opcao (C)
A afirmacéo falsa é a da opgdo C, uma vez que o
plano de equacéo z = -1 é paralelo ao plano xOy e
néo ao plano yOz.

12. Opcao (B)
Como o ponto pertence ao eixo Oz, entao:
p?-1=0 A p?-p=0
epP=1vp=-1)a(p=1vp=0)
op=1lv (p=-1Ap=0)
Logo, p=1.

13. Opcao (B)
A(3, 2, l}
2
P 2
AC-10 & \/(3 C324 (24 4)2+ [%- Zk] -10
1 2
©0+36+ [?—Zk] -100

C(3, -4, 2k)

2
@[l—Zk] - 64
2
ol k-gvi_2k--8
2 2

L, 17
2

sSk=-

14. Opcao (A)
+ O centro da superficie esférica é o ponto médio
de [AB]. Assim, as suas coordenadas sao:

(\6+\/§ 2V34+V12 \/§+O]=
2 ’ 2 )

=[\ﬁ+2\ﬁ V3 4+2V3 ﬁ%
2 ' 2 "2

B2
Logo, a afirmacéao p é verdadeira.
- O raio da superficie esférica é ﬂ%

d(A B) = V(VB-V2P + (V12 -2V3) +(0- V5) =
~V(@V2-V2P +(2V3-2V3) + (-V5) =
=V2+0+5=
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16.

V7=
1
72

1

) 72
Assim, o raio e%.

Logo, a proposicao g é falsa.

C(2, 10, 0); A(6, 2, 0); B(6, 10, 0); D(2, 2, 0); E(2, 2, 4);

F(6, 2, 4)

i.z=4

i EQ2, 2, 4) C(2,10,0)
(x-22+(-2)%+(z-4)=(x-2?+(y-10)? + (z- 0)?
&2 -4y +4+272-82+16 =y? - 20y + 100 + 22
©16y-8:-80=0

< 2y-2z-10=0

iii. C(2, 10, 0) A(6, 2,0)
Seja M o ponto médio de [AC].
M(4, 6, 0)

Se a esfera é tangente ao plano xOz e tem centro
em M, entao o seu raio é 6.

Assim, a condicéo pedida é
(x-4)?+(y-6)2+2z2<36.

iv. O centro é F, que é o ponto simétrico de F(6, 2, 4)
em relacdo ao eixo das ordenadas, logo as coor-
denadas de F' sao (-6, 2, -4).

Oraio éd(A F)=V(-6-6)2+(2-2)*+(-4-0)2=
=V144 +0+16 =
=V160

Logo, a superficie esférica que passa no ponto A
e tem centro em F' pode ser definida por:

(x - (-6))2 + (v - 2)? + (z - (-4)) = (V160)*, ou seja,
(x+6)2+ (v - 2)% + (z + 4)? = 160.

A[B, 2 l] B[Z, 1, ij
2 2

O conjunto dos pontos do espaco cuja distancia ao
ponto A é inferior ou igual a 3 é a esfera de centro
A e raio 3, que pode ser definida por:

(x—3)2+(y—2)2+[z—%J259

O conjunto dos pontos do espaco que sao equidis-
tantes de A e de B é o plano mediador de [AB].

(x—3)2+(y—2)2+[z—%]2=
=(x—2)2+(y+1)2+[z—%]Z

<:>x2—6x+9+y2—4y+4+zz—z+%=

=x2—4x+4+yz+2y+l+zz-3z+2
& 2v-6y+2:46=0 4
S2x+6y-22-6=0
< x+3y-z-3=0,que éuma equacao do plano
mediador de [AB].
O centro da superficie esférica de diametro [AB] é
o ponto médio de [AB] cujas coordenadas sdo

_ [é,l,lj.
22

O seu raio é%A_B=
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17.

18.

=%\/(3-2)2+(2+1)2+(%-%]2=

Assim, uma equacao desta superficie esférica é:

(x—%]2+ [y—%]2+(z—l)2=17}

Opgéo (C)

Por observacdo da figura, e como o ponto D tem
coordenadas (0, 4, 0) e o cubo tem aresta 3, tem-se
que o ponto de coordenadas (3,4, 0) é o ponto A e
o ponto de coordenadas (0, 7, 0) é o ponto C.
Note-se que ABC nao é o plano mediador de [AC],
uma vez que A ndo é equidistante de A e C. ACE
também nao é o plano mediador de [AC], uma vez
que d(E, A) é diferente de d(E, C). O plano BCl ndo é
o plano mediador de [AC] pois C ndo é equidistante
deAedeC

Cada um dos pontos B, D e F é equidistante dos
pontos A e C. Portanto, o plano mediador de [AC] é
o plano BDF.

. 3 11
hy=d4+ = y="o
IERTEYES
ii.x=0Az=3

iii. F(3,7,3)

(c-3)2+(-72+(-3)?<4

vsélido = Veubo + vpirémide =
4

3¢ Ll32y =

3 V5-1
S27+3x—4 .
V5-1

sy, 120V5+1)  _

(\/5—1)(\/§+1)
12V5+12 _
(V5)'-12
_o7,12V5412

4

=27+

=27+3V54+3=
=30+3V5

x-62+(3-2+(z+1)3?=8 A y=3

& x-6)2+(z+1)?=7 A y=3,quedefine a circun-
feréncia de centro (6, 3, -1) e raio \V/7 contida no
plano de equagdo y = 3.

(r+1)2+)?+(z-1)?<16 A x=-1

<32 +(z-1)?<16 A x=-1, que define o circulo de
centro (-1, 0, 1) e raio 4 contido no plano de equa-
caox=-1.

42 +22<5 Ax=0 A p=0
&22<5Ax=0Ay=0

& -V5<z<V5 A x=0 A y=0, que define o seg-
mento de reta de extremos (0, 0, -V5) e (0, 0, V/5).
W4y? 42 -6bx+4y+12=0 A z=2

o2 +)?+4-6x+4y+12=0 A z=2
ox?-6x+9+)°+4y+4=-12+9 A z=2

& (x-3)?+ (v + 2)? = -3, que define o conjunto vazio.



19.

a)

20.

iLx=0Az=3

iV (x-32+@1-32+(-6)2=
=V (x-32+(y-3)2+(-3)7
& (z-6)2=(z-3)?
&22-12z+36=22-62+9
& -6bz=-27

o=
2

iiL.x=3A3<y<6A3<z<6b
iv.0sx<3A3<y<6A3=<z<6b

Opcao (C)

Uma equacdodaretaBGéx=0Ay=3.
Assim:

kz-%=oA2k2+5k=3

@k2=%A 2k2 +5k-3=0

ket l A ko2EV25+24
2 4
<:>k=i£/\ k=_5i7
2 4
ok=tl A [k=-3vk=l]
2 2
<:>k=l
2
Opcao (D)

A superficie esférica tem centro no centro do cubo,
que é, por exemplo, o ponto médio de BE:

[M’ﬁ,ﬁ], ou seja’ [112’2]
2 2 2 2 2 2

Oraioé%BE:%\/(O—3)2+(3—6)2+(6—3)2=

it
‘ﬂr\:h—'
NI
Y
©
+
N
+
©
[}

Assim, uma equacao desta superficie esférica é:

o3 oS- 3) 2

O plano ACH é o plano mediador de [GE].
Assim,

Vx-02+(-32+(-32=

=V (x-3)2+(-6)2+(-3)2
Sx2+(p-3P2=(x-3)72+(-6)?
Sx2+)2-6y+9=x2-6x+9+)2-12y+36
S 6x+6y-36=0
ox+y-6=0

Opcao (A)
A(1, -5,3) B(-2, 4, 0)
Para que o ponto P(1, k, k?) pertenca ao plano me-
diador de [AB] tem de se ter:
AP=BP & V(1-1)2+(-5-k?2+(3-k)2=
=V(-2-1)2+(4-k?2+(0-k?)2=
& 0+25+10k +kZ+9-6k?+k*=
=9+16 -8k +k?+k*
< -6k? +18k+9=0
< 2k?-6k-3=0
kbt Vié +24

21.

22.

24,

b)

Propostas de resolucao - Manual

@k=6124\/15

C}k=3_2\/15 vk=3+2\/15

Opcéo (D)
V=243 a3 =243
Sa= vV 24\/3

Sas= ZW

oa= ZW

sa=2V3

& a=2V3 (medida da aresta do cubo)

Assim, o centro da superficie esférica é o ponto C
de coordenadas (V/3, V3, V/3) e 0 seu raio é:

d(o, C)=\/(\/§)2+(\/§)2+(\/§)2= V3+3+3=
=V9=3

Logo, a superficie esférica que contém todos os
vértices do cubo é definida por:

(x—\/§)2+(y—\/§)2+(z—\/§)z=9

Opgéo (B)

¥ +y?+22=25 A z=3x2+)2+32=25 A z=3
&x2+y?=16 A z=3

Assim, obtém-se uma circunferéncia de raio V16 = 4,

pelo que o seu perimetro é 8.

Opcao (B)

Se a esfera étangenteay=4eay=-2,entdo o seu
diametro é 6 e o seu raio é 3. Além disso, a ordena-
dadoseucentroé4-3=1

Logo, uma condigdo que defina a esfera é da forma
(x-a)?+(y-1)?+ (z- ¢)* <9, onde as coordenadas
do seu centro sdo (a, 1, ¢).

Uma condigdo que define a superficie esférica com

centro em (2, 2, 2) e que é tangente ao plano de

equacao y = 2 + V6, ou seja, que tem raio Ve, é

(x-2)2+(-2)2+(z-2)?=6.Como A e Bsdo pontos

que tém as trés coordenadas iguais e pertencem a

superficie esférica, entéo:

(x-22+(x-2P2+(x-22=6

o ((x-2)2%=2

©x-2=V2 v x-2=-\V2

ox=2+V2vx=2-V2

Logo, A(2 + V2,2 + V2, 2 + V/2), porque pertence

ao primeiro octante, e B(2 - \V2,2-V2,2- \/5)

O ponto médio de [AB] tem coordenadas

(2+\f2+2—\6 2+V2+2-\V2 2+\f2+2—\[2]_
2 ' 2 ' 2 -

=222

Este ponto é o centro da superficie esférica, logo a

corda [AB] é um diametro dessa superficie esférica.

(x-1)2+ (v - 1)? + (z - 10)? = 100 define a superficie
esférica de centro (1, 1, 10) e raio 10.
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26.

b)

A superficie esférica tem centro em V e contém os
quatro vértices da base da piramide quadrangular
regular [OABCV], logo podemos concluir que Vtem
coordenadas (1, 1, 10), que a altura da piramide
€ 10 e que o centro da base [OABC] é o ponto de
coordenadas (1, 1, 0). Assim, a aresta da base mede
2 u.c

Logo, o volume da piramide é % x22x10= 2_0 u.v.

O plano DEF é da formaz =k, k eR.

Vioasey = 40

3
Viperey) = % x a2 x h,, onde a é o lado do quadrado

[DEFG] e h, € a altura da piramide [DEFGV], ambos
em funcado de k.

Calculo auxiliar \
M h,=10-k
(2) O ponto H é o centro da base [OABC] e h

H’ é o centro da base [DEFG]. P

10

Nl

1 2
C0m0ﬁ=h—,vemquea=5hp,

T
NlQI

e 1
isto é,a =§hp.

1
Logo, de (1) tem-se que a = < (10 - k). v H

Assim, de (1) e de (2), vem que:

1. (1 2 3
Viperoy = = X E(10-l<) x (10 - k) = =— (10 - k)

3
Pretende-se entdo o valor de k tal que

1
75

20

3

L 10-k2=20 o (10-k32 =120
75 3 3

10 - k =V/500
e k=10-5V4
Assim, o plano DEF pode ser definido porz=10 - 5V/4,

40
3
Viperey = >

Opcéo (B)
Os pontos que pertencem ao eixo das abcissas sdo
da forma (x, 0, 0), com x € R.

Assim:
(x-3)2+(0+1)2+(0+3)2=34

-3 +1+9=34

o (-3)2=24

©x-3=-V24 v x-3=\V24
©x=-2V6+3 vx=2V6+3
A superficie esférica S interseta o eixo das abcissas
em dois pontos de coordenadas (-2V6 + 3,0, 0) e
(26 +3,0,0), que sd0 os extremos de um segmen-

to de reta de comprimento 26 + 3 - (-2V6 + 3) =
2V6+3+2V6-3=4V6.

i. O centro da superficie esférica é o ponto de coor-
denadas (3, -1, -3) e o raio é igual a V/34.
Assim, o ponto dasuperficie esféricacommaioror-
denada é o ponto de coordenadas (3,-1+V/34,-3)
e 0 ponto com menor ordenada é o ponto de
coordenadas (3, -1 - /34, -3).
Entdo, se k e[-1 - V34, -1 + V/34] o plano de
equacao y = k interseta a superficie esférica S.

©ASA, Dominio 10, Dossié do Professor

Para que a intersecao seja o conjunto vazio, k tem
de pertencer ao conjunto
J-o0, -1 - V34[ U ]-1 + V34, +0o].
i (x-32+(+1)02+(z+3)02=34 ~rz=k
Uma circunferéncia de perimetro 8z tem raio 4.
(x-32+@p+1)2?+(k+3)%=34 A z=k
S-3)P+(+1)2?=34-(k+3)? A z=k
Assim, para que esta condicdo represente uma
circunferéncia de raio 4 tem de se verificar
34 - (k +3)? =42
34-(k+3)02=4=(k+3)?=18
ok+3=-V18 v k+3=V18
ek=-3V2-3 v k=3V2-3

Capitulo 3 - Vetores no plano e no espaco - paginas

92 a137
1
a) Porexemplo:

b)

i.[A, B], [B Al [B C], [C Bl elC, D]

ii.[A Ble[D, C]

Para cada aresta é possivel definir dois segmentos
de reta orientados. Além disso, é possivel definir
dois segmentos de reta orientados para cada uma
das diagonais.

Logo, é possivel definir 4 x 2 + 2 x 2 = 12 segmentos
de reta orientados.

E possivel definir oito vetores: cada diagonal per-
mite definir dois vetores (2 x 2 = 4), a aresta [AB]
e a aresta [AD] permitem definir dois vetores cada
uma (2 x 2 = 4), e as restantes arestas definem ve-
tores iguais aos definidos pelas arestas [AB] e [AD].

Por exemplo:
[A, D], [D, Bl elF, E]

[A FlelC F]

BC e DF

AD e DE

AD e EF

Por exemplo:

[A Bl [B ClIC G]IG, ElelD,F].
[A, OlelB,C]

[A OlelC, B]

AFe FC

AE e GC

A+FE=A+AD=D
D+BE=D+DF=F
C+(-DF)=C+FD=C+CE=E
TiA)=A+AC=C
Tsr(B)=B+DF=B+BE=E

AC + CG=AG

DH + PN = DH + HF = DF
JL+HD=JL+LG=JG
BC+PO=BC+CB=0



BC + EF = BC + CD = BD
m+(_(ﬁ)=m+P—Q=m+m=ﬁj
HM + (-0J) = HM + JO = HM + MQ = HQ

1+AC=1+IK=K

F+JL=F+FH=H
A+HG+AL=A+AB+BK=B+BK=K
Te(H) =H+IF=H+HC=C

AC + CG = AG

DH + BF =DH + HL = DL’
JL+HD=JL+LH=JH
IH+CF=IH+HI=0

BC + EF=EH + HG = EG

Al + (-EK) = CK + KE = CE

CK + (-DH) = CK + KG = CG
(E-J))+(D-A)=JE+AD=JE+EH=JH

Opgao (D)
. Aaflrmagao é falsa, pois A + 2FG=A+AM=M.

II.AE - MA = AE + AM = AE + EQ = AQ
Logo, a aflrmagao é verdadeira.

Il. 2RP - DI = RN + NK = RK
Logo, a afirmacao é falsa.

2AB = AC = EG
-3LM =3ML=MI
L Ar-AE

2

-EH = HE

1+2JF=1+IA=A
F+%ﬁ=F+ﬁ=J

2IE-LD=1A+AI=0

Opgéo (D)

Na opcéo (A) a afirmacao é falsa, pois os vetores
ndo tém a mesma direcdo e sentidos opostos.

A afirmacdo da opcao (B) é falsa, pois a soma de
um ponto com um vetor € um ponto e ndo um ve-
tor.Neste caso, D+AB+J=C+lJ=B.

Na opcéao (C) a afirmacao é falsa, pois AD e GH sao
vetores ndo nulos e ndo s&o vetores simétricos, s&o
vetores iguais, logo AD + GH = 2AD e AD = 0.

Na opcédo (D) a afirmacdo é verdadeira, pois, ape-
sar de os vetores AC e JL serem diferentes, a sua
norma é igual a medida da diagonal facial dos
cubos da figura.

Dadas as condicBes da figura, tem-se que HE é um
vetor com a mesma direcdo de DL, sentido contrario

e metade da norma. Assim, HE = - % DL.

11.

12.

13.

b)

14.

b)

c)

15.

b)

c)

d)

b)

17.

18.

b)

19.

b)
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% % Como d e b tém sentidos opostos, entao
A=-L.
2
a=L1d b=-2d c=-24d
3 3

20+b=22x-7)+(-3x+5y) =4x- 2y - 3x+ 5y =
=x+3y

-2d+3b=-2(2x-7) +3(-3x+5y) =

—4x+ 2y - 9%+ 15y =

-13x+ 17y

%ﬁJ,%ﬁ: [l+£Jﬁ=ﬁ

33
2AB + 2El = 2(AB + EI ) = 2(DE + El) = 2DI = DN = AK
z(%ﬁ] _2PQ - PR

A+%I—W=A+FF=A+AT=I

TH-LD=TH+DL=TP
T+%ﬁ+ NC=T+GF+NC=T+TS+NC=5+5J=J

F_z[ﬁ_lm]=F_z<ﬁ+m)=F_z(ﬁ+E)=
=F-2IB=F-QC=F+CQ=T

Tg(C)=C+BT=C+CS=S

V27V -% +2(V3v) + 1L

- _% —U+ V27V +2V3v=

120 U+3V3v+2V3v=
=50+ 5V3V
3(27- %UJ +2(4U) - V=6V-8U+8U-V="5V
-2(-x'+ @) + 2(3a) = 3(d + 2b)
& 2x-2d+6d=3d+6b

& 2x=3d+ 2@— 6d + 6b
& 2x=-0d+6b

@x:—la+35
2

AB + AC=AM + MB + AM + MC = 2AM + MB-CM =

=2AM + 0 = 2AM
PB+PC=PM+MB+PM+MC=2PM+MB-CM =
=2PM +0=2PM
i. Amigo B
ii. Amigo G
ili. Amigo D
iv. Amigo C

i. Primeiro quatro passos para oeste e depois dois
passos para norte.
ii. Apenas quatro passos para sul.
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20. d=i+j b=-2i+] C=2i+0j
21. d=2¢e, +26,d2 2)
b =26, - 26, b(2, -2)
E 261 + Oez, (2 )
d=-2e, +0e,; d(-2,0)
f=-3¢e, -3¢, f(-3,-3)
g =0¢e, + 4¢5, (0, 4)
22. OB =3e, + 4e, + 0e; OB(3, 4,0)
OG = 3¢, + 4¢, + 2¢5; 0G(3, 4, 2)
EF = 3€, + 0e, + 0e5; EF(3, 0, 0)
ED = O€, + 4e, + Oe3; ED(0, 4, 0)
FD = -3¢, + 4e, + 0e5; FD(-3, 4, 0)
23. 3
a) d+b=(1-3)+(-9,4)=(1-9,-3+4)=(-8
b) d+b= [—1 l] + [1,1] = (-1+1,£+i] =
2 2 2 2
4
=10,2|=(0,2
04]-02
¢ d+b=(V2,0)+(V8,-5=(V2+V80-5)=
=(V2+2V2,-5)=
=(3V2,-5)

24. V+w=Us (2k+1,3)+(2,p)=(-3,8)
< (2k+1+2,3+p)=(-3,8)

< (2k+3,3+p)=(-3,8)
<2k+3=-3A3+p=8
S 2k=-6Ap=5
ok=-3Ap=5

25. U@, -3) :

V(-1, 4) W[l, 0

)

a) U+v=(2-3)+(1L4)=(2-1-3+4)=(11)

=(11)+{%,0)=

“(1+1,140]=

_[1 ! oj

-4

‘[3’1]
O U-V=(2-3)-(-14)=(2+1-3-4=(,-7)
d) V-TU=(-14)-(2-3)=(-1-24+3)=(-3,7)
€)  2U+4v=2(2-3)+4(-1 4) = (4,-6) + (-4,16) =

—(4-4,-6+16) =

100 ©ASA, Dominio 10, Dossié do Professor

, 1)

c)

27.

b)

c)

d)

29.

a)

. u(2,-3,5)

A(-1,2) B(2, -3) (0, 5)
AB=B-A=(2,-3)-(-1,2)=(2+1,-3-2)=(3,-5)
BA = -AB=—(3,-5)=(-3,5)

BC=C-B=(0,5)-(2-3)=(0-25+3)=(-228)
AC=C-A=(0,5-(-1,2)=(0+1,5-2)=(13)
Logo,D:B+E @2- ) (1 3)=(2+1,-3+3)=(3,0).

AF=(1,7) s F-A=(17)<F-
o F=

u-2,4) V(L -5  A@Q3) B(2,-7)
lull = 1(-2,4)l = V(-2)? + 2= V4 + 16 = V20 = 2\/5
IVl = (L, -5)|| = V12 + (-5)2 = V1 + 25 = V26
AB=B-A=(2-7)-(1,3)=(2-1,-7-3)=(1, -10)
IABI| = 11(1, -10)|| = V1% + (-10)2 = V1 + 100 = V101
llull + [Vl = 2V/5 + V26
lu+VIl=l(-2,4)+ (@ -5l =I(-2+1,4-5)ll =
=I-1, -l =
= V(D) + (1) =
=V1+1l=
=V2

vik 3,1) wW(-2,-6,p?-1)

U=V+wWe(2,-3,5)=(k 3,1)+ (-2 -6,p*-1)
©(2,-3,5)=(k-2,3-6,1+p?>-1)
< (2,-3,5)=(k-2-3,p)
ok-2=2A-3=-3Ap?=5
ek=4Ap=+\V5

Logo,k=4ep=\50uk=4ep=-V5

U@ -3,4)  v(-1,0,3) A(12 3)
U+2v=(2-3,4)+2(-1,0,3) =

B(0, 2, 0)
(2,-3,4)+(-2,0,6) =
-0, 3 10)



e)

AB-L1v-B-A-Lly-
3 3

-(0,2,0)- (1,2, —3)—%(-1,0 3) =
-(-1,0 3)+% 0 -1]=
2
-[-502]
U+ 4(2V) = ~(2,-3,4) + 4(2(-1, 0, 3)) =
=(-2,3,-4) + 4(-2,0,6) =
=(-2,3,-4) + (-8,0, 24) =
= (-10, 3, 20)

BA=A-B=(1,2-3)-(0,20)=(10,-3)
Logo, sdo vetores colineares com BA, por exemplo:
2BA=(2,0,-6)
-2BA=(-2,0,6)
5BA = (10, 0, -30)
-3AB=2W+U & 3BA=2w+U
< 3(1,0,-3)=2w+(2,-3,4)
< 2w=(3,0,-9)-(2,-3,4)
s 2w=(1,3,-13)

(1,3, -13)

;;_ﬁj
2'2" 2

—_

SW=

r\.:||—l

SW=

/N

Por exemplo:

(-4, 6), (2, -3), (20, 30), [13}

(0,1),(0,-1), (0, 2), (0, 10).

a1, -3) b(2,-6)
b = 2a, logo os vetores d e b sdo colineares.

o3

b = -4d, logo os vetores d e b sdo colineares.

b(4,-2)

a(-1,9) b(10,18)
1—(1) =-10 e 9 = 2. Como -10 = 2, 0s vetores d e b
ndo sdo colineares.
a0, 7) b(2,14)
o_ 0 el=l. Como 0 ;el, os vetores d e b ndo
2 14 2 2
sdo colineares.
dlo, lj B[o, . 2]
2 2
b = -94, logo os vetores d e b sdo colineares.
a(V3,-3) b(2Vv3,0)

b = 2d, logo os vetores d e b sdo colineares.

32

33.

34,

35.

36.

a@,-3,7)
b = 2d, logo d e b sdo vetores colineares.
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WQ4a  VE1-K) w[k, _ %]
Para que u e v sejam colineares:
%:ﬁaz(l—k)=124:>2—2k=124:>2k=—10

s k=-5
Para que v e w sejam colineares:

3.1 2k<:>3x[—%J=k(1—k)<:>—2=k—k2

k
3 =k?-k-2=0
<:>k=1i V1+8
2

sk=2vk=-1

Sejau = (a, b). Para que u e vsejam colineares, tem-
-se que U = kv, ou seja:
(a,b) =k(-2,1) < (a, b) =
Entdo, U = (-2k, k).

Por outro lado:

[[Ull =10 & V/(-2k)? + k? = 10

(-2k, k)

& (-2k)2 + k2 =100
o 4k? + k2 =100
& 5k? = 100
s k2=

@k=\/20vk=—\/20
ok=2V5vk=-2V5

Logo, U = (-4V/5, 2V5) ou ti = (4V/5, -2V5).

O vetor é colinear com o vetor de coordenadas
(3, -4), logo é da forma (3k, -4k), para algum k €IR.
Tendo em conta que tem sentido contrario, entdo
o valor de k é negativo.

Como a norma do vetor é 12, tem-se:

V(3k)? + (-4k)? = 12 & 9k? + 16k? = 144
& 25k? =144
o K22 144
25
ekos 12
Logo, o vetor pedido tem coordenadas (— 3?6 45—8]
B[x, i),x >0
2

oo ol

2

IABIl =2 & (x—2)2+[%) 2

<:>5—x2—4x=0
4

& 5x2-16x=0
< x(5x-16)=0

Sx= va—E

5
£
55
C=B+E=[E,§]+(—Z,O)=[£,§]
55 55

b(2, -6, 14)
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37.

38.

d)

b(0, 4, -1)

a(o, -1, l]
—_— 2 —_—

b = -4q, logo d e b sdo vetores colineares.
d(0,0,7) b(0, 0, -1)

d=-7b, logo d e b sdo vetores colineares.

(1,40  b(281)

= % =, logo d e b ndo s&o vetores colineares.

N[ 2l
H|o

u é colinear com v, logo u(k, -2k, -k), para algum
numero real k ndo nulo.
Tendo em conta que U tem sentido contrario ao de
v, entdo o valor de k tera de ser negativo.
[|Ull =8 & Vk?+ (-2k)? + (-k)> = 8
& k? + (-2k)? + (-k)? = 64
<:>k2+4k2+k2=64
& 6k? =
o k?= 64
6
8 8
ok="- vk=-—"2
V6

V6

ek= 43& vk=- 47\/3

4Ve 8V6 M)
373" 3 )

A reta r contém os pontos de coordenadas (0, 0) e

(-3,-3).

Como (-3, -3) - (0, 0) = (-3, -3), entdo qualquer ve-

tor diretor da reta r sera colinear com (-3, -3), por

exemplo r (1, 1).

A reta s contém os pontos de coordenadas (-3, 2) e

(4,-1). Como (-3,2) - (4,-1) = (-7, 3), entdo este éum

vetor diretor da reta s.

Areta t € uma reta vertical, logo um seu vetor dire-

toré(0,1).

A reta p é uma reta horizontal, logo um seu vetor

diretor é (1, 0).

Como k <0, tem-se que U[—

Uma equacao vetorial da reta que passa no ponto
(10, 1) e tem a direcdo do vetor (-2, 1) é:
(x,¥)=(10,1) + k(-2,1), keR

Uma equacao vetorial da reta paralela ao eixo das
abissas e que contém o ponto (V'2, V/3) é:

() =(V2,V3)+k(@,0), keR

Uma equacdo vetorial da reta paralela ao eixo das
ordenadas e que contém o ponto (3, - i] é:

(x,y) = (3 -7] +k(0,1), k €lR

AB=B-A=(3,-5)-(1,8=(3-1,-5-8)=(2-13)
Assim, uma equacao vetorial da reta que contém
os pontosAeBé:

(r,») =(3,-5) +k(2,-13), keR

(X,y) =

(2,2) + k(5,2), keR

©ASA, Dominio 10, Dossié do Professor

d)

e)

41.

b)

c)

d)

42.

a)

(r,»)=(2,2) + k(-2,1), k € [0, +o0[
y
4
2
O +—t———+—+— x;
_2112 7
(¢y)=(2,2) + k(0,-4), ke[0,1]
y
4
3
in
SEIaNE
(5, )=, -4) +k(-2,1), keR

(1, -4) é um ponto da reta.
Se k = 1, obtém-se (x, y) =
que é um ponto da reta.
Se k = -1, obtém-se (x, y) = (1, -4) -
que é um ponto da reta.

(1, -4) +(-2,1) = (-1, -3),

(_2' 1) = (3' _5):

(2, 5) pertence a reta se existir um valor de k tal que:

(25 =1 -4)+k(-21) = (2,5) = (1, -4) + (-2k k)
< (2,5) =1 -2k, -4 + k)
&1-2k=2Ar-4+k=5

ok=-L k=9
2

Logo, o ponto ndo pertence a reta.

Procuramos o ponto (-2, y) da reta:

(-29)=1 -4 +k(-2,) & (-2,y) =1, -4) + (-2k, k)
< (-2,y)=0-2k -4 +k)
o1-2k=-2A-4+k=y
ok=2 Ay=-4+ 3

2 2
3 5
s k= SAY=-F
Logo, o ponto da reta que tem abcissa -2 é [ —%J
Procuramos o ponto (p - 1, 2) da reta:
(p-12)=(1,-4+k(-21)

< ((p-1,2) =1, -4) + (-2k, k)

SP-12)=0Q-2k-4+k)

<1-2k=p-1A-4+k=2

op=2-2kak=6

op=-10Ak=6

Logo, o ponto (p - 1, 2) pertence a reta se p = -10.

Um vetor diretor da reta é (-2, 1). Qualquer outro

vetor diretor da reta é colinear com este. Verifique-

mos entdo se (1, - %} é colinear com (-2, 1).

2 1

1" -2e ——_=-2,logo os vetores sdo colineares
1
2
e, portanto, [1 - %] é um vetor diretor da reta.
A2, -4) B(-1,3)
AB=B-A=(-13)- (2, -4)=(-1-2,3+4)=(-3,7)

Assim, uma equacdo vetorial da reta AB é
(r,») =(2,-4) +k(-3,7), keR.



43.

45.

Intersecdo com o eixo Ox: (x, 0)
(x, 0)=(2,-4) + k(-3,7)
x=2-3x 4

x=2-3k x=2-3k 7
< 0=-4+7k < k=i < 4 b)
7 k=—
7
x=2—1—2 x=£
7 7
= &
k=2 k=4
7 7

Logo, a intersecao com o eixo Ox & [l, O].
Intersecdo com o eixo Oy: (0, y)
0.y)=(2-4) + k(-3,7)

2
{0:2—3k k=3
et k
y=-4+7 —44+7x%
k=2 k=2
3 3
= =
y=—4+1—4 y=£
3 3
. ~ . . 2
Logo, a intersecao com o eixo Oy é [0, —j.
8 ¢ velh3 46.
Opcéo (C) a)

Das opgoes apresentadas, apenas o vetor de coor-
denadas (0, 2025) tem a diregao do eixo Oy.
Assim, a Unica equacao que pode definiraretar é

(x,y) = (3, 3) + k(0, 2025), k € R. b)

Uma equacao vetorial da reta r, que tem a direcao
de Ve que passaemA é:
(6,2 =(-1,31)+k(0,1,2),keR
O ponto (-1, 1, -3) pertence a reta se existir um k tal
que:

(-1,1,-3)=(-1,3,1) +k(0,1,2)
©(-1,1,-3) = (-1, 3,1) + (0, k, 2k)
& (-1,1,-3)=(-1,3+k 1+2k)
<& -1=-1A3+k=1A1+2k=-3
Sk=-2A2k=-4
Sk=-2Ak=-2
Logo, k = -2, 0 que significa que o ponto B pertence
aretar.
P(x, 0, z), x, z € IR, uma vez que se trata de um ponto  ¢)
do plano xOz.
Assim:

(x,0,2)=(-1,3,1) +k(0,1,2)
< (x,0,2)=(-1,3,1) + (0, k, 2k)
& (x,0,2)=(-1,3+k 1+ 2k
Sx=-1A3+k=0A1+2k=z
Sx=-1Ak=-3Az=1-6
Sx=-1Aak=-3Az=-5
Logo, P(-1, 0, -5).

47.

A reta HE é paralela a reta DA, logo, DA é um vetor
diretor de HE.
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DA=A-D=(464)-(-247)=(62-3)
Assim, uma equacdo vetorial da reta HE pode ser:
(t,y,2)=(-4,1,1) + k(6,2,-3), keR

IICEI| = ||DA]|
IIDAll=V36+4+9=\V49=7

ICEll =7 & \/[-%a]2+(-a)2+(—2a)2= 7

@\/%a2+a2+4a2=7

o227
9

oLla=7
3
<lal=3
<sa=3va=-3
ca=3
CG =(-2,-3,-6)
ca=-3

CG =(2,3,6),0que é absurdo pois, por observacao
da figura, concluimos que as coordenadas de CG
nao podem ser positivas.

Logo, a = 3.

FE=(-1,2,2)

Uma equacao vetorial da reta perpendicular ao
plano ABC que passa em E pode ser:

(61,2 =(-3,3,1)+k(-1,22),keR

1
V[ABCDE] = ? x A[ABCD] x h

F=E+EF=(-3,3,1)+(1,-2,-2)=(-2,1,-1)
AF=F-A=(-2,1,-1)-(-2,-2,2)=(0,3,-3)
IAF| = V02 + 32 + (-3)2=V18=3V?2

{

A«——D
w

¢ C+0=(6V2)=202=72

6\V2 o (2=36

B “C
A area do quadrado [ABCD] é 36 u.a.
h=|FEll=V(-1)2+22+22=V9=3
Viascos = % x 36 x 3 =36 u.v.
E=F+EF=(-2,1-1)+(1,-2,-2)=(-1,-1,-3)
O plano mediador de [EE’] pode ser definido por:
Vi +32+(p-32+(-1)2=
=V ({x+1)2+(+1)2+ (z +3)?
S +bx+9+)2-6y+9+22-2z+1=

=X+ 2x+1 412+ 2y +1 42246249
Sbx-2x-6y-2y-2z-6z+9-1=0
<4x-8y-82+8=0
Sx-2v-22+2=0

r:(x,y) = (-1, 4) + k(2, 5), k eIR é uma equacao ve-
torial da reta que contém o ponto de coordenadas
(-1, 4) e tem a direcao do vetor (2, 5). Esta equacao
é equivalente a:
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48.

(x,y) = (-1, 4) + (2k, 5k), k e R
< (x,y)=(2k-1,5k +4), keR
ox=2k-1Ay=5k+4,keR
k=21 k- %4
X ; 1 =-V;—4, que é uma equacao cartesiana da
retar.
Por sua vez, esta equacédo é equivalente a:

Sx+5=2y-8 2= 5x+13<:>y_ix+1

é a equacao reduzida da retar.

, que

Os pontos (2, 2) e (7, 4) pertencem a reta a. Logo,

m, = 2;4 = i
2-7 5

Os pontos (0, 3) e (2, 2) pertencem a reta b. Logo,
3-2 1

my=2>-%£=-=—.
0-2 2

Areta c é uma reta horizontal. Logo, m. = 0.

y= %x -\V2
O declive da reta é % e, entdo, um vetor diretor da
reta é (7, 2).

y=-x
O declive dareta é -1 e, entdo, um vetor diretor da
reta é (-1, 1).

y=9

O declive da reta é 0 e, entdo, um vetor diretor da
reta é (1, 0).

6x+3y+1=0<:>y=—2x—%

O declive da reta é -2 e, entdo, um vetor diretor da
reta é (1, -2).

() =(0,9) + k(2 3), keR
Como (2, 3) é um vetor diretor da reta, entdo o seu

declive é % Como (0, 9) é um ponto da reta, entdo

a sua ordenada na origem é 9. Assim, a equacao

reduzida desta reta é y = %x +9.

(ty)=(-15) +k(-13), keR
Como (-1, 3) € um vetor diretor da reta, entdo o seu

declive é %: -3. Logo, a equacao reduzida desta

-3x + b. Uma vez que (-1, 5) é

um ponto da reta, entdo 5=-3x(-1)+b < b =2.
Assim, a equacdo reduzida desta reta é y = -3x + 2.
(x,y) = (-1, V3) + k(8,0), k e R

Como (8, 0) é um vetor diretor da reta, trata-se de
uma reta horizontal. Uma vez que (-1, V3) é um
ponto da reta, entdo a sua equacdo reduzida é
y=V3.

reta é da forma y =

1
==x-2
y 5 X
O declive da reta é = 5 , logo um vetor diretor da

reta é (5, 1). Como a ordenada na origem é -2,
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b)

53.

b)

tem-se que (0, -2) &€ um ponto da reta. Assim, uma
equacao vetorial da reta é:

(x,¥)=(0,-2) + k(5,1), ke R

y=>5x

O declive da reta é 5, logo um vetor diretor da reta
é (1, 5). Como a ordenada na origem é 0, tem-se
que (0, 0) € um ponto da reta. Assim, uma equacao
vetorial da reta é:

(x,»)=(0,0) +k(1,5), keR

y=5

Trata-se de uma reta horizontal, logo um vetor di-
retor da reta é (1, 0). O ponto (0, 5) é um ponto da

reta. Assim, uma equacdo vetorial da reta é:
(x,») = (0,5) + k(1, 0), kelR

y = -2x + 8 é uma equacao reduzida da reta que
tem declive -2 e passa no ponto de coordenadas
(0, 8).

Como um vetor diretor da reta é (2, 5), entdo o seu

5

declive é ER Logo, a equacao reduzida da reta é da

formay = %x +b.
Como o ponto (1, 3) pertence a reta, entao:

3=£><l+b<:>b=l
2 2

A equacdo reduzidadaretaéy= %x + %

0 declive da reta ¢ 2=9 _ 10 Logo, a equagao
-1 3
2

reduzida da reta é da forma y = 10 ¢ 4+ b.comoo

ponto (2, 5) pertence a reta, entdo 5 = 130 x2+Db

eb=-2.

A equacédo reduzidadaretaéy= 13—0x —%.

“4x+y-5=0=y=4x+5

Logo, o declive da reta é 4. A equacao reduzida da
reta & entao, daformay=4x+b.Como o ponto(-3,0)
pertence areta, entdo0=4x(-3) +b < b =12.

A equacédo reduzida dareta é y = 4x + 12.

(r3)=(1,-9) +k@3,1) keR
Como (3, 1) é um vetor diretor da reta, entdo o seu

declive é % Como (0, 1) € um ponto da reta, entdo
a sua ordenada na origem é 1. Assim, a equacao

reduzida dareta éy = %x + 1

{x =2+k KeR

y=-1+6k

Um ponto genérico da reta é (2 + k, -1 + 6k), k e R.
k=0__~A@2-1)

k=1.__~B(3,5)

AB=(3,5)-(2,-1)=(1,6)

Como (1, 6) € um vetor diretor da reta, entdo o seu
declive é 6. Como (0, 1) € um ponto da reta, entdo

a sua ordenada na origem é 1. Assim, a equacao
reduzida daretaéy=6x+ 1.



54,

<)

x;1=—-31<:>3x+3=—2y<:>y=—ix—i

2 2
O declive dareta é —%. Como (0, 1) é um ponto da

reta, entdo a sua ordenada na origem é 1. Assim, a
equacao reduzidadaretaéy=- %x +1

y=m
Trata-se de uma reta horizontal, portanto o seu de-
clive é 0. Como (0, 1) € um ponto da reta, entdo
a sua ordenada na origem é 1. Assim, a equacdo
reduzidadaretaéy=1

Comecemos por definir a reta AB:
m=1-0__1 (declive de AB)

0-2 2
b =1 (ordenada na origem)
AB:y=- %x +1
Como a reta CD é paralela a reta AB, entdo tem o
mesmo declive: - -+

1
CD:y=-=x+5
y 2x+

Como o ponto D(a, %) pertence areta CD, vem que:

a_ 14,569, 9 552425

3 2 3 2 6
Sa=6

Logo, a = 6.

Coordenadas do ponto médio de [PQ]:
[Mﬁl Mﬁ] - {_l o]
2 2 2’
Coordenadas de um vetor diretor da bissetriz dos

quadrantes pares: (-1, 1)
Equacdo vetorial da reta pretendida:

() = [— % 0] +k(-1,1), keR
PQ=Q-P=(-2-2)-(1,2)=(-3,-4)

m=i=i
-3 3
4
2y 4b

y 3x+

Como P pertence a reta PQ, entao 2 = % x1+b.

Logo,b=2—i=£.

3 3 4 2
Equacdo reduzida da reta PQ: y = 3% + 3
i. PQ:y:%x+%

Para que R(k, k - 1) pertenca a reta PQ, tem de se
verificar:

ii. Para que R(k, k - 1) pertenca a mediatriz de [PQ],
tem de se verificar d(R, P) = d(R, Q).
Temos que:
d(R, P)=d(R Q)
oV (k-12+k-1-22=V(k+2?2+(k-1+2)?

d)

56.

b)
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ok?-2k+1+k?-6k+9=k*+4k+4+k*+2k+1
< -8k +10=6k+5

< -14k = -5
<:>k=i
14

Logo, o valor de k para o qual R pertence a me-

diatriz de [PQ] éi.
PQ=(-3,-4) .
Para o vetor ser colinear com PQ, tem de ser da
forma APQ, isto &, (-3, -42), L eR.
Para que tenha norma V15:

V(=307 + (-41)2 = V15 < 902 + 1602 = 15

& 2502 =15
o1
25
SA=% \/E
25
or=Y1 5 VI
5 5
Para que o vetor tenha sentido contrario ao de PQ,

tem-se que A = -

V15
-

Assim, o vetor nas condicdes pretendidas tem coor-

denadas [3—3154—”515J

Opcéo (D)

L(x-2%+(-5?%=29
O centro da circunferéncia é o ponto de coorde-
nadas (2, 5). Como este ponto ndo pertence a bis-
setriz dos quadrantes impares, pois ndo verifica a
condicdo y = x, a afirmacéo é falsa.

1. Determinacdo das coordenadas do ponto A: A(x, 7)
Como A pertence a circunferéncia, vem que:
(x-22+(7-5%=29=(x-2%+4=29

& (x-2)2=25
Sx-2=5vx-2=-5
ox=7vx=-3
Como A pertence ao 2° quadrante, tem-se que x < 0.
Logo, x = -3 e, portanto, A(-3, 7).

OA é um vetor diretor daretare OA=A -0 =(-3,7).
Logo, a equacao reduzida é do tipoy = - %x +b.
Como a reta passa na origem, vem que y = - %x.

Areta t, definida por (x,y) = (m, V/2) + (6, -14), k€ IR,
tem como vetor diretor u(6, -14) (por exemplo) e o

seu declive é, entdo, - % =- %

Como os declives das retas r e t sdo iguais, as re-
tas sdo paralelas (ndo sao retas coincidentes pois,
por exemplo, o ponto da reta t de coordenadas

(m, V/2) nao pertence a reta r, ja que V2 = - % m.
Assim, a afirmacdo apresentada é verdadeira.
((x-2P2+(@-52<29Ay=27)v
v ((x—2)2+(y—5)zs29/\ys—%xj
& (k-2 +(-52<29 A [y27vys—%x)
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Aprende fazendo - paginas 144 a 161

1

Opcao (C)

I. A afirmacao é falsa, pois apesar de serem vetores
com sentidos opostos, ndo tém o mesmo compri-
mento.

Il. A afirmacdo é verdadeira, pois sdo vetores com a

mesma direcdo.

Il A afirmacéo é verdadeira, pois um hexagono
regular pode ser decomposto em seis triangu-
los equilateros e, portanto, os lados tém todos o
mesmo comprimento.

Opcéo (C) -
Relativamente a opcéo (A), AC = BD porque nao
tém a mesma diregao.

Quanto & opcdo (B), AB + AD = AC e AC = BD.

Em relaco & opcéo (C), CA- DA = CA - AD = CD = BA.
Na opcao (D), AC + BD = 2AD = 0.

Opcgo®

Na opcdo (A), GC+ LG = LG + GC=LC = 0.
ngtoéopgéo(B),|Iﬂ+2FII=IIU+J—B||=||@||=
=||LDII.

Na opcao (C), F+JH=F + FD =D = FD.
Relativamente a opcéo (D), IIAB + CB|| = ||AB + BA||
=0e||GE| = 0.

NH + AN = NH + HQ = NQ

3AG +ID = AR + RM = AM
2QH-I1E=SF+FH=SH

(B-N) +(C-K)=NB+KC=AN+NB=AB
AM +SN =AM + MA=0
%@—ﬁ=@+(ﬁ=ﬁ

L+%E=L+F=T

D+PS=D+DI=1
H-CP=H+HL=L
E+TC+EN=E+ED+DM=D+DM=M

d=-2x+y b=4x-3y

2G+b) = 2(-2x+ 7+ 4= 3)) = 225 - 2) = Ax - 4y

-3a-b=-3(-2x+y) - (4x-3y) =6x-3y-4x+3y=2x

1 15 19— 1, o
Zd-=b==(-2x+y)-=(4x-3y) =
2a-3 2( +) 3(x )
R e o
a(-1,3) b(5, 2)

C=2a+2b=2(-1,3)+2(5,2) = (-2, 6) + (10, 4) = (8, 10)
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Opcéo (B)

AB=B-A=(2,1,1)-(1,2-2)=(1-13)

u=(ab,-1)

Para que os vetores AB e Ui sejam colineares tem de

severificar $= B _ 71 oy seja, a=-Leb=1.
1 -1 3 3 3

Opcéo (C)

A(-1,2) B(3, 0) c@, -5)

dA B)=V(-1-3)2+(2-02=V(-4)?2+22=
=V16+4=V20=2V5

dA, Q) =V (1-1)2+(2-(-5)2=V(-2?2+72=
=V4+49 =153

dB,C)=V(3-1)2+(0-(-5)=V22+5=
=V4+25=V29

Logo, A, B e C ndo sao vértices de um triangulo
equilatero nem de um triangulo isésceles, porque
d(A, B) = d(A, C) = d(B, C).
AB=B-A=(3,0)-(-12)=(4-2)
CB=B-C=(3,0)-(1,-5)=(25)
AB+CB=(4,-2)+(2,5)=(63)
I|AB + CBJ| =|(6, 3)|| = V62 + 32 = V36 + 9= V45 =
=3V5

Opcéao (D)

E(1,0,0)e C(0,1,1), logo:

IECII =110, 1,1) - (1,0, 0)ll = I(-1, 1, 1)l =
=V(1)?2+12+412=V1+1+1=V3=V2

D+ %Eé o ponto médio de [DC] e n&o de [AB].

Os vetores AC e BD n&o sao colineares porque nao
tém a mesma diregao.
AE +FG=(0,0,-1) +(-1,0,0) = (-1, 0, -1)

E+HG=E+EF=F
B+%W=B+E=i
I-JF=1+IC=C

A+%ﬁ+ﬁ=A+ 1E+ﬁ=K

2
EB+CH=EB+BE=0
2GJ + DE=GC + CF = GF
AG - AC = AG + GE = AE
HK + KI - GJ = HI + IF = HF

UQ20-4  V(-1,23) A(-L-23)
2U-3v=2(2,0,-4)-3(-1,2,3)
=(4,0,-8) + (3, -6, -9)
= (7,-6,-17)

B(0, 2, 5)



12.

%H+/ﬁ=%(zo 4 +((0,2,5) - (-1, -2, 3))

2BA-U+4v=
=2((-1,-2,3) -
=2(-1,-4,-2) -

] (1,4,2)

(0,2,5) - (2,0,-4) + 4(-1,2,3) =
(2,0,-4) +(-4,8,12) =
(-2,-8,-4) - (2,0,-4) + (-4,8,12) =
=(-4,-8,0) +(-4,8,12) =

=(-8,0,12)

A-V=(-1-23)-(-1,23) = (0, -4, 0)
B+ % -(0,2,5+L1(20,-4)=(0,25)+

-(1,23)

1,0,-2) =

AB=5W-U+2V
S 5W=AB+U-2V

oW=L(AB+U-2V)

II

((0,2,5)-(-1,-2,3) +(2,0,-4) - 2(-1, 2,3))

II

(1, 4,2)+(2,0,-4) + (2,-4,-6))

II

(5,0, -8)

vk njk vlE w;

)
s!
I
=
‘I
v1|oo

A(2,0,0)eG(0,2,2)

Assim, AG =(0,2,2)-(2,0,0)=(-2, 2,2).

Logo, uma equacdo vetorial da reta que contém a
diagonal espacial [AG] é:

(x,3,2)=(2,0,0) + k(-2,2,2), kelR

Se uma reta é paralela ao eixo das abcissas, entdo
um seu vetor diretor é (1, 0, 0). Logo, uma equacao
vetorial da reta que passa no ponto B(2, 2, 0) e é
paralela ao eixo das abcissas é:
(x,3,2)=(2,2,0)+k(1,0,0), kelR

A reta AE é paralela ao eixo Oz, logo um seu vetor
diretor & (0, 0, 1).

Assim, uma equacao vetorial da reta AE é:
(x,y,2)=(2,0,0)+k(0,0,1), kelR

Uma equacdo vetorial da aresta [AE] é:
(x,v,2)=(2,0,0) + k(0,0,1), k €[0, 1].
BE=(2,0,2)-(2,2,0)=(0,-2,2)

Assim, uma equacéo vetorial da reta que passa no
ponto G e tem a direcdo do vetor BE é:
(x,y,2)=(0,2,2) +k(0,-2,2), k R

O ponto médio de [AB] tem coordenadas (2, 1, 0),
uma vez que A(2,0,0) e B(2, 2, 0).

Assim, uma equacéo vetorial da reta que passa no
ponto médio de [AB] e tem a direcao de u(-1, -2, 5)
é(x,2)=(022)+k(-1,-25),kelR.

AL, -2,3)eu(-2 -1, 4)
Uma equacdao vetorial da reta r é:
(ty2)=(1-23)+k(-2,-1,4), keR

14.

b)

15.

16.

b)
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Para que o ponto (0, -1, 5) pertenca a reta r, tem de
existir um k tal que:

1
0=1-2k k‘?
-1=-2-k ©91k=-1
5=3+4k (o1

2

Logo, o ponto ndo pertence a retar.

Para que o ponto [Zp, - % p] pertenca aretar:

2p=1-2k

-1- _1
2p=1 Zx( 2] p=
k

3 1 1
3ok -1 L
2 e k=-3 < 2

p=3+4k p=3+4x[—%] p=1
Logo,p=1.
0(0,0,0) R(0, 5, -5)
Opcéo (D)

Uma reta é paralela ao eixo das cotas se o seu ve-
tor diretor for colinear com o vetor de coordena-
das (0,0, 1).

Se uma reta é paralela ao eixo das cotas e passa
pelo ponto P, entdo também passa pelo ponto Q
de coordenadas (5, 0, -5).

Sendo V o vértice da piramide, as coordenadas de

5
S| y<o.
2]y<

Seja h a altura da piramide.
Vsc’)lido = Vpirémide + chbo

150=%x52xh+53<:>150=23—5h+125

V sdo da forma [%y -

@—25 h=25
3
< h=3
Assim, v[i,-3,-i].
2 2

A superficie esférica pretendida tem centroem Ve
raio h.

Logo, (x—?] +(+3)7 +[z+%]2=9

Opcao (D)
(x,»)=(1,0) +k(-1,2),keR
Como um vetor diretor da reta é (-1, 2), entdo o seu

declive é %: -2, 0 que significa que a reta é para-

lela a reta de equagdo y = -2x.

Uma equacdo vetorial da reta que passa no ponto
A(-1, m) e tem a direcdo do vetor u(-8, 3) é:

(%, y) = (-1, m) + k(-8,3), keR

DE=E-D=(V8,-4)-(V21)=
=(2v2,-4)-(V2,1)-
= (V2,-5)

Uma equacao vetorial da reta DE é:

() =(V2,1) + k(V2,-5), keR
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18.

19.

20.

Um vetor diretor da reta é (1, 0), porque se trata de
uma reta paralela ao eixo das abcissas. Uma equa-
¢do vetorial da reta paralela ao eixo das abcissas

e que contém o ponto [7, - %] é:

(%) = [7,— %J +k(1,0), keR

Um vetor diretor da reta é (0, 1), porque se trata
de uma reta paralela ao eixo das ordenadas. Uma
equacao vetorial da reta paralela ao eixo das orde-
nadas e que contém o ponto (9, V/3) &:

() =(9,V3) +k(0,1) R

P(2,1) Q(5,-7)
PQ=Q-P=(5-7)-(21)=(3,-8)

Uma equacao vetorial da reta PQ é:

(v,»)=(21) +k(3,-8), keRR

Uma equacdo vetorial do segmento de reta [PQ] é:
(v, ¥)=(2,1) + k(3,-8), k €[0,1]

Uma equacao vetorial da semirreta PQ é:

(x,¥) =(2,1) + k(3, -8), k €[0, +oo[

Uma equacéo vetorial da semirreta QP é:

(x,¥) = (5, -7) + k(-3, 8), k € [0, +oo[

Opcéo (B)

Os pontos (2, 0) e (0, 8) pertencem a reta s. Logo, a
ordenada na origem desta reta é 8 e o seu declive é
% = -4. Assim, a equacdo reduzida da reta s é
y=-4x +8.

Opgéo (B)

Como os pontos A e B sdo os pontos de intersecao
da reta AB com os eixos coordenados, e a reta AB
tem equacao y = -4x + 8, entao:

A, 0:0=-4x+8=x=2

Logo, A(2, 0).

B(0, 8), pois 8 é a ordenada na origem da reta AB.
Como M é o ponto médio de [AB], entdo as coorde-

nadas de M sdo [# %) =(1,4).

Assim, a regido a sombreado pode ser definida
pela condicao:
y<-4x+8 A y<sd Ax20 A y=20

r é uma reta horizontal, logo r:y = 2. (v)

Como u é uma reta com declive negativo, entdo
uy = -x + 3. (iii)

t € uma reta com ordenada na origem positiva,
logo t: y = x + 3. (ii)

v e s sdo ambas retas com declive positivo e tém a
mesma ordenada na origem. No entanto, o declive
de v é maior do que o declive de s, logo v:y = 2x - 2
(Yesiy=x-2.(iv)

A equacao reduzida da reta com declive -3 e que
interseta o eixo Oy no ponto de ordenada 2 é
y=-3x+2.

Como a reta tem a direcdo do vetor u(5, 1), o seu

declive & L. Assim, a equacao reduzida da reta é
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d)

b)

daformay= %x +b.Como A(-1, 2) pertence a reta,
tem-se que2=%x (—1)+b<:>b=%.
Logo, a equacao reduzidadaretaéy = 1,1
DE-E-D-= [i,-ej . [l, 1) -,-7)

2 2
Logo, o declive da reta é -7 e a sua equacao redu-

zida é daformay =-7x +b.Como D(% l] pertence

éreta,tem-sequel=-7x%+b<:>b=%.

Logo, a equacdo reduzida dareta éy=-7x + %

Um vetor diretor da reta é (2, 3), pelo que o seu
declive é % e a sua equacdo reduzida é da forma
y= %x + b. Como o ponto (1, -4) pertence a reta,

tem-se que -4 = 3 x1+b<:>b=—%. Logo, a equa-

2
c¢doreduzidadaretaéy= %x - %

Trata-se de uma reta horizontal que passa no pon-
to (7, V'2), logo a sua equacao reduzida é y = V2.

1 7 1

Tx+2y+==0y=Lx-=

X+ 4y + 3 y 2 X 6
Assim, o declive da reta é % e, como o ponto (0, 0)

pertence a reta, a sua equacao reduzida é y = %x.

(2,3) éum ponto pertencente a retar. Se, por exem-
plo, x =1, entdo:
Ly)=23)+k(-1,2) = 1,y)=(2 3) + (-k 2k)
< 1,y)=(2-k 3+2k)
©2-k=1A3+2k=y
ok=1Ay=5
Logo, o ponto (1, 5) também pertence a retar.
O ponto (1, \/f) pertence a reta s. Se, por exemplo,
x =2, entdo:
2,9)=1V2) +k(1,-2) = 2,y = (1, V2) + (k, -2k)
&2, =02+kV2-2k
&2=1+k A y=V2-2k
sk=1Ay= V2-2
Logo, o ponto (2, V/2 - 2) também pertence a retas.
O ponto (0, 4) pertence a reta t. Se, por exemplo,

x=3,ent50y=%><3+4=5.

Logo, o ponto (3, 5) também pertence a reta t.

O vetor (-1, 2) é um vetor diretor da reta r. Fazendo,
por exemplo, 2 x (-1, 2) obtém-se o vetor (-2, 4),
que também é um vetor diretor da retar.
O vetor (1, -2) é um vetor diretor da reta s. Fazendo,
por exemplo, 10 x (1, -2) obtém-se o vetor (10, -20),
que também é um vetor diretor da reta s.

Como o declive dareta t é % o vetor (3,1) é um

vetor diretor da reta t, bem como o seu simétrico
(-3,-1).



c)

23.

O declivedaretaré il =-2.

O declive daretas é % =-2.

O declivedaretaté % b)

Logo, as retas r e s sdo paralelas e a reta t ndo é

paralela a nenhuma delas.

Qualquer ponto que pertenca ao eixo das ordena-

das é da forma (0, y), onde y € um néimero real.

Assim, no que respeita a reta r:

(0,»)=(2,3)+k(-1,2) (0, y) = (2, 3) + (-k, 2k)

<(0,y)=(2-k 3 +2k)
=2-k=0Ay=3+2k
ok=2Ay=7

Logo, o ponto de intersecdo da reta r com o eixo

das ordenadas é (0, 7).

Para aretas:

0,3) = (1, V2) + k@, -2) = (0,5) = (1, V2) + (k, -2k)
&0,y =1+kV2-2k
©1+k=0Ay=V2-2k
ek=-1ry=V2+2

Logo, o ponto de intersecdo da reta s com o eixo

das ordenadas é (0, V2 + 2).

O ponto de intersecdo da reta t com o eixo das or-

denadas é (0, 4).

O centro da circunferéncia é (1, 2) e o seu raio é

CO=V(@1-02+(2-02=V12+22=V1+4=V5 35

Logo, uma equacao da circunferéncia é: a)
(x-12+(-202=5 o
A reta OC tem como vetor diretor o vetor OC(1, 2),

logo o declive da reta é % = 2. Assim, a equacdo da

reta OC éy = 2x.
Entdo, uma condicdo que representa o conjunto de
pontos a sombreado é:
(r-12+(-2<5Ay<2xA0<y<2
D é um ponto de intersecdo da reta de equacéo
y =2 com a circunferéncia, logo:
(x-102+(2-2°=5e(Kx-1)?%=5
ox-1=V5 v x-1=-V5
©x=1+V5vx=1-V5
Como D tem abissa positiva, entdo as coordenadas
de Dsdo (1 +V5,2).
Areta paralela a OC tem declive 2,talcomo OC, e é
da formay = 2x +b. Como D é um ponto dessa reta,
2=21+V5)+bob=2-2-2V5sb=-2V5
Assim, a equacdo reduzida é y = 2x - 2V/5.

Ajoco) = CD;":@:\@U.&
Quando x =0: b)
(0-22+(y-52=9c4+(y-52=9

< (-52=5

Sy-5=xV5

<:>y=5+\@ v y=5—\@
Assim, B(0, 5 - V/5) e D(0, 5 + \V/5).
d(C, B)=d(C, D) =3 (raio da circunferéncia)

Propostas de resolucao - Manual

d(B,D)=|(5+V/5) - (5-V5)| = 2V/5, ou seja, CB = CD,

mas BD = CB.

Conclui-se, entdo, que o triangulo é isésceles, pois

tem dois lados iguais, mas nao é equilatero.

Seja P(x, ) um qualquer ponto da mediatriz de [BC]:
d(B, P) = d(C, P)

SV (-02+@1-6-V5)P? =V (-272+ (-5

(:}x2+y2—2(5—\f5)y+(5-\/5)2=
=x?-4x+4+3)?-10y + 25

<10y + 25y + 25 - 10V/5 + 5 = -4x - 10y + 29

©2V5y=-4x+10V5-1

oyt LL10V5-1
2V5 2V5
(V5) <V5)
eypo-2V5  50-V5
5 10

A equacao reduzida da reta paralela a mediatriz
do segmento de reta [BC] que passa em C é do tipo

V5

y=-=—"=x+b.

5
Como C(2, 5) pertence a reta vem que:
5=-¥x2+b@5+4sﬂ=b@b=%
A equacdo reduzida da reta paralela a mediatriz
do segmento de reta [BC] que passa em C é:
__2V5  25+5V5
5 5

AB=B-A=(-4,-4) o
Para u ser colinear com AB, tem de ser da forma
(-4k, -4k), k €IR, e para ter norma igual a V11, tem

que:
V/(~4k)? + (-4k)? = V11 & V16k? + 16k? = V11
= 32k2=11
o k2= 11
32

<:>k=i\/£
32

Para U ter sentido contrario ao de AB:

__Vﬁz_Vﬁ:_Vﬁx\/z: Calculo auxiliar
V32 4V2  4V2x\V2 2|2
__V22 _ 82
- - 412
4x2 M
__NV22 :
8
Assim,H:(-4x[-—22J -4 [__” 22]_
8 8
2 2 )

i. Circunferéncia de centro em A e raio OA:
(x-1)2%+(-272=5

Calculo auxiliar

OA=d(0,A) =
=V(1-0y+(2-0)=
=V5
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26.

27.

28.

29.

110

Condicao que define o conjunto de pontos pre-
tendido:
x-1)2+(1-2?<5Ax>0 A y<0
ii. Equacéo da reta AB:
AB = (-4, -4)

mAB=:—4=l

y=x+b
2=1+beob=1
AB:y=x+1
Intersecao da circunferéncia com a reta AB:
(-1)7%+(-2)=
Assim:

(=1)%+ (v +

& (-1)+ (- )
©2(kx-1)2%=5

5

@&—D=?

5Any=x+1

) =5

S X =

Coordenadas dos pontos de intersecao:

(@+L@+Z] e (—@+1 —@+2]

g

Opgao (D)

AE = -2MG, logo os vetores AE e MG nao s3o sime-
tricos, porque ndo tém o mesmo comprimento, e a
afirmacao | é falsa.

ML =- %E logo a afirmacéo Il é verdadeira.

Opcao (D)
Para queHeVsejam colineares:
-3
=2 o3=-dp-64p=-9
2p+3 —1@ P-oeap .
@p——z
Opcao (C)
u4 -3,1) V(2 -6 8)
[l = V42 +(-3)2412=V16+9+1=V26
VI = V22 +(-6)2+ 82 =4 +36 + 64=\104 =
=2V 26

Logo, [|ull = 1 [IV]| e, portanto, a afirmacgéao | é ver-
dadeira.

% = % = % logo os vetores u e v ndo sdo colinea-

res e a afirmacao Il é falsa.

Se u é colinear com V{2, -6), entdo existe um nime-
ro real k tal que u(2k, -6k). Como u tem o mesmo
sentido de v, entdo k > 0.

Ul =8 & V/(2k)? + (-6k)2 = 8

& 4k? + 36k? =
o264
40
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30.

31

32.

33.

b)

8
k = vk=-—"+
2V10 2V10
ok 2v510 vke- 2\/510
Como k > 0, entdo U[Z x 2 ”510 , -6 x 2 Vsloj =

_ ( 4V10 —12V1o]
5 7 5 '
Se U é colinear com V(1, 5), entdo existe um nimero

real k tal que u(k, 5k). Como u tem sentido contra-
rio ao de v, entdo k < 0.

Ul =12 & VK2 + (5k)? =

< k2 + 25k? =144
144
k2= 144
it 26
@k:i\/k=_£
V26 V26
<:>k=ﬂ\/k=—6\/%
13 13
Comok<0,entéoﬁ[—6\/%,5x[_6\/%]]=
13 13
13 ' 13 )
AB=B-A=(0,2,-1)-(1,2,3)=(-10-4)
BC-C-B= [1 oz] 0,2,-1) = [l,_z,gj
2 2
-4

-0

2 , logo AB e BC nio sao colineares e,

2
portanto, os pontos A, B e C ndo pertencem todos a

uma mesma reta.

Opcao (A)

1(0,1,0) € um vetor diretor da retar.

A reta definida na opgédo (A) também admite (0, 1, 0)
como vetor diretor.

A reta definida na opcéao (B) admite s(0, 0, 1) como
vetor diretor e este vetor ndo é colinear com .

A reta definida na opcao (C) admite (1, 2, 3) como
vetor diretor e este vetor ndo é colinear comr.

A reta definida na opcdo (D) admite v(1, 0, 1) como
vetor diretor e este vetor ndo é colinear comr.

As coordenadas dos vértices do poliedro sao
0(0, 0, 0); A(2, 0, 0); B(2, 2, 0); C(0, 2, 0); D(2, 0, 2);
E(2,2,2); F(0,2,2);G(0,0,2); H(1,1,4); 11,1, -2).

A afirmacéo é falsa. O ponto | pertence ao oitavo
octante e ndo ao quarto, uma vez que as suas coor-
denadas sdo (1,1, -2), ou seja, tem abcissa positiva,
ordenada positiva e cota negativa, tal como qual-
quer outro ponto no oitavo octante.

i. O plano que contém a face [ABDE] é definido por
x=2.
ii. Areta HI é definidaporx=1 A y=1
iii. O plano paralelo a xOy que passa pelo ponto | é
definido porz = -2.

iv. Uma reta perpendicular ao eixo Oz e que passa
pelo ponto F é definida, por exemplo, porx=0 A
z=2.



d)

f)

g)

c)

v. A esfera tangente a todas as faces do cubo tem
centro (1,1,1) e o seuraio é1, logo é definida por
k-12+(-102+(z-1)?%<1

i.IA+CF=1A+AD=ID

ii.C-DE-DG=C+CO+0A=0+0A-=A, logo
A+ DE +DG=_C.

iii. ||OG + AD|| = 4

iv. ||AB + BFI| = [|AFl| = V22 + 22+ 22=V12 = 2V/3

i.Como D(2,0,2)eE(2, 2, 2), uma equacao do plano
mediador de [DE] éy = 1.

(=22 +(-2P2+(E-2P=(x-1%+(-172+(z-4)7
X2 -dx+d+y?-dy+d4+22-4z4+ 4=

=x?-2x+1+)?-2y+1+22-82+16
S -2x-2y+4z-6=0
& x+y-2z+3=0,que éuma equacao do plano
mediador de [EH].

O raio da superficie esférica de centro | e que pas-

sa no ponto E é:

IE=V(2-12+@2-12+2-(-2)=V1+1+16=
=V18=3V2

Logo, uma equacdo desta superficie esférica é

(x-12+(@-1)2+(z+2)?=18.

AF=F-A=(0,2,2)-(20,0)=(-2,2,72)

Logo, como u é colinear com AF, entdo é da forma
(-2k, 2k, 2k).
[l =12 & V/(-2k)? + (2k)? + (2k)2 =12

& 4k? + 4k? + 4k? = 144

& 12k? =144

o k?=12

ek=V12 v k=-V12

ok=2V3 v k=-2V3

As coordenadas dos restantes vértices do prisma
sao D(0, -3,0), E(3,0, 7), G(-3, 0, 7) e H(0, -3, 7).
EC=C-E=(-3,0,0)-(3,0,7)=(-6,0,-7)
GB=B-G=(0,3,0)-(-3,0,7)=(3,3,-7)
EC+GB=(-6,0,7)+(3,3,-7) = (-3, 3,-14)
lIEC + GBIl = 1I(-3,3, -14)[| = V/(-3)? + 32 + (-14)? =
=V9+9+196=V214

FD=D-F=(0,-3,0)-(0,3,7)=(0,-6,-7)
Como U é colinear com FD, entao (0, -6k, -7k).
[[Ull =5 < V0% + (-6k)2 + (-7k)2 = 5

& 36k? + 49k2 = 25

< 85k% =25
oki=22
85
k= > v k=- 5
V85 85
k= 85 v k=- V85
17 17
Como U tem sentido contrario ao de FD, entdo k <0,
logo H[O, 6VEs V85, VAR-E} V85]
17 17
Opontomédiode[BF]éM[0+0,342r3'0a2L7 _

2
- [0, 3 1]_
2

f)

35.

b)

)
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AB=B-A=(0,3,0)-(3,0,0)=(-3,3,0)
Assim, uma equacdo vetorial da reta que passa em
M e tem a direcdo de AB é:

(632) = [o, 3, %] +k(-3,3,0),k <R

Um vetor diretor de qualquer reta paralela ao eixo
das abcissas é (1, 0, 0). Logo, uma equagao vetorial
da reta que passa em F e é paralela ao eixo das
abcissas pode ser (x,y,2) = (0, 3,7) + k(1, 0,0), k e R.

O centro da superficie esférica que passa em todos

os vértices do prisma é o centro do prisma [0, 0, %)

O raio desta superficie esférica é igual a distancia
entre o centro do prisma e qualquer um dos seus
vértices, por exemplo, o vértice A:

\/(0-3)2+(o-o)2+[%-oj2= \/9+0+42_9=
85

Logo, uma condicéo que define a superficie esférica
que passa em todos os vértices do prisma é:

I S (z—l]2=§

2 4

Opgédo (B)

Dadas as condicdes do enunciado e da figura, os

pontos de abcissa 6 e cota 0 sdo os pontos da reta

AB.

A reta AB pode entdo ser definida pela condicao

x=6 A z=0.

Observe-se que:

retaAFix=6 A y=2

retaAD:y=2 A z=0

*plano ABC:z=0

- O ponto E tem a mesma ordenada que o ponto A.
Logo, y = 2. E, como pertence a reta EC, existe k € IR
tal que (v, 2,z) = (2, -6, 8) + k(0, 4, -2)

x=2+0k x=2
S92=-6+4k <9yk=2
z=8-2k z=4
Logo, as coordenadas de E sdo (2, 2, 4).
+ O ponto C tem cota 0 e também pertence a reta

EC. Assim, existe k € R tal que
(x,y,0)=(2,-6,8) + k(0,4,-2)

x=2+0k x=2
Sy=-6+4k ©9y=10
0-8-2k 2=4

Logo, as coordenadas de C sdo (2, 10, 0).

O conjunto de pontos P do espaco equidistantes

de C e de E é o plano mediador de [CE] e pode ser

definido por d(C, P) = d(E, P).
V{x-2)2+@1-102+(z-02=
=V(E-22+y-272+(z-42

& (x-2)2+1y?-20y+ 100 + 2% =
=(x-22+)?-4y+4+22-82+16

< -16y+82+80=0

& -2y+z+10=0

Uma condicdo pretendida é -2y +z + 10 = 0.
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c)

112

Seja V o volume do prisma:
Vorisma = Ar€apaee x altura =

_AFxAB 75 _

2
_Ax[10-2] 16 p-
2

_4x8 4_
2

=64 u.v.
B(6, 10, 0) E(2, 2, 4)
BE = (-4, -8, 4)
reta BE: (x,y,z) = (2, 2, 4) + k(-4, -8, 4), k e R
Centro:C+BF=EeE (2 2 4)
Com centro em E, para ser tangente ao plano xOz
tem raio 2. Assim, uma condicdo pode ser:
x-22+(-22+(z-47°=4

Um pontodaretaré {0, - %] Como o declive da
retaré % entdo um seu vetor diretor é (4, 3).

O ponto de intersecdo da reta r com o eixo Ox é da
forma (x, 0), sendo x um niimero real. Assim,

0=3x-L0=3-7Tx=L.
272 3

Ou seja, o ponto de intersecao da reta r com o eixo

Oxé [% O]. O ponto de intersecdo da retar com o
eixo Oy é [0, - 1].
4

O ponto (1, 5) pertence a reta s se existir um k IR

tal que:

(1,5 =12 +k(-4,3)= (1,5 =, 2) + (-4k, 3k)
& (1,5) = (L -4k, 2 + 3k)
<1-4k=1 A 2+3k=5
sk=0Ak=1

Logo, o ponto (1, 5) ndo pertence a reta s.

Um vetor diretor da reta s é (-4, 3), logo o seu de-

cliveé % =- % e a sua equacdo reduzida é da forma

y= —%x +b.Como (1, 2) € um ponto da reta s, tem-se

queZ=—ix1+b<:>b=£.
4
Assim, a equacao reduzida da retaséy=—%x+1741.
3 3

O declive daretaré = e odeclivedaretasé- K

logo as retas ndo sdo paralelas.
Igualando os segundos membros das equagdes re-
duzidas das retas r e s, obtém-se:

3,7 3 s 7-3e11

4444 618
eox=3
= 3 7_1
Com0x=3,enta0y=zx3—z=7.Logo,oponto

deintersecdo das retasre s é o ponto de coordena-

das [3, l).
2
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g)

h)

37.

b)

38.

Qualquer reta paralela a reta r tem equacao redu-
zida da formay = %x +b. Como (4, -5) é um ponto
da reta cuja equacao se pretende determinar, entdo
—5=%x4+b<:>b=—8.

Logo, a equacdo reduzidadaretaéy= %x -8.

Para que A pertenca a retar:

23

20

Uma equacao da circunferéncia de centro | 1, —%)
2

eraiolé (x-1)%+ [y+%) =1

5p=%x10—%@5p=%@p=

Os pontos de interse¢do da reta r com esta circun-

feréncia sao da forma [x, %x - %] onde x éum

namero real. Assim:
2
(x—1)2+[ix—1+l] cle?-2+led2=1
4 4 16

4
& 25x2-32x=0
& x(25x-32)=0

x=0v x=£
25
Sex=0,entaoy= —%e obtém-se o ponto [O, —%)
Sex:g,entéo;z:ixg—l:—ﬂeobtém-se
25 4 25 4 100
o ponto [2 —EJ.
25" 100

A equacdo vetorial da reta que passa no ponto A e
tem a direcdo do vetor u(l, 1, -3) é:

(61,2 =(-2,1,0)+k(1,1-3),keR

Como o ponto pertence ao plano yOz, entdo é da
forma (0, y, z). Para que pertenca a reta:

0=-2+k k=2 k=2
{y=1+k <:>{y=1+2 @{y=3
z=-3k z=-3x%x2 z=-6
Logo, as coordenadas do ponto de intersecéo do
plano yOz com a reta que passa no ponto Ae tema
direcao do vetoru é (0, 3, -6).
B=A+2U=(-2,10)+2(1,1-3)=
=(-2,1,0)+(2,2,-6) = (0,3, -6)
O ponto médio de [AB] é o centro da esfera e as
suas coordenadas sao:

(—2+O,1+3’O—6]=(_1’2,_3)
2 2 2
raio da esfera é:

0
%E:%V(-z “02+(1-3)7+(0-(-6)=

=% V4+44+3 =% V44 =V1l

Logo, uma condicao que define a esfera de diame-
tro [AB] & (x + 1) + (y - 2)? + (z + 3)? < 11.

Opcao (C)

Um vetor diretor da reta r é (3, 1, -4), que nao é
colinear com (3, 1, 4), pelo que este ndo é um vetor
diretor daretar.



39.

40.

Para que o ponto (1, 3, 10) pertenca a reta r tem de
existirum k € R tal que:

(1,3,10)=(-5,1,2) + k(3, 1, -4), ke R
<1=-5+3k A3=1+k A 10=2-4k
& 6=3k A 2=k A 8=-4k
Sk=2Ak=2 A k=-2
Logo, o ponto ndo pertence a reta.
O ponto de intersecao da reta r com o eixo das cotas,
se existir, € da forma (0, 0, z), onde z € um nimero real.
Assim:

(0,0,2) =(-5,1,2) +k(3,1,-4), keR
&0=-5+3k A0=1+k A z=2-4k
&5=3k A 1=k A z=2-4k

@k:% Ak=-1 A k=2-4k

Logo, a reta ndo interseta o eixo das cotas.

O ponto de intersecdo da reta r com o plano xOz, se
existir, & da forma (x, 0, z), onde x e z sdo nimeros
reais. Assim:

(x,0,2)=(-51,2) +k(3,1,-4), keR
&x=-5+3k A0=1+k A z=2-4k
Sx=-5+3k A k=-1Az=2-4k
Sx=-8Ak=-1Az=6
Logo, a reta interseta o plano xOz no ponto de
coordenadas (-8, 0, 6).

Opcéao (A)

(x,y,2z)=(4,5,6)+k(0,0,1), keR
ox=4Ary=5arz=6+kkeR
ox=4Ay=5

O ponto de intersecdo da reta s com o eixo Ox é da
forma (x, 0), onde x € um namero real. Assim:

(x,0)=(2,3)+k(-1, 2) © (x,0) = (2, 3) + (-k, 2k)
< (x,0)=(2-k 3 +2k)
<x=2-k A3+2k=0

O ponto de intersecdo da reta s com o eixo Ox é
o ponto de coordenadas (% 0|. Um vetor diretor
daretar é (-2, 5), logo o seu declive é - % e, por-
tanto, qualquer reta paralela a reta r tem equacao
reduzida da forma y = - 2y +b.Comoo ponto de

coordenadas [% 0] pertence a reta cuja equacao

se pretende determinar, tem-se 0 = - % x % +b

<b= i.
4
Assim, a equacao reduzida da reta paralela a reta
r e que interseta o eixo Ox no mesmo ponto que a
5 35

retaséy=—3x+T.

O raio da circunferéncia @ AO =V (3-0)2 + (1-0)2 =
=V9+1=V10e o0 seu centro é a origem do refe-
rencial.

Assim, uma equacao da circunferéncia é x? + % = 10.

b)

c)

42.
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Um vetor diretor da reta AC é:
AC=C-A=(0,10)-(3,1)=(-3,9)
Assim, o seu declive é%: -3 e, portanto, a equacao
reduzida da reta AC é y = -3x + 10.
A reta BC é simétrica de AC relativamente ao eixo
Oy, logo a sua equacao reduzida é y = 3x + 10.
A regido sombreada é entdo definida pela condi-
a0 x?+)?210 A y<-3x+10 A y<3x+10.
Uma equacao da circunferéncia interna é:
(k-1 +y*=1
Uma equacao da circunferéncia externa é:
(x-22%+1y°=4
Para determinar a equacéo reduzida da reta AB é
necessario determinar as coordenadas de B, que é
o ponto da circunferéncia externa cuja abcissa é 3:
(3-22+)’=412+)2=4

=32=3

ey=V3vy=-V3
Como a ordenada de B é positiva, tem-se que B(3, \/3).
Entdo, AB=B-A=(3,V3)-(1,0)=(2V3). Logo, 0

declive da reta AB é % e a sua equacao reduzida

V3

é daformay= X b. Como A pertence a esta

V3, 1sibeobo-Y3

reta, obtém-se 0 = >

>
Logo, a equacao reduzidade ABéy = %x - %

Assim, uma condicdo que define o conjunto de

pontos a sombreado é:
(k-1 +)?21A(x-22+)y*<4 A ysﬁx—? A

Ay=20 2

Uma equagdo da circunferéncia da esquerda é
(x + 1)?+»? = 1. Uma equacao da circunferéncia da
direita é (x - 1)? + »? = 1. A reta da esquerda passa
nos pontos de coordenadas (-2, 0) e (0, -3), logo
o seu declive é % =- % e a sua equacao redu-
zidaéy= —%x - 3. Areta da direita passa nos pon-

tos de coordenadas (2, 0) e (0, -3), logo o seu declive

69+3_3 caua equacdo reduzida éy=ix—3.
2-0 2 2

Logo, uma condicao que define a regido sombreada é:
((c+12+3*°<1 Ay=20) v((x-1)2?+)*<1 A y=0) v

v (yz—%x—:i /\yZ%x—?: AySOJ

O centro do quadrado definido pela condicéo
0<x<5 A 1<y<6éo ponto de coordenadas

(0+5 1+6]=(i 1]
22 2'2)
Como a reta é paralela a bissetriz dos quadrantes

pares tem declive -1.
Assim, a sua equacao reduzida é da formay =-x+b.

Como o ponto de coordenadas [% %) pertence a
reta, tem-se quel= _3.b. Logo, b 7.5 ¢e
2 2 2 2

a equacgdo pretendida éy = -x + 6.
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43.

a)
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- Verifica-se que o ponto de coordenadas (0, 7) per-
tence areta re é o ponto de intersecdo desta reta
com o eixo das ordenadas. Este ponto ndo perten-
ce ao quadrado definidopor0<x<5 A 1<y<6,
visto que y = 7, 0 que ndo satisfaz a condicao.
Logo, a afirmacdo a é falsa.

* A reta r tem declive , que é diferente de

3-1
zero, logo a reta r ndo é paralela ao eixo das ab-
cissas.
Logo, a afirmacdo b é falsa.

- Areta rtem declive

2(\[3 +1)
(V3-1)(V3+1) (V3)*-12 2
Como os declives das retas sdo iguais, as retas
sdo paralelas (ndo sdo retas coincidentes, pois,
por exemplo, o ponto de coordenadas (0, 7) per-
tence a reta r e ndo pertence a reta definida por
y=(V3+1)xjaque7=(V3+1)x0).
Logo, a afirmacéo c é verdadeira.

,que éiguala
3-1

_2(\@+1) 2(\/3+1)=\/§+1_

Determinemos as coordenadas do ponto A:
x=0 —
o
(x+22%+(-1)72=9 4+(y-1)02=9
= =
{@-1)2=5 {y—1=\@ v {y—1=—\@

x=0 x=0
< v
y=1+V5 y=1-V5

Note-se que os pontos de abcissa 0 que pertencem
a circunferéncia sdo A e B, sendo que A(0, 1 + \V5)
e B(0,1-V5).

Seja D o centro da circunferéncia, D(-2, 1).
DA=A-D=(0,1+V5)-(-2,1)=(2 V5)

A reta r pode ser definida vetorialmente por:

(x,y) = (O, 1+ \@) + k(Z, \@), k eR

A equacdo reduzida da reta paralela a reta r que

V5

passa na origem do referencial é y = 5%

Sabemos que C(c, 0), com c IR e que C é um ponto
daretar.

Assim: VE VE c=2k
(. 0)=(0,1+V5)+k(2, 5)@{0=1+\[5+k\@

@{ e -1-V5
—-1- k="="Y2
kV5=-1-1V5 v

c_2V5-10
N 5
< ko —V35-5 <
5
Logo, C[_Z\/E—_lo 0].

©ASA, Dominio 10, Dossié do Professor

44,

a)

b)

AB x |abcissa de C| _

Ajnsc) = >
(1+\/§+(—1+\/§))x2\/gT+10
= > =
IVE 2\@5+ 10
=f=
_10+10V5
==
=2+2V5ua.
Opcéao (A)

I. Afirmacéo verdadeira.
(1, -1) & um vetor diretor da reta AB, logo o seu

declive é % =-1,que éigual ao declive da bisse-

trizdos quadrantes pares (reta de equacao y = -x).

Il. Afirmacao falsa.
Para que o ponto de coordenadas (V/32, 10) seja
um ponto da reta AB, tem de existir k R tal que:
(V/32,10) = (22, 5) + k(-1,1)
< (4V2,10)=(2V2-k 5+ k)
©4V2=2V2-k A 10=5+k
& k=-2V2 A k=5,0que éimpossivel.
Logo, o ponto de coordenadas (V/32, 10) nao é
um ponto da reta AB.
A reta CD é paralela a reta AB, logo tém declives
iguais. Assim, a equacao reduzida da reta CD é da
formay=-x+b,belR.
Como C, centro da circunferéncia, tem coordena-
das (2, 3) e pertence a reta CD, vem que:
3=-2+bsb=5
Assim, a equacdo reduzida daretaCD éy =-x + 5.

+ Condicao que define o exterior do circulo:
(x-22+(@-32=4

- Equacdo reduzidadaretaCD:y=-x+5

- Equacdo reduzida da reta AB: y = —x + 5 + 2\/2

Calculo auxiliar
y=-x+be(2V2,5)cAB
Logo:
5=-2V2+beob=5+2V2

- Equacao reduzida da reta EG: y = 3 - V2

Calculo auxiliar
O ponto E é um dos pontos da intersecdo da circunferéncia com a reta
CD:

(x-2P+(@-3 =4 Ay=-x+5
Assim:
(-2 +(x+5-3V=4x-2)+(x+2)

=4
SE-2+(x-2"=4

S2(x-27=4
o Kx-27=2
ox-2=+\2

ox=2+V2vix=2-V2
Como E é o ponto de intersecdo com maior abcissa, entdo x = 2 + V2.
Logo,y=-(2+V2)+5=y=3-V2

Condicdo que define a regido sombreada, incluindo
a fronteira:

(c-22+(-3224 Ays-x+5+2V2 A

A yZ—x+5/\y23—\/§ Ax=0



46.

Opgéo (D)

Como a reta AB é paralela a bissetriz dos quadran-
tes pares (reta de equacgdo y = -x) tem o mesmo de-
clive, ou seja, -1. Assim, um vetor diretor da reta AB
é o vetor U de coordenadas (1, -1), o que exclui as
opcoes (A) e (C), pois ndo apresentam na respetiva
equacao vetorial um vetor diretor colinear com u.
Como a reta AB passa pelo centro da circunferén-
cia, ponto de coordenadas (2, 2), verifiquemos se o
ponto pertence as retas cujas equagdes se encon-

2=3+k

tram nas opcoes (B) e (D):
k=-1
o
2=3-k k=1

Condicao impossivel, logo o ponto de coordenadas
(2, 2) nao pertence a esta reta, o que exclui a opcao

(B).

(22)=(13)+k(1,-) = {

(2,2)=(3,3) + k@, -1) & {

2=3-k k=1

O ponto de coordenadas (2, 2) pertence a esta reta,

logo a opcao verdadeira é a (D).

Os vértices do quadrado sdo os pontos O(0, 0), A, B

eC

- O ponto A é o ponto de intersecao da circunferén-
cia com o semieixo positivo Oy:

X2 +y?-4x-4y=0 A x=0
©02+)?-0-4y=0 A x=0
©yy-4)=0Ax=0
©@=0vy=4 Ax=0
Assim, A(0, 4).

+ O ponto B é o ponto de intersecéo da circunferén-
cia com o semieixo positivo Ox:

X2 +y2-4x-4y=0 A y=0
&x2+02-4x-0=0 A y=0
ox(x-4)=0Ay=0
Sk=0vx=4 Ay=0
Assim, B(4, 0).

+ O ponto C tem a mesma abcissa do ponto Be a
mesma ordenada do ponto A, logo as coordena-
das de Csao (4, 4).

Equacdo reduzidadaretaAB:y=-x+4

Equacdo reduzida dareta DE:y = -x + 6

2-1+k {k:l
=1

Calculo auxiliar

D é o ponto médio de [AC], logo as coordenadas de D sao (2, 4). Assim,
y=-x+bed=-2+bsb=6.

A condicdo que define a regido sombreada, in-
cluindo a fronteira, é:

Gsx+4Ax20Ap20) v y2-x+6 Ax<4 A
Ay<4)

Opcao (A)
Substituindo x e y pelas coordenadas de P na equa-
¢do da reta, tem-se:
k?=-5k -6 < k?+5k +6=0
-5+V25-24
2
sk=-2vk=-3

k=

47.

48.

49.

50.

51.

b)

52.
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Opcao (B)
ax-y-2=0y=ax-2
Um vetor diretor da reta (x,y) = (1, 5) + k(2, -3), k e R

é (2, -3) e, portanto, o seu declive é - % Para que

as retas sejam paralelas, tem-se entdo que a = - %

Opgao (A)

Observe-se a figura, que representa a situacao des-
crita no enunciado. Como se pode observar, a me-
diatriz de [OA] tem declive positivo e a ordenada

na origem também é positiva.

A
y

v

// 0 x

Opgao (B)
O raio da circunferéncia é % porque é metade da

distancia entre o eixo Oy e a reta de equacdo
x = 3, que sdo tangentes a circunferéncia. O cen-
tro da circunferéncia é o ponto de coordenadas

(;_sz:[;z),

2 2 2 2

Assim, uma equacdo da circunferéncia é:
3)? 9

-2 -22=2

(-3 v o-2-3

Areta representada na figura tem a dire¢do do vetor

OT[% 2], logo o seu declive é % =%. Além disso,
2

esta reta contém a origem do referencial. Assim,
uma equacdo daretaéy =%x.

Uma condicdo que define o conjunto de pontos a

; 32 9 4
sombreado é | x - = -22< 2 >
& 2]+@ Fegrrzge
2MN = 2(MA + AB + BN) = 2MA + 2AB + 2BN =
=DA+AB+AB+BC=
=AB + (DA + AB + BC) =
=AB+DC

GB+GC=GM + MB+GM +MC=2GM +0 = 2GM
GB+GC +GA =GM + MB+GM + MC + GA =
=2GM + 0+ GA =
=2GM + GA

~4PE+EA+EC+EB+ED =
=4PE+0+0=
= 4PE
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54,
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116

O ponto de intersecdo da reta com o eixo Ox é da
forma (x, 0), onde x € um namero real.
2x+0-12=0x=6
Assim, esse ponto é A(6, 0).
O ponto de interse¢do da reta com o eixo Oy é da
forma (0, y), onde y € um nimero real.
0+3y-12=0y=4
Assim, esse ponto é B(0, 4).
Entdo, o centro da circunferéncia é o ponto médio
de [ABI: [6+0,°+4) -(3,2)

2 2
O raio da circunferéncia é:

%ﬁ:%\/(é—o)2+(0-4)2=%\/36+16=
=%\/52=%x2\/13=\/13

Logo, uma equacgao da circunferéncia de diametro
[AB] & (x - 3)?+ (y - 2)>=13.

Para que u'e v'sejam colineares k? - 5k + 6 = 0. Assim:
K2 -5k+6=0ek=2%EV2-24 V§5‘24@k=2vk=3

Se k = 2, entao u(0, 4, 2) e v(0, -3, -2), mas 4. %

logo os vetores U e v ndo séo colineares. >
Se k =3, entao u(o, 9, 3) e v(0, -3, -1) e, uma vez que
U =-3v, entdo os vetores U e v sao colineares. Logo,
k=3.

Opcéo (B)

AE = (-2, -3, -6)

AE: (x,3,2) = (3,5, 4) + k(-2, -3, -6), ke R
Procuramos um ponto da reta AE e do plano xOy,
isto é, um ponto da reta AE com cota igual a zero:

x=3—2x% x=3—%
x=3-2k 5
y=5-3k & y=5—3x? & 1y=5-2
0=4-6k 5 5
k== k=%
3 3
5
x==
3
< qy=3
k=2
3

5

Assim, as coordenadas do ponto pedido sdo [?, 3, Oj.

dA B =V (3-02+((5-11)2+(4-2)2=
=V9+36+4=\49=7

d(D,A) =7

SV (-k-32+k-52+k+4-42=7

< k?+6k+9+k*-10k + 25 + k2 =49

& 3k2-4k-15=0
4+\V16-4x3x(-15)

s k=

6
_4:14
"6

5
k=3 v k=-=
=4 \% 3

sk

Como k elR*, entdo k = 3.
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d)

BF é paralela a AE, logo AE = (-2, -3, -6) é um vetor
diretor de BF.
Assim, BF: (x, y, z) = (0, 11, 2) + k(-2, -3, -6), k € R.
O centro da superficie esférica que passa nos oito
vértices do cubo é o ponto médio do segmento de
reta [DF].
F=B+AE=(0,11,2) + (-2, -3,-6) = (-2, 8, -4)
D(-3,3,7)
Seja M o ponto médio de [DF]:
M[—3—2 3+8 7—4]=(_g 11 1]

2 2 2 222
r=dM,A) =

2 2 4
equacdo reduzida da superficie esférica que passa

nos oito vértices do cubo.

O plano CAE é o plano mediador de [DB]:
V+3)2+@(-32+(-7)?=
=V (x-02+(y-11)2 + (z - 2)?

X2 +bx+94+)2-6y+9+22-14z+49 =
=x?+)?2-22y+121+72 -4z + 4

< 6x+16y-10z-58=0

<3x+8y-52-29=0

2 2 2
ASSim,(x+%) +[y-£} +[Z_ij _ 147 éa

As coordenadas dos vértices do prismasao A(4,0,0),
B(4, 4, 0), C(0, 4, 0), O(0, 0, 0), D(4, O, 8), E(4, 4, 8),
F(0, 4, 8) e G(0, 0, 8).
AF=F-A=(0,4,8)-(4,00)=(-44,28)
Como V é colinear a AF, entdo v(-4k, 4k, 8k), k €R.
V] = 6 < V/(-4k)? + (4k)? + (8K)? = 6

& 16k? + 16k? + 64k? = 36

< 96k? =36
ek =36
96
ok=—t_ v k--—5
V96 V96
k=Y |- V%
16 16
V6 V6
k=YO k=-Yb
K=Y 4
Como a direcdo de V'é contraria a de AF, entdo k < 0.
Logo,V[—4x [— ﬁij [— ﬂj8 x [— ﬂn =
4 4 4
= (Ve,-Ve,-2V6).

Entao:
(-a?b + 4ab, -6ab, 6a2b) = (V/6, -\V6, -2\V/6)



b)

58.

—2 -
“a?b + 4db /& a?b + 4ab = V6
<1 -6ab=-V6 o ab=%
6a’b =-2V6 a%:-%
_[_ﬁj+4ﬁ:\/g V6, 2V6 _\ /g
3 6 3 3
S ab=% = ab=%
axab=_ﬂ axﬁ=_ﬁ
3 6 3
V6=V6 V6=V6
Y S P
6 1
a=-2 a=-2

BC=C-B=(11,-10,7) - (13, - 4,4) = (-2, -6, 3)

Assim,D=A + BC=(10,-6,-2) + (-2, -6, 3) = (8,-12,1).

AE =E-A=(22,-12,-6) - (10, -6, -2) = (12, -6, -4)

Logo, F = B+ AE = (13, -4, 4) + (12, -6, -4) = (25, -10, 0).

G=C+AE=(11,-10,7) + (12, -6, -4) = (23, -16, 3)

H=D +AE = (8,-12,1) + (12, -6, -4) = (20, -18, -3)

IIBCll = 11(-2, -6, 3)ll = V/(-2)? + (-6)? + 32 =

=V4+36+9=\V49=7

lIAE]| = 1112, -6, -4)|| = V122 + (-6)% + (-4)? =
=V144 +36 + 16 = V196 = 14

Logo, Vrisma = 7 x 7 x 14 = 686 u.v.

O ponto médio de [AE] é o centro da superficie esfé-
rica e as suas coordenadas sao:

[10+22 -6-12 —2—6)=(16’_9’ _a).
2 2 2
O raio da superficie esférica é %E= % IIAE]| = 7.

Logo, uma condicdo que define a superficie esféri-

ca de diametro [AE] é:

(x-162+(+9)2+(z+4)2=49

DBF é o plano mediador de [AC]:
(x-102+ (1 +6)2+(z+2)7°=
=(x-112+ (@ + 100>+ (z-7)?

&x?2-20x+100+)? + 12y + 36 + 22 + 4z + 4 =
=x?-22x+121 +y? + 20y + 100 + 2% - 14z + 49

& 2x-8y+182-130=0

ox-4y+92z-65=0

Seja V o volume do prisma e h a altura do prisma:
V=784
Apase x =784 <98 x h=784

< h=8
Assim, o plano EFG pode ser definido pela condi-
caoz=28.

Calculo auxiliar D C
@+ a' =14 2da' =196 /
©a'=98
a
7,70
]
A B

b)

b)

60.

a)

Propostas de resolucao - Manual

B(0,7,0) H(0, -7, 8)

BH=H-B=(0,-14,8)

Uma equacao vetorial da reta BH é:
(x,»,2)=(0,7,0) + k(0, -14, 8), k e IR
(x-12+(-2P%+(z-302=49 A x=0

S (-1)?+ (-2 +(z-3)2=49 A x=0éuma con-
dicdo que define uma circunferéncia.

Como (-1)?+ (y-2)*+(z-3)?=49 A x=0

S -2 +(z-32=48 A x=0

tem-se que o raio desta circunferéncia é \/48.
Assim, o seu perimetro é 2m x V48 = 43,53 unida-
des de comprimento.

F=V+VE+EF=(1,110)+ (1 -1,-3)+(0,2,0) =
=(2,27)

Uma equacdo vetorial da reta que passa no ponto

F e é paralela ao eixo das ordenadas pode ser

(x,1,2)=(2,2,7)+k(0,1,0), keR.

G=V+VG=(1110)+(-1,1,-3)=(0,27)

lIEFII = 11(0, 2, 0)I| = 2

Logo, Ay =2 x 2 =4 u.a.

Assim, Apsco] _ 36 _ 9, 0 que significa que a razao
AlercH) 4

de semelhanca entre os comprimentos dos lados

dos dois quadrados é 3, o mesmo acontecendo

com os comprimentos das arestas das piramides
[VABCD] e [VEFGH].
ComoVF=F-V=(227)-(1,110)=(11-3)e
IIVBI| = 3[IVFIl = 312 + 12 + 32 = 3\/11, entdo o dia-
metro é 311, logo o raio é 32J

Entdo, a equacdo da esfera pretendida é:
x2+(y—2)2+(z—7)25%

(x,-4) =(3,-2) + k(5,-1), k e R

x=3+5k x=13

=

-4=-2-k k=2
Logo, P(13, -4).
Para que a circunferéncia tenha centro no ponto
P, de coordenadas (13, -4), e seja tangente a reta r
definida por x = -2, o raio tem de ser 13 + |-2| = 15.

Uma equacao da circunferéncia pedida é, entéo:
(x-13)2 + (y + 4)2 =152

i 5y=_lx+1_3 Calculo auxiliar .
10 5 7x+10p=0 10y =Tx & y=-75x
rnx=-2
7 13 14 26
oL (=2 + =2 _14 26
y=-qgx AT er=30+1
=40
REET
Sy=4
Logo, A(-2, 4).
ot (x,y)=(3,-2) + k(5,-1), keR
rx=-2
-2=3+5k k=-1
o
y=-2-k y=-1
Logo, B(-2, -1).

©ASA, Dominio 10, Dossié do Professor 117



Propostas de resolucao - Manual

. Sy [ lx + E
' 10 5
t(x,y)=(3,-2) +k(5,-1), keR
Equacdo reduzidadaretat y=- %x +b

Como (3, -2) pertence a reta t, tem-se:

2--Li3ibeb-243cp--L
5 5 5
Assim, t:y=—lx—1.
5 5
peeZ B (17 7 13
10 5 5 5 10 5
R
5 5
_2 13,7 S5 .20
10 10 5 5 10 5
(= =
—x=4 x=8 {x _8
= = = 3
- y=- 1.s-7 y=-
Logo, C(8, -3).
ii y4
A 14
T 8
I_Z? T O T T T 1! T T T T xV
B
X ..
C
« ; >
AB=4+]-1|=5
h=8+1-2/=10
_ABxh_5x10_ 25 u.a.
2 2

Teste final - paginas 163 a 165

1

Opcao (D)
As retas r e s sdo paralelas se e so se os seus decli-
ves forem iguais.

8ax+a%y-3=0=a%y=-8ax+3
8 3
Sy=-—x+—
77 a? g
Assim, o declive da reta r é igual a - o« e o declive
—a2
da retaséigualai=—£.
2a 2
Entdo, para que as retas r e s sejam paralelas, tem-
-se que:
I R P
a

Sa=14
Comoa<0,entaoa=-4.

Sabemos que A(-2, 2) e B(-5, 5).
Comecemos por determinar uma condicdo da me-
diatriz do segmento de reta [AB:
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b)

a)

Vc+2)?2+(-22=V(x+5?2+(y-5)7
SE+22+(p-22=(x+52%+(y-5)?
X+l +4+)" -4y +4=x+10x+25+)>-10y + 25
< 10y-4y=10x-4x+50-8
& 6y =6x+42
Sy=x+7
Como o ponto P pertence a mediatriz do segmento
de reta [AB] e a sua ordenada é igual ao dobro da
abcissa, vem que:

y=x+7 2x=x+7 x=7
= =
y=2x - y=14

Assim, P(7, 14).
A bissetriz dos quadrantes pares é definida pela
condicdoy = -x.
OA=V4+4=\38
0B =V25+25=150
Arotacao da semirreta OA de 180° em torno da ori-
gem define uma semicoroa circular de centro O.
Assim, uma condicdo que define a regido plana
pretendida pode ser:

(V8) < (x-0)2+(y-02<(V50)* A y<-x

& 8<x?+)?<50 A y<—x

Opcao (C)
A equacdo da reta que passa nos pontos de coor-
denadas (3,0) e (0, -1) €y = mx + b, onde:

m--1-0_1
0-3 3
“b=-1

Assim,y:%x— 1.

Seja C; a circunferéncia de centro (3,0) eraio4e C,
a circunferéncia de centro (3,0) e raior,com r < 4.
C, tem area m x 4% = 16m.

C, tem aream x r’.

Para que 7xt seja a area da coroa circular tem de se

verificar 16m-mx r2 = 7m, logon x P =9n < r2 =9,

ou seja, r=3.

Aequacaode G, & (x-3)2+1%=09.

- Sejam P; e P, os pontos da intersecdo de C; com
a bissetriz dos quadrantes pares:
(x-32+)?=16Ay=-x
Assim:

(x-3)2+(x)?=16
S x2-6x+9+x2-16=0
& 22-6x-7=0

L 6%V36-4x2x(7)

4

6192
X=—""—"

4

6+2\/23
X=—"—

4

3+V23 3-V23
X = VvV X =

2 2
Logo, P1[3 +V/23 L \/23] .

2 2

P(3-V23 3-V23]
202 T2 )



+ Sejam Pz e P, os pontos da intersecao de C, com
a bissetriz dos quadrantes pares:

(x-3P2+)1?=9Ay=-x(x-3)2+(x)?=9
Sx?-6x+9+x2-9=0
& 2%-6x=0
& 2x(x-3)=0
©2x=0vx-3=0
=x=0vx=3

Logo, P5(0, 0) e P,(3, -3).

Opcéo (D)
x=4 a)
(x-1)2+y*+(z+1)>=25

<z>{(4—1)2+y2+(z+l)2=25

=
{9+yz+(z+1)2=25

x=4
&
Y +(z+1)2=16

Logo, a intersecdo da superficie esféricacomopla-  b)
no é uma circunferéncia de centro de coordenadas
(4,0,-1) eraioigual a 4.

i.x=3

ii. VB = VC, pois a piramide [ABCDV] é quadrangular
regular.
VC=V(3B-02+(-1+1)2+(2-22=3
Logo, uma condicdo da superficie esférica de
centro em V e que passa em B é:
k-3 +@+1)2+(z-2?2=9

ili. W(3, -1, -2), pois é o simétrico de Vem relacdo a
xOpy. c)
Uma condicao que define [VW] é:
x=3 Ay=-1A-2<5z<52

O plano DVB é o plano mediador do segmento de
reta [AC]:
Vx-22+@(-1)2+(-02=
=V(x-02+@+1)2+(-2)?
SE-22+-1P2+22=x++1)2+(z-2)7?
X2 -dx+d4+y?-2p+1+2%=
=xX2+2+2y+1+22-4z+4
S -4x-2y-2y+4z+4+1-1-4=0
S -4x-4y+4z=0
& -x-y+z=0
Comecemos por determinar a area da base (qua-
drado):
¢

Ce————B

D A
AC=dA O =V(2-02+1+1)2+(0-22=
=Va+4+4=V12
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AC?=0+0P12=20?=(*=6
Seja E o ponto médio do segmento de reta [AC]:
2+0 1-1 0+2

(252152 9520y

A altura da piramide é igual a EV:

EV=dE V)=V (B-1)2+(-1-02+(2-1)?=
=V4+1+1=V6

Logo, o volume da piramide é igual a % x6x V6=

= 2V/6 unidades de volume.

Opcao (D)

Comecemos por determinar as coordenadas do

ponto médio do segmento de reta [PQ]:

(2+12 —1+4] _ [7 i)
2 2 "2

O raio da circunferéncia é igual a distancia do pon-

to médio do segmento de reta [PQ] ao ponto P:

oo [ o2

2
Assim, a equacdo pedida é (x - 7)2 + [y—%j =1‘21—5.
Opgao (B)
A
7 R
S
Q
(0} Fl’/ x;

S =P+ QR, pois [PQRS] & um losango.
QR=R-Q=(14,15)- (12,4) = (2, 11)

Logo, S = (2, -1) + (2, 11) = (4, 10).
PQ=Q-P=(12,4)-(2,-1) = (10, 5)

Um vetor colinear com PQ é (10k, 5k), com k € R.

Como pretendemos que o vetor tenha norma 5,
vem que:

V/(10k)? + (5k)2 = 5 < V100k? + 25k2 = 5
& V125k?=5
& V125 |kl =5
& 5V5]kl=5
oIkl =—
V5
k== V5
5
Como pretendemos um vetor de sentido contrario
ao de PQ, entdo k=—ﬁ.

As coordenadas do vetor pedido sao (-2V'5, -\/5).

Os triangulos [ADF], [DEF], [FEC] e [DBE] sdo geo-
metricamente iguais e também sdo equilateros.
-X=C+%E=C+%C—F,log0Xéo ponto médio

do segmento de reta [AF].
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1
2
ponto médio do segmento de reta [AD].

<Z=F +%§= F +%ﬁ, logo Z é o ponto médio
do segmento de reta [FD].

B

SYZA- @=A+%ﬁ=A+%,ﬁ,logoYéo

A X F C

O triangulo [XYZ] é semelhante ao triangulo [ABC],
= . 1

com razdo de semelhanca igual a 7

Logo, o perimetro do tridngulo [XYZ] é igual a

% x 8 = 2 unidades de comprimento.
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