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Tema 5 – Geometria analítica
1. Geometria analítica no plano
Exercícios – páginas 82 a 90
1.
1.1.	 A(–3, 2); B(2, –1); C(3, 4) 

1.2.	 D(–3, –2) 

1.3.	 E(–2, –1)

1.4.	 F(–3, –4)

2.
2.1.	 Para que A pertença ao eixo Ox: 

	 –3 – 2k = 0 ⇔ –2k = 3 ⇔ k = – 3
2

 

	 Logo, o valor de k é – 3 
2

 .

2.2.	 Para que A pertença ao eixo Oy:
	 2 + k = 0 ⇔ k = –2 
	 Logo, o valor de k é –2.

2.3.	 Para que A pertença ao primeiro quadrante:
	 2 + k > 0 ∧ –3 – 2k > 0 ⇔ k > –2 ∧ –2k > 3

		  ⇔ k > –2 ∧ k < – 3
2

   
	 Assim, k ∈q

r
s
–2, – 3

2
q
r
s
.

2.4.	 Para que A pertença ao segundo quadrante:
	 2 + k < 0 ∧ –3 – 2k > 0 ⇔ k < –2 ∧ –2k > 3

		  ⇔ k < –2 ∧ k < – 3
2

  
		  ⇔ k < –2  
	 Assim, k ∈]–∞, –2[.

2.5.	 Para que A pertença ao terceiro quadrante:
	 2 + k < 0 ∧ –3 – 2k < 0 ⇔ k < –2 ∧ –2k < 3

		  ⇔ k < –2 ∧ k > – 3
2

   

	� Assim, não existe qualquer valor de k para o qual  
A seja um ponto do terceiro quadrante.

2.6.	 Para que A pertença ao quarto quadrante:
	 2 + k > 0 ∧ –3 – 2k < 0 ⇔ k > –2 ∧ –2k < 3

		  ⇔ k > –2 ∧ k > – 3
2

		  ⇔ k > – 3
2

   

	 Assim, k ∈q
r
s
– 3

2
 , +∞ q

r
s
.

3.	 A(3, –2) 
	� O ponto B pertence ao eixo Ox e tem a mesma 

abcissa que o ponto A, logo B(3, 0).
	� O ponto C é simétrico do ponto B relativamente ao 

eixo Oy, logo C(–3, 0).
	 Para que [ABCD] seja um retângulo, então D(–3, –2). 

4.	 Phexágono = 12 ⇔ 6 × A–B = 12 ⇔ A–B = 2
	 Seja M o ponto médio de [AB].
	 Pelo teorema de Pitágoras:
	 O–B2 = O–M2 + M–B2 ⇔ 22 = O–M2 + 12

		  ⇔ O–M2 = 4 – 1
		  ⇔ O–M2 = 3 
	 Logo, O–M = Ï√3.

	 Assim:
	 A(–1, –Ï√3); B(1, –Ï√3); C(2, 0); D(1, Ï√3); E(–1, Ï√3);
	 F(–2, 0) 

5.	 Seja M o ponto médio de [AB].

5.1.	 M = 
h
i
j
4 + 3

2
 , 2 – 7

2
h
i
j
 = 

h
i
j

7
2

 , – 5
2

h
i
j

5.2.	 M = 

h
i
i
j

2 – 1
2

 , 

3
2

 + 1
2

2

h
i
i
j
 = 

h
i
j

1
2

 , 1
h
i
j

5.3.	 M = 
h
i
j

1 – 3
2

 , –5 – 7
2

h
i
j
 = (–1, –6)

5.4.	 M = 

h
i
i
j

2
3

 + 4
3

2
 , 1 – 3

2

h
i
i
j
 = (1, –1)

6.	 Seja C o centro da circunferência de diâmetro [AB].
	 C é o ponto médio de [AB].

	 C = 
h
i
j
2 + Ï√2 + 3Ï√2 – 2

2
 , –3 + 5

2
h
i
j
 = 

h
i
j
4Ï√2

2
 , 2

2
h
i
j
 =

		  = (2Ï√2, 1) 

7.	 A(–2, 1); B(1, –1); C(6, 4); D(3, 6) 

7.1.	� Sejam M o ponto médio da diagonal [AC] e N o 
ponto médio da diagonal [BD]. 

	 M = 
h
i
j

–2 + 6
2

 , 1 + 4
2

h
i
j
 = 

h
i
j
2, 5

2
h
i
j
 

	 N = 
h
i
j
1 + 3

2
 , –1 + 6

2
h
i
j
 = 

h
i
j
2, 5

2
h
i
j
 

7.2.	� As diagonais do paralelogramo intersetam-se no 
respetivo ponto médio. Logo, cada uma das diago-
nais bisseta a outra.

8.	 Seja M o ponto médio de [AB].

8.1.	 M = 
h
i
j

Ï√20 + Ï√180
2

 + Ï√48 + Ï√108
2

h
i
j
 =

		  = 
h
i
j

2Ï√5 + 6Ï√5
2

 , 4Ï√3 + 6Ï√3
2

h
i
j
 =

		  = (4Ï√5, 5Ï√3) 

8.2.	 M = 

h
i
i
j

2 – Ï√3
2

 + 4 + Ï√12
2

2
 , 

2 + Ï√12
4

 + 6 – Ï√3
4

2

h
i
i
j
 =

		  = 
h
i
j
6 – Ï√3 + 2Ï√3

4
 , 8 + 2Ï√3 – Ï√3

8
h
i
j
 = 

		  = 
h
i
j
6 + Ï√3

4
 , 8 + Ï√3

8
h
i
j
 = 

		  = 
h
i
j

3
2

 + Ï√3
4

 , 1 + Ï√3
8

h
i
j
      

9.	
h
i
j

(x + 1)2 + 2
2

 , y – 3 + 3
2

h
i
j
 = (5, –3) 

	 ⇔ 
h
i
j
x2 + 2x + 1 + 2

2
 , y

2
h
i
j
 = (5, –3)

	 ⇔ 
h
i
j
x2 + 2x + 3

2
 , y

2
h
i
j
 = (5, –3)
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	 ⇔ 
x2 + 2x + 3

2
 = 5

y
2

 = –3

1
4
2
4
3

	 ⇔ 
x2 + 2x + 3 = 10

y = –6

1
2
3

	 ⇔ 
x2 + 2x – 7 = 0

y = –6

1
2
3

	 ⇔ 
x = –2 ± Ï √4 + 4 × 7

2
 

y = –6

1
2
3

 

	 ⇔ 
x = –2 ± Ï√32

2
 

y = –6

1
2
3

 

	 ⇔ 
x = –2 ± 4Ï√2

2
 

y = –6

1
2
3

 

	 ⇔ 
x = –1 + 2Ï√2
y = –6

1
2
3

 ∨ 
x = –1 – 2Ï√2
y = –6

1
2
3

    

	 Assim, x = –1 + 2Ï√2 ou x = –1 – Ï√2 e y = –6.

10.	 A –B = Ï √(–1 – 4)2 + (–1 – 1)2 =
		  = Ï √(–5)2 + (–2)2 =
		  = Ï√25 + 4 =
		  = Ï√29 
	 Seja M o ponto médio de [AB].

	 M = 
h
i
j

–1 + 4
2

 , –1 + 1
2

h
i
j
 = 

h
i
j

3
2

 , 0
h
i
j
  

	 C–M = Î √ hi
j
– 1

2
 – 3

2
h
i
j

2
 + (5 – 0)2 =

		  = Ï√(–2)2 +52 =
		  = Ï√4 + 25 =
		  = Ï√29 
	 Logo:
	 A[ABC] = A–B × C–M

2
 = Ï√29 × Ï√29

2
 = 29

2
 u.a.

11.	 Seja D(x, y), x, y ∈R+

	� Uma vez que [ABCD] é um paralelogramo, então 
as suas diagonais, [AC] e [BD], bissetam-se, logo o 
ponto médio de [AC] coincide com o ponto médio 
de [BD].

	 Logo: 

	
h
i
j

–1 + 8
2

 , 1 + 2
2

h
i
j
 = 

h
i
j

5 + x
2

 , 0 + y
2

h
i
j
 

	 ⇔ 
h
i
j

7
2

 , 3
2

h
i
j
 = 

h
i
j

5 + x
2

 , 0 + y
2

h
i
j
 

	 ⇔ 
7
2

 = 5 + x
2

 

3
2

 = y
2

 

1
4
2
4
3

   

	 ⇔ 
x = 2

y = 3

1
2
3

   

	 Assim, D(2, 3).

12.
12.1.	d(A, B) = Ï √(3 – 5)2 + (2 – (–2))2 =
		  = Ï √(–2)2 + 42 =
		  = Ï√4 + 16 =
		  = Ï√20 =
		  = 2Ï√5 

12.2.	d(C, D) = Ï √(–1 – (–3))2 + (5 – 3)2 =
		  = Ï √22 + 22 =
		  = Ï√8 =
		  = 2Ï√2

12.3.	d(E, F) = Ï √(–2 – 6)2 + (–3 – 5)2 =
		  = Ï √(–8)2 + (–8)2 =
		  = Ï√64 + 64 =
		  = Ï√128 =
		  = 8Ï√2 

13.	 d(A, B) = Ï √(2 – 3)2 + (1 – (–1))2 =
		  = Ï √(–1)2 + 22 =
		  = Ï√1 + 4 =
		  = Ï√5
	� Assim, o raio da circunferência de diâmetro [AB] é

	 Ï√5
2

 u.c.

14.	 d(A, B) = 5 ⇔ Ï √(–1 – 2)2 + (y – 3)2 = 5
		  ⇔ Ï√9 + (y – 3)2 = 5
		  ⇔ 9 + (y – 3)2 = 25
		  ⇔ (y – 3)2 = 16
		  ⇔ y – 3 = 4 ∨ y – 3 = –4
		  ⇔ y = 7 ∨ y = –1
	 Assim, y = 7 ou y = –1.

15.	 A é um ponto pertencente ao eixo Oy, logo A(0, y).
	 d(A, B) = d(A, C) 
	 ⇔ Ï √(0 – 4)2 + (y – (–2))2 = Ï √(0 –(–2))2 + (y – 6)2

	 ⇔ Ï √16 + (y + 2)2 = Ï √4 + (y – 6)2

	 ⇔ 16 + (y + 2)2 = 4 + (y – 6)2

	 ⇔ 16 + y2 + 4y + 4 = 4 + y2 – 12y + 36
	 ⇔ 16y = 20

	 ⇔ y = 20
16

	 ⇔ y = 5
4

  

	 Assim, A
h
i
j
0, 5

4
h
i
j
.

16.	 d(A, B) = A–B = Ï √(1 – 3)2 + (2 – (–2))2 =
		  = Ï √(–2)2 + 42 =
		  = Ï√4 + 16 =
		  = Ï√20
	 d(A, C) = A–C = Ï √(1 – (–5))2 + (2 – 3)2 =
		  = Ï √62 + (–1)2

		  = Ï√36 + 1 =
		  = Ï√37 
	 d(B, C) = B–C = Ï √(3 – (–5))2 + (–2 – 3)2 =
		  = Ï √82 + (–5)2 =
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		  = Ï√64 + 25 =
		  = Ï√89 
	� Como A–B ≠ A–C ≠ B–C, então o triângulo [ABC] é esca-

leno.

17.	 d(A, B) = A–B = Ï √(8 – 3)2 + (7 – (–6))2 =
		  = Ï √52 + 132 =
		  = Ï√25 + 169 =
		  = Ï√194
	 d(A, C) = A–C = Ï √(8 – 21)2 + (7 – 2)2 =
		  = Ï √(–13)2 + 52 =
		  = Ï √169 + 25 =
		  = Ï√194  
	 d(B, C) = B–C = Ï √(3 – 21)2 + (–6 – 2)2 =
		  = Ï √(–18)2 + (–8)2 =
		  = Ï√324 + 64 =
		  = Ï√388
	� Assim, os catetos do triângulo retângulo [ABC] são 

[AB] e [AC].
	 Logo:

	 A[ABC] = Ï√194 × Ï√194
2

 = 194
2

 = 97 u.a.

18.
18.1.	A –B = Ï √(–6 – 2)2 √+ (–2 – (–3))2 =
		  = Ï √(–8)2 + 12 =
		  = Ï√64 + 1 =
		  = Ï√65  
	 B–C = Ï √(2 – 6)2 + (–3 – 0)2 =
		  = Ï √(–4)2 + (–3)2 =
		  = Ï√16 +9 =
		  = Ï√25 =
		  = 5 
	 C–D = Ï √(6 – (–2))2 + (0 – 1)2 =
		  = Ï√82 + (–1)2 =
		  = Ï√64 + 1 =
		  = Ï√65  
	 D –A = Ï √(–2 – (–6))2 √+ (1 – (–2))2 =
		  = Ï√42 + 32 =
		  = Ï√16 + 9 =
		  = Ï√25 =
		  = 5  
	 A–B = C–D e B–C = D–A, logo [ABCD] é um paralelogramo.

18.2.	A–C = Ï √(–6 – 6)2 + (–2 – 0)2 =
		  = Ï √(–12)2 + (–2)2 =
		  = Ï√144 + 4 =
		  = Ï√148 
	 B–D = Ï √(2 – (–2))2 + (–3 – 1)2 =
		  = Ï √42 + (–4)2 =
		  = Ï √16 + 16 =
		  = Ï√32  
	� O comprimento da maior diagonal do paralelo-

gramo [ABCD] é Ï√148 u.c.

19.	 C(x, x2), com x ∈R.
	 Como C é equidistante de A de B, tem-se:
	 A–C = B–C 
	 ⇔ Ï √(1 – x)2 + (2 – x2)2 = Ï √(x + 2)2 + (x2 – 3)2

	 ⇔ (1 – x)2 + (2 – x2)2 = (x + 2)2 + (x2 – 3)2

	 ⇔ 1 – 2x + x2 + 4 – 4x2 + x4 = x2 + 4x + 4 + x4 – 6x2 + 9
	 ⇔ 2x2 – 6x – 8 = 0
	 ⇔ x2 – 3x – 4 = 0

	 ⇔ x = 3 ± Ï√9 – 4 × 1 × (–4)
2

	 ⇔ x = 3 ± Ï√9 + 16
2

	 ⇔ x = 3 ± 5
2

	 ⇔ x = 4 ∨ x = –1 
	 Assim, C(–1, 1) ou C(4, 16).

20.	 Uma vez que [ABC] é um triângulo equilátero, tem-se:
	 A–B = B–C = A–C 

	 ⇔ 
A–B = B–C

B–C = A–C

1
2
3

   

	 ⇔ 
Ï √(a – 5)2 √+ (a – 1 – (–2))2 = Ï √(5 – (–1))2 √+ (–2 – 4)2

Ï √(5 – (–1))2 + (–2 – 4)2 = Ï √(a – (–1))2 √+ (a – 1 – 4)2

1
2
3

 

	 ⇔ 
(a – 5)2 + (a + 1)2 = 62 + (–6)2

62 + (–6)2 = (a + 1)2 + (a – 5)2

1
2
3

	 ⇔ 
a2 – 10a + 25 + a2 + 2a + 1 = 36 + 36

36 + 36 = a2 + 2a + 1 + a2 – 10a + 25

1
2
3

	 ⇔ 
2a2 – 8a – 46 = 0

2a2 – 8a – 46 = 0

1
2
3

	 ⇔ a2 – 4a – 23 = 0

	 ⇔ a = 4 ± Ï√16 + 4 × 23
2

	 ⇔ a = 4 ± Ï√108
2

	 ⇔ a = 4 ± 6Ï√3
2

	 ⇔ a = 2 ± 3Ï√3
	 Assim, a = 2 – 3Ï√3 ou a = 2 + 3Ï√3.

21.
21.1.	3 = 3 Proposição verdadeira.
	 �A pertence ao conjunto de pontos definido por x = 3.

21.2.	–2 = 2 Proposição falsa.
	 �A não pertence ao conjunto de pontos definido por 

y = 2.

21.3.	–2 = –3 Proposição falsa.
	� A não pertence ao conjunto de pontos definido por 

y = –x.

21.4.	–2 < 3 Proposição verdadeira.
	 A pertence ao conjunto de pontos definido por y < x. 

21.5.	(–2)2 > 32 ⇔ 4 > 9 Proposição falsa.
	� A não pertence ao conjunto de pontos definido por 

y2 ≥ x2.
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21.6.	3 > 2 Proposição verdadeira.
	 A pertence ao conjunto de pontos definido por x > –y.

22.
22.1.	

O x

y

2

22.2.	

-2 O x

y

22.3.	

O x

y

2

1

22.4.	x – y > 0 ⇔ –y > –x ⇔ y < x

	

O x

y

1

1

22.5.	–x + y ≥ 0 ⇔ y ≥ x 

	

O x

y

1

1

22.6.	x + y ≥ 0 ⇔ y ≥ –x 

	

O x

y

-1

1

23.
23.1.	x ≥ 3 

23.2.	x < 3 

23.3.	y > 2 

23.4.	y ≤ 2 

23.5.	y ≤ x 

23.6.	y > –x 

24.
24.1.	–5 > 3 ∨ 3 < 5 Proposição verdadeira.
	 B pertence a este conjunto de pontos.   

24.2.	–5 > 3 ∧ 3 < 5 Proposição falsa.
	 B não pertence a este conjunto de pontos.

24.3.	–5 ≤ –5 ∧ 3 > 2 Proposição verdadeira.
	 B pertence a este conjunto de pontos.

24.4.	–5 < –5 ∨ 3 < 2 Proposição falsa.
	 B não pertence a este conjunto de pontos.

24.5.	�~(–5 > 2) ∧ 3 < 5 ⇔ –5 ≤ 2 ∧ 3 < 5 Proposição verda-
deira.

	 B pertence a este conjunto de pontos.

24.6.	–5 ≥ 2 ∨ ~(3 ≤ 5 ) ⇔ –5 ≥ 2 ∨ 3 > 5 Proposição falsa.
	 B não pertence a este conjunto de pontos. 

25.
25.1.	x > 4 

25.2.	x ≤ 0 

25.3.	y = x
2

 

25.4.	x = y2 

25.5.	x = –y 

25.6.	x = y + 3 

25.7.	x < 0 ∧ y > 0 

25.8.	(x > 0 ∧ y > 0) ∨ (x < 0 ∧ y < 0)
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26.
26.1.	x ≥ 1 

	

O x

y

1

26.2.	y < 1 

	

O x

y

1

26.3.	x < y ⇔ y > x 

	

O
x

y

1

1

26.4.	x < –y ⇔ y < –x 

	

O x

y

-1

1

26.5.	x > 1 ∧ y < 4 

	

O x

y

4

1

27.
27.1.	

O x

y

3

5

27.2.	

O x

y

3-3

27.3.	

O x

y
5

-1

27.4.	 Cálculo auxiliar

x + y ≥ 0 ⇔ y ≥ –x

	

O x

y

1

2

27.5.	~(x + 1 ≥ 0 ∧ y < 2) ⇔ x + 1 < 0 ∨ y ≥ 2
		  ⇔ x < –1 ∨ y ≥ 2  

	

O x

y

2

-1
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27.6.	~(y ≤ x ∨ x < 1) ⇔ y > x ∧ x ≥ 1

	
O x

y

1

1

27.7.	

O x

y

1-1

27.8.	

1

O x

y

1

28.
28.1.	y < –2 ∨ y ≥ 1 

28.2.	–1 ≤ x ≤ 1 

28.3.	x < 1 ∧ y ≤ 1 

28.4.	x ≥ –2 ∨ y > 1 

28.5.	x ≤ 0 ∧ y ≥ x 

28.6.	y ≥ 0 ∨ y > –x 

28.7.	–1 ≤ x ≤ 1 ∧ –2 ≤ y ≤ 2 

28.8.	(x ≥ 1 ∧ y ≤ 2) ∨ (x ≤ 1 ∧ y ≥ 2) 

28.9.	(y ≥ x ∧ y ≥ –x ∧ y ≤ 1) ∨ (y ≤ x ∧ y ≤ –x ∧ y ≥ –1) 

29.
29.1.	d(P, A) = d(P, B)
	 ⇔ Ï √(x – 3)2 + (y – 2)2 = Ï √(x + 2)2 + (y – 5)2

	 ⇔ (x – 3)2 + (y – 2)2 = (x + 2)2 + (y – 5)2

	 ⇔ x2 – 6x + 9 + y2 – 4y + 4 = x2 + 4x + 4 + y2 – 10y + 25
	 ⇔ 6y = 10x + 16

	 ⇔ y = 5
3

 x + 8
3

29.2.	d(P, C) < d(P, D)
	 ⇔ Ï √(x + 3)2 + (y – 4)2 < Ï √(x + 1)2 + (y – 3)2

	 ⇔ (x + 3)2 + (y – 4)2 < (x + 1)2 + (y – 3)2

	 ⇔ x2 + 6x + 9 + y2 – 8y + 16 < x2 + 2x + 1 + y2 – 6y + 9
	 ⇔ –2y < –4x – 15

	 ⇔ y > 2x + 15
2

 

29.3.	d(P, E) = 3 ⇔ Ï √(x + 2)2 + (y – 1)2 = 3
		  ⇔ (x + 2)2 + (y – 1)2 = 9 

29.4.	d(P, F) ≤ 5 ⇔ Ï √(x + 3)2 + (y – 2)2 ≤ 5
		  ⇔ (x + 3)2 + (y – 2)2 ≤ 25

30.
30.1.	y = 1 

30.2.	�Uma condição que define a reta que passa em B e 
é perpendicular ao eixo Oy é y = –1. 

	 Assim:

	 2 + k
3

 = –1 ⇔ k
3

 = –3 ⇔ k = –9

	 Logo, o valor de k é –9. 

30.3.	–2 ≤ x ≤ 2 ∧ –1 ≤ y ≤ 1 

30.4.	�P pertence à bissetriz dos quadrantes ímpares, logo 
P(x, x), x ∈R.

	 d(P, A) = d(P, B)
	 ⇔ Ï √(x + 2)2 + (x – 1)2 = Ï √(x – 2)2 + (x + 1)2

	 ⇔ (x + 2)2 + (x – 1)2 = (x – 2)2 + (x + 1)2

	 ⇔ x2 + 4x + 4 + x2 – 2x + 1 = x2 – 4x + 4 + x2 + 2x + 1
	 ⇔ 4x = 0
	 ⇔ x = 0 
	 Logo, P(0, 0).

31.
31.1.	(x – 3)2 + (y – 4)2 = (x – 2)2 + (y + 1)2

	 ⇔ x2 – 6x + 9 + y2 – 8y + 16 = x2 – 4x + 4 + y2 + 2y + 1
	 ⇔ –10y = 2x – 20

	 ⇔ y = – 1
5

 x + 2 

31.2.	(x + 3)2 + (y + 2)2 = (x – 2)2 + (y – 1)2

	 ⇔ x2 + 6x + 9 + y2 + 4y + 4 = x2 – 4x + 4 + y2 – 2y + 1
	 ⇔ 6y = –10x – 8

	 ⇔ y = – 5
3

 x – 4
3

  

31.3.	(x – 3)2 + (y + 4)2 = (x – 5)2 + (y + 4)2

	 ⇔ x2 – 6x + 9 = x2 – 10x + 25
	 ⇔ 4x = 16
	 ⇔ x = 4 

314.	 (x + 4)2 + (y – 6)2 = (x + 4)2 + (y – 1)2 
	 ⇔ y2 – 12y + 36 = y2 – 2y + 1
	 ⇔ –10y = –35

	 ⇔ y = 7
2

 

32.
32.1.	 Seja M o ponto médio de [AB].

	 M = 
h
i
j
2 + 7

2
 , 5 – 6

2
h
i
j
 = 

h
i
j

9
2

 , – 1
2

h
i
j
   

	 Substituindo em r:
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	 3 × 9
2

 – 5 × 
h
i
j
– 1

2
h
i
j
 = 16 ⇔ 27

2
 + 5

2
 = 16

		  ⇔ 32
2

 = 16

		  ⇔ �16 = 16 Proposição ver-
dadeira.

	 Logo, o ponto M pertence à reta r.

32.2.	A reta r é definida por:
	 3x – 5y = 16 ⇔ –5y = –3x + 16

		  ⇔ y = 3
5

 x – 16
5

 

	 A mediatriz de [AB] é definida por:
	 (x – 2)2 + (y – 5)2 = (x – 7)2 + (y + 6)2

	 ⇔ x2 – 4x + 4 + y2 – 10y + 25
	 ⇔ x2 – 14x + 49 + y2 + 12y + 36
	 ⇔ –22y = –10x + 56

	 ⇔ y = 5
11

 x – 28
11

 

	� As equações y = 3
5

 x – 16
5

 e y = 5
11

 x – 28
11

 não repre-

	� sentam a mesma reta, logo a reta r não é a media-
triz de [AB].

33.
33.1.	Seja B(x, y), com x, y ∈R.

	 (–2, –3) = 
h
i
j

3 + x
2

 , 5 + y
2

h
i
j
 ⇔ 

–2 = 3 + x
2

 

–3 = 5 + y
2

 
1
4
2
4
3

		  ⇔ 
3 + x = –4

5 + y = –6

1
2
3

		  ⇔ 
x = –7

y = –11

1
2
3

	 Assim, B(–7, –11).

33.2.	A mediatriz de [AB] é definida por:
	 (x – 3)2 + (y – 5)2 = (x + 7)2 + (y + 11)2

	 ⇔ x2 – 6x + 9 + y2 – 10y + 25 = x2 + 14x + 49 + y2 + 22y + 121
	 ⇔ –32y = 20x + 136

	 ⇔ y = – 5
8

 x – 17
4

 

33.3.	A mediatriz de [AB] é definida por y = – 5
8

 x – 17
4

 .
	 Então:
	 –3 – k = – 5

8
 (3 + k) – 17

4
 ⇔ –3 – k = – 15

8
 – 5k

8
 – 17

4
		  ⇔ –24 – 8k = –15 – 5k – 34
		  ⇔ –3k = –25

		  ⇔ k = 25
3

 

	 Logo, o valor de k é 25
3

 .

34.
34.1.	A mediatriz de [AB] é definida por:
	 (x + 2)2 + (y + 2)2 = (x – 7)2 + (y – 1)2

	 ⇔ x2 + 4x + 4 + y2 + 4y + 4 = x2 – 14x + 49 + y2 – 2y + 1
	 ⇔ 6y = –18x + 42
	 ⇔ y = –3x + 7 

34.2.	M é o ponto médio do segmento de reta [AB].

	 M = 
h
i
j

–2 + 7
2

 , –2 + 1
2

h
i
j
 = 

h
i
j

5
2

 , – 1
2

h
i
j
  

34.3.	C pertence ao eixo Oy, logo C(0, y), com y ∈R. 
	 Substituindo na equação da reta r:
	 y = –3 × 0 + 7 ⇔ y = 7 
	 Logo, C(0, 7).

34.4.	C–M = Î √ hi
j

5
2

 – 0
h
i
j

2
 √+ 

h
i
j
– 1

2
 – 7

h
i
j

2
 =

		  = Î √ hi
j

5
2

h
i
j

2
 + 

h
i
j
– 15

2
h
i
j

2
 =

		  = Î √25
4

 + 225
4

 =

		  = Î√250
4

 =

		  = 5Ï√10
2

 

	 A–B = Ï √(–2 – 7)2 + (–2 – 1)2 =
		  = Ï √(–9)2 + (–3)2 =
		  = Ï√81 + 9 =
		  = Ï√90 =
		  = 3Ï√10 
	 Assim:

	 A[ABC] = A–B × C–M
2

 = 

5Ï√10
2

 × 3Ï√10

2
 = 15 × 10

4
 = 75

2
 u. a.

35.	� O centro da circunferência que passa em A, B e C é 
o ponto de encontro das mediatrizes dos segmen-
tos de reta definidos por estes pontos.

	 A mediatriz de [AB] é definida por:
	 (x – 2)2 + (y + 3)2 = (x – 3)2 + (y + 2)2 
	 ⇔ x2 – 4x + 4 + y2 + 6y + 9 = x2 – 6x + 9 + y2 + 4y + 4 
	 ⇔ 2y = –2x 
	 ⇔ y = –x    
	 A mediatriz de [AC] é definida por:
	 (x – 2)2 + (y + 3)2 = (x – 2)2 + (y – 6)2 
	 ⇔ y2 + 6y + 9 = y2 – 12y + 36 
	 ⇔ 18y = 27

	 ⇔ y = 3
2

 

	 Assim, –x = 3
2

 ⇔ x = – 3
2

 .

	 Logo, o centro da circunferência que passa em A, B

	 e C tem coordenadas 
h
i
j
– 3

2
 , 3

2
h
i
j
.

36.
36.1.	A–B = Ï √(3 + 4)2 + (–2 – 2)2 =
		  = Ï√72 + (–4)2 =
		  = Ï√49 + 16 =
		  = Ï√65 
	� Logo, uma equação da circunferência de centro A e 

que passa em B é (x – 3)2 + (y + 2)2 = 65.

36.2.	Seja M o ponto médio de [AB].

	 M = 
h
i
j

3 – 4
2

 , –2 + 2
2

h
i
j
 = 

h
i
j
– 1

2
 , 0

h
i
j
  

	� A–B = Ï√65 (de acordo com os cálculos efetuados na 
alínea anterior.)

	 Assim, o raio da circunferência de diâmetro [AB] é

	 A–B
2

 = Ï√65
2

 .
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	 Logo, uma equação da circunferência de diâmetro

	 [AB] é 
h
i
j
x + 1

2
h
i
j

2
 + y2 = 65

4
 .

36.3.	�Se a circunferência tem centro em B e é tangente 
ao eixo das ordenadas, então o seu raio é 4.

	� Logo, uma equação da circunferência que tem 
centro em B e é tangente ao eixo das ordenadas é  
(x + 4)2 + (y – 2)2 = 16.

37.
37.1.	x2 + y2 ≤ 4 ∧ (x – 2)2 + y2 ≤ 1 
 
37.2.	(x – 1)2 + y2 ≥ 1 ∧ (x – 1)2 + (y – 1)2 ≤ 9 

37.3.	(x – 1)2 + (y – 1)2 ≥ 4 ∨ x2 + (y + 1)2 ≥ 1 

38.
38.1.	Centro (0, 1)
	 Raio = Ï√25 = 5

38.2.	Centro (–2, –3) 
	 Raio = Ï√27 = 3Ï√3 

38.3.	x2 – 2x + 1 + y2 = 24 ⇔ (x – 1)2 + y2 = 24 
	 Centro (1, 0) 
	 Raio = Ï√24 = 2Ï√6 

38.4.	x2 + 4x + 4 + y2 – 6y + 9 = 4 ⇔ (x + 2)2 + (y – 3)2 = 4 
	 Centro (–2, 3) 
	 Raio = Ï√4 = 2

39.	 x2 + 10x + 25 + y2 – 6y + 9 = 34 – k 
	 ⇔ (x + 5)2 + (y – 3)2 = 34 – k

39.1.	Para que a equação dada represente um ponto:
	 34 – k = 0 ⇔ k = 34 

39.2.	�Para que a equação dada represente uma circunfe-
rência de raio 6:

	 34 – k = 62 ⇔ –k = 36 – 34 ⇔ k = –2 
	 Logo, o valor de k é –2. 

40.
40.1.	4 < (x + 1)2 + (y + 2)2 < 16 

	

O
x

y

-2

-1

40.2.	Seja P(x, y), x, y ∈R.
	 d(P, A) ≥ 2d(P, B)
	 ⇔ Ï √(x + 1)2 + (y – 1)2 ≥ 2Ï √x2 + (y + 1)2 
	 ⇔ (x + 1)2 + (y – 1)2 ≥ 4(x2 + (y + 1)2)
	 ⇔ x2 + 2x + 1 + y2 – 2y + 1 ≥ 4(x2 + y2 + 2y + 1)

	 ⇔ x2 + 2x + y2 – 2y + 2 ≥ 4x2 + 4y2 + 8y + 4
	 ⇔ 3x2 – 2x + 3y2 + 10y + 2 ≤ 0

	 ⇔ x2 – 2
3

 x + y2 + 10
3

 y ≤ – 2
3

	 ⇔ x2 – 2
3

 x + 1
9

 + y2 + 10
3

 y + 25
9

 ≤ – 2
3

 + 1
9

 + 25
9

	 ⇔ 
h
i
j
x – 1

3
h
i
j

2
 + 

h
i
j
y + 5

3
h
i
j

2
 ≤ 20

9
   

	

y

O x1
3

- 5
3

Exercícios globais – páginas 91 a 93
41.
41.1.	Como a reta AC é paralela a Oy, então AC: x = 6
	 Como a reta BD é paralela a Ox, então BD: y = 2
	 C pertence à reta AC, logo C(6, y). 
	� C é o ponto simétrico de A em relação à reta BD, 

C(6, –2).
	 D pertence à reta BD, logo D(x, 2). 
	� D é o ponto simétrico de B em relação à reta AC, 

logo D(12, 2).
 
41.2.	(x – 6)2 + (y – 6)2 = x2 + (y – 2)2

	 ⇔ x2 – 12x + 36 + y2 – 12y + 36 = x2 + y2 – 4y + 4
	 ⇔ –8y = 12x – 68

	 ⇔ y = – 3
2

 x + 17
2

41.3.	Opção (D)
	 Seja M o ponto médio de [AC]. 

	 M = 
h
i
j
6 + 6

2
 , 6 – 2

2
h
i
j
 = (6, 2)

	 Como A(6, 6), então A–M = 4.
	� Assim, (x – 6)2 + (y – 2)2 = 16 é uma equação da cir-

cunferência cujo centro coincide com o centro do 
losango e que passa no ponto A.

42.
42.1.	�A(2, 0) é o ponto médio de [OD] e D pertence ao 

eixo Ox, logo D(4, 0).
	� A reta BC é a mediatriz de [AD] e é paralela ao eixo 

Oy, logo BC: x = 3.
	� A equação da circunferência representada é  

(x – 2)2 + y2 = 4.
	� Os pontos B e C são os pontos de interseção da cir-

cunferência com a reta BC.
	 Assim:
	 (3 – 2)2 + y2 = 4 ⇔ 1 + y2 = 4
		  ⇔ y2 = 3
		  ⇔ y = ±Ï√3 
	 Logo, B(3, –Ï√3) e C(3, Ï√3). 

42.2.	d(C, D) = Ï √(3 – 4)2 + (Ï√3 – 0)2 =

		  = Ï√(–1)2 + (Ï√3)2 =
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		  = Ï√1 + 3 = 
		  = Ï√4 =
		  = 2 u.c.

42.3.	Opção (A)
	 Seja M o ponto médio de [AB].

	 M = 
h
i
j
2 + 3

2
 , –Ï√3 + 0

2
h
i
j
 = 

h
i
j

5
2

 , – Ï√3
2

h
i
j
  

42.4.	A –B = C–D = 2
	� Assim, o raio da circunferência é A–B

2
 = 1 e o seu centro 

	 é M
h
i
j

5
2

 , – Ï√3
2

h
i
j
 .

	� Logo, uma equação da circunferência de diâmetro

	 [AB] é 
h
i
j
x – 5

2
h
i
j

2
 + 

h
i
j
y + Ï√3

2
h
i
j

2
 = 1.

42.5.	Opção (C)
	 (x – 2)2 + y2 ≤ 4 ∧ ((x ≤ 3 ∧ y ≤ 0) ∨ (x ≥ 3 ∧ y ≥ 0))

42.6.	B(3, –Ï√3) e C(3, Ï√3), logo B–C = 2Ï√3.
	 Seja E(x, y), x, y ∈R. Então:

	
B–C = C–E

B–C = B–E

1
2
3

 ⇔ 
2Ï√3 = Ï √(x – 3)2 + (y – Ï√3)2

2Ï√3 = Ï √(x – 3)2 + (y + Ï√3)2

1
2
3

 

		  ⇔ 
12 = (x – 3)2 + (y – Ï√3)2

12 = (x – 3)2 + (y + Ï√3)2

1
2
3

		  ⇔ 
12 – (x – 3)2 = (y – Ï√3)2

12 – (x – 3)2 = (y + Ï√3)2

1
2
3

		  ⇔ 
12 – (x – 3)2 = (y – Ï√3)2

(y – Ï√3)2 = (y + Ï√3)2
1
2
3

		  ⇔ 
12 – (x – 3)2 = (y – Ï√3)2

y2 – 2Ï√3y + 3 = y2 + 2Ï√3y + 3

1
2
3

		  ⇔ 
12 – (x – 3)2 = (y – Ï√3)2

4Ï√3y = 0

1
2
3

		  ⇔ 
12 – (x – 3)2 = (0 – Ï√3)2

y = 0

1
2
3

		  ⇔ 
(x – 3)2 = 9

y = 0

1
2
3

		  ⇔ 
x – 3 = 3

y = 0

1
2
3

 ∨ 
x – 3 = –3

y = 0

1
2
3

		  ⇔ 
x = 6

y = 0

1
2
3

 ∨ 
x = 0

y = 0

1
2
3

	 Assim, E(0, 0) ou E(6, 0).

43.
43.1.	y ≤ x ∧ x ≤ 7 ∧ 0 ≤ y ≤ 3

43.2.	�C é o ponto de interseção da reta s: y = 3 com a reta 
r : y = x, logo C(3, 3).

	� A é o ponto de interseção do eixo Ox com a reta t:  
x = 7, logo A(7, 0).

	 A–C = Ï √(3 – 7)2 + (3 – 0)2 =
		  = Ï √(–4)2 + 32 =

		  = Ï√16 + 9 =
		  = 5 
	� Uma equação da circunferência de centro em A e 

que passa em C é (x – 7)2 + y2 = 25.

43.3.	Seja D(x, y), x, y ∈R.
	 Assim:

	 (3, 3) = 
h
i
j
x + 7

2
 , y + 0

2
h
i
j
 ⇔ 

x + 7
2

 = 3

y
2

 = 3

1
4
2
4
3

		  ⇔ 
x + 7 = 6

y = 6

1
2
3

		  ⇔ 
x = –1

y = 6

1
2
3

	 Logo, D(–1, 6).

43.4.	B(7, 3)
	 d(E, B) = d(E, O)
	 ⇔ Ï √(k – 1 – 7)2 √+ (k + 3 – 3)2 = Ï √(k – 1 – 0)2 √+ (k + 3 – 0)2

	 ⇔ (k – 8)2 + k2 = (k – 1)2 + (k + 3)2

	 ⇔ k2 – 16k + 64 + k2 = k2 – 2k + 1 + k2 + 6k + 9
	 ⇔ –20k = –54

	 ⇔ k = 27
10

 

44.
44.1.	

O x

y

2

-2

3 6

44.2.	

O x

y

-2 2

2

-2

-4

44.3.	

O x

y

2 4-2-4

2

-2
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45.
45.1.	(x – 2)2 + (y + 2)2 = 3 
	 Logo, A(2, –2).

45.2.	(x – 1)2 + (y – 1)2 ≤ 6 ∧ (x – 2)2 + (y + 2)2 ≥ 3 ∧ y ≤ x 
	 ⇔ (x – 1)2 + (y – 1)2 ≤ 6 ∧ (x – 2)2 + (y + 2)2 ≥ 3 ∧ y ≤ x 
	 ⇔ (x – 1)2 + (y – 1)2 ≤ 6 ∧ (x – 2)2 + (y + 2)2 ≥ 3 ∧ y ≤ x 

45.3.	C1: (x – 1)2 + (y – 1)2 = 6 
	 C e D pertencem ao eixo Ox: y = 0
	 (x – 1)2 + (0 – 1)2 = 6 ⇔ (x – 1)2 + 1 = 6
		  ⇔ (x – 1)2 = 5
		  ⇔ x – 1 = Ï√5 ∨ x – 1= –Ï√5
		  ⇔ x = 1 + Ï√5 ∨ x = 1 – Ï√5 
	 Assim, C(1 – Ï√5, 0) e D(1 + Ï√5, 0).

45.4.	C1: (x – 1)2 + (y – 1)2 = 6 
	 Substituindo (x, y) por (–1, 1 + Ï√2):
	 (–1 – 1)2 + (1 + Ï√2 – 1)2 = 6 ⇔ (–2)2 + (Ï√2)2 = 6
		  ⇔ 4 + 2 = 6
		�  ⇔ 6 = 6 Proposição ver-

dadeira.
	 Logo, o ponto E pertence à circunferência C1.
	� Procedendo de forma análoga em relação ao ponto 

F, temos:
	 (3 – 1)2 + (1 – Ï√2 – 1)2 = 6 ⇔ 22 + (–Ï√2)2 = 6
		  ⇔ 4 + 2 = 6
		�  ⇔ 6 = 6 Proposição ver-

dadeira.
	 Logo, o ponto F pertence à circunferência C1.
	 Além disso:

	 E–F = Ï √(–1 – 3)2 √+ (1 + Ï√2 – 1 + Ï√2)2 =

		  = Ï √(–4)2 + (2Ï√2)2 =
		  = Ï√16 + 8 =
		  = Ï√24 =
		  = 2Ï√6 
	 Ou seja, E–F é o dobro do raio de C1.
	 Então, [EF] é um diâmetro da circunferência.

46.
46.1.	A–B = Ï √(2 + 3)2 + (1 – 2)2 =
		  = Ï √52 + (–1)2 =
		  = Ï√25 + 1 =
		  = Ï√26 
	 A–C = Ï √(2 – 1)2 + (1 + 4)2 =
		  = Ï√12 + 52 =
		  = Ï√1 + 25 =
		  = Ï√26 
	 B–C = Ï √(–3 – 1)2 + (2 + 4)2 =
		  = Ï √(–4)2 + 62 =
		  = Ï √16 + 36 =
		  = Ï√52 
	 A–B2 + A–C2 = (Ï√26)2 + (Ï√26)2 = 26 + 26 = 52 
	 B–C2 = (Ï√52)2 = 52 
	� Assim, A–B2 + A–C2 = B–C2, logo, pelo teorema de Pitá-

goras, o triângulo [ABC] é retângulo.

46.2.	�O triângulo [ABC] é retângulo em A e está inscrito na 
circunferência, logo [BC] é um diâmetro da circunfe-
rência.

	 Assim, o raio da circunferência é B–C
2

 = Ï√52
2

 = 

	 = 2Ï√13
2

 = Ï√13.

	 Seja M o ponto médio de [BC].

	 M = 
h
i
j

–3 + 1
2

 , 2 – 4
2

h
i
j
 = (–1, –1) 

	� Assim, uma equação da circunferência que passa 
nos pontos A, B e C é (x + 1)2 + (y + 1)2 = 13.

46.3.	�Seja E o ponto cujas coordenadas se pretende 
determinar.

	 M(–1, –1) é o ponto médio de [AE].
	 Então:

	 (–1, –1) = 
h
i
j
x + 2

2
 , y + 1

2
h
i
j
 ⇔ 

x + 2
2

 = 1

y + 1
2

 = 1

1
4
2
4
3

		  ⇔ 
x + 2 = –2

y + 1 = –2

1
2
3

		  ⇔ 
x = –4

y = –3

1
2
3

	 Logo, E(–4, –3).

47.
47.1.	A(–x, x) e B(0, x), com x ∈R+.
	 A–B = x = O–B 

	 A[ABC] = 8 ⇔ A–B × O–B
2

 = 8 ⇔ x × x
2

 = 8 ⇔ x2 = 16 

	 Logo, x = 4, porque x ∈R+.
	 Assim, A(–4, 4) e B(0, 4).

47.2.	Mediatriz de [AB]: x = –2
	 Mediatriz de [AC]: 
	 (x + 4)2 + (y – 4)2 = (x – 1)2 + (y + 1)2

	 ⇔ x2 + 8x + 16 + y2 – 8y + 16 = x2 – 2x + 1 + y2 + 2y + 1
	 ⇔ –10y = –10x – 30
	 ⇔ y = x + 3 
	 Intersetando as duas retas, obtém-se:

	
x = –2

y = x + 3

1
2
3

 ⇔ 
x = –2

y = 1

1
2
3

	� Assim, o centro da circunferência é o ponto de coor-
denadas (–2, 1).

	 Seja E(–2, 1).
	 A–E = Ï √(–4 + 2)2 + (4 – 1)2 =
		  = Ï √(–2)2 + 32 =
		  = Ï√4 + 9 =
		  = Ï√13 
	 Logo, o raio da circunferência é Ï√13.
	� Então, uma equação da circunferência que passa 

nos pontos A, B e C é (x + 2)2 + (y – 1)2 = 13.

47.3.	(x + 2)2 + (y – 1)2 ≤ 13 ∧ y ≥ –x ∧ y ≤ 4 

47.4.	D(x, 0), x ∈R
	 d(A, D) = 8 ⇔ Ï √(–4 – x)2 + (4 – 0)2 = 8
		  ⇔ (–4 – x)2 + 42 = 64
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		  ⇔ 16 + 8x + x2 + 16 = 64
		  ⇔ x2 + 8x – 32 = 0

		  ⇔ x = –8 ± Ï√64 + 4 × 32
2

		  ⇔ x = –8 ± 8Ï√3
2

		  ⇔ x = –4 ± 4Ï√3 
	 Logo, D(–4 – 4Ï√3, 0) ou D(–4 + 4Ï√3, 0).

2. Geometria analítica no espaço
Exercícios – páginas 94 a 103
1.
1.1.	 O(0, 0, 0); A(3, 3, 6); B(–3, 3 ,6); C(–3, –3, 6); D(3, –3, 6) 

1.2.	 a) (3, 3, –6)
	 b) (3, 3, 6)  
	 c) (3, –3, –6)
	 d) (3, 3, 6) 

2.
2.1.	 A–E = 2
	 E–M = M–H = 3, logo E–H = 6. 
	 H–G = 2E–H = 12 
	 M(0, 0, 4) 
	 Tem-se, então: 
	� A(3, 0, 2); B(3, 12, 2); C(–3, 12, 2); D(–3, 0, 2); E(3, 0, 4); 

F(3, 12, 4); G(–3, 12, 4); H(–3, 0, 4)

2.2.	 O–E = F–B = 3
	 E–F = 2O–E = 6 
	 Tem-se, então: 
	� A(3, 0, –3); B(3, 6, –3); C(0, 6, –3); D(0, 0, –3); E(3, 0, 0); 

F(3, 6, 0); G(0, 6, 0); O(0, 0, 0)

2.3.	 O–A = A–E = 4
	 A –B = A –D = 5  
	 Pelo teorema de Pitágoras:
	 O–D2 + O–A2 = A–D2 ⇔ O–D2 = 52 – 42

		  ⇔ O–D2 = 9
	 Logo, O–D =3.
	 Tem-se, então: 
	 �A(4, 0, 0); B(4, 5, 0); C(0, 8, 0); D(0, 3, 0); E(4, 0, 4);  

F(4, 5, 4); G(0, 8, 4); H(0, 3, 4)

2.4.	 O–A = A–B = O–B = 4 
	 OE = 2A–B = 8 
	� Sendo h a altura do triângulo [OAB], pelo teorema 

de Pitágoras:

	 h2 + 
h
i
j

O–B
2

h
i
j

2
 = O–A2 ⇔ h2 = 42 – 22

		  ⇔ h2 = 12
	 Logo, h = Ï√12 = 2Ï√3.
	 Tem-se, então: 
	� A(2Ï√3, 2, 0); B(0, 4, 0); C(2Ï√3, 2, 8); D(0, 4, 8); E(0, 0, 8); 

O(0, 0, 0)

3.	 Seja M o ponto médio de [AB].

3.1.	 M = 
h
i
j
1 + 4

2
 , –2 + 2

2
 , 3 – 2

2
h
i
j
 = 

h
i
j

5
2

 , 0, 1
2

h
i
j
  

3.2.	 M = 
h
i
j

4 – 1
2

 , –3 + 1
2

 , –1 + 3
2

h
i
j
 = 

h
i
j

3
2

 , –1, 1
h
i
j
  

4.	 (–3, –1, 1) = 
h
i
j
2 + 2a – 3b

2
 , –1 + a

2
 , 0 + b

2
h
i
j
 

	 ⇔ 

–3 = 2 + 2a – 3b
2

 

–1 = –1 + a
2

 

1 = b
2

 

1
4
4
2
4
4
3

	 ⇔ 

–6 = 2 + 2a – 3b

–2 = –1 + a

b = 2

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

–6 = 2 + 2 × (–1) – 3 × 2

a = –1

b = 2

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

–6 = 2 – 2 – 6

a = –1

b = 2

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

–6 = –6

a = –1

b = 2

1
4
2
4
3

	 ⇔ 
a = –1

b = 2

1
2
3

  

5.
5.1.	 Seja M o ponto médio de [AG].

	 M = 
h
i
j
2 + 5

2
 , 1 + 4

2
 , 2 – 1

2
h
i
j
 = 

h
i
j

7
2

 , 5
2

 , 1
2

h
i
j
  

	� Assim, a reta perpendicular ao plano xOy e que

	 passa por M é definida por x = 7
2

 ∧ y = 5
2

 .

5.2.	 �I
h
i
j

7
2

 , 5
2

 , 2
h
i
j
; J

h
i
j

7
2

 , 1, 1
2

h
i
j
; K

h
i
j
5, 5

2
 , 1

2
h
i
j
; L

h
i
j

7
2

 , 4, 1
2

h
i
j
; 

	 M
h
i
j
2, 5

2
 , 1

2
h
i
j
; N

h
i
j

7
2

 , 5
2

 , –1
h
i
j
  

6.
6.1.	 Abase = 64 ⇔ A–B2 = 64, logo A–B = 8.
	 Assim, A(4, 4, 0) e D(4, –4, 0), pelo que M(4, 0, 0).
	 E–M = Ï √(0 – 4)2 + (0 – 0)2 √+ (12 – 0)2 =
		  = Ï√16 + 144 =
		  = Ï√160 =
		  = 4Ï√10 u.c.

6.2.	 Seja N o ponto médio de [AE]: 

	 N
h
i
j
4 + 0

2
 , 4 + 0

2
 , 0 + 12

2
h
i
j
 = (2, 2, 6) 

	� Uma equação cartesiana que defina o plano que 
passa pelo ponto médio de [AE] e é paralelo ao 
plano xOy é z = 6.

7.
7.1.	 Seja a a medida da aresta da base do prisma.
	 Vprisma = 54 ⇔ a × a × 2a = 54
		  ⇔ 2a3 = 54
		  ⇔ a3 = 27
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		  ⇔ a = 3 

	 Assim, H
h
i
j

3
2

 , 3
2

 , 6
h
i
j
.

7.2.	 A(3, 0, 0); B(3, 3, 0) 
	 Seja M o ponto médio de [AB]: M

h
i
j
3, 3

2
 , 0

h
i
j

	 H–M = Î √ hi
j

3
2

 – 3
h
i
j

2
 + 

h
i
j

3
2

 √– 3
2

h
i
j

2
 + (6 – 0)2 = 

		  = Î√ 9
4

 + 36 =  

		  = Î√153
4

 = 

		  = 3Ï√17
2

 

	 Atotal = Abase + Alateral = 3 × 3 + 4 × 
3 × 3Ï√17

2
 

2
 =

		  = (9 + 9Ï√17) u.a. 

8.
8.1.	 d(A, B) = Ï √(2 + 1)2 + (–2 – 2)2 √+ (1 + 3)2 =
		  = Ï √9 + 16 + 16 =
		  = Ï√41

8.2.	 d(C, D) = Ï √(3 – 0)2 + (–3 – 2)2 √+ (–1 – 5)2 =
		  = Ï √9 + 25 + 36 =
		  = Ï√70

9.	 A –B = Ï √(–4 – 2)2 + (4 + 1)2 √+ (1 – 2)2 =
		  = Ï √36 + 25 + 1 =
		  = Ï√62  
	 A –C = Ï √(–4 + 2)2 + (4 – 5)2 √+ (1 – 0)2 =
		  = Ï √4 + 1 + 1 =
		  = Ï√6 
	 B–C = Ï √(2 + 2)2 + (–1 – 5)2 √+ (2 – 0)2 =
		  = Ï √16 + 36 + 4 =
		  = Ï√56   
	� Como A–B ≠ A–C ≠ B–C, então o triângulo [ABC] é esca-

leno.
	 �A–B2 = (Ï√62)2 = 62 = 6 + 56 = (Ï√6)2+ (Ï√56)2 = A–C2 + B–C2 
	� Logo, pelo recíproco do teorema de Pitágoras, o 

triângulo [ABC] é retângulo.

10.
10.1.	�Uma vez que C pertence ao eixo das cotas, tem-se 

C(0, 0, z), com z ∈R.
	 A –C = B–C
	 ⇔ Ï √(2 – 0)2 + (–3 – 0)2 √+ (4 – z)2 =
	      = Ï √(–1 – 0)2 + (–2 – 0)2 √+ (3 – z)2

	 ⇔ Ï √4 + 9 + (4 – z)2 = Ï √1 + 4 + (3 – z)2

	 ⇔ Ï √13 + (4 – z)2 = Ï √5 + (3 – z)2 
	 ⇔ 13 + (4 – z)2 = 5 + (3 – z)2

	 ⇔ 13 + 16 – 8z + z2 = 5 + 9 – 6z + z2

	 ⇔ –2z = –15

	 ⇔ z = 15
2

 

	 Assim, C
h
i
j
0, 0, 15

2
h
i
j
. 

10.2.	�Uma vez que C pertence ao plano xOy e tem abcissa 
igual à ordenada, tem-se C(x, x, 0), com x ∈R.

	 B–C = Ï√10 ⇔ Ï √(x + 1)2 + (x + 2)2 √+ (0 – 3)2 = Ï√10
		  ⇔ x2 + 2x + 1 + x2 + 4x + 4 + 9 = 10
		  ⇔ 2x2 + 6x + 4 = 0
		  ⇔ x2 + 3x + 2 = 0

		  ⇔ x = –3 ± Ï√9 – 8
2

		  ⇔ x = –3 ± 1
2

		  ⇔ x = –2 ∨ x = –1 
	 Assim, C(–2, –2, 0) ou C(–1, –1, 0).

11.
11.1.	Seja a a medida da aresta do cubo. 
	 Acubo = 54 ⇔ 6 × a2 = 54 ⇔ a2 = 9 
	 Logo, a = 3. 
	 Além disso, P–B = 1

2
 P–C ⇔ 2P–B = PC.

	 Assim:
	 P–B + P–C = 3 ⇔ P–B + 2P–B = 3
		  ⇔ 3P–B = 3
		  ⇔ P–B = 1   
	� Logo: A(1, 1, 0); B(1, 4, 0); C(–2, 4, 0); D(–2, 1, 0);  

E(1, 1, 3); F(1, 4, 3); G(–2, 4, 3); H(–2, 1, 3) 

11.2.	G–H = 3
	 G–P = Ï √(–2 – 0)2 + (4 – 4)2 √+ (3 – 0)2 =
		  = Ï√4 + 9 =
		  = Ï√13 
	 H–P = Ï √(–2 – 0)2 + (1 – 4)2 √+ (3 – 0)2 =
		  = Ï√4 + 9 + 9 =
		  = Ï√22 
	 Ora:
	 G–H2 + G–P2 = 32 + (Ï√13)2 = 9 + 13 = 22 = (Ï√22)2 = H–P2

	� Logo, pelo recíproco do teorema de Pitágoras, o 
triângulo [GHP] é retângulo em G.

11.3.	A[HGP] = G–H × G–P
2

 = 3Ï√13
2

 u.a.

12.	 Seja a a medida da aresta da base do prisma. 
	 Como a base do prisma é um hexágono, tem-se: 

	 a = 1
2

 A–B ⇔ = 1
2

 × 8 = 4 

	 Seja b a medida do apótema da base do prisma. 
	 Pelo teorema de Pitágoras:

	 b2 + 
h
i
j

a
2

h
i
j

2
 = a2 ⇔ b2 + 22 = 42      

		  ⇔ b2 + 4 = 16
		  ⇔ b2 = 12 
	 Logo, b = Ï√12 = 2Ï√3.

	 Assim, Abase = 6 × 4 × 2Ï√3
2

 = 24Ï√3 u.a.

	 A altura do prisma é:
	 A–C = Ï √(10 – 14)2 √+ (–1 – 5)2 + (2 – 0)2 =
		  = Ï√16 + 36 + 4 =
		  = Ï√56 =
		  = 2Ï√14
	 Assim:
	 Vprisma = 24Ï√3 × 2Ï√14 = 48Ï√42 u.v.
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13.	 Para que [ABC] seja um triângulo equilátero, tem-se:

	
A–B = A–C

A–B = B–C

1
2
3

 

	 ⇔ 

Ï √(1 – 3)2 + (2 + 2)2 √+ (–1 – 1)2 =
     = Ï √(1 – 2k – 2)2 + (2 √– k)2 + (–1 – 0)2 
Ï √(1 – 3)2 + (2 + 2)2 √+ (–1 – 1)2 =
     = Ï √(3 – 2k – 2)2 + (–2 √– k)2 + (1 – 0)2

1
4
2
4
3

 

	 ⇔ 
4 + 16 + 4 = (–2k – 1)2 + (2 – k)2 + 1

4 + 16 + 4 = (–2k + 1)2 + (–2 – k)2 + 1

1
2
3

	 ⇔ 
24 = 4k2 + 4k + 1 + 4 – 4k + k2 + 1

24 = 4k2 – 4k + 1 + 4 + 4k + k2 + 1

1
2
3

	 ⇔ 
5k2 – 18 = 0

5k2 – 18 = 0

1
2
3

	 ⇔ k2 = 18
5

     

	 ⇔ k = Î√18
5

 ∨ k = –Î√18
5

	 ⇔ k = 3Ï√2
Ï√5

 ∨ k = – 3Ï√2
Ï√5

	 ⇔ k = 3Ï√10
5

 ∨ k = – 3Ï√10
5

  

	 Como k ∈R+, então k = 3Ï√10
5

 . 

14.
14.1.	�A(4, 6, 0); B(4, 10, 0); C(0, 10, 0); E(0, 6, 4); F(4, 6, 4); 

G(4, 10, 4); H(0, 10, 4) 

14.2.	a) x = 4 
	 b) y = 6 

14.3.	a) CDE, por exemplo.
	 b) EFG, por exemplo.

15.
15.1.	Abase = 9 ⇔ O–A × O–C = 9
		  ⇔ O–A2 = 9
	 Logo, O–A = 3.
	 Vprisma = 63 ⇔ O–A × O–C × O–G = 63
		  ⇔ 9 × O–G = 63
		  ⇔ O–G = 7 
	 Assim:
	� A(3, 0, 0); B(3, 0, 3); C(0, 0, 3); D(0, 7, 3); E(3, 7, 3);  

F(3, 7, 0); G(0, 7, 0) 

15.2.	a) z = 3 
	 b) y = 7
	 c) x = –2
	 d) y = 0  

16.	 Para que A pertença ao plano xOy: a = 0 
	 Para que A pertença ao plano de equação y = 5:
	 b2 + 1 = 5 ⇔ b2 = 4 ⇔ b = 2 ∨ b = –2 
	 Assim, a = 0 e b = 2 ou b = –2 e A(–1, 5, 0).

17.
17.1.	ABC: z = 0
	 DEF: z = 2 
	 OCD: y = 0 
	 ABE: y = –4 
	 OAD: x = 0 
	 BCG: x = –3  

17.2.	OA: x = 0 ∧ z = 0 
	 DE: x = 0 ∧ z = 2 
	 FG: x = –3 ∧ z = 2 
	 BC: x = –3 ∧ z = 0 
	 OC: y = 0 ∧ z = 0 
	 DG: y = 0 ∧ z = 2 
	 AB: y = –4 ∧ z = 0 
	 EF: y = –4 ∧ z = 2 
	 OD: x = 0 ∧ y = 0 
	 CG: x = –3 ∧ y = 0  
	 AE: x = 0 ∧ y = –4 
	 BF: x = –3 ∧ y = –4 

18.
18.1.	y = 2 

18.2.	x = 4 

18.3.	y = 2 ∧ z = –3  

18.4.	x = 4 ∧ y = –4

19.
19.1.	Seja a = A–B.
	 Vprisma = 8 ⇔ A–B × B–C

2
 × B–F = 8

		  ⇔ a × a
2

 × 2a = 8

		  ⇔ a3 = 8
		  ⇔ a = 2 
	� A(0, 2, 0); B(2, 2, 0); C(2, 4, 0); D(2, 4, 4); E(0, 2, 4);  

F(2, 2, 4) 

19.2.	a) Plano DEF
	 b) Reta BF
	 c) Reta EF
	 d) Ponto D

19.3.	x = 2 ∧ 2 ≤ y ≤ 4 ∧ z = 4 

19.4.	x = 2 ∧ 2 ≤ y ≤ 4 ∧ 0 ≤ z ≤ 4 

20.
20.1.	(x – 1)2 + (y + 2)2 + (z – 1)2 = (x – 3)2 + (y + 2)2 + (z + 1)2

	 ⇔ x2 – 2x + 1 + z2 – 2z + 1 = x2 – 6x + 9 + z2 + 2z + 1
	 ⇔ 4x – 4z – 8 = 0
	 ⇔ x – z – 2 = 0

20.2.	(x + 2)2 + (y – 2)2 + (z – 1)2 = (x + 1)2 + (y + 2)2 + (z + 1)2

	 ⇔ x2 + 4x + 4 + y2 – 4y + 4 + z2 – 2z + 1 =
	      = x2 + 2x + 1 + y2 + 4y + 4 + z2 + 2z + 1
	 ⇔ 2x – 8y – 4z + 3 = 0 

21.
21.1.	�O plano de equação z = 2 é o plano mediador de 

[BG], [AF], [OE] e [CD].
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21.2.	N(2, –4, 4); C(4, 0, 0)
	 (x – 2)2 + (y + 4)2 + (z – 4)2 = (x – 4)2 + y2 + z2

	 ⇔ x2 – 4x + 4 + y2 + 8y + 16 + z2 – 8z + 16 =
	      = x2 – 8x + 16 + y2 + z2

	 ⇔ 4x + 8y – 8z + 20 = 0
	 ⇔ x + 2y – 2z + 5 = 0 
 
21.3.	M(0, –2, 4); N(2, –4, 4)
	 Plano mediador de [MN]:
	 x2 + (y + 2)2 + (z – 4)2 = (x – 2)2 + (y + 4)2 + (z – 4)2

	 ⇔ x2 + y2 + 4y + 4 = x2 – 4x + 4 + y2 + 8y + 16
	 ⇔ 4x – 4y – 16 = 0
	 ⇔ x – y – 4 = 0 
	� Como P pertence ao eixo Ox, tem-se P(x, 0, 0), com 

x ∈R.  
	 Assim: 
	 x – 0 – 4 = 0 ⇔ x = 4 
	 Logo, P(4, 0, 0).

21.4.	C(4, 0, 0), N(2, –4, 4), M(0, –2, 4) 
	 M–N = Ï √(2 – 0)2 + (–4 + 2)2 √+ (4 – 4)2 =
		  = Ï √4 + 4 + 0 =
		  = 2Ï√2  
	 C–M = Ï √(4 – 0)2 + (0 + 2)2 √+ (0 – 4)2 =
		  = Ï √16 + 4 + 16 =
		  = Ï√36 =
		  = 6 
	 C–N = Ï √(4 – 2)2 + (0 + 4)2 √+ (0 – 4)2 =
		  = Ï √4 + 16 + 16 =
		  = Ï√36 =
		  = 6 
	 P[CMN] = 6 + 6 + 2Ï√2 = (12 + 2Ï√2) u.c.   

22.
22.1.	(x – 2)2 + (y – 1)2 + z2 = x2 + (y + 1)2 + (z – 2)2

	 ⇔ x2 – 4x + 4 + y2 – 2y + 1 + z2 =
	      = x2 + y2 + 2y + 1 + z2 – 4z + 4
	 ⇔ –4x – 4y + 4z = 0
	 ⇔ x + y – z = 0 

22.2.	Plano mediador de [AV]:
	 (x – 2)2 + (y – 1)2 + z2 = (x – 3)2 + (y + 1)2 + (z – 2)2

	 ⇔ x2 – 4x + 4 + y2 – 3y + 1 + z2 =
	      = x2 – 6x + 9 + y2 + 2y + 1 + z2 – 4z + 4
	 ⇔ 2x – 4y + 4z – 9 = 0 
	� Para que P seja equidistante de A e de V, P tem de 

pertencer ao plano mediador de [AV]. 
	 Assim:
	 2(k2 – 1) – 4k + 4 × 2k – 9 = 0 
	 ⇔ 2k2 – 2 – 4k + 8k – 9 = 0
	 ⇔ 2k2 + 4k – 11 = 0

	 ⇔ k = –4 ± Ï√16 + 88
4

	 ⇔ k = –4 ± Ï√104
4

	 ⇔ k = –4 ± 2Ï√26
4

	 ⇔ k = –2 + Ï√26
2

 ∨ k = –2 – Ï√26
2

 

22.3.	Seja M o ponto médio de [AC].

	 M = 
h
i
j
2 + 0

2
 , 1 – 1

2
 , 0 + 2

2
h
i
j
 = (1, 0, 1)   

	 M–V = Ï √(1 – 3)2 + (0 + 1)2 √+ (1 – 2)2 =
		  = Ï√4 + 1 + 1 =
		  = Ï√6 
	 A–C2 = A–B2 + A–B2 
	 ⇔ (Ï √(2 – 0)2 + (1 √+ 1)2 + (0 – 2)2)2 = 2A–B2

	 ⇔ 4 + 4 + 4 = 2A–B2

	 ⇔ A–B2 = 6 
	 Então, Vpirâmide = 1

3
 × 6 × Ï√6 = 2Ï√6 u.v.

23.
23.1.	Seja M o ponto médio de [AB]: 

	 M = 
h
i
j

4 + 10
2

 , –1 + 5
2

 , 0 + 0
2

h
i
j
 = (7, 2, 0) 

	� O plano que contém o ponto M e que é paralelo ao 
plano xOz é definido por y = 2.

23.2.	(x – 4)2 + (y + 1)2 + z2 = (x – 10)2 + (y – 5)2 + z2

	 ⇔ x2 – 8x + 16 + y2 + 2y + 1 = x2 – 20x + 100 + y2 – 10y + 25
	 ⇔ 12x + 12y – 108 = 0
	 ⇔ x + y – 9 = 0

23.3.	�Como C pertence ao plano xOy, tem-se C(x, y, 0),  
x, y ∈R.

	� Uma vez que A–C = B–C, então C pertence ao plano 
mediador de [AB] cuja equação é x + y – 9 = 0, de 
acordo com a alínea anterior.

	 Além disso, A–C = 6.
	 Assim:

	
x + y – 9 = 0

Ï √(x – 4)2 + (y + 1)2 √+ (0 – 0)2 = 6

1
2
3

  

	 ⇔ 
y = 9 – x

(x – 4)2 + (9 – x + 1)2 = 36

1
2
3

  

	 ⇔ 
y = 9 – x

(x – 4)2 + (10 – x)2 = 36

1
2
3

  

	 ⇔ 
y = 9 – x

x2 – 8x + 16 + 100 – 20x + x2 = 36

1
2
3

  

	 ⇔ 
y = 9 – x

2x2 – 28x + 80 = 0

1
2
3

  

	 ⇔ 
y = 9 – x

x2 – 14x + 40 = 0

1
2
3

  

	 ⇔ 
y = 9 – x

x = 14 ± Ï√196 – 160
2

1
2
3

  

	 ⇔ 
y = 9 – x

x = 14 ± 6
2

1
2
3

  

	 ⇔ 
y = –1

x = 10

1
2
3

 ∨ 
y = 5

x = 4

1
2
3

   

	 Logo, C(10, –1, 0) ou C(4, 5, 0).
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24.
24.1.	(x – 1)2 + (y + 1)2 + (z – 2)2 ≤ 5 

24.2.	B–C = Ï √(–1 – 3)2 + (0 + 1)2 √+ (1 – 2)2 =    
		  = Ï √16 + 1 + 1 =
		  = Ï√18 
	 A condição pedida é (x + 1)2 + y2 + (z – 1)2 = 18.

24.3.	D –E = Ï √(–2 – 2)2 + (–1 + 3)2 √+ (1 + 1)2 = 
		  = Ï √16 + 4 + 4 =
		  = Ï√24 
	 Logo, o raio da superfície esférica é D–E

2
 = Ï√6.

	 Seja M o ponto médio de [DE]:

	 M = 
h
i
j

–2 + 2
2

 , –1 – 3
2

 , 1 – 1
2

h
i
j
 = (0, –2, 0) 

	 A condição pedida é x2 + (y + 2)2 + z2 = 6. 

25.
25.1.	B–D = 2 
	 A condição pedida é (x – 1)2 + y2 + (z – 1)2 ≤ 4.

25.2.	Seja M o ponto médio de [BD]. Tem-se M(1, 1, 1).

	 O raio da superfície esférica é B–D
2

 = 1.

	 A condição pedida é (x – 1)2 + (y – 1)2 + (z – 1)2 = 1.

26.
26.1.	�O centro da superfície esférica é o ponto de coor-

denadas (2, –1, 3) e raio 3.

26.2.	y = –1 – 3 ⇔ y = –4 
	 y = –1 + 3 ⇔ y = 2 
	� Os planos tangentes à superfície esférica e parale-

los ao plano xOz têm equações y = –4 e y = 2.

26.3.	
x = 3

(x – 2)2 + (y + 1)2 + (z – 3)2 = 9
1
2
3

	 ⇔ 
x = 3

(3 – 2)2 + (y + 1)2 + (z – 3)2 = 9

1
2
3

	 ⇔ 
x = 3

(y + 1)2 + (z – 3)2 = 8

1
2
3

	� A interseção da superfície esférica com o plano 
de equação x = 3 é uma circunferência de centro  
(3, –1, 3) e raio 2Ï√2 contida no plano de equação 
x = 3.

26.4.	

x = 0

y = 0

(x – 2)2 + (y + 1)2 + (z – 3)2 =9 

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

x = 0

y = 0

(0 – 2)2 + (0 + 1)2 + (z – 3)2 = 9

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

x = 0

y = 0

4 + 1 + (z – 3)2 = 9

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

x = 0

y = 0

(z – 3)2 = 4

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

x = 0

y = 0

z – 3 = 2

1
4
2
4
3

 ∨ 

x = 0

y = 0

z – 3 = –2

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

x = 0

y = 0

z = 5

1
4
2
4
3

 ∨ 

x = 0

y = 0

z = 1

1
4
2
4
3

	� Os pontos de interseção da superfície esférica com 
o eixo Oz têm coordenadas (0, 0, 1) e (0, 0, 5).

27.	� Como a esfera é tangente aos planos de equação 
x = –3 e x = 5, tem-se que a abcissa do seu centro é

	 –3 + 5
2

 = 1 e o seu raio é 5 – (–3)
2

 = 4.

	� Uma vez que a esfera é tangente aos planos de 
equação y = 2 e y = 10, então a ordenada do seu

	 centro é 2 + 10
2

 = 6.

	� Se a esfera é tangente ao plano de equação z = 0 e 
tem raio 4, então a cota do seu centro é 4 ou –4.

	� Assim, há dois pontos possíveis como centros desta 
esfera, que são os pontos de coordenadas (4, 6, 4) e 
(4, 6, –4).

	� A condição pedida é (x – 4)2 + (y – 6)2 + (z – 4)2 ≤ 16 
ou (x – 4)2 + (y – 6)2 + (z + 4)2 ≤ 16.

28.
28.1.	(x + 1)2 + (a – 3)2 + (z – 2)2 ≤ 16
	 ⇔ (x + 1)2 + (z – 2)2 ≤ 16 – (a – 3)2 
	 Então:
	 16 – (a – 3)2 = (Ï√7)2 ⇔ (a – 3)2 = 9
		  ⇔ a – 3 = 3 ∨ a – 3 = –3
		  ⇔ a = 6 ∨ a = 0 

28.2.	(b + 1)2 + (y – 3)2 + (z – 2)2 ≤ 16
	 ⇔ (y – 3)2 + (z – 2)2 ≤ 16 – (b + 1)2

	 Então:
	 16 – (b + 1)2 = 0 ⇔ (b + 1)2 = 16
		  ⇔ b + 1 = 4 ∨ b + 1 = –4
		  ⇔ b = 3 ∨ b = –5

Exercícios globais – páginas 104 a 107
29.
29.1	 y = 3

29.2	 x = 4

29.3	 Opção (B)
	 (x – 2)2 + (y – 3)2 + (z + 2)2 = (x – 4)2 + (y + 4)2 + (z – 3)2

	 ⇔ x2 – 4x + 4 + y2 – 6y + 9 + z2 + 4z + 4 =
	             = x2 – 8x + 16 + y2 + 8y + 16 + z2 – 6z + 9
	 ⇔ 4x – 14y + 10z – 24 = 0
	 ⇔ 2x – 7y + 5z – 12 = 0 

29.4	 A–B = Ï √(2 – 4)2 + (3 + 4)2 √+ (–2 – 3)2 =
		  = Ï √4 + 49 + 25 =
		  = Ï√78
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	� Assim, uma condição que define a superfície 
esférica de centro em A e que passa em B é  
(x – 2)2 + (y – 3)2 + (z + 2)2 = 78.

	 Para que C pertença a esta superfície esférica:
	 (3 – 2)2 + (–1 – 3)2 + (k + 2)2 = 78
	 ⇔ 1 + 16 + (k + 2)2 = 78
	 ⇔ (k + 2)2 = 61
	 ⇔ k + 2 = Ï√61 ∨ k + 2 = –Ï√61  
	 ⇔ k = –2 + Ï√61 ∨ k = –2 – Ï√61 

30.
30.1.	�Tem-se que O–C = 2O–A e O–E = 2O–C = 4O–A, logo:
	 Vprisma = 216 ⇔ O–A × O–C × O–E = 216
		  ⇔ O–A × 2O–A × 4O–A = 216
		  ⇔ 8O–A3 = 216
		  ⇔ O–A3 = 27
		  ⇔ O–A = 3 
	� Assim: O(0, 0, 0); A(3, 0, 0); B(3, 6, 0); C(0, 6, 0);  

D(0, 6, 12); E(0, 0, 12); F(3, 0, 12); G(3, 6, 12)

30.2.	a) y = 6
	 b) x = 3 ∧ z = 12 

30.3.	a) Aresta [DG]   
	 b) Face [OAFE]

30.4.	Opção (D) 
	� A aresta [BG] pode definir-se pela condição x = 3 ∧ 

∧ y = 6 ∧ 0 ≤ z ≤ 12, logo o ponto de coordenadas  
(3, 6, 6) pertence a esta aresta. 

30.5.	Opção (A)
	 Seja M o ponto médio de [OG].

	 M = 
h
i
j
0 + 3

2
 , 0 + 6

2
 , 0 + 12

2
h
i
j
 = 

h
i
j

3
2

 , 3, 6
h
i
j
 

	 O–G = Ï √(3 – 0)2 + (6 – 0)2 √+ (12 – 0)2 =
		  = Ï√9 + 36 + 144 =
		  = Ï√189 
	� Assim, a superfície esférica que contém todos os 

vértices do prisma é definida por:

	
h
i
j
x – 3

2
h
i
j

2
 + (y – 3)2 + (z – 6)2 = 

h
i
j

Ï√189
2

h
i
j

2
 

	 ⇔ 
h
i
j
x – 3

2
h
i
j

2
 + (y – 3)2 + (z – 6)2 = 189

4
        

31.
31.1.	�A(2, 1, 2); C(0, 3, 2); D(0, 1, 2); E(0, 1, 4); F(2, 1, 4);  

G(2, 3, 4); H(0, 3, 4) 

31.2.	a) x = 0 ∧ y = 3 ∧ 2 ≤ z ≤ 4 
	 b) 0 ≤ x ≤ 2 ∧ 1 ≤ y ≤ 3 ∧ 2 ≤ z ≤ 4 

31.3.	[AF]: x = 2 ∧ y = 1 ∧ 2 ≤ z ≤ 4
	 Assim:
	 2a = 2 ∧ a = 1 ∧ b – 3 ≥ 2 ∧ b – 3 ≤ 4
	 ⇔ a = 1 ∧ b ≥ 5 ∧ b ≤ 7
	 ⇔ a = 1 ∧ 5 ≤ b ≤ 7 
	 Logo, a = 1 e b ∈[5, 7].

31.4.	H’(0, 3, –4); B’(2, 0, 0) 
	 H’–B’ = Ï √(0 – 2)2 + (3 – 0)2 √+ (–4 – 0)2 =

		  = Ï √4 + 9 + 16 =
		  = Ï√29
	� Assim, a superfície esférica de centro H’ e que con-

tém B’ é definida por x2 + (y – 3)2 + (z + 4)2 = 29.

31.5.	M é o ponto médio de [BE]:

	 M = 
h
i
j
2 + 0

2
 , 3 + 1

2
 , 2 + 4

2
h
i
j
 = (1, 2, 3) 

	 O plano mediador de [OM] é definido por:
	 x2 + y2 + z2 = (x – 1)2 + (y – 2)2 + (z – 3)2

	 ⇔ x2 + y2 + z2 = x2 – 2x + 1 + y2 – 4y + 4 + z2 – 6z + 9
	 ⇔ 2x + 4y + 6z – 14 = 0
	 ⇔ x + 2y + 3z – 7 = 0 

31.6.	�A esfera inscrita no cubo tem centro no ponto  
M(1, 2, 3) definido na alínea anterior.

	� O raio desta esfera é igual a metade da medida da 
aresta do cubo, ou seja, 1.

	� Assim, a esfera inscrita no cubo está definida por 
(x – 1)2 + (y – 2)2 + (z – 3)2 ≤ 1.

32.
32.1.	A–D = Ï √(3 + 3)2 + (5 – 3)2 √+ (3 – 6)2 =
		  = Ï √36 + 4 + 9 =
		  = Ï√49 =
		  = 7 
	 Assim, Vcubo = 73 = 343 u.v.

32.2.	Seja M o ponto médio de [AD]:

	 M = 
h
i
j

3 – 3
2

 , 5 + 3
2

 , 3 + 6
2

h
i
j
 = 

h
i
j
0, 4, 9

2
h
i
j
 

	� Então, uma equação do plano que passa pelo ponto

	 médio de [AD] e é paralelo ao plano xOy é z = 9
2

 .

33.
33.1.	�O centro da superfície esférica é o ponto de coor-

denadas (2, 3, 5) e o seu raio é Ï√38. 

33.2.	Interseção com o eixo Ox:
	 (x – 2)2 + (0 – 3)2 + (0 – 5)2 = 38
	 ⇔ (x – 2)2 = 38 – 9 – 25
	 ⇔ (x – 2)2 = 4
	 ⇔ x – 2 = 2 ∨ x – 2 = –2
	 ⇔ x = 4 ∨ x = 0  
	 Logo, B(4, 0, 0).
	 Interseção com o eixo Oy:
	 (0 – 2)2 + (y – 3)2 + (0 – 5)2 = 38
	 ⇔ (y – 3)2 = 38 – 4 – 25
	 ⇔ (y – 3)2 = 9
	 ⇔ y – 3 = 3 ∨ y – 3 = –3
	 ⇔ x = 6 ∨ y = 0  
	 Logo, C(0, 6, 0).
	 Interseção com o eixo Oz:
	 (0 – 2)2 + (0 – 3)2 + (z – 5)2 = 38
	 ⇔ (z – 5)2 = 38 – 4 – 9
	 ⇔ (z – 5)2 = 25
	 ⇔ z – 5 = 5 ∨ z – 5 = –5
	 ⇔ z = 10 ∨ z = 0  
	 Logo, D(0, 0, 10).   

33.3.	B–C = Ï √(4 – 0)2 + (0 – 6)2 √+ (0 – 0)2 =
		  = Ï √16 + 36 =
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		  = Ï√52 =
		  = 2Ï√13 
	 C–D = Ï √(0 – 0)2 + (6 – 0)2 √+ (0 – 10)2 =
		  = Ï √36 + 100 =
		  = Ï√136 =
		  = 2Ï√34 
	 B–D = Ï √(4 – 0)2 + (0 – 0)2 √+ (0 – 10)2 =
		  = Ï √16 + 100 =
		  = Ï√116 =
		  = 2Ï√29 
	 Então, P[BCD] = (2Ï√13 + 2Ï√34 + 2Ï√29) u.c.
 
33.4.	�Se [BE] é um diâmetro da superfície esférica, então 

o centro desta é o ponto médio de [BE].
	 Seja E(x, y, z), com x, y, z ∈R.
	 Assim:
	 (2, 3, 5) = 

h
i
j

4 + x
2

 , 0 + y
2

 , 0 + z
2

h
i
j
  

	 ⇔ 

4 + x
2

 = 2

0 + y
2

 = 3

0 + z
2

 = 5

1
4
4
2
4
4
3

	 ⇔ 

4 + x = 4

y = 6

z = 10

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

x = 0

y = 6

z = 10

1
4
2
4
3

	 Logo, E(0, 6, 10). 

33.5.	Seja M o centro da superfície esférica.
	 F –M = Ï √(3 – 2)2 + (2 – 3)2 √+ (–1 – 5)2 =
		  = Ï√1 + 1 + 36 =
		  = Ï√38   
	� Como F –M é igual ao raio da superfície esférica, 

então F é um ponto da superfície esférica. 

34.
34.1.	A–P = 2

5
 A–B = 2

5
 × 5 = 2  

	 Assim, P
h
i
j

5
2

 , 2, 0
h
i
j
, Q(0, 5, 0), R

h
i
j
– 5

2
 , 5, 3

h
i
j
.

34.2.	a) y = 5 ∧ z = 5 
	 b) z = 5 

	 c) – 5
2

 ≤ x ≤ 5
2

 ∧ 0 ≤ y ≤ 5 ∧ 0 ≤ z ≤ 5 

34.3.	y = 5 ∧ z = 3 

34.4.	BCG: y = 5 
	 Assim, –k = 5 ⇔ k = –5.
	 Logo, S(25, 5, –5).

34.5.	
h
i
j
x – 5

2
h
i
j

2
 + (y – 2)2 + z2 = 

h
i
j
x + 5

2
h
i
j

2
 + (y – 5)2 + (z – 3)2

	 ⇔ x2 – 5x + 25
4

 + y2 – 4y + 4 + z2 =

	      = x2 + 5x + 25
4

 + y2 – 10y + 25 + z2 – 6z + 9

	 ⇔ –10x + 6y + 6z – 30 = 0
	 ⇔ 5x – 3y – 3z + 15 = 0  

34.6.	P–Q = Î √ hi
j

5
2

 – 0
h
i
j

2
 + (2 – 5)2 √+ (0 – 0)2 =

		  = Î√25
4

 + 9 =

		  = Ï√61
2

   

	 P–R = Î √ hi
j

5
2

 + 5
2

h
i
j

2
 +(2 – 5)2 √+ (0 – 3)2 =

		  = Ï √25 + 9 + 9 =
		  = Ï√43  

	 Q–R = Î √ hi
j
0 + 5

2
h
i
j

2
 + (5 √– 5)2 + (0 – 3)2 =

		  = Î√25
4

 + 9 = 

		  = Ï√61
2

   

	� Como P –Q = Q–R, então o triângulo [PQR] é isósceles.
	 Seja M o ponto médio de [PR]:

	 M = 

h
i
i
j

5
2

 – 5
2

2
 , 2 + 5

2
 , 0 + 3

2

h
i
i
j
 = 

h
i
j
0, 7

2
 , 3

2
h
i
j
 

	 M–Q = Î √(0 – 0)2 + 
h
i
j

7
2

 – 5
h
i
j

2
 √+ 

h
i
j

3
2

 – 0
h
i
j

2
 =

		  = Î√ 9
4

 + 9
4

 =

		  = Î√18
4

 =

		  = 3Ï√2
2

  

	 Então:

	 A[PQR] = P–R × M–Q
2

 = 
Ï√43 × 3Ï√2

2
2

 = 3Ï√86
4

 u.a.

35.
35.1.	A(x, 0, 0), x ∈R+ 
	� O triângulo [OAB] é retângulo em B, pois está ins-

crito numa semicircunferência de diâmetro [OA]. 
	 O–B = Ï √(4 – 0)2 + (2 – 0)2 √+ (0 – 0)2 =
		  = Ï√16 + 4 =
		  = Ï√20 
	 O–A = x 
	 A–B = Ï √(x – 4)2 + (0 – 2)2 √+ (0 – 0)2 =
		  = Ï √(x – 4)2 + 4 
	 Pelo teorema de Pitágoras:
	 O–A2 = O–B2 + A–B2 ⇔ x2 = (Ï√20)2 + (Ï √(x – 4)2 + 4)
		  ⇔ x2 = 20 + x2 – 8x + 16 + 4
		  ⇔ 8x = 40
		  ⇔ x = 5 
	 Assim, A(5, 0, 0).

35.2.	B(4, 2, 0) 
	� O plano perpendicular à reta OA e que passa no 

ponto B pode ser definido por x = 4. 
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35.3.	�A superfície esférica de centro em C e que é tan-
gente ao plano xOz tem raio igual a 2. Logo, uma 
condição que a define pode ser:

	 (x – 4)2 + (y – 2)2 + (z – 6)2 = 22

	 ⇔ (x – 4)2 + (y – 2)2 + (z – 6)2 = 4 

35.4.	V = Abase × altura = 5 × 2
2

 × 6 = 30 u.v.

35.5.	F(4, –2, 0); G(4, –2, 6) 
	 FG: x = 4 ∧ y = –2 

35.6.	H(–4, –2, –6) 
	 C–O = Ï √42 + 22 + 62 = Ï √16 + 4 + 36 = Ï√56    
	� Logo, uma equação da superfície esférica de diâ-

metro [CH] é x2 + y2 + z2 = 56. 

35.7.	E(5, 0, 6) 
	� Para que o ponto P pertença ao plano mediador do 

segmento [BE], tem de se ter:
	 B–P = E–P    
	 ⇔ Ï √(4 – 1)2 + (2 – 1)2 √+ (0 – 3)2 =
	       = Ï √(5 – 1)2 + (0 – 1)2 √+ (6 – 3)2   
	 ⇔ Ï √9 + 1 + 9 = Ï√16 + 1 + 9    
	 ⇔ Ï√19 = Ï√26 
	� Como esta afirmação é falsa, então o ponto P não 

pertence ao plano mediador de [BE]. 

36.
36.1.	x2 – 8x + y2 – 12y + z2 + 6z – 28 = 0
	 ⇔ x2 – 8x + 16 + y2 – 12y + 36 + z2 + 6z + 9 =
	      = 28 + 16 + 36 + 9
	 ⇔ (x – 4)2 + (y – 6)2 + (z + 3)2 = 89 
	 Logo, A(4, 6, –3).
	� H é um ponto de interseção da superfície esférica 

com o semieixo negativo Oy.
	 (0 – 4)2 + (y – 6)2 + (0 + 3)2 = 89
	 ⇔ 16 + (y – 6)2 + 9 = 89
	 ⇔ (y – 6)2 = 64
	 ⇔ y – 6 = 8 ∨ y – 6 = –8
	 ⇔ y = 14 ∨ y = –2  
	� Como a ordenada de H é negativa, então H(0, –2, 0).
	 Os restantes vértices são:
	� B(0, 6, –3); C(0, –2, –3); D(4, –2, –3); E(4, –2, 0); F(4, 6, 0); 

G(0, 6, 0); V(0, 0, 3) 

36.2.	Seja M o ponto médio de [VF]:

	 M = 
h
i
j
0 + 4

2
 , 0 + 6

2
 , 3 + 0

2
h
i
j
 = 

h
i
j
2, 3, 3

2
h
i
j
 

	� O plano que passa pelo ponto médio de [VF] e é 
perpendicular ao eixo Ox tem equação x = 2.

36.3.	�A diagonal espacial do paralelepípedo que tem o 
ponto D como um dos seus extremos é [DG].

	 O plano mediador de [DG] é: 
	 (x – 4)2 + (y + 2)2 + (z + 3)2 = x2 + (y – 6)2 + z2

	 ⇔ x2 – 8x + 16 + y2 + 4y + 4 + z2 + 6z + 9 =
	      = x2 + y2 – 12y + 36 + z2

	 ⇔ –8x + 16y + 6z – 7 = 0 

36.4.	EFG: z = 0 
	 (x – 4)2 + (y – 6)2 + (0 + 3)2 = 89 ⇔ (x – 4)2 + (y – 6)2 = 80
	� A interseção da superfície esférica dada com o 

plano EFG é uma circunferência de raio Ï√80.
	� O perímetro desta circunferência é 2πÏ √80 = 

= 2 × 4Ï√5 × π = 8Ï√5π u.c.
 
36.5.	�Seja a a medida do lado do quadrado cuja diagonal 

é [AP].
	 Pelo teorema de Pitágoras:
	 A–P2 = a2 + a2

	 ⇔ (Ï √(4 – 4)2 + (k2 + 2 √– 6)2 + (k2 – 7 + 3)2)2 = 2a2

	 ⇔ (k2 – 4)2 + (k2 – 4)2 = 2a2

	 ⇔ 2(k2 – 4)2 = 2a2

	 ⇔ a2 = (k2 – 4)2

	 ⇔ a2 = k4 – 8k2 + 16 
	� Logo, a área de um quadrado que tenha [AP] como 

diagonal é dada em função de k por k4 – 8k2 + 16. 

36.6.	Vsólido = 8 × 4 × 3 + 1
3

 × 8 × 4 × 3 = 128 

	� Seja n a distância do ponto F ao ponto de interse-
ção do plano z = a com a reta AF. 

	 Então:
	 8 × 4 × n + 1

3
 × 8 × 4 × 3 = 128

2
 ⇔ 32n + 32 = 64

		  ⇔ 32n = 32
		  ⇔ n = 1 
	 Logo, a = –1. 

37.
37.1.	S1: x2 + y2 + z2 = 16 
	 S2: x2 + (y – 4)2 + z2 = 16 
	� A interseção das duas superfícies esféricas é dada 

por:

	
x2 + y2 + z2 = 16

x2 + (y – 4)2 + z2 = 16

1
2
3

 ⇔ 
x2 + z2 = 16 – y2

(y – 4)2 + 16 – y2 = 16

1
2
3

		  ⇔ 
x2 + z2 = 16 – y2

y2 – 8y + 16 – y2 = 0

1
2
3

		  ⇔ 
x2 + z2 = 16 – y2

–8y + 16 = 0

1
2
3

		  ⇔ 
x2 + z2 = 16 – y2

y = 2

1
2
3

		  ⇔ 
x2 + z2 = 12

y = 2

1
2
3

	� A interseção das duas superfícies esféricas é a cir-
cunferência de centro (0, 2, 0) e raio 2Ï√3 contida 
no plano de equação y = 2. 

37.2.	�A superfície esférica S1 tem diâmetro 8, logo a 
medida da diagonal espacial de um cubo nela ins-
crito é 8.

	� Seja a a medida da aresta e seja d a medida da dia-
gonal facial desse cubo.

	 Pelo teorema de Pitágoras:
	 a2 + a2 = d2 ⇔ d2 = 2a2 
	 Também, pelo teorema de Pitágoras:
	 82 = a2 + d2 ⇔ 64 = a2 + 2a2

		  ⇔ 3a2 = 64

		  ⇔ a2 = 64
3
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	 Logo, a = Î√64
3

 = 8
Ï√3

 = 8Ï√3
3

 .

	 Assim, Vcubo = a3 = 
h
i
j
8Ï√3

3
h
i
j

3
 = 512Ï√3

9
 u.v.

3. Vetores no plano e no espaço
Exercícios – páginas 108 a 119
1.
1.1.	 a) Por exemplo, A≥F e J ≥H.
	 b) Por exemplo, A≥B e A≥F.
	 c) Por exemplo, A≥B e K≥M. 
	 d) Por exemplo, A≥E e A≥G.
	 e) Por exemplo, A≥E e F≥E.

1.2.	 a) D + E≥F = D + D≥O = O 
	 b) K – B≥E = K + E≥B = K + K ≥M = M
	 c) A≥E + E≥L = A≥L, por exemplo.
	 d) H≥G – A≥G = H≥G + G≥A = H≥A, por exemplo.
	 e) P≥L + F≥H = P≥L + L≥D = P≥D, por exemplo. 
	 f) H≥M – B≥F = H≥M + F≥B = H≥M + M≥N = H≥N, por exemplo.

1.3.	 a) ||A≥D|| = 3||A≥G|| = 3||A≥E|| = 3 × 2 = 6 
	 b) Pelo teorema de Pitágoras:
	      ||A≥C||2 = ||A≥B||2 + ||B≥C||2 ⇔ ||A≥C||2 = 62 + 62 
		  ⇔ ||A≥C||2 = 72 
	      Logo, ||A≥C|| = Ï√72 = 6Ï√2.
	 c) ||A≥B|| + ||B≥C|| = 6 + 6 = 12 

2.
2.1.	 Por exemplo, A≥E e C≥B.

2.2.	 A. Afirmação verdadeira.
		�  N ≥T e A ≥N são vetores com a mesma direção, o 

mesmo sentido e o mesmo comprimento, logo 
N≥T = A≥N.

	 B. Afirmação falsa. 
		�  J ≥R e R ≥P não têm a mesma direção, logo não 

podem ser vetores simétricos, isto é, J≥R ≠ –R≥P.
	 C. Afirmação verdadeira.
		�  A ≥I e S ≥N são vetores com a mesma direção e o 

mesmo comprimento, mas com sentidos contrá-
rios, logo são vetores simétricos, isto é, A≥I = –S≥N.

	 D. Afirmação falsa.
		  A + B≥ I = A + A≥N = N  
	 E. Afirmação verdadeira.
		  T – B≥A = T + A≥B = T + T≥S = S  
	 F. Afirmação verdadeira.
		  A≥B + B≥S = A≥S, pela regra do triângulo. 
	 G. Afirmação falsa. 
		  N≥J + A≥N = N≥J + J≥R = N ≥R ≠ J≥R
	 H. Afirmação falsa. 
		  G≥N + D≥B = N≥M + M≥G = N ≥G ≠ O≥T

3.
3.1.	 B – 2F≥A = B + 2A≥F = B + B≥E = E 

3.2.	 E + 1
2

 F≥C = E + F≥G = E + E≥D = D

3.3.	 A≥B + 2A≥F = A≥B + B≥E = A≥E, por exemplo.

3.4.	 1
2

 F≥C + 1
2

 A≥D = F≥G + G≥D = F≥D, por exemplo.

3.5.	 A≥B – 1
2

 F≥C = A≥B – F≥G = A≥B + G≥F = A≥B + B≥A = ≤0 

3.6.	 F≥C + 1
2

 B≥E = F≥C + B≥G = F≥C + C≥D = F≥D, por exemplo. 

4.
4.1.	 a) Seja ≤x o vetor que se pretende encontrar.
		  L + ≤x = B ⇔ ≤x = B – L ⇔ ≤x = L≥B, por exemplo.
	 b) Seja ≤x o vetor que se pretende encontrar.
		  C – ≤x = H ⇔ ≤x = C – H ⇔ ≤x = H≥C, por exemplo. 
	 c) Seja X o ponto que se pretende encontrar.
		  X + O≥M = F ⇔ X = F – O≥M ⇔ X = F + M≥O 
		  ⇔ X = F + F≥H ⇔ X = H 
	 d) Seja ≤x o vetor que se pretende encontrar.
		  ≤x + F≥B = L ≥J ⇔ ≤x = L ≥J – F≥B ⇔ ≤x = L ≥J + B≥F 
		  ⇔ ≤x = L ≥J + J≥I ⇔ ≤x = L≥I, por exemplo. 
	 e) Seja ≤x o vetor que se pretende encontrar.
		  N≥L + ≤x = C≥H ⇔ ≤x = C≥H – N≥L ⇔ ≤x = C≥H + L≥N 
		  ⇔ ≤x = C≥H + H≥J ⇔ ≤x = C≥J, por exemplo. 
	 f) Seja ≤x o vetor que se pretende encontrar.
		  O≥P – ≤x = E ≥M ⇔ ≤x = O≥P – E ≥M ⇔ ≤x = O≥P + M≥E 
		  ⇔ ≤x = O≥P + P≥H ⇔ ≤x = O≥H, por exemplo.

4.2.	 a) ≤u + ≤v = A≥E + A≥G = A≥H, por exemplo. 
	 b) 2≤u – ≤v = A≥F + G≥A = G≥A + A ≥F = G≥F, por exemplo.
	 c) –3≤u + 2≤v = B≥A + A≥K = B≥K, por exemplo.
	 d) �2(≤u – ≤v ) = 2 ≤u – 2 ≤v = A≥F + K≥A = K≥A + A≥F = K≥F, por 

exemplo.
	 e) �2(≤u + ≤v ) – 3≤u + ≤v = 2≤u + 2≤v – 3≤u + ≤v = –≤u + 3≤v =
		  = E≥A + A≥D = E≥D, por exemplo. 
	 f) –2(2≤u ) – (≤v – ≤u ) = –4≤u – ≤v + ≤u = –3≤u – ≤v =
		  = B≥A + G≥A = J≥G + G≥A = J≥A, por exemplo.

4.3.	 a) A≥B = kL≥N ⇔ 3A≥E = k × 2A≥E ⇔ k = 3
2

  

	 b) (2k – 3) E≥F = K≥N ⇔ (2k – 3) A≥E = 3A≥E ⇔ 2k – 3 = 3
		  ⇔ 2k = 6 ⇔ k = 3
	 c) kN≥M + 3G≥H = kJ ≥H ⇔ k(–A≥E) + 3A≥E = k(–2A≥E) 
		  ⇔ –kA≥E + 3A≥E = –2kA≥E ⇔ –k + 3 = –2k ⇔ k = –3  
	 d) G≥L – k2 I ≥H = K≥C ⇔ A≥E + A≥G + k2 H≥ I = 3A≥E + A≥G 
		  ⇔ k2 A≥E = 2A≥E ⇔ k2 = 2 ⇔ k = Ï√2 ∨ k = –Ï√2 

5.
5.1.	 a) A + C≥F = A + A≥E = E 
	 b) B – D≥E = B + E≥D = B + B≥C = C
	 c) Seja M o centro do quadrado [ABCD].

		  1
2

 A≥F + 1
2

 E≥C = A≥M + M≥C = A≥C, por exemplo. 

	 d) B≥F – D≥F + A≥B = B≥F + F≥D + D≥F = B≥F, por exemplo. 
	 e) �F ≥B – (C ≥B + D ≥C) = F ≥B – D ≥B = F ≥B + B ≥D = F ≥D, por 

exemplo.
	 f) �D≥F – B≥F – (C≥B + A≥C) = D≥F + F≥B – A≥B = D≥B + B≥A = D≥A, 

por exemplo.  

5.2.	 a) Seja ≤x o vetor que se pretende encontrar.
		  E + A ≥C + ≤x = C ⇔ ≤x = C – E – A≥C ⇔ ≤x = E≥C + C≥A 
		  ⇔ ≤x = E≥A, por exemplo. 
	 b) Seja ≤x o vetor que se pretende encontrar.
		  ≤x + F≥B = D≥C ⇔ ≤x = D≥C – F≥B ⇔ ≤x = D≥C + B≥F 
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		  ⇔ ≤x = E≥B + B≥F ⇔ ≤x = E≥F, por exemplo. 
	 c) Seja ≤x o vetor que se pretende encontrar.
		  A ≥D – ≤x + F≥B = A≥B ⇔ –≤x = A≥B – A≥D – F≥B 
		�  ⇔ ≤x = B≥A + A≥D + F ≥B ⇔ ≤x = B≥D + D≥A ⇔ ≤x = B≥A, por 

exemplo.

5.3.	 a) E≥B = E≥A + A≥B = –≤a + ≤b 
	 b) ≤a + ≤c = A≥E + A≥C = 
		  = A≥D + D≥E + A≥B + B≥C = 
		  = A≥D + A≥B + D≥E + B≥C = 
		  = ≤b + ≤d + ≤0 = 
		  = ≤b + ≤d  

6.	 Por um lado:
	 M≥N = M≥B + B≥N = 1

2
 A≥B + 1

2
 B≥C = 1

2
 (A≥B + B≥C) = 1

2
 A≥C 

	 Por outro lado:
	 Q≥P = Q≥D + D≥P = 1

2
 A≥D + 1

2
 D≥C = 1

2
 (A≥D + D≥C) = 1

2
 A≥C 

	 Logo, M≥N = Q≥P.

7.	 1
2

 (B≥A – C≥B) = 1
2

 (B≥A + B≥C) = 

		  = 1
2

 (B≥D + D≥A + B≥D + D≥C) = 

		  = 1
2

 (2B≥D + D≥A + D≥C) = 

		  = B≥D + ≤0 = 
		  = B≥D 

8.	� A≥B = 2D≥C, logo os segmentos de reta [AB] e [DC] são 
paralelos.

	 Além disso:
	 D ≥A = D≥C + C≥B + B≥A = D≥C + C≥B – 2D≥C = C≥B – D≥C =
	 = C≥B + C≥D = C≥E
	 Logo, os segmentos de reta [DA] e [CE] são paralelos.
	 Assim, [AECD] é um paralelogramo.

9.	 ≤a(2, 2); ≤b(–2, 3); ≤c(0, –3); ≤d(1, –3); ≤e(4, 1); ≤f(3, 0); 
	 ≤g(–3, –1); ≤h(3, –1)  

10.
10.1.	O≥A(3, 0, 0) 
10.2.	O≥C(0, 6, 0)
10.3.	O≥D(0, 0, 2)
10.4.	O≥B(3, 6, 0) 
10.5.	F≥E(0, –6, 0)
10.6.	F≥D(–3, –6, 0) 
10.7.	C≥F(3, 0, 2) 
10.8.	C≥D(0, –6, 3) 

11.
11.1.	A≥B = B – A = (–2, 3) – (1, 2) = (–3, 1) 

11.2.	2≤u + A≥B = 2(–1, –5) + (–3, 1) = (–2, –10) + (–3, 1) = (–5, –9)

11.3.	–2≤u + 1
2

 ≤v = –2(–1, –5) + 1
2

 (2, –1) = (2, 10) + 
h
i
j
1, – 1

2
 
h
i
j
 =

	 = 
h
i
j
3, 19

2
h
i
j
 

11.4.	2( ≤u + A≥B) = 2((–1, –5) + (–3, 1)) = 2(–4, –4) = (–8, –8)

11.5.	≤v – 2A≥B = (2, –1) – 2(–3, 1) = (2, –1) + (6, –2) = (8, –3) 

11.6.	3
h
i
j

1
2

 ≤u – 2≤v
h
i
j
 = 3

h
i
j

1
2

 (–1, –5) – 2(2, –1)
h
i
j
 =

	 = 3
h
i
j
h
i
j
– 1

2
 , – 5

2
h
i
j
 + (–4, 2)

h
i
j
 = 3

h
i
j
– 9

2
 , – 1

2
h
i
j
 = 

h
i
j
– 27

2
 , – 3

2
h
i
j
  

12.
12.1.	A≥B = B – A = (4, –1, 6) – (2, 1, 4) = (2, –2, 2)

12.2.	 ≤u – 2A≥B = (3, 5, –1) – 2(2, –2, 2) = (3, 5, –1) + (–4, 4, –4) =
	 = (–1, 9, –5) 

12.3.	–2≤u + ≤v = –2(3, 5, –1) + (0, –3, 2) = (–6, –10, 2) + (0, –3, 2) =
	 = (–6, –13, 4)

12.4.	2
h
i
j
≤u + 1

2
 A≥B

h
i
j
 = 2

h
i
j
(3, 5, –1) + 1

2
 (2, –2, 2)

h
i
j
 = 

	 = 2((3, 5, –1) + (1, –1, 1)) = 2(4, 4, 0) = (8, 8, 0)

12.5.	2≤v – A≥B = 2(0, –3, 2) – (2, –2, 2) = (0, –6, 4) – (2, –2, 2) =
	 = (–2, –4, 2) 

12.6.	2
h
i
j

1
3

 ≤u – ≤v
h
i
j
 = 2

h
i
j

1
3

 (3, 5, –1) – (0, –3, 2)
h
i
j
 =

	 = 2
h
i
j
h
i
j
1, 5

3
 , – 1

3
h
i
j
 – (0, –3, 2)

h
i
j
 = 2

h
i
j
1, 14

3
 , – 7

3
h
i
j
 =

	 = 
h
i
j
2, 28

3
 , – 14

3
h
i
j
 

13.	 A≥B = B – A = (9, –10) – (–6, 8) = (15, –18) 

A
C

D
B

	� Sejam C e D os pontos cujas coordenadas se pre-
tende determinar.

	 C = A + 1
3

 A≥B = (–6, 8) + 1
3

 (15, –18) = (–6, 8) + (5, –6) = 

	 = (–1, 2) 

	 D = A + 2
3

 A≥B = (–6, 8) + 2
3

 (15, –18) = (–6, 8) + (10, –12) =

	 = (4, –4) 

14.
14.1.	B≥C = B≥A + A≥C = –A≥B + A≥C = –(–5, 3) + (4, 6) = (9, 3)

14.2.	a) B = A + A≥B = (3, –1) + (–5, 3) = (–2, 2)
		  C = A + A≥C = (3, –1) + (4, 6) = (7, 5)  
	 b) D = C + B≥A = (7, 5) + (5, –3) = (12, 2)

15.	 A≥E = E – A = (0, –1) – (–2, –4) = (2, 3) 
	 C = A + 2A≥E = (–2, –4) + 2(2, 3) = (–2, –4) + (4, 6) = (2, 2)
	 B≥E = E – B = (0, –1) – (3, –3) = (–3, 2)  
	 D = B + 2B≥E = (3, –3) + 2(–3, 2) = (3, –3) + (–6, 4) = (–3, 1) 

16.
16.1.	B≥A = A – B = (–2, –2, 2) – (2, 2, 0) = (–4, –4, 2)  
	 D = C + B≥A = (–2, 4, –4) + (–4, –4, 2) = (–6, 0, –2)   

16.2.	B≥A = ||B≥A|| = Ï √(–4)2 + (–4)2 + 22 = Ï √16 + 16 + 4 =
		  = Ï√36 = 6 

	 V = 36 ⇔ 1
3

 × 62 × E≥F = 36  

		  ⇔ 12 ||E≥F|| = 36 
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		  ⇔ ||E≥F|| = 3 
		  ⇔ Ï √12 + k2 + k2 = 3 
		  ⇔ Ï √1 + 2k2 = 3 
		  ⇔ 1 + 2k2 = 9 
		  ⇔ 2k2 = 8 
		  ⇔ k2 = 4 
		  ⇔ k = 2 ∨ k = –2 
	 Como k ∈R–, então k = –2.

16.3.	O ponto F é o ponto médio de [AC], logo:

	 F = 
h
i
j

–2 – 2
2

 , –2 + 4
2

 , 2 – 4
2

h
i
j
 = (–2, 1, –1) 

	 Então:
	 E = F – E≥F = (–2, 1, –1) – (1, –2, –2) = (–3, 3, 1)   

17.
17.1.	A≥B = B – A = (10, 1, 9) – (12, –2, 3) = (–2, 3, 6) 
	 C = D + A≥B = (6, 0, 0) + (–2, 3, 6) = (4, 3, 6)
	 G = H + A≥B = (9, 6, –2) + (–2, 3, 6) = (7, 9, 4)
	 D≥H = H – D = (9, 6, –2) – (6, 0, 0) = (3, 6, –2)
	 E = A + D≥H = (12, –2, 3) + (3, 6, –2) = (15, 4, 1)
	 F = B + D≥H = (10, 1, 9) + (3, 6, –2) = (13, 7, 7) 

17.2.	A –B = ||A≥B|| = Ï √(–2)2 + 32 + 62 = Ï √4 + 9 + 36 =
		  = Ï√49 = 7 
	 V[ABCDEFGH] = 73 = 343 u.v.

18.	 P = F + 1
2

 F≥C – 1
2

 G≥B = F + 1
2

 (F≥C + B≥G) =

		  = F + 1
2

 (F≥C + C≥D) = F + 1
2

 F≥D: ponto médio de [EG]

	 Q = B – 1
2

 (E≥F – 2C≥D) = B – 1
2

 E≥F + C≥D =

		  = B + C≥D + 1
2

 F≥E = B + B≥G + 1
2

 F≥E = G + 1
2

 G≥D:

		  ponto médio de [DG] 

	 R = E + F≥G + 1
2

 D≥A = E + E≥D + 1
2

 D≥A = D + 1
2

 D≥A = G   

E D

A B

F C

P Q

G

R

	 Assim, A[PQR] = 1
4

 × 1
6

 × 18 = 3
4

 u.a.

19.
19.1.	≤u e ≤v são colineares, pois ≤u = – 2

3
 ≤v.

19.2.	�≤u e ≤v não são colineares, pois a segunda coorde-
nada de ≤u é nula, mas a segunda coordenada de ≤v 
não é.

19.3.	≤u e ≤v são colineares, pois 2
–4

 = 1
–2

 .

19.4.	≤u e ≤v são colineares, pois 3
–3

 = –2
2

 .

19.5.	�≤u e ≤v não são colineares, pois a segunda coorde-
nada de ≤v é nula, mas a segunda coordenada de ≤u 
não é. 

19.6.	≤u e ≤v não são colineares, pois 

1
2
1
3

 = 3
2

 ≠ 

2
3
9
4

 = 8
27

.

20.
20.1.	�≤u e ≤v não são colineares, pois a terceira coordenada 

de ≤v é nula, mas a terceira coordenada de ≤u não é. 

20.2.	≤u e ≤v são colineares, pois 1
2

 = 2
4

 e as primeiras coor-

	 denadas de ambos os vetores são nulas.

20.3.	≤u e v são colineares, pois ≤u = 2
p

 ≤v.

20.4.	≤u e ≤v não são colineares, pois 1
3

 ≠ 2
2

 .

20.5.	�≤u e ≤v não são colineares, pois a terceira coordenada 
de ≤u é nula, mas a terceira coordenada de ≤v não é.   

20.6.	≤u e ≤v são colineares, pois Ï√2
Ï√8

 = 1
2

 = 2Ï√2
Ï√32

 .

21.
21.1.	 3

–2
 = –1

k
 ⇔ k = 2

3
 

	 Logo, o valor de k é 2
3

 . 

21.2.	 k
4

 = 2
k

 ⇔ k2 = 8 ⇔ k = Ï√8 ∨ k = –Ï√8 
		  ⇔ k = 2Ï√2 ∨ k = –2Ï√2 
	 Logo, os valores de k são –2Ï√2 e 2Ï√2. 

21.3.	 2
k + 1

 = k – 1
4

 ⇔ (k + 1)(k – 1) = 8 ⇔ k2 – 1 = 8 
		  ⇔ k2 = 9 ⇔ k = 3 ∨ k = –3 
	 Logo, os valores de k são –3 e 3. 

21.4.	k – 1
2

 = 5
k + 2

 ⇔ (k – 1)(k + 2) = 10 ⇔ k2 + k – 2 = 10

		  ⇔ k2 + k – 12 = 0 ⇔ k = –1 ± Ï√1 + 48
2

		  ⇔ k = –1 ± 7
2

 ⇔ k = –4 ∨ k = 3 

	 Logo, os valores de k são –4 e 3. 

22.
22.1.	 1

2
 = k

2
 = –1

–2
 ⇔ k = 1 

	 Logo, o valor de k é 1. 

22.2.	 k
–1

 = –2
k

 ⇔ k2 = 2 ⇔ k = Ï√2 ∨ k = –Ï√2 

	 Logo, os valores de k são –Ï√2 e Ï√2. 

22.3.	 k
2

 = k
2

 = 4
2k

 ⇔ k
2

 = 4
2k

 ⇔ 2k2 = 8 ⇔ k2 = 4 
		  ⇔ k = 2 ∨ k = –2
	 Logo, os valores de k são –2 e 2. 

22.4.	k ∈R 
	 Logo, k pode ser qualquer número real. 

23.
23.1.	≤u = ≤x + 2≤v ⇔ ≤x = ≤u – 2≤v ⇔ ≤x = (–2, 1) – 2(2, 3) 
		  ⇔ ≤x = (–2, 1) + (–4, –6) ⇔ ≤x = (–6, –5) 
	 Assim, ≤x = (–6, –5).

23.2.	A≥B = B – A = (1, –2) – (–1, 0) = (2, –2)
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	 A ≥B = 2≤y – ≤u ⇔ 2≤y = A≥B + ≤u ⇔ ≤y = 1
2

 (A≥B + ≤u) 

	 ⇔ ≤y = 1
2

 ((2, –2) + (–2, 1)) ⇔ ≤y = 1
2

 (0, –1) 

	 ⇔ ≤y = 
h
i
j
0, – 1

2
h
i
j
 

	 Assim, ≤y = 
h
i
j
0, – 1

2
h
i
j
.

23.3.	Uma vez que ≤w e ≤u são colineares, tem-se:
	 ≤w = k≤u, k ∈R ⇔ ≤w = k(–2, 1), k ∈R 
		  ⇔ ≤w = (–2k, k), k ∈R  
	 || ≤w|| = 5 ⇔ Ï √(–2k)2 + k2 = 5 
		  ⇔ 4k2 + k2 = 25 
		  ⇔ 5k2 = 25 
		  ⇔ k2 = 5 
		  ⇔ k = Ï√5 ∨ k = –Ï√5   
	 Se k = Ï√5, então ≤w(–2Ï√5, Ï√5).
	 Se k = –Ï√5, então ≤w(2Ï√5, –Ï√5).

23.4.	Uma vez que ≤t e A≥B são colineares, tem-se:
	 ≤t = kA≥B, k ∈R ⇔ ≤t = k(2, –2), k ∈R 
		  ⇔ ≤t = (2k, –2k), k ∈R  
	 || ≤t|| = Ï√32 ⇔ Ï √(2k)2 + (–2k)2 = Ï√32 
		  ⇔ 4k2 + 4k2 = 32 
		  ⇔ 8k2 = 32 
		  ⇔ k2 = 4 
		  ⇔ k = 2 ∨ k = –2 
	� Como ≤t tem sentido contrário ao de A≥B, então k = –2, 

logo ≤t(–4, 4). 

24.
24.1.	Uma vez que ≤w e ≤u são vetores colineares, tem-se:
	 ≤w = k≤u, k ∈R ⇔ ≤w = k(1, 2, –1), k ∈R  
		  ⇔ ≤w = (k, 2k, –k), k ∈R 
	 || ≤w|| = 6 ⇔ Ï √k2 + (2k)2 + (–k)2 = 6 
		  ⇔ Ï √k2 + 4k2 + k2 = 6 
		  ⇔ Ï√6k2 = 6 
		  ⇔ 6k2 = 36 
		  ⇔ k2 = 6 
		  ⇔ k = Ï√6 ∨ k = –Ï√6 
	� Como ≤u e ≤w têm o mesmo sentido, então k = Ï√6, 

logo ≤w(Ï√6, 2Ï√6, –Ï√6).

24.2.	Uma vez que ≤w e ≤v são vetores colineares, tem-se:
	 ≤w = k≤v, k ∈R ⇔ ≤w = k(2, 1, –3), k ∈R  
		  ⇔ ≤w = (2k, k, –3k), k ∈R  
	 || ≤w|| = 2Ï√7 ⇔ Ï √(2k)2 + k2 + (–3k)2 = 2Ï√7 
		  ⇔ Ï √4k2 + k2 + 9k2 = 2Ï√7 
		  ⇔ Ï √14k2 = 2Ï√7 
		  ⇔ 14k2 = 28 
		  ⇔ k2 = 2 
		  ⇔ k = Ï√2 ∨ k = –Ï√2 
	� Como ≤v e ≤w têm sentidos contrários, então k = –Ï√2, 

logo ≤w(–2Ï√2, –Ï√2, 3Ï√2).

25.	 A≥B = B – A = (–5, k) – (2, –3) = (–7, k + 3) 
	 A≥C = C – A = (4, –2) – (2, –3) = (2, 1) 
	� Para que os pontos A, B e C sejam colineares, os 

vetores A≥B e A≥C têm de ser colineares, logo:

	 – 7
2

 = k + 3
1

 ⇔ 2k + 6 = –7 ⇔ k = – 13
2

 

	 Logo, o valor de k é – 13
2

 . 

26.
26.1.	A≥B = B – A = (3, b, –1) – (1, –2, 4) = (2, b + 2, –5)  
	 Para que A≥B e ≤u sejam vetores colineares:

	 2
a

 = b + 2
10

 ∧ 2
a

 = –5
–a – 2b

 

	 ⇔ 
20 = ab + 2a

–2a – 4b = –5a

1
2
3

	 ⇔ 
ab + 2a = 20

4b = 3a

1
2
3

	 ⇔ 
a × 3

4
 a + 2a = 20

b = 3
4

 a

1
4
2
4
3

	 ⇔ 
3
4

 a2 + 2a – 20 = 0

b = 3
4

 a

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

a = –2 ± Ï√4 + 60
3
2

 

b = 3
4

 a

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

a = –2 ± 8
3
2

 

b = 3
4

 a

1
4
2
4
3

	 ⇔ 
a = – 20

3
 

b = 3
4

 × 
h
i
j
– 20

3
h
i
j
 

1
4
2
4
3

∨ 
a = 4 

b = 3
4

 × 4

1
4
2
4
3

	 ⇔ 
a = – 20

3
 

b = –5

1
2
3

∨ 
a = 4 

b = 3

1
2
3

	 Assim, a = – 20
3

 e b = –5 ou a = 4 e b = 3.

26.2.	A≥B = B – A = (3, b, –1) – (1, –2, 4) = (2, b + 2, –5)
	 ||A≥B|| = Ï√41 ⇔ Ï √22 + (b + 2)2 + (–5)2 = Ï√41 
		  ⇔ Ï √4 + b2 + 4b + 4 + 25 = Ï√41 
		  ⇔ Ï √b2 + 4b + 41 = Ï√41 
		  ⇔ b2 + 4b + 41 = 41 
		  ⇔ b2 + 4b = 0 
		  ⇔ b(b + 4) = 0 
		  ⇔ b = 0 ∨ b = –4 
	 Como b ∈R\{0}, então b = –4.
	 Uma vez que b = –4 , tem-se ≤u(a, 10, –a + 8).
	 ||≤u|| = 2Ï√33 ⇔ Ï √a2 + 102 + (–a + 8)2 = 2Ï√33 
		  ⇔ Ï √a2 + 100 + a2 – 16a √+ 64 = 2Ï√33 
		  ⇔ Ï √2a2 – 16a + 164 = 2Ï√33 
		  ⇔ 2a2 – 16a + 164 = 132 
		  ⇔ 2a2 – 16a + 32 = 0 
		  ⇔ a2 – 8a + 16 = 0 
		  ⇔ (a – 4)2 = 0 
		  ⇔ a = 4 
	 Assim, a = 4 e b = –4. 
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27.	 Se C≥P = 2
3

 P≥B, então C≥P = 2
5

 C≥B e P≥B = 3
5

 C≥B.

	 Tem-se que C≥B = C≥A + A≥B = –2A≥M + 3A≥N. 
	 Então:
	 A≥P = A≥C + C≥P = 2A≥M + 2

5
 C≥B = 

	 = 2A≥M + 2
5

 (–2A≥M + 3A≥N) = 2A≥M – 4
5

 A≥M + 6
5

 A≥N =

	 = 6
5

 A≥M + 6
5

 A≥N = 6
5

 (A≥M + A≥N) 

	 Logo, A≥P e A ≥M + A≥N são vetores colineares.
 
28.	 Tem-se que A≥C = 4F≥C, logo A≥F = 3

4
 A≥C e F≥C = 1

4
 A≥C.

	 Além disso, A≥B = 3
2

 D≥C ⇔ D≥C = 2
3

 A≥B.
	 Então:
	 B≥F = B≥A + A≥F = B≥A + 3

4
 A≥C 

	 e
	 F≥E = F≥C + C≥E = 1

4
 A≥C + 1

2
 C≥D = 1

4
 A≥C + 1

2
 × 2

3
 B≥A =

	 = 1
4

 A≥C + 1
3

 B≥A = 1
3

 B≥A + 1
4

 A≥C 

	� ou seja, B≥F = 3F≥E, o que significa que os vetores B≥F 
e F≥E são colineares, logo os pontos B, F e E são coli-
neares. 

29.	 A(5, –2); B(–1, 1); C(4, 6) 
	 Um vetor diretor da reta AB é, por exemplo:
	 A≥B = B – A = (–1, 1) – (5, –2) = (–6, 3) 
	� Logo, uma equação vetorial da reta AB é, por exem-

plo:
	 AB: (x, y) = (5, –2) + k(–6, 3), k ∈R 
	 O declive da reta AB é dado por:

	 mAB = 3
–6

 = – 1
2

 

	 Logo, a equação reduzida da reta AB é da forma:

	 AB: y = – 1
2

 x + b 

	 Como A ∈AB, então:

	 –2 = – 1
2

 × 5 + b ⇔ b = –2 + 5
2

 ⇔ b = 1
2

 

	 Assim:
	 AB: y = – 1

2
 x + 1

2
 

	 Um vetor diretor da reta AC é, por exemplo:
	 A≥C = C – A = (4, 6) – (5, –2) = (–1, 8) 
	� Logo, uma equação vetorial da reta AC é, por exem-

plo:
	 AC: (x, y) = (5, –2) + k(–1, 8), k ∈R 
	 O declive da reta AC é dado por:

	 mAC = 8
–1

 = –8 

	 Logo, a equação reduzida da reta AC é da forma:
	 AC: y = –8x + b 
	 Como A ∈AC, então:
	 –2 = –8 × 5 + b ⇔ b = –2 + 40 ⇔ b = 38
	 Assim: 
	 AC: y = –8x + 38 
	 Um vetor diretor da reta BC é, por exemplo:
	 B≥C = C – B = (4, 6) – (–1, 1) = (5, 5) 
	� Logo, uma equação vetorial da reta BC é, por exem-

plo:
	 BC: (x, y) = (–1, 1) + k(5, 5), k ∈R 

	 O declive da reta BC é dado por:

	 mBC = 5
5

 = 1 

	 Logo, a equação reduzida da reta AC é da forma:
	 BC: y = x + b 
	 Como B ∈BC, então:
	 1 = –1 + b ⇔ b = 1 + 1 ⇔ b = 2
	 Assim: 
	 BC: y = x + 2 

30.
30.1.	Uma equação vetorial da reta r é, por exemplo:
	 r : (x, y) = (–1, –2) + k(1, 3), k ∈R 
	 O declive da reta r é dado por:

	 mr = 3
1

 =3 

	 Logo, r : y = 3x + b.
	 Como (–1, –2) ∈r, então:
	 –2 = 3 × (–1) + b ⇔ b = –2 + 3 ⇔ b = 1 
	 Assim, a equação reduzida da reta r é:
	 r : y = 3x + 1  

30.2.	Uma equação vetorial da reta r é, por exemplo:
	 r : (x, y) = (5, –7) + k(1, 0), k ∈R 
	� Como a reta r é horizontal e passa no ponto R(5, –7), 

então a sua equação reduzida é y = –7.

30.3.	Um vetor diretor da reta r é:
	 A≥B = B – A = (4, –1) – (2, 3) = (2, –4) 
	 Assim, uma equação vetorial da reta r é, por exemplo: 
	 r : (x, y) = (2, 3) + k(2, –4), k ∈R  
	 O declive da reta r é dado por:

	 mr = – 4
2

 = –2 

	 Logo, r : y = –2x + b.
	 Como A ∈r, então:
	 3 = –2 × 2 + b ⇔ b = 3 + 4 ⇔ b = 7
	 Assim, a equação reduzida da reta r é:
	 r : y = –2x + 7 

31.
31.1.	a) A≥B = B – A = (3, –1, 2) – (1, 2, –1) = (2, –3, 3) 
		  AB: (x, y, z) = (1, 2, –1) + k(2, –3, 3), k ∈R, por exemplo.
	 b) (x, y, z) = (1, 2, –1) + k(2, 5, –2), k ∈R, por exemplo. 
	 c) (x, y, z) = (1, 2, –1) + k(1, 0, 0), k ∈R, por exemplo. 
	 d) (x, y, z) = (3, –1, 2) + k(0, 1, 0), k ∈R, por exemplo. 
	 e) (x, y, z) = (3, –1, 2) + k(0, 0, 1), k ∈R, por exemplo.

31.2.	(1 – p, 2p, –2p + 1) = (1, 2, –1) + k(2, –3, 3) 
	 ⇔ (1 – p, 2p, –2p + 1) = (1 + 2k, 2 – 3k, –1 + 3k)

	 ⇔ 

1 – p = 1 + 2k

2p = 2 – 3k

–2p + 1 = –1 + 3k

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

p = –2k

2 × (–2k) = 2 – 3k

–2 × (–2k) + 1 = –1 + 3k

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

p = –2k

–4k = 2 – 3k

4k + 1 = –1 + 3k

1
4
2
4
3
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	 ⇔ 

p = –2k

k = –2

k = –2

1
4
2
4
3

	 ⇔ 
p = 4

k = –2

1
2
3

	 Assim, o valor de p é 4 e o valor de k é –2. 

32.
32.1.	3 × 2 + a × (–1) + 2 = 0 ⇔ 6 – a + 2 = 0 ⇔ 8 – a = 0 
	 ⇔ a = 8

32.2.	3x + ay + 2 = 0 ⇔ ay = –3x – 2 ⇔ y = – 3
a

 x – 2
a

 

	� Uma vez que se pretende que o declive da reta r 
seja 3, então: 

	 – 3
a

 = 3 ⇔ –3 = 3a ⇔ a = –1 

	 O valor de a é –1. 

32.3.	Tem-se que ms = – 5
4

 . 

	� Para que as retas r e s sejam paralelas têm de ter o 
mesmo declive, logo: 

	 – 3
a

 = – 5
4

 ⇔ a = 12
5

 

	 O valor de a é 12
5

 .

33.	 A≥B = B – A = (3, 5) – (1, 2) = (2, 3) 

	 mAB = 3
2

 

	 A ∈AB: 2 = 3
2

 × 1 + b ⇔ b = 2 – 3
2

 ⇔ b = 1
2

 

	 Logo, AB: y = 3
2

 x + 1
2

 .

	 A ≥C = C – A = (–1, 3) – (1, 2) = (–2, 1) 

	 mAC = – 1
2

 

	 A ∈AC: 2 = – 1
2

 × 1 + b ⇔ b = 2 + 1
2

 ⇔ b = 5
2

 

	 Logo, AC: y = – 1
2

 x + 5
2

 .

	 B≥C = C – B = (–1, 3) – (3, 5) = (–4, –2)   

	 mBC = 2
–4

 = 1
2

 

	 B ∈BC: 5 = 1
2

 × 3 + b ⇔ b = 5 – 3
2

 ⇔ b = 7
2

 

	 Logo, BC: y = 1
2

 x + 7
2

 .

	 O triângulo [ABC] é definido pela condição:

	 y ≥ 3
2

 x + 1
2

 ∧ y ≥ – 1
2

 x + 5
2

 ∧ y ≤ 1
2

 x + 7
2

 

y

xO

C

A

B

34.
34.1.	�A equação reduzida da bissetriz dos quadrantes 

pares é y = –x, pelo que qualquer ponto desta reta 
é da forma (x, –x), x ∈R. Substituindo na equação da 
reta r, tem-se:  

	 2x + 3 = –x ⇔ 3x = –3 ⇔ x = –1 
	� Logo, (–1, 1) são as coordenadas do ponto de interse-

ção da reta r com a bissetriz dos quadrantes pares.

34.2.	�A equação reduzida da bissetriz dos quadrantes 
ímpares é y = x, pelo que qualquer ponto desta reta 
é da forma (x, x), x ∈R. Substituindo na equação da 
reta s, tem-se:  

	 (x, x) = (3, –3) + k(2, –1) ⇔ (x, x) = (3 + 2k, –3 – k)

		  ⇔ 
x = 3 + 2k

x = –3 – k

1
2
3

		  ⇔ 
x = 3 + 2k

3 + 2k = –3 – k

1
2
3

		  ⇔ 
x = 3 + 2k

3k = –6

1
2
3

		  ⇔ 
x = 3 + 2 × (–2)

k = –2

1
2
3

		  ⇔ 
x = –1

k = –2

1
2
3

	� Logo, (–1, –1) são as coordenadas do ponto de 
interseção da reta s com a bissetriz dos quadrantes 
ímpares.

34.3.	�Um vetor diretor da reta r é, por exemplo, o vetor de 
coordenadas (1, 2), e um ponto da reta r é o ponto 
de coordenadas (0, 3). Assim:

	 r : (x, y) = (0, 3) + k(1, 2), k ∈R, por exemplo. 

34.4.	O declive da reta s é dado por ms = – 1
2

 . 

	� Então, a equação reduzida da reta s é da forma

	 s: y = – 1
2

 x + b. 

	 Como (3, –3) ∈s, então:

	 –3 = – 1
2

 × 3 + b ⇔ b = –3 + 3
2

 ⇔ b = – 3
2

 

	 Logo, s: y = – 1
2

 x – 3
2

 .

34.5.	2x + 3 = – 1
2

 x – 3
2

 ⇔ 4x + 6 = –x – 3 ⇔ 5x = –9 

		  ⇔ x = – 9
5

 
	 y = 2 × 

h
i
j
– 9

5
h
i
j
 + 3 = – 3

5
    

	 Logo, P
h
i
j
– 9

5
 , – 3

5
h
i
j
.

34.6.	2x + 3 = 0 ⇔ x = – 3
2

	 Logo, R
h
i
j
– 3

2
 , 0

h
i
j
.

	 (x, 0) = (3, –3) + k(2, –1) ⇔ (x, 0) = (3 + 2k, –3 – k) 

		  ⇔ 
x = 3 + 2k

0 = –3 – k

1
2
3

		  ⇔ 
x = 3 + 2 × (–3)

k = –3

1
2
3
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		  ⇔ 
x = –3

k = –3

1
2
3

	 Logo, S(–3, 0). Assim:

	 A[PRS] = 

r
r
r
– 3

2
 – (–3)rr

r
 × rr

r
– 3

5
r
r
r
 

2
 = 

3
2

 × 3
5

2
 = 9

20
 u.a.

35.
35.1.	AB: 4x – 3y = 16 ⇔ –3y = –4x + 16 ⇔ y = 4

3
 x – 16

3
 

	� Uma vez que o declive da reta AB é 4
3

 , o vetor de

	 coordenadas (3, 4) é um vetor diretor desta reta.

	� Além disso, o ponto de coordenadas 
h
i
j
0, – 16

3
h
i
j
 per-

	� tence à reta AB. Assim, uma equação vetorial da 
reta AB é, por exemplo:

	 (x, y) = 
h
i
j
0, – 16

3
h
i
j
 + k(3, 4), k ∈R 

35.2.	�O ponto D é o ponto de interseção da reta CD com 
o eixo Oy.

	� A reta CD é paralela à reta AB e passa no ponto C, 
logo uma equação vetorial desta reta é:

	 (x, y) = (3, 5) + k(3, 4), k ∈R
	� Uma vez que D pertence ao eixo Oy, tem-se que 

D(0, y), y ∈R. Substituindo na equação da reta CD, 
vem que:

	 (0, y) = (3, 5) + k(3, 4) ⇔ (0, y) = (3 + 3k, 5 + 4k)

		  ⇔ 
0 = 3 + 3k

y = 5 + 4k
1
2
3

		  ⇔ 
k = –1

y = 1

1
2
3

	 Logo, D(0, 1).
	� O ponto A é o ponto de interseção da reta AB com 

o eixo Ox.
	� Uma vez que A pertence ao eixo Ox, tem-se que  

A(x, 0), x ∈R. Substituindo na equação da reta AB, 
vem que:

	 4x –3 × 0 = 16 ⇔ 4x = 16 ⇔ x = 4 
	 Logo, A(4, 0).
	 Assim, um vetor diretor da reta AC é o vetor A≥C.
	 A≥D = D – A = (0, 1) – (4, 0) = (–4, 1) 
	 O declive da reta AC é, então, dado por mAC = – 1

4
 . 

	� Como D(0, 1) é um ponto da reta AD, então a equação
	 reduzida desta reta é y = – 1

4
 x + 1.

35.3.	D≥C = C – D = (3, 5) – (0, 1) = (3, 4) 
	 B = A + D≥C = (4, 0) + (3, 4) = (7, 4) 

36.
36.1.	a) A≥B = B – A = (–8, 10, 4) – (0, 4, 0) = (–8, 6, 4) 
		  G = F + A≥B = (2, 4, 4) + (–8, 6, 4) = (–6, 10, 8) 
		  C = D + A≥B = (–6, –6, 3) + (–8, 6, 4) = (–14, 0, 7) 
		  A≥F = F – A = (2, 4, 4) – (0, 4, 0) = (2, 0, 4) 
		  E = D + A≥F = (–6, –6, 3) + (2, 0, 4) = (–4, –6, 7) 
		  H = C + A≥F = (–14, 0, 7) + (2, 0, 4) = (–12, 0, 11) 
	 b) A–B = ||A≥B|| = Ï √(–8)2 + 62 + 42 = Ï√116 
		  A–F = ||A≥F|| = Ï √22 + 02 + 42 = Ï√20 
		  A≥D = D – A = (–6, –6, 3) – (0, 4, 0) = (–6, –10, 3)    
		  A–D = ||A≥D|| = Ï √(–6)2 + (–10)2 + 32 = Ï√145 

		  V = A–B × A–F × A–D = Ï√116 × Ï√20 × Ï√145 = 580 u.v.
	 c) A≥H = H – A = (–12, 0, 11) – (0, 4, 0) = (–12, –4, 11)  
		  A –H = ||A≥H|| = Ï √(–12)2 + (–4)2 + 112 = Ï√281    
		�  O diâmetro da superfície esférica é Ï√281, logo o

		  seu raio é Ï√281
2

 .

		  Seja M o ponto médio de [AH]:

		  M = A + 1
2

 A ≥H = (0, 4, 0) + 1
2

 (–12, –4, 11) =

		  = (0, 4, 0) + 
h
i
j
–6, –2, 11

2
h
i
j
 = 

h
i
j
–6, 2, 11

2
h
i
j
 

		  O ponto M é o centro da superfície esférica.
		  Assim, a equação pedida é:

		  (x + 6)2 + (y – 2)2 + 
h
i
j
z – 11

2
h
i
j

2
 = 281

4
   

36.2.	a) AB: (x, y, z) = (0, 4, 0) + k(–8, 6, 4), k ∈R, por exemplo.
	 b) �FE: (x, y, z) = (2, 4, 4) + k(–6, –10, 3), k ∈R, por exemplo. 
	 c) CH: (x, y, z) = (–14, 0, 7) + k(2, 0, 4), k ∈R, por exemplo.

37.
37.1.	Como A pertence ao eixo Ox, então A(x, 0, 0), x ∈R. 
	� O ponto A é o ponto de interseção da reta AB com 

o eixo Ox, logo:
	 (x, 0, 0) = (0, 3, 0) + k(–4, 3, 0) ⇔ (x, 0, 0) = (–4k, 3 + 3k, 0)

		  ⇔ 

x = –4k

0 = 3 + 3k

0 = 0

1
4
2
4
3

		  ⇔ 
x = 4

k = –1

1
2
3

	 Assim, A(4, 0, 0).
	� Como B pertence ao eixo Oy, então B(0, y, 0), y ∈R. 

Além disso, B pertence à reta AB, logo B(0, 3, 0). 
	 A≥B = B – A = (0, 3, 0) – (4, 0, 0) = (–4, 3, 0) 
	 A–B = ||A≥B|| = Ï √(–4)2 + 32 + 02 = Ï√25 = 5 
	 B≥G = G – B = (6, 11, 0) – (0, 3, 0) = (6, 8, 0) 
	 B–G = ||B≥G|| = Ï √62 + 82 + 02 = Ï√100 = 10 
	 V = A–B × B–G × A–D = 5 × 10 × 6 = 300 u.v.

37.2.	C = B + 6(0, 0, 1) = (0, 3, 0) + (0, 0, 6) = (0, 3, 6) 
	 C≥G = G – C = (6, 11, 0) – (0, 3, 6) = (6, 8, –6) 
	 Assim, uma equação vetorial da reta CG é: 
	 CG: (x, y, z) = (0, 3, 6) + k(6, 8, –6), k ∈R 
	� Como o ponto P pertence ao plano xOz, tem-se que 

P(x, 0, z), x, z ∈R.
	 Além disso, o ponto P pertence à reta CG, logo:
	 (x, 0, z) = (0, 3, 6) + k(6, 8, –6) 
	 ⇔ (x, 0, z) = (6k, 3 + 8k, 6 – 6k)

	 ⇔ 

x = 6k

0 = 3 + 8k

z = 6 – 6k

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

x = 6 × 
h
i
j
– 3

8
h
i
j
 

k = – 3
8

 

z = 6 – 6 × 
h
i
j
– 3

8
h
i
j
 

1
4
4
2
4
4
3
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	 ⇔ 

x = – 9
4

k = – 3
8

z = 33
4

1
4
4
2
4
4
3

	 Então, P
h
i
j
– 9

4
 , 0, 33

4
h
i
j
. 

37.3.	F = G + 6(0, 0, 1) = (6, 11, 0) + (0, 0, 6) = (6, 11, 6) 
	 A ≥F = F – A = (6, 11, 6) – (4, 0, 0) = (2, 11, 6) 
	 Assim, uma equação vetorial da reta r é:
	 r : (x, y, z) = (10, 8, 0) + k(2, 11, 6), k ∈R 
	� Como o ponto Q pertence ao plano yOz, tem-se  

Q(0, y, z), y, z ∈R.
	 Além disso, o ponto Q pertence à reta r, logo:
	 (0, y, z) = (10, 8, 0) + k(2, 11, 6) 
	 ⇔ (0, y, z) = (10 + 2k, 8 + 11k, 6k)

	 ⇔ 

0 = 10 + 2k

y = 8 + 11k

z = 6k

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

k = –5

y = 8 + 11 × (–5)

z = 6 × (–5)

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

k = –5

y = –47

z = –30

1
4
2
4
3

	 Então, Q(0, –47, –30).

38.
38.1.	A(0, y, 0), y ∈R 
	 (0, y, 0) = (10, –4, 0) + k(5, –4, 0) 
	 ⇔ (0, y, 0) = (10 + 5k, –4 – 4k, 0)

	 ⇔ 
0 = 10 + 5k

y = –4 – 4k

1
2
3

	 ⇔ 
k = –2

y = –4 – 4 × (–2)

1
2
3

	 ⇔ 
k = –2

y = 4

1
2
3

	 Logo, A(0, 4, 0).
	 B(x, 0, 0), x ∈R 
	 (x, 0, 0) = (10, –4, 0) + k(5, –4, 0) 
	 ⇔ (x, 0, 0) = (10 + 5k, –4 – 4k, 0) 

	 ⇔ 
x = 10 + 5k

0 = –4 – 4k

1
2
3

	 ⇔ 
x = 10 + 5 × (–1)

k = –1

1
2
3

	 ⇔ 
x = 5

k = –1

1
2
3

	 Logo, B(5, 0, 0).
	 A –B = Ï √(0 – 5)2 + (4 – 0)2 √+ (0 – 0)2 = Ï√25 + 16 = Ï√41 
	 V = Ï√1025 π ⇔ π × B–C2 × Ï√41 = 5Ï√41 π ⇔ B–C2 = 5 

	 Logo, B–C = Ï√5 u.c.

38.2.	Ponto genérico da reta AB: P(10 + 5k, –4 – 4k, 0), k ∈R
	 A≥P = P – A = (10 + 5k, –4 – 4k, 0) – (0, 4, 0) =
		  = (10 + 5k, –8 – 4k, 0)  
	 ||A≥P|| = 2Ï√41 ⇔ Ï √(10 + 5k)2 √√+ (–8 – 4k)2 + 02 = 2Ï√41
	 ⇔ 100 + 100k + 25k2 + 64 + 64k + 16k2 = 164 
	 ⇔ 41k2 + 164k = 0 ⇔ k2 + 4k = 0 ⇔ k(k + 4) = 0 
	 ⇔ k = 0 ∨ k = –4 
	 Se k = 0, então P(10, –4, 0).
	 Se k = –4, então P(–10, 12, 0).

39.
39.1.	�O ponto R é o ponto de interseção da reta QR com 

a reta CD.
	 V = 512 ⇔ O–A3 = 512 ⇔ O–A = 8   
	 Assim, P(8, 4, 8), Q(0, 6, 8) e S(8, 8, 3).
	� As retas PS e QR são paralelas, logo um vetor dire-

tor da reta Q≥R é:
	 P≥S = S – P = (8, 8, 3) – (8, 4, 8) = (0, 4, –5) 
	 Então, uma equação vetorial da reta QR é:
	 QR: (x, y, z) = (0, 6, 8) + k(0, 4, –5), k ∈R 
	� Como o ponto R pertence à reta CD, definida por  

x = 0 ∧ y = 8, então:
	 R(0, 8, z), z ∈R 
	 (0, 8, z) = (0, 6, 8) + k(0, 4, –5) 
	 ⇔ (0, 8, z) = (0, 6 + 4k, 8 – 5k)

	 ⇔ 
8 = 6 + 4k

z = 8 – 5k

1
2
3

	 ⇔ 
k = 1

2
 

z = 11
2

 

1
4
2
4
3

	 Logo, R
h
i
j
0, 8, 11

2
h
i
j
.

39.2.	PS: (x, y, z) = (8, 4, 8) + k(0, 4, –5), k ∈R 
	 O ponto I pertence ao plano xOy, logo I(x, y, 0), x, y ∈R.
	 (x, y, 0) = (8, 4, 8) + k(0, 4, –5) 
	 ⇔ (x, y, 0) = (8, 4 + 4k, 8 – 5k)

	 ⇔ 

x = 8

y = 4 + 4k

0 = 8 – 5k

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

x = 8

y = 4 + 4 × 8
5

k = 8
5

1
4
4
2
4
4
3

	 ⇔ 

x = 8

y = 52
5

k = 8
5

1
4
4
2
4
4
3

	 I
h
i
j
8, 52

5
 , 0

h
i
j
 

	 A–E = Ï √(8 – 0)2 + (0 – 0)2 √+ (0 – 8)2 = Ï√128 = 8Ï√2 

	 A–I = 52
5
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	 [AEI] é um triângulo retângulo em A. Assim:

	 A[AEI] = A–E × A–I
2

 = 
8Ï√2 × 52

5
2

 = 208Ï√2
5

 u.a.

40.
40.1.	Como A é um ponto do eixo das abcissas, A(x, 0), x ∈R.

	 0 = ax + b ⇔ x = – b
a

 

	 Logo, A
h
i
j
– b

a
 , 0

h
i
j
.

	 Ponto genérico da reta s: (2k, b – ak), k ∈R
	 Substituindo na equação da reta r : 
	 b – ak = a × 2k + b ⇔ –ak = 2ak ⇔ k = 0  
	 Logo, B(0, b).
	 Como C é um ponto do eixo das abcissas, C(x, 0), x ∈R.
	 (x, 0) = (0, b) + k(2, –a) ⇔ (x, 0) = (2k, b – ak)

		  ⇔ 
x = 2k

0 = b – ak

1
2
3

		  ⇔ 
x = 2k

ak = b

1
2
3

		  ⇔ 
x = 2b

a
 

k = b
a

 

1
4
2
4
3

	 Logo, C
h
i
j
2b
a

 , 0
h
i
j
. Assim:

	 A[ABC] = 

h
i
j
2b
a

 – 
h
i
j
– b

a
h
i
j
h
i
j
 × b 

2
 = 1

2
 × 

h
i
j
2b
a

 + b
a

h
i
j
 × b =

		  = b
2

 × 3b
a

 = 3b2

2a

40.2.	≤u
h
i
j

1
4

 , 1
2

h
i
j
 é paralelo ao lado [AB], uma vez que o

	 declive da reta r é positivo.

	 Assim, mr = a = 

1
2
1
4

 = 4
2

 = 2.

	 3b2

2a
 = 48 ⇔ 3b2

2 × 2
 = 48 ⇔ b2 = 64 ⇔ b = 8 ∨ b = –8 

	 Como b é um número positivo, então b = 8.

	 Assim, A
h
i
j
– 8

2
 , 0

h
i
j
, ou seja, A(–4, 0), B(0, 8) e C

h
i
j
2 × 8

2
 , 0

h
i
j
, 

	 ou seja, C(8, 0).
	 A –C = 8 – (–4) = 12 
	 A –B = Ï √(–4 – 0)2 + (0 – 8)2 = Ï √16 + 64 = Ï√80 = 4Ï√5 
	 B–C = Ï √(0 – 8)2 + (8 – 0)2 = Ï √64 + 64 = Ï√128 = 8Ï√2
	 Então, P[ABC] = (12 + 4Ï√5 + 8Ï√2) u.c.

Exercícios globais – páginas 120 a 125
41.
41.1.	A≥B = B – A = (4, –3) – (5, 6) = (–1, –9) 

41.2.	A≥B = A≥C + 2≤u ⇔ A≥B = C – A + 2≤u ⇔ C = A + A≥B – 2≤u
	 ⇔ C = B – 2≤u ⇔ C = (4, –3) – 2(–1, –3) ⇔ C = (6, 3) 

41.3.	A≥B + ≤u = (–1, –9) + (–1, –3) = (–2, –12) 
	 ||A≥B + ≤u|| = Ï √(–2)2 + (–12)2 = Ï √4 + 144 = Ï√148 =
		  = 2Ï√37 

41.4.	mAB = –9
–1

 = 9 

	 A ∈AB: 6 = 9 × 5 + b ⇔ b = 6 – 45 ⇔ b = –39 
	 AB: y = 9x – 39 

41.5.	(x, y) = (5, 6) + k(–1, –3), k ∈R, por exemplo.

41.6.	Bissetriz dos quadrantes ímpares: y = x 
	 P(x, x), x ∈R 
	 x = 9x –39 ⇔ 8x = 39 ⇔ x = 39

8
 

	 Logo, P
h
i
j

39
8

 , 39
8

h
i
j
.

41.7.	Opção (C)
	� Uma vez que o declive da reta AB é 9, como se viu 

antes, então os vetores diretores de retas paralelas 
a AB são colineares com o vetor (1, 9). 

	� Assim, (x, y) = (2, 3) + k(1, 9), k ∈R, é uma equação 
vetorial de uma dessas retas. 

42.
42.1.	A≥B = B – A = (3, 4, –1) – (1, –2, 6) = (2, 6, –7) 

42.2.	2A≥B – ≤u = 2(2, 6, –7) – (2, 3, –1) = (4, 12, –14) – (2, 3, –1) =
	 = (2, 9, –13) 

42.3.	A≥B – ≤u = (2, 6, –7) – (2, 3, –1) = (0, 3, –6)
	 ||A≥B – ≤u|| = Ï √02 + 32 + (–6)2 = Ï √9 + 36 = Ï√45 = 3Ï√5 

42.4.	AB: (x, y, z) = (1, –2, 6) + k(2, 6, –7), k ∈R, por exemplo.

42.5.	(x, y, z) = (3, 4, –1) + k(2, 3, –1), k ∈R, por exemplo. 

42.6.	(2, 1, 0) = (1, –2, 6) + k(2, 6, –7) 
	 ⇔ (2, 1, 0) = (1 + 2k, –2 + 6k, 6 – 7k)

	 ⇔ 

2 = 1 + 2k

1 = –2 + 6k

0 = 6 – 7k

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

2k = 1

6k = 3

7k = 6

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

k = 1
2

k = 1
2

        Sistema impossível.

k = 6
7

1
4
4
2
4
4
3

	 Logo, o ponto C não pertence à reta AB.

43.
43.1.	(x, y) = (2, 1) + k(1, –1), k ∈R, por exemplo.

43.2.	Opção (A)
	� A circunferência é definida pela condição
	 (x – 2)2 + (y – 1)2 = 5.
	� Como o ponto A pertence ao eixo das ordenadas, 

então A(0, y), y ∈R+. 
	 Além disso, A é um ponto da circunferência, então: 
	 (0 – 2)2 + (y – 1)2 = 5 ⇔ 4 + (y – 1)2 = 5 ⇔ (y – 1)2 = 1 
	 ⇔ y – 1 = 1 ∨ y – 1 = –1 ⇔ y = 2 ∨ y = 0 
	 Logo, A(0, 2).
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	 Assim, AB: y = –x + 2.

43.3.	�Uma vez que B pertence à reta AB, tem-se que  
B(x, – x + 2), x ∈R+.

	 Além disso, B é um ponto da circunferência, logo:
	 (x – 2)2 + (–x + 2 – 1)2 = 5 ⇔ (x – 2)2 + (–x + 1)2 = 5 
	 ⇔ x2 – 4x + 4 + x2 – 2x + 1 = 5 ⇔ 2x2 – 6x = 0 
	 ⇔ 2x(x – 3) = 0 ⇔ x = 0 ∨ x = 3 
	 Assim, B(3, –1).

43.4.	C≥B = B – C = (3, –1) – (2, 1) = (1, –2) 
	 D = A + C≥B = (0, 2) + (1, –2) = (1, 0) 

43.5.	(x – 2)2 + (y – 1)2 ≤ 5 ∧ y ≥ –x + 2 ∧ y ≥ 0 

44.
44.1.	Opção (B)

	 mr = 8
5

 

	 s: 3x + 2ay = –1 ⇔ 2ay = –3x – 1 ⇔ y = – 3
2a

 x – 1
2a

 

	 ms = – 3
2a

 

	 Para que as retas r e s sejam paralelas: 

	 mr = ms ⇔ 8
5

 = – 3
2a

 ⇔ 2a = – 15
8

 ⇔ a = – 15
16

 

44.2.	s: y = 3
4

 x + 1
4

  

	 a) (x, y) = (0, 0) + k(4, 3), k ∈R, por exemplo.  

	 b) �mr = 8
5

 e ms = 3
4

 , logo as retas r e s são concor-

		  rentes.

		  r : y = 8
5

 x + b 

		  (–2, 3) ∈r : 3 = 8
5

 × (–2) + b ⇔ b = 3 + 16
5

 

		  ⇔ b = 31
5

 

		  r : y = 8
5

 x + 31
5

 

		  3
4

 x + 1
4

 = 8
5

 x + 31
5

 ⇔ 15x + 5 = 32x + 124 

		  ⇔ –17x = 119 ⇔ x = – 119
17

 ⇔ x = –7  

		  y = 3
4

 × (–7) + 1
4

 = – 21
4

 + 1
4

 = –5 

		�  O ponto de interseção das retas r e s tem coorde-
nadas (–7, –5). 

44.3.	�P é o ponto de interseção da mediatriz de [AB] com 
a reta r.  

	 Mediatriz de [AB]:
	 (x – 2)2 + (y – 1)2 = (x + 3)2 + (y – 4)2 
	 ⇔ x2 – 4x + 4 + y2 – 2y + 1 = x2 + 6x + 9 + y2 – 8y + 16

	 ⇔ 6y = 10x + 20 ⇔ y = 5
3

 x + 10
3

 

	 5
3

 x + 10
3

 = 8
5

 x + 31
5

 ⇔ 25x + 50 = 24x + 93 ⇔ x = 43 

	 y = 5
3

 × 43 + 10
3

 = 75 

	 Logo, P(43, 75).

45.
45.1.	B = C + O≥A = (–2, 4) + (4, 2) = (2, 6)  

45.2.	A≥C = C – A = (–2, 4) – (4, 2) = (–6, 2) 

	 ≤u = kA≥C ⇔ ≤u = k(–6, 2) 
		  ⇔ ≤u = (–6k, 2k) 
	 || ≤u|| = 5 ⇔ Ï √(–6k)2 + (2k)2 = 5 ⇔ 36k2 + 4k2 = 25 

	 ⇔ 40k2 = 25 ⇔ k2 = 25
40

 ⇔ k = Î√25
40

 ∨ k = – Î√25
40

	 ⇔ k = 5
2Ï√10

 ∨ k = – 5
2Ï√10

 ⇔ k = Ï√10
4

 ∨ k = – Ï√10
4

 

	� Como ≤u e A≥C têm o mesmo sentido, então k = Ï√10
4

 .

	 Logo, ≤u
h
i
j
–6 × Ï√10

4
 , 2 × Ï√10

4
h
i
j
, ou seja,

	 ≤u
h
i
j
– 3Ï√10

2
 , Ï√10

2
h
i
j
.

45.3.	Seja M o centro da circunferência.

	 M = A + 1
2

 A≥C = (4, 2) + 1
2

 (–6, 2) = (4, 2) + (–3, 1) = (1, 3)

	 A–C = ||A≥C|| = Ï √(–6)2 + 22 = Ï√36 + 4 = Ï√40 = 2Ï√10 

	 Logo, A–M = 1
2

 A–C = Ï√10.

	 Assim, uma condição que define a circunferência é: 
	 (x – 1)2 + (y – 3)2 = 10 

45.4.	O≥A = A – O = (4, 2) 

	 mOA = 2
4

 = 1
2

 

	 Como O ∈OA, tem-se que OA: y = 1
2

 x.

	 mBC = mOA = 1
2

 

	 C ∈BC: 4 = 1
2

 × (–2) + b ⇔ b = 4 + 1 ⇔ b = 5 

	 BC: y = 1
2

 x + 5 

	 O≥C = C – O = (–2, 4) 

	 mOC = 4
–2

 = –2  

	 Como O ∈OC, tem-se que OC: y = –2x.
	 mAB = mOC = –2  
	 A ∈AB: 2 = –2 × 4 + b ⇔ b = 2 + 8 ⇔ b = 10 
	 AB: y = –2x + 10 
	� Assim, uma condição que define o quadrado [ABCD] é:

	 y ≥ 1
2

 x ∧ y ≤ –2x + 10 ∧ y ≤ 1
2

 x + 5 ∧ y ≥ –2x 

46.
46.1.	A≥B = B – A = (2, –2, 1) – (1, –1, 2) = (1, –1, –1) 
	 Tem-se, então:
	 AB: (x, y, z) = (1, –1, 2) + k(1, –1, –1), k ∈R 
	 P ∈AB, logo:
	 (–4p, 4p, p) = (1, –1, 2) + k(1, –1, –1) 
	 ⇔ (–4p, 4p, p) = (1 + k, –1 – k, 2 – k)

	 ⇔ 

–4p = 1 + k

4p = –1 – k

p = 2 – k

1
4
2
4
3

	 ⇔ 
4(2 – k) = –1 – k

p = 2 – k

1
2
3

	 ⇔ 
8 – 4k = –1 – k

p = 2 – k

1
2
3

	 ⇔ 
–3k = –9

p = 2 – k

1
2
3
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	 ⇔ 
k = 3

p = –1

1
2
3

46.2.	�Um ponto que não seja colinear com A nem com B 
é um ponto que não pertence à reta AB.

	� Por exemplo, o ponto de coordenadas (1, 2, 1) não 
pertence à reta AB.

	 Verificação
	 (1, 2, 1) = (1, –1, 2) + k(1, –1, –1) 
	 ⇔ (1, 2, 1) = (1 + k, –1 – k, 2 – k)

	 ⇔ 

1 = 1 + k

2 = –1 – k

1 = 2 – k

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

k = 0

k = –3        Sistema impossível.

k = 1

1
4
2
4
3

46.3.	�O conjunto dos pontos equidistantes de A e de B é 
o plano mediador de [AB].

	 (x – 1)2 + (y + 1)2 + (z – 2)2 = (x – 2)2 + (y + 2)2 + (z – 1)2

	 ⇔ x2 – 2x + 1 + y2 + 2y + 1 + z2 – 4z + 4 =
	           = x2 – 4x + 4 + y2 + 4y + 4 + z2 – 2z + 1 
	 ⇔ 2x – 2y – 2z – 3 = 0 

46.4.	C = B + ≤u = (2, –2, 1) + (1, 0, 2) = (3, –2, 3) 
	 A≥C = C – A = (3, –2, 3) – (1, –1, 2) = (2, –1, 1) 
	 ||A≥C|| = Ï √22 + (–1)2 + 12 = Ï √4 + 1 + 1 = Ï√6 

	 Logo, o raio da superfície esférica é Ï√6
2

 . 

	 Seja M o centro da superfície esférica.

	 M = A + 1
2

 A≥C = (1, –1, 2) + 1
2

 (2, –1, 1) =

		  = (1, –1, 2) + 
h
i
j
1, – 1

2
 , 1

2
h
i
j
 = 

h
i
j
2, – 3

2
 , 5

2
h
i
j

	 Assim, a equação pedida é:

	 (x – 2)2 + 
h
i
j
y + 3

2
h
i
j

2
 + 

h
i
j
z – 5

2
h
i
j

2
 = 

h
i
j
Ï√6

2
h
i
j
   

	 ⇔ (x – 2)2 + 
h
i
j
y + 3

2
h
i
j

2
 + 

h
i
j
z – 5

2
h
i
j

2
 = 3

2
 

46.5.	≤v = k≤u, k ∈R ⇔ ≤v = k(1, 0, 2), k ∈R 
		  ⇔ ≤v = (k, 0, 2k), k ∈R 
	 || ≤v|| = 10 ⇔ Ï √k2 + 02 + (2k)2 = 10 
		  ⇔ Ï √k2 + 4k2 = 10 
		  ⇔ 5k2 = 100 
		  ⇔ k2 = 20 
		  ⇔ k = Ï√20 ∨ k = –Ï√20    
		  ⇔ k = 2Ï√5 ∨ k = –2Ï√5 
	� Como ≤u e ≤v têm o mesmo sentido, então k = 2Ï√5.
	 Assim, ≤v (2Ï√5, 0, 4Ï√5).

47.
47.1.	A≥E = E – A = (1, 0, 1) – (2, 1, 0) = (–1, –1, 1) 
	 C = A + 2A≥E = (2, 1, 0) + 2(–1, –1, 1) =
		  = (2, 1, 0) + (–2, –2, 2) = (0, –1, 2)  

47.2.	V≥E = E – V = (1, 0, 1) – (3, –1, 2) = (–2, 1, –1)
	 VE: (x, y, z) = (3, –1, 2) + k(–2, 1, –1), k ∈R 

	� Como P pertence ao plano yOz, tem-se que P(0, y, z), 
y, z ∈R.

	 (0, y, z) = (3, –1, 2) + k(–2, 1, –1) 
	 ⇔ (0, y, z) = (3 – 2k, –1 + k, 2 – k)

	 ⇔ 

0 = 3 – 2k

y = –1 + k

z = 2 – k

1
4
2
4
3

	 ⇔ 

k = 3
2

y = –1 + 3
2

z = 2 – 3
2

1
4
4
2
4
4
3

	 ⇔ 

k = 3
2

y = 1
2

z = 1
2

1
4
4
2
4
4
3

	 Logo, P
h
i
j
0, 1

2
, 1

2
h
i
j
.

47.3.	 V≥E(–2, 1, –1)    
	 ||V≥E|| = Ï √(–2)2 + 12 + (–1)2 = Ï √4 + 1 + 1 = Ï√6  
	 A≥C = 2A≥E = 2(–1, –1, 1) = (–2, –2, 2) 
	 A–C = ||A≥C|| = Ï √(–2)2 + (–2)2 + 22 = Ï √4 + 4 + 4 = Ï√12 
	 Pelo teorema de Pitágoras: 
	 A–C2 = A–B2 + B–C2 ⇔ (Ï√12)2 = A–B2 + A–B2 ⇔ 12 = 2A–B2 
	 ⇔ A–B2 = 6 
	 Abase = A–B2 = 6 
	 Assim:
	 V[ABCDV] = 1

3
 × 6 × Ï√6 = 2Ï√6 u.v.

47.4.	A≥V = V – A = (3, –1, 2) – (2, 1, 0) = (1, –2, 2) 
	 ||A≥V|| = Ï √12 + (–2)2 + 22 = Ï √1 + 4 + 4 = Ï√9 = 3 
	 Assim, a equação pedida é:
	 (x – 3)2 + (y + 1)2 + (z – 2)2 = 9

48.
48.1.	A–B = B–C = 5 
	� Como Q é o ponto médio de [BC] e pertence ao eixo 

Oy, então Q(0, 5, 0).

	 A–P = G–R = 2
5

 A–B = 2
5

 × 5 = 2  

	 Logo, P
h
i
j

5
2

 , 2, 0
h
i
j
 e R

h
i
j
– 5

2
 , 5, 3

h
i
j
.

	 P–R = Î √ hi
j

5
2

 – 
h
i
j
– 5

2
h
i
j
h
i
j

2
 √+ (2 – 5)2 + (0 – 3)2 =

		  = Ï √25 + 9 + 9 = Ï√43 

	 P–Q = Î √ hi
j

5
2

 – 0
h
i
j

2
 + (2 – 5)2 √+ (0 – 0)2 = Î√25

4
 + 9 =

		  = Î√61
4

 = Ï√61
2

    

	 Q–R = Î √hi
j
0 – 

h
i
j
– 5

2
h
i
j
h
i
j

2
 √+ (5 – 5)2 + (0 – 3)2 = Î√25

4
 + 9 =

		  = Î√61
4

 = Ï√61
2

    

	 P[PQR] = Ï√43 + Ï√61
2

 + Ï√61
2

 = (Ï√43 + Ï√61) u.c.
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48.2. a) FG: y = 5 ∧ z = 5
	 b) EFG: z = 5 

	 c) – 5
2

 ≤ x ≤ 5
2

 ∧ 0 ≤ y ≤ 5 ∧ 0 ≤ z ≤ 5 

48.3.	a) A + F≥G = A + A≥D = D   

	 b) 2
5

 A≥B + P≥R = A≥P + P≥R = A≥R, por exemplo.

	 c) E≥H + A≥B – 1
2

 F≥G = A≥D + D≥C – 1
2

 B≥C = A≥C + C≥Q = A≥Q,

	    por exemplo.

48.4.	B
h
i
j

5
2

 , 5, 0
h
i
j

	 P ≥R = R – P = 
h
i
j
– 5

2
 , 5, 3

h
i
j
 – 

h
i
j

5
2

 , 2, 0
h
i
j
 = (–5, 3, 3) 

	� Assim, uma equação vetorial da reta paralela a PR 
e que passa no ponto B é, por exemplo:

	 (x, y, z) = 
h
i
j

5
2

 , 5, 0
h
i
j
 + k(–5, 3, 3), k ∈R

48.5.	BCG: y = 5 
	� Para que M pertença ao plano BCG, tem-se que  

M(x, 5, z), x, y ∈R.
	 Então:

	

x = k2

5 = –k

z = k

1
4
2
4
3

 ⇔ 

x = 25

k = –5

z = –5

1
4
2
4
3

	 Logo, M(25, 5, –5).

49.
49.1.	�O ponto A é o ponto de interseção da reta AE com 

o plano xOy.
	 Como A ∈xOy, então A(x, y, 0), x, y ∈R.
	 (x, y, 0) = (1, 1, 3) + k(1, 1, –3)
	 ⇔ (x, y, 0) = (1 + k, 1 + k, 3 – 3k)

	

x = 1 + k

y = 1 + k

0 = 3 – 3k

1
4
2
4
3

 ⇔ 

x = 2

y = 2

k = 1

1
4
2
4
3

	 Logo, A(2, 2, 0).
	� Pode também concluir-se que B(–2, 2, 0), C(–2, –2, 0) 

e D(2, –2, 0).
	� O ponto E é o ponto de interseção da reta AE com 

o eixo Oz.
	 Como E ∈Oz, então E(0, 0, z), z ∈R.
	 (0, 0, z) = (1, 1, 3) + k(1, 1, –3)
	 ⇔ (0, 0, z) = (1 + k, 1 + k, 3 – 3k)

	

0 = 1 + k

0 = 1 + k

z = 3 – 3k

1
4
2
4
3

 ⇔ 
k = –1

z = 6

1
2
3

	 Logo, E(0, 0, 6).

49.2.	�x = –2 ∧ –2 ≤ y ≤ 2 ∧ z = 0 é uma condição que define 
a aresta [BC].

49.3.	Plano mediador de [AE]:
	 (x – 2)2 + (y – 2)2 + (z – 0)2 = (x – 0)2 + (y – 0)2 + (z – 6)2

	 ⇔ x2 – 4x + 4 + y2 – 4y + 4 + z2 = x2 + y2 + z2 – 12z + 36 
	 ⇔ –4x – 4y + 12z – 28 = 0 
	 ⇔ x + y – 3z + 7 = 0 

49.4.	Seja M o ponto médio de [AE].

	 M = 
h
i
j
2 + 0

2
 , 2 + 0

2
 , 0 + 6

2
h
i
j
 = (1, 1, 3) 

	 Seja N o ponto médio de [CD].
	 N(0, –2, 0) 
	 M≥N = N – M = (0, –2, 0) – (1, 1, 3) = (–1, –3, –3) 
	� Assim, MN: (x, y, z) = (1, 1, 3) + k(–1, –3, –3), k ∈R, por 

exemplo.

49.5.	B≥E = E – B = (0, 0, 6) – (–2, 2, 0) = (2, –2, 6) 
	 BE: (x, y, z) = (0, 0, 6) + k(2, –2, 6), k ∈R, por exemplo. 
	 F(x, 1, z), x, z ∈R    
	 (x, 1, z) = (0, 0, 6) + k(2, –2, 6)
	 ⇔ (x, 1, z) = (2k, –2k, 6 + 6k)

	 ⇔ 

x = 2k

1 = –2k

z = 6 + 6k

1
4
2
4
3

 ⇔ 

x = –1

k = – 1
2

z = 3

1
4
2
4
3

	 Logo, F(–1, 1, 3).
	 A≥F = F – A = (–1, 1, 3) – (2, 2, 0) = (–3, –1, 3) 
	 Assim, AF: (x, y, z) = (–1, 1, 3) + k(–3, –1, 3), k ∈R.

50.
50.1.	�Os pontos A e B são os pontos de interseção da reta 

com a circunferência.
	� Como A e B pertencem à reta r, são da forma (x, 2x + 8), 

x ∈R.
	 x2 + (2x + 8 – 4)2 = 16 ⇔ x2 + (2x + 4)2 = 16 
	 ⇔ x2 + 4x2 + 16x + 16 = 16 ⇔ 5x2 + 16x = 0 

	 ⇔ x(5x + 16) = 0 ⇔ x = 0 ∨ x = – 16
5

 

	 Assim, A
h
i
j
– 16

5
 , 8

5
h
i
j
 e B(0, 8).

50.2.	Ponto genérico da reta s: (4, –2 + 6k), k ∈R 
	 Substituindo na equação da circunferência:
	 42 + (–2 + 6k – 4)2 = 16 ⇔ 16 + (6k – 6)2 = 16 
	 ⇔ (6k – 6)2 = 0 ⇔ 6k – 6 = 0 ⇔ k = 1 
	� Logo, existe um e um só ponto de interseção entre a 

reta s e a circunferência, ou seja, a reta s é tangente 
à circunferência.

50.3.	�Como os pontos A e B pertencem à circunferência 
e o seu centro pertence à reta r, então [AB] é o diâ-
metro da circunferência. 

	 Seja M o ponto médio de [AB]:

	 M = 

h
i
i
j

– 16
5

 + 0

2
 , 

8
5

 + 8

2

h
i
i
j
 = 

h
i
j
– 8

5
 , 24

5
h
i
j
 

	 A–B = Î √ hi
j
– 16

5
 – 0

h
i
j

2
 √+ 

h
i
j

8
5

 – 8
h
i
j

2
 = Î √256

25
 + 1024

25
 =

		  = Î √212
5

 

	 Assim, o raio da circunferência é:

	 1
2

 Î √212
5

 = 1
2

 × 2Ï√53
Ï√5

 = Ï√265
5

 

	 A equação pedida é:

	
h
i
j
x + 8

5
h
i
j

2
 + 

h
i
j
y – 24

5
h
i
j

2
 = 

h
i
j

Ï√265
5

h
i
j

2
 

	 ⇔ 
h
i
j
x + 8

5
h
i
j

2
 + 

h
i
j
y – 24

5
h
i
j

2
 = 53

5
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51.
51.1.	AB: (x, y) = (0, 0) + k(–2, 3), k ∈R, por exemplo.  

	 mAB = 3
–2

 = – 3
2

 

	 AB: y = – 3
2

 x 

51.2.	�O ponto B é o ponto de interseção das retas AB e BC.

	 – 3
2

 x = 2x – 7 ⇔ –3x = 4x – 14 ⇔ 7x = 14 ⇔ x = 2 

	 y = – 3
2

 × 2 = –3 

	 Logo, B(2, –3). 
	 B≥O = O – B = (–2, 3) 
	 A = O + B≥O = (0, 0) + (–2, 3) = (–2, 3) 
	� O ponto C pertence à reta de equação y = 2x – 7, 

logo C(x, 2x – 7), x ∈R.
	 B≥C = C – B = (x, 2x – 7) – (2, –3) = (x – 2, 2x – 4) 
	 ||B≥C|| = Ï√20 ⇔ Ï √(x – 2)2 + (2x – 4)2 = Ï√20 
	 ⇔ (x – 2)2 + (2(x – 2))2 = 20 ⇔ (x – 2)2 + 4(x – 2)2 = 20
	 ⇔ 5(x – 2)2 = 20 ⇔ (x – 2)2 = 4 ⇔ x – 2 = 2 ∨ x – 2 = –2
	 ⇔ x = 4 ∨ x = 0 
	 Logo, C(4, 1).   
	 C≥D = (–2, 3) ⇔ D – C = (–2, 3) ⇔ D = C + (–2, 3) 
	 ⇔ D = (4, 1) + (–2, 3) ⇔ D = (2, 4) 

51.3.	A condição pedida é y ≥ – 3
2

 x ∧ y ≥ 2x – 7 ∧ y < 0.

51.4.	�Como E pertence ao segmento de reta [AB], então

	 E
h
i
j
x, – 3

2
 x

h
i
j
, x ∈[–2, 2].

	 Seja h a altura do trapézio [ABCD].

	 A[AED] = 1
4

 A[ABCD] ⇔ A–E × h
2

 = 1
4

 × C–D + A–B
2

 × h 

	 ⇔ A–E = C–D + A–B
4

 

	 ⇔ 4Î √(–2 – x)2 + 
h
i
j
3 + 3

2
 x

h
i
j

2
 =

	      = Ï √(4 – 2)2 + (1 – 4)2 + Ï √(2 + 2)2 + (–3 – 3)2 

	 ⇔ 4Î √4 + 4x + x2 + 9 + 9x √+ 9
4

 x2 =

	      = Ï √22 + (–3)2 + Ï √42 + (–6)2

	 ⇔ 4Î √13
4

 x2 + 13x + 13 = Ï√13 + Ï√52 

	 ⇔ 4Î √13
4

 x2 + 13x + 13 = Ï√13 + 2Ï√13 

	 ⇔ 4Î √13
4

 x2 + 13x + 13 = 3Ï√13

	 ⇔ 16 
h
i
j

13
4

 x2 + 13x + 13
h
i
j
 = 9 × 13 

	 ⇔ 52x2 + 208x + 208 = 117 
	 ⇔ 52x2 + 208x + 91 = 0  

	 ⇔ x = –208 ± Ï √2082 – 4 × 52 × 91
2 × 52

 

	 ⇔ x = – 7
2

 ∨ x = – 1
2

 

	 Como x ∈[–2, 2], então x = – 1
2

 , e, portanto,

	 E
h
i
j
– 1

2
 , 3

4
h
i
j
.

51.5.	P≥Q = P≥D + D≥Q = 1
2

 A≥D + 1
2

 D≥C = 1
2

 (A≥D + D≥C) =

	 = 1
2

 A≥C = 1
2

 (A≥B + B≥C) = 1
2

 A≥B + 1
2

 B≥C = O≥B + B≥R = O≥R

	 Analogamente se prova que Q≥R = P≥O.
	 Logo, [OPQR] é um paralelogramo.

52.
52.1.	Como a altura do prisma é 6, tem-se que A≥H = (0, 0, 6). 
	 D = K + H≥A = (1, Ï√3, 7) – (0, 0, 6) = (1, Ï√3, 1) 
	 C = D + D≥C = (1, Ï√3, 1) – (–1, Ï√3, 0) = (2, 0, 1) 
	 B = C + C≥B = (2, 0, 1) – (1, Ï√3, 0) = (1, –Ï√3, 1)
	 A = B + B≥A = (1, –Ï√3, 1) – (2, 0, 0) = (–1, –Ï√3, 1) 

52.2.	A≥B + 1
2

 D≥K = (2, 0, 0) + 1
2

 (0, 0, 6) = (2, 0, 0) + (0, 0, 3) =

		  = (2, 0, 3)  

	 ||A≥B + 1
2

 D≥K|| = ||(2, 0, 3)|| = Ï √22 + 02 + 32 = Ï√4 + 9 =
		  = Ï√13 

52.3.	B≥C (1, Ï√3, 0) 
	 K(1, Ï√3, 7) 
	 r : (x, y, z) = (1, Ï√3, 7) + (1, Ï√3, 0), k ∈R, por exemplo.  

52.4.	LIB é o plano mediador do segmento de reta [KH].
	 K(1, Ï√3, 7) 
	 H = A + A≥H = (–1, –Ï√3, 1) + (0, 0, 6) = (–1, –Ï√3, 7) 
	 (x – 1)2 + (y – Ï√3)2 + (z – 7)2 =
	        = (x + 1)2 + (y + Ï√3)2 + (z – 7)2 
	 ⇔ x2 – 2x + 1 + y2 – 2Ï√3 y + 3 =
	           = x2 + 2x + 1 + y2 + 2Ï√3 y + 3 
	 ⇔ –4x – 4Ï√3 y = 0 
	 ⇔ x + Ï√3 y = 0 

52.5.	B–C = ||B≥C|| = Ï √12 + (Ï√3)2 + 02 = Ï√4 = 2  

	 N = 
h
i
j
1 + 1

2
 , Ï√3 + Ï√3

2
 , 1 + 7

2
h
i
j
 = (1, Ï√3, 4) 

	 C–N = Ï √(2 – 1)2 + (0 – Ï√3)2 √+ (1 – 4)2 = Ï √1 + 3 + 9 =
		  = Ï√13  
	 Seja P o ponto médio de [MN].
	 M(–1, –Ï√3, 4) 
	 P = 

h
i
j

–1 + 1
2

 , –Ï√3 + Ï√3
2

 , 4 + 4
2

h
i
j
 = (0, 0, 4)   

	 N–P = B–C = 2 
	 Seja h a altura do triângulo [CNP].
	 Pelo teorema de Pitágoras:

	 C–N2 = h2 + 
h
i
j

1
2

 N–P
h
i
j

2
 ⇔ 13 = h2 + 1 ⇔ h2 = 12 

	 Logo, h = Ï√12 = 2Ï√3.

	 Assim, A[BCNLGM] = 6 × 2 × 2Ï√3
2

 = 12Ï√3 u.a.

53.
53.1.	A ∈Ox, logo A(x, 0, 0), x ∈R.
	 (x, 0, 0) = (7, –3, –6) + k(–2, 3, 6)
	 ⇔ (x, 0, 0) = (7 – 2k, –3 + 3k, –6 + 6k)
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	 ⇔ 

x = 7 – 2k

0 = –3 + 3k

0 = –6 + 6k

1
4
2
4
3

 ⇔ 

x = 5

k = 1

k = 1

1
4
2
4
3

	 Assim, A(5, 0, 0).
	 B ∈Oy, logo B(0, y, 0), y ∈R.
	 (0, y, 0) = (6, –2, 12) + λ(–3, 5, –6) 
	 ⇔ (0, y, 0) = (6 – 3λ, –2 + 5λ, 12 – 6λ)

	 ⇔ 

0 = 6 – 3λ

y = –2 + 5λ

0 = 12 – 6λ

1
4
2
4
3

 ⇔ 

λ = 2

y = 8

λ = 2

1
4
2
4
3

	 Assim, B(0, 8, 0).
	 C é o ponto de interseção das retas AC e BC.
	 (7, –3, –6) + k(–2, 3, 6) = (6, –2, 12) + λ(–3, 5, –6) 
	 ⇔ (7 – 2k, –3 + 3k, –6 + 6k) = (6 – 3λ, –2 + 5λ, 12 – 6λ) 

	 ⇔ 

7 – 2k = 6 – 3λ

–3 + 3k = –2 + 5λ

–6 + 6k = 12 – 6λ

1
4
2
4
3

 

	 ⇔ 

––––––––––––

––––––––––––

6k = 18 – 6λ

1
4
2
4
3

 

	 ⇔ 

7 – 2(3 – λ) = 6 – 3λ

–3 + 3(3 – λ) = –2 + 5λ

k = 3 – λ

1
4
2
4
3

 

	 ⇔ 

7 – 6 + 2λ = 6 – 3λ

–3 + 9 – 3λ = –2 + 5λ

––––––––––––

1
4
2
4
3

 

	 ⇔ 

5λ = 5

8λ = 8

––––––––––––

1
4
2
4
3

 

	 ⇔ 
λ = 1

k = 2

1
2
3

	 Assim:
	 C = (7, –3, –6) + 2(–2, 3, 6) = (7, –3, –6) + (–4, 6, 12) =
		  = (3, 3, 6) 

53.2.	V[OABC] = 1
3

 × 5 × 8
2

 × 6 = 40 u.v.

54.
54.1.	(x, y, z) = (3, 3, 3) + k(–1, 2, 1), k ∈R  

54.2.	FBC: y = 3 
	� Seja M o ponto de interseção da reta r com o plano 

FBC.
	 M(x, 3, z), x, z ∈R 
	 (x, 3, z) = (1, –1, 2) + k(–1, 2, 1) 
	 ⇔ (x, 3, z) = (1 – k, –1 + 2k, 2 + k)

	 ⇔ 

x = 1 – k

3 = –1 + 2k

z = 2 + k

1
4
2
4
3

 ⇔ 

x = –1

k = 2

z = 4

1
4
2
4
3

	 Logo, M(–1, 3, 4).

54.3.	a) X = A + 1
2

 E≥F + 1
2

 C≥G = A + 1
2

 A≥B + 1
2

 B≥F = A + 1
2

 A≥F 

		�  X é o centro da face [ABCD] e tem coordenadas 
(3, 0, 0).

		  Y = B + 1
2

 F≥G + 1
2

 C≥G = B + 1
2

 B≥C + 1
2

 C≥G = B + 1
2

 B≥G

		�  Y é o centro da face [BCGF] e tem coordenadas 
(0, 3, 0).

		  Z = H – 1
2

 C≥G + 1
2

 E≥F = H + 1
2

 G≥C + 1
2

 E≥F =

			   = H + 1
2

 H≥D + 1
2

 D≥C = H + 1
2

 H≥C 

		�  Z é o centro da face [CDHG] e tem coordenadas 
(–3, 0, 0).

		  X–Z = 6 
		  X–Y = Y–Z = Ï √(3 – 0)2 + (0 – 3)2 √+ (0 – 0)2 = Ï√9 + 9 =
			   = Ï√18 = 3Ï√2 
		  Logo:
		  P[XYZ] = 6 + 3Ï√2 + 3Ï√2 = (6 + 6Ï√2) u.c. 

	 b) E≥Z = Z – E = (–3, 0, 0) – (3, –3, 3) = (–6, 3, –3) 
		  EZ: (x, y, z) = (–3, 0, 0) + k(–6, 3, –3), k ∈R 
		  H≥X = X – H = (3, 0, 0) – (–3, –3, 3) = (6, 3, –3) 
		  HX: (x, y, z) = (3, 0, 0) + λ(6, 3, –3), λ ∈R 
		  (–3, 0, 0) + k(–6, 3, –3) = (3, 0, 0) + λ(6, 3, –3) 
		  ⇔ (–3 – 6k, 3k, –3k) = (3 + 6λ, 3λ, –3λ) 

	 ⇔ 

–3 – 6k = 3 + 6λ

3k = 3λ

–3k = –3λ

1
4
2
4
3

 

	 ⇔ 
–3 – 6k = 3 + 6k

λ = k

1
2
3

	 ⇔ 
12k = –6

λ = k

1
2
3

	 ⇔ 
k = – 1

2

λ = – 1
2

 

1
4
2
4
3

		  Assim, P = (–3, 0, 0) – 1
2

 (–6, 3, –3) =

		  = (–3, 0, 0) + 
h
i
j
3, – 3

2
 , 3

2
h
i
j
 = 

h
i
j
0, – 3

2
 , 3

2
h
i
j
.

55.
55.1.	A≥B = B – A = (12, 0, 8) – (12, –3, 6) = (0, 3, 2) 
	 D = C – A≥B = (10, –2, 11) – (0, 3, 2) = (10, –5, 9)  
	 E ∈AE, logo E(–1 – 26k, 1 + 8k, –12k), k ∈R.
	 A≥E = E – A = (–1 – 26k, 1 + 8k, –12k) – (12, –3, 6) =
		  = (–13 – 26k, 4 + 8k, –6 – 12k), k ∈R 
	 ||A≥E|| = Ï√221 
	 ⇔ Ï √(–13 – 26k)2 + (4 √+ 8k)2 + (–6 – 12k)2 = Ï√221 
	 ⇔ (–13(1 + 2k))2 + (4(1 + 2k))2 + (–6(1 + 2k))2 = 221 
	 ⇔ 169(1 + 2k)2 + 16(1 + 2k)2 + 36(1 + 2k)2 = 221 
	 ⇔ 221(1 + 2k)2 = 221 
	 ⇔ (1 + 2k)2 = 1 
	 ⇔ 1 + 2k = 1 ∨ 1 + 2k = –1 
	 ⇔ k = 0 ∨ k = –1 
	 Se k = 0, então E(–1, 1, 0).
	 Se k = –1, então E(25, –7, 12).
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	� Assim, uma vez que a abcissa do ponto E é negativa, 
tem-se que E(–1, 1, 0).

	 A ≥E = (–13, 4, –6) 
	 F = B + A≥E = (12, 0, 8) + (–13, 4, –6) = (–1, 4, 2)  
	 G = C + A≥E = (10, –2, 11) + (–13, 4, –6) = (–3, 2, 5)   
	 H = D + A≥E = (10, –5, 9) + (–13, 4, –6) = (–3, –1, 3)  

55.2.	A –E = ||A≥E|| = Ï√221  
	 A –B = Ï √(12 – 12)2 √+ (–3 – 0)2 + (6 – 8)2 = Ï√0 + 9 + 4 =
		  = Ï√13 
	 B–C = Ï √(12 – 10)2 + (0 + 2)2 √+ (8 – 11)2 = Ï√4 + 4 + 9 =
		  = Ï√17 
	 Assim, V = Ï√221 × Ï√13 × Ï√17 = 221 u.v.

55.3.	A ≥B(0, 3, 2)
	 AB: (x, y, z) = (13, –2, 6) + k(0, 3, 2), k ∈R   
	� Seja P o ponto de interseção da reta AB com o 

plano xOy.
	 P(x, y, 0), x, y ∈R 
	 (x, y, 0) = (12, –3, 6) + k(0, 3, 2) 
	 ⇔ (x, y, 0) = (12, –3 + 3k, 6 + 2k)

	 ⇔ 

x = 12

y = –3 + 3k

0 = 6 + 2k

1
4
2
4
3

 ⇔ 

x = 12

y = –12

k = –3

1
4
2
4
3

	 Logo, P(12, –12, 0).

55.4.	(x – 12)2 + (y + 3)2 + (z – 6)2 = (x – 10)2 + (y + 2)2 + (z – 11)2  
	 ⇔ x2 – 24x + 144 + y2 + 6y + 9 + z2 – 12z + 36 =
	 = x2 – 20x + 100 + y2 + 4y + 4 + z2 – 22z + 121  
	 ⇔ –4x + 2y + 10z – 36 = 0  
	 ⇔ 2x – y – 5z + 18 = 0 

56.
56.1.	Equação do plano ABC:
	 x2 + y2 + z2 = (x – 6)2 + (y – 12)2 + (z – 18)2 
	 ⇔ x2 + y2 + z2 = x2 – 12x + 36 + y2 – 24y + 144 + z2 – 36z + 324 
	 ⇔ 12x + 24y + 36z – 504 = 0 
	 ⇔ x + 2y + 3z – 42 = 0  

56.2.	OP: (x, y, z) = (0, 0, 0) + k(6, 12, 18), k ∈R, por exemplo.

56.3.	A ∈Ox: A(x, 0, 0), x ∈R 
	 x + 2 × 0 + 3 × 0 – 42 = 0 ⇔ x = 42  
	 Logo, A(42, 0, 0).
	 B ∈Oy: (0, y, 0), y ∈R 
	 0 + 2y + 3 × z – 42 = 0 ⇔ 2y = 42 ⇔ y = 21 
	 Logo, B(0, 21, 0).
	 C ∈Oz: (0, 0, z), z ∈R 
	 0 + 2 × 0 + 3z – 42 = 0 ⇔ 3z = 42 ⇔ z = 14 
	 Logo, C(0, 0, 14).

56.4.	V = 1
3

 × π × O–C2 × O–B = 1
3

 × π × 142 × 21 = 1372π u.v.


