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Tema 5 - Geometria analitica

1. Geometria analitica no plano
Exercicios - paginas 82 a 90

1.
1.1 A(-3,2); B(2, -1); C(3, 4)

12. D(-3,-2)
13. E(-2,-1)

14. F(-3,-4)

2.1. Para que A pertenca ao eixo Ox:

—3—2k=0<:>—2k=3<:>k=—%

Logo, o valorde k é - %

2.2. Para que A pertenca ao eixo Oy:
2+k=0s=k=-2
Logo, o valor de k é -2.

2.3. Para que A pertenga ao primeiro quadrante:
2+k>0A-3-2k>0k>-2A-2k>3

<:>k>—2/\k<—i

Assim, k e }—2, - %[ 2

2.4. Para que A pertenca ao segundo quadrante:
2+k<0A-3-2k>0k<-2A-2k>3

<:>k<—2/\k<—i
k<=2
Assim, k € ]-oo, -2[.

2.5. Para que A pertenca ao terceiro quadrante:
2+k<0A-3-2k<0&=k<-2A-2k<3

@k<—2/\k>—%

Assim, ndo existe qualquer valor de k para o qual
A seja um ponto do terceiro quadrante.

2.6. Para que A pertenca ao quarto quadrante:
2+k>0A-3-2k<0=k>-2A-2k<3

(:>k>—2/\k>—i

k>-2
ok>-3

Assim, k e}—i, +oo[.
2

3. AGB,-2)
O ponto B pertence ao eixo Ox e tem a mesma
abcissa que o ponto A, logo B(3, 0).
O ponto C é simétrico do ponto B relativamente ao
eixo Oy, logo C(-3, 0).
Para que [ABCD] seja um retangulo, entdo D(-3, -2).

4. Phrexsgono=12©6xAB=12<AB=2
Seja M o ponto médio de [AB].
Pelo teorema de Pitagoras:
OB? = OM? + MB2 < 22 = OM? 4+ 12
o 0M2=4-1
& O0M?2=3
Logo, OM = V3.
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5.1

5.2.

5.3.

5.4.

7.1

7.2,

8.1.

8.2.

Assim:
A(-1,-V3); B(1, -V/3); C(2,0); D(1, V3); E(-1, V3);
F(-2,0)

Seja M o ponto médio de [AB].

M-(42,2:7)(2 -5)
2 2 2 2

ﬁ] -(1,-1)

Seja C o centro da circunferéncia de diametro [AB].
C é o ponto médio de [AB].
C=(2+\/§+3\f2-2’ -3+5J=[4\f2‘;]=
2 2 2 2
=(2Vv2,1)

A(-2, 1); B(1, -1); C(6, 4); D(3, 6)

Sejam M o ponto médio da diagonal [AC] e N o
ponto médio da diagonal [BD].

B

2 2 2
N=(1+3’—1+6J=(2’£]
2 2 2

As diagonais do paralelogramo intersetam-se no
respetivo ponto médio. Logo, cada uma das diago-
nais bisseta a outra.

Seja M o ponto médio de [AB].
Mo [\/20+\/180 L V48 + \/108) _
2 2

=[2\/§+6\/§,4\/§+6\/§j=
2 2

= (4V/5,5V3)
2-\@+4+\/ﬁ 2+\/ﬁ+6-\f3J

2 2 4 4

M= ,
2 2

6

+2V3 8+2\/§—\/§)
’ 8

-\V3
4

6+\V3
YR

8
=

=[ 2
[ 8+\/§]

[Lﬁ,l
2 4

(k+1)%+2 y-3+3|_c _
[x 2 = 2 ]‘(5’ 3)

ML]=5_3
@[ 5 - (5-3)

ML]:S%
@( > 7)) =63



10.

11

{x=-1+2\/§ {x:—l—Z\/E
L4 \

y=-6 y=-6

Assim,x=—1+2\/§ou;c=-1-\/§ey=—6.

AB=V(-1-42+(-1-12=
=V(-5)2+(-2)?=
=V25+4-=

=V29
Seja M o ponto médio de [AB].

M=(-1+4 -1+1] (3 o]
2 2 2

M- \/[—%—%]24,(5-0)2:

=V4+25=
=V29

Logo:
A5 ABxCTM _ V29x V29 _29
lhec =~ 2 2 U

Seja D(x, y), x, y e R*

Uma vez que [ABCD] é um paralelogramo, entao
as suas diagonais, [AC] e [BD], bissetam-se, logo o
ponto médio de [AC] coincide com o ponto médio
de [BD].

Logo:

[1+8 1+2J [ x,0+y]

- (34932

)
—
[NTENI
le

~—

(0]
+
=

)
Njw N[N
1
N
N < o

=
]

@{
y=3

Assim, D(2, 3).

Propostas de resolucao

12.
12.1.dA B =V (3B-52+(2-(-2)2 =
=V(-27+ 4=
=V4116-=
=120 =
=2V5

12.2.d(C, D) = V(-1 - (-3))
=V22+22=
=V8=
=2V2

+(5-3)=

123.d(E, F) = V/(-2-6)2+(-3-5)2=
= V64 + 64 =
=V128-=
-8V2

13. d(A B) =V (2-3)2+(1-(-1)?=
=V (1)P?+22=
=V1+4=
=V5
Assim, o raio da circunferéncia de diametro [AB] é
V5
2

14. d(A,

u.c.

B=5&V(-1-2?+(y-3)?=5
SVI+(y-3)2=5
9+ (-3)%=25
s (-3)2%=16
&y-3=4vy-3=-4
oy=7vy=-1

Assim,y=7ouy=-1

15. A éum ponto pertencente ao eixo Oy, logo A(0, y).
d(A, B) =d(A, C)
S VO- 47+ (- (2)2= VO
SV16+(+22=V4a+(y-6)2
16+ +22=4+(y-6)?
©16+y?+4y+4=4+1y?-12y+ 36
©16y=20

20

<:>y=R

2P+ (- 6F

16. d(A B)=AB=V(1
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=V64+25=

[0}
O

ComoAB=AC =B
leno.

,entdo o tridngulo [ABC] é esca-

17. d(A,B)=AB=V(8-3)2+(7-(-6))?=
=V52+132=
=V25+169 =
=V194
=V(8-21)2+(7-2)?=
=V(-13)2+52=
=V169 +25=
=V194
=BC=V(3-21)2+(-6-2)=
(-18)% + (-8)* =
=\V324 + 64 =
=1/388

Assim, os catetos do triangulo retangulo [ABC] sdo
[AB] e [AC].
Logo:

V194 x V194 _ 194
Apsq = + === =97ua,

d(A, C) =

d(B, C)

18.
18.L.AB=V(-6-2)2+(-2-
=V64+1=

=V65
(-4)* +(-3)° =
+9 =

3=

U'I

AB= CD e BC = DA, logo [ABCD] é um paralelogramo.

18.2.AC=V (-6 - 6)2+ (-2-0)? =
=V(-1272 +(-2)? =
=\V144 + 4=
=V148
BD=V(2-(-2))+

=V16+16=
-V32

O comprimento da maior diagonal do paralelo-
gramo [ABCD] é V148 u.c.
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19. C(x,x?),comxelR.
Como C é equidistante de A de B, tem-se:
AC=BC
<:>\/( —x)2+(2—x2)2=\/(x+2)2+(xz—3)2
S A-x)2+2-x9)2=(+2)7?%+ (x?-3)?
S1-2x+x?+4-42 +x* =X+ dx+ 4+ x4 -
& 2% -6x-8=0
&x2-3x-4=0

3+V9-4x1x(-4

2
3+V9+16
2

3+5

6x2+9

X =

X =

S X =

Sx=4vxy=-1
Assim, C(-1, 1) ou C(4, 16).

20. Umavez que [ABC] é um triangulo equilatero, tem-se:
AB=BC=AC

{E=E
A4 -
BC=AC
(@-1-(-22=VI(5-(1)y+(-2-47
{ (-2-42=V{a-(-1)y+(@-1-4y
a+1) 62 + (-6)?
{ =(a+1)?+(a-5)?
10a+25+a*+2a+1=36+36
{36+36 a?+2a+1+a?-10a+ 25
2a’-8a-46=0
{Za2 8a-46=0
©a’-4a-23=0
o A2\16+4x73
©a=2+3V3

Assim,a=2—3\/§oua=2+3\@.

21.
21.1.3 = 3 Proposicdo verdadeira.
A pertence ao conjunto de pontos definido porx = 3.

21.2.-2 = 2 Proposicao falsa.
A ndo pertence ao conjunto de pontos definido por
y=2.

21.3.-2 = -3 Proposicao falsa.
A ndo pertence ao conjunto de pontos definido por

y=-x

21.4.-2 < 3 Proposicdo verdadeira.
A pertence ao conjunto de pontos definido por y < x.

21.5.(-2)? > 3?2 & 4 > 9 Proposicao falsa.
A nao pertence ao conjunto de pontos definido por
y2 >y
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21.6.3 > 2 Proposicao verdadeira. 226.x+y=20y=>-x
A pertence ao conjunto de pontos definido por x> -y. .
22,
221. 14
-------- 1
5 10 7
o x=
23,
231.x=3
: A

222 g Y 23.2.x<3
233.y>2
234.y<?2

5_2 0 ' 235.y<x

23.6.y > -x
24,

22.3. st 24.1.-5 >3 v 3 < 5 Proposicao verdadeira.

Py — B pertence a este conjunto de pontos.
24.2.-5 >3 A3 <5 Proposicao falsa.
i B ndo pertence a este conjunto de pontos.
0 1 1 24.3.-5 < -5 A3 > 2 Proposicdo verdadeira.

B pertence a este conjunto de pontos.

24.4.-5 < -5v 3 < 2 Proposicao falsa.

224, x-y>06 —p> x>y <x B ndo pertence a este conjunto de pontos.

y 24.5.~(-5>2) A3 <5 -5<2 A3 <5 Proposicao verda-
deira.

B pertence a este conjunto de pontos.

246.-522v ~(3<5)e -522v 3> 5 Proposicao falsa.
B ndo pertence a este conjunto de pontos.

v

o1 1 x
25,
251.x>4
252.x<0
225.-x+y20ey2x
A 253.y=2%

Y 2
254.x =)

7 |leommeass 255.x=-y

> 256.x=y+3

o ! *

257.x<0Ay>0

258.(x>0Ay>0)v(x<0Ay<0)
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26.
261.x=>1
A
y
o 1 xt
26.2.y<1
A
y
1
o g
263.x<yey>x
A
y
1
B
264.x<-yoy<-—x
. y“
--------- 1
ST >
265.x>1Ay<4
v
................. Al
o1 >
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27.
27.1.

27.2.

27.4.

275 ~(x+120Ay<2)ox+1<0vy>2

A
y
3 T
0 50 x
A H
Y :
3 0 3] x
A
y
....................... Sl
19} x
-1
Calculo auxiliar
x+y20y2-x
>

ex<-lvy=2
A

v




276.~y<sxvx<l)oy>xax=1

A
y

v

27.7. 4

27.8. 4

28.
281l.y<-2vy=1

28.2.-1<x<1

283.x<1lAy<l

284.x2-2vy>1

285.x<0Ay=z2x

286.y20vy>-x

28.7.-1<x<1A-2<y<2
288.(x21Ay<2)vx<slay=2)
289.(yzxAyz-xAy<sl)v(ysxay<-xAy=-1)

29.

29.1.d(P, A) = d(P, B)
SVKx-32+(-22=V(x+2)?+(y-5)?
S x-32+(-2=(x+2?2+(y-5)?
S -6x+9+) -4y +4=x"+4x+4+)?-10y + 25

< 6y=10x + 16
I

Propostas de resolucao

29.2.d(P, C) < d(P, D)
SVE+3)2+(-42<V(x+1)2+(y-3)7
SE+3)2+(-4) <(x+1)2+(-3)7
Sx2+6x+9+)2-8p+16<x?+2x+1+1)°-6y+9
& -2y <-4x-15

15

2+ =2
oys> +2

293.d(P,E)=3 >V (x+2)7+ (r-1)2 =3
Sh+22+(p-1)2=9

294.d(P,F) <5V (x+3)2+(y-2)?%<5
S +3)2+(-2)2<25

30.
30Ly=1

30.2. Uma condicdo que define a reta que passa em B e
é perpendicular ao eixo Oy éy = -1.

Assim:
2+ kK _1ok_30k-9
3 3

Logo, o valor de k é -9.
303.-2<sx<2A-1<y<1

30.4. P pertence a bissetriz dos quadrantes impares, logo
P(x, x), x € R.
d(P, A) = d(P, B)
SVE+2)2+(x-12=V(r-22+ (xr+1)?

S +22+(x-1)2=(x-2)?2+(x+1)
SX2+dx+4+x2-2x+1=xX’-4x+4+x2+2x+1
< 4x=0

<x=0

Logo, P(0, 0).

31.

31.1.(x—3)2+(y—4)2=(x—2)2+(y+1)2
Sx?-6x+9+12-8y+16=x?-4x+4+12+2p+1
e 10y = 2x- 20

(:)y:—%x+2

312 (x+ 32+ (v + 22 =(x - 22+ (y - 1)2
SXP+bx+9+ )2+ 4y +4=x?-Ax+4+)°-2y+1

< 6y=-10x-8
—-5,.4
oy= 3573

313. (x -3+ (v +4)2=(x-52%+(y+ 4)?
& x2-6x+9=x2-10x+ 25
< 4x =16
Sx=4

314. (x+ 42+ (y-6)2=(x+ 4%+ (y-1)?
©32-12y+36=1?-2y+1

& -10y=-35
A
Sy= 2

32.
32.1. Seja M o ponto médio de [AB].
M= [2+7,ﬂJ=[i,_lJ
2 2 2 2
Substituindo em r:
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56

9 1 27 5
3x 2 5x[-L)1627 .5 16
x> x[ 2] 53
32
32 _4
<3

<16 = 16 Proposicao ver-
dadeira.
Logo, o ponto M pertence aretar.

32.2. Areta r é definida por:
3x-5y=16 & -5y=-3x+16
3 16

<:>y = Ex - ?
A mediatriz de [AB] é definida por:
(k=22 +(-52=(x-7)2+(+6)?
& x2-4dx+4+y?-10y + 25
& x?-14x+49 +)? + 12y + 36
< -22y=-10x + 56

cyety-2
As equa§6e5y=%x—15—6ey=%x—% nao repre-

sentam a mesma reta, logo a reta r ndo é a media-
triz de [AB].

33.
33.1. Seja B(x, y), comx,y € R.

-2 =
(-2,-3) = [ME’_ﬂZ] P 2

22 3.2V
2

{3+x=—4
=
5+y=-6
{x=—7
=3
y=-11

33.2. A mediatriz de [AB] é definida por:
(k=32 +@-52=(x+7)2+(+11)7?
X2 -bx+9+)?-10p+25=x2+14x + 49 +)? + 22y + 121
< -32y=20x +136
5 17
Sy= s "2
33.3. A mediatriz de [AB] é definida por y = - 2 x - 27
3. pory = X )
Entao ¢ 17 158 5k 417
3-k=-20+0-Lo3-k--B 3K 1
& -24 -8k =-15 -5k - 34
& -3k =-25
25
3

Assim, B(-7, -11).

k=

Logo, o valorde k é 2—5.

34.

34.1. A mediatriz de [AB] é definida por:
(x+22+(+22=(x-72+(-17?
SXP+dx+4+)2 +dy+4=x2-14x+49+)?-2p+1
< 6y =-18x+42
oy=-3x+7

34.2. M é o ponto médio do segmento de reta [AB].

M=(‘2+7,‘2+1]=(i,-l]
2 2 2 2

©ASA, Dominio™, Dossié do Professor

34.3.

35.

36.
36.1.

36.2.

C pertence ao eixo Oy, logo C(0, y), comy eR.
Substituindo na equacdo da reta r:
y=-3x0+7y=7

Logo, C(0, 7).

o[-

x 310
_15x10_75

2 4 2

O centro da circunferéncia que passaemA,Be Cé
o ponto de encontro das mediatrizes dos segmen-
tos de reta definidos por estes pontos.

A mediatriz de [AB] é definida por:
(x-22+@+3)=x-3)+(+2)7?

S -Ax+4+)?+6y+9=x2-6x+9+)°+4y+4
& 2y =-2x

Sy=-x

A mediatriz de [AC] é definida por:
(x-22+@+3)=Kx-22%+(-6)

&2 +6y+9=12-12y+36

.a.

<18y =27
oy-2
. 3 3
A , =X == =-=.
ssim, —x > ox >
Logo, o centro da circunferéncia que passa emA, B
e C tem coordenadas [— i,—).
22
AB=V(3+4)2+(-2-2)?=
=V7%2+(-4)7=
=V49 +16 =
=V65

Logo, uma equacéo da circunferéncia de centroA e
que passa em B é (x - 3)% + (y + 2)? = 65.

Seja M o ponto médio de [AB].

(154252 (Lo
2 2 2

AB =165 (de acordo com os calculos efetuados na
alinea anterior.)

Assim, o raio da circunferéncia de diametro [AB] é
AB _ V65

2 2



Logo, uma equacao da circunferéncia de diametro

. 12, 5 65
[AB]e[x+ 2] +)% = 7
36.3.Se a circunferéncia tem centro em B e é tangente
ao eixo das ordenadas, entdo o seu raio é 4.
Logo, uma equacdo da circunferéncia que tem
centro em B e é tangente ao eixo das ordenadas é
(x+4)2+(y-2)2=16.

37.
37032+ )2 <4 A (x-2)+y*<1

37.2.(x -1+ 21 A(x -1+ (y-1)%<9
373.(x-12+ (-1 24va?+(y+1)32=21

38.
38.1. Centro (0, 1)

Raio=V25=5

38.2. Centro (-2, -3)
Raio = V27 =3V3

383.x2-2x+1+)? =24 (x-1)2+)* =24
Centro (1, 0)

Raio = V24 =2V6

384X +4x+ 4417 -6y+9=4(x+2?+(y-3)0=4
Centro (-2, 3)

Raio = V4 =2

39. x?+10x+25+)?-6y+9=34-k
S +52+(-32=34-k

39.1. Para que a equacao dada represente um ponto:
34-k=0sk=34

39.2. Para que a equacao dada represente uma circunfe-
réncia de raio 6:
34-k=6>=-k=36-34=k=-2
Logo, o valor de k é -2.

40.
401 4<(x+1)%+(y+2)°<16
A
o >
IR N x

40.2.Seja P(x, y), x,y € R.
d(P, A) > 2d(P, B)
SVx+1)2+(-1222Va2+ (y+1)
Sh+1)2+-1)224E%+ (v +1)?)
SxX2+2x+1+12 -2y +124(%2+1*+ 2y +1)

Propostas de resolucao

S+ 2+ -2+ 2247+ H? + 8y + 4
<& 3x2-2x+32+10y+2<0

@xz—%x+y2+1?0ys—%
<:>x2—£x+l+y2+£y+és—£+l+é
3 9 3 9 3 9 9
2 2
o2 a3
3 3 9

A

Exercicios globais - paginas 91 a 93

41.

41.1. Como a reta AC é paralela a Oy, entdo AC: x = 6
Como a reta BD é paralela a Ox, entdo BD: y =2
C pertence a reta AC, logo C(6, y).
C é o ponto simétrico de A em relacdo a reta BD,
C(6, -2).
D pertence a reta BD, logo D(x, 2).
D é o ponto simétrico de B em relacdo a reta AC,
logo D(12, 2).

41.2. (x - 62+ (y - 6)? =x? + (y - 2)?
Sx?-12x+36+)?-12y +36=x2+)? -4y + 4
& -8y=12x-68
ay-dxil
41.3. Opcao (D)
Seja M o ponto médio de [AC].
M- [ﬁu) -(6,2)
2 2 o
Como A(6, 6), entdo AM = 4.
Assim, (x - 6) + (v - 2)? = 16 é uma equacao da cir-
cunferéncia cujo centro coincide com o centro do
losango e que passa no ponto A.

42,

42.1.A(2, 0) é o ponto médio de [OD] e D pertence ao
eixo Ox, logo D(4, 0).
Areta BC é a mediatriz de [AD] e é paralela ao eixo
Oy, logo BC: x = 3.
A equacdo da circunferéncia representada é
(x-2)2+y*=4.
Os pontos B e C sdo os pontos de interse¢do da cir-
cunferéncia com a reta BC.

Assim:

(B3-2P+y*=41+)*’=4
©1?=3
(:)y:i\/§

Logo, B(3, -V/3) e C(3, V3).

42.2.d(C, D)=V (3-4)2 + (V3-0)2=
=V(-1)2+(V3)2=

©ASA, Dominio®, Dossié do Professor
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58

=V1+3=
=V4 =

=2u.cC.

42.3.0pgao (A)
Seja M o ponto médio de [AB].

M=(2+3 MJ[E _ﬁ)
2 2 2 2
424.AB=CD=2 _
Assim, o raio da circunferéncia é AB_ 1eoseucentro
éM[i,—ﬁ].
2 2

Logo, uma equacao da circunferéncia de diametro
2 2
[AB] & [x—%] + [y \/5] -1

+_
2
42.5. Opcéo (C)
(x-22+)?<4Ar(x<3Ay<0)v(x=3Ay=0)

42.6.B(3,-V/3) e C(3, V3), logo BC = 2V/3.
Seja E(x, y), x,y € R. Entao:

BC=CE - =324+ (y- 2
{BC CE @{2\/5 V(x-32+(-V3)

BC=BE  (2V3=V(x-3)2+(y+V3)

@{12%‘-3)%@-%)2
12=(x-32+(y+V3)?
@{12-@_3)2:@_\@)2
12 - (x-3)2=(y+ V3)2
@{12—(}6—3)2:();_\/5)2
(- V3P4 V3P
L
2 -2V3p+3=12+2V3y+3
@{12_(x'3)2=(y-v5)z
4V3y=0
@{12-@-3)2:( -\V3)2
y=0
@{@-3)2:9

y=0

{x—3=3 {x—3=—3
f=—1 Y

y=0 y=0
{x=6 {x:O
Ry \2

y=0 y=0

Assim, E(0, 0) ou E(6, 0)

43,
431.y<sxAx<7A0<y<3

43.2.Céopontodeintersecdo daretas:y=3comareta
r:y=x, logo C(3, 3).
A é o ponto de intersecao do eixo Ox com a reta t:
x=7,logo A(7,0).
AC=V(@B-72+(3-02=
=V(-4)?+3%=
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=V16+9=

=5
Uma equacdo da circunferéncia de centroem A e
que passa em C é (x - 7)? + % = 25.

43.3.Seja D(x, ), x, y €R.

Assim:
x+7=3
(3'3)=(X+7,Z+0J<:> 2
2 2 Y _3
2
{x+7=6
y=6
{x=—l
=
y=6
Logo, D(-1, 6).
43.4.B(7,3)

d(E, B) = d(E, O)

& V(k-1-7)2+(k+3-32=V(k-1-0)+(k +3-0)?
& (k-8)%+k?=(k-1)%+ (k + 3)?

< k?-16k + 64 + k?=k? -2k + 1+ k? + 6k + 9

< -20k =-54

ek=27
10

44.
441 4

442. 4

N
Z
=
v

443. A




45,
451 (x-2)2+(y+2)*=3
Logo, A(2, -2).

452. (x -1+ (-1 <6 A(x-2P2+(+ 2?23 Ay<x
Sh-12+p-1P2<b6Ax-22+(p+2?=23Ay<x
SKh-102+p-1P2<b6Ax-22+@+2?23Ay<x

453.C:(x-1)%+(y-1)2=6
Ce D pertencem ao eixo Ox: y =0
(x-12+(0-1P=6=Kx-12+1=6
& (-1)2%=5
©x-1=V5vx-1=-V5
ox=1+V5vx=1-V5
Assim, C(1 - V/5,0) e D(1 + V/5,0).

454.C: (k-1 +(y-1)2?=6
Substituindo (x, y) por (-1, 1 + V/2):
((1-12+(1+V2-12=6<(-22+(V2)2=6
©4+2=6
< 6 =6 Proposicao ver-
dadeira.
Logo, o ponto E pertence a circunferéncia C;.
Procedendo de forma analoga em relagdo ao ponto
F, temos:
B-12+(1-V2-1P=6<22+(-V2)?2=6
©4+2=6
& 6 = 6 Proposicao ver-
dadeira.
Logo, o ponto F pertence a circunferéncia C;.
Além disso:

ﬁ:\/(—1—3)2+(1+\/§-1+\/§)2=
=V (-42+(2V2)? =
=V16+8=
=\V24-
=2Ve

Ou seja, EF é o dobro do raio de C,.
Entao, [EF] € um diametro da circunferéncia.

46.
461.AB=V(2+3)72+(1-22=
V5T ()=
=V25+1=
=V26
V=
=V1+25=
=V26
=V16+36 =
=V52
AB? + AC? = (V/26)2 + (V/26)2 = 26 + 26 = 52
BC2=(V/52)2=52
Assim, AB2 + AC2 = BC?, logo, pelo teorema de Pita-
goras, o triangulo [ABC] é retangulo.

46.2.

46.3.

47.
47.1.

47.2.

47.3.

47.4.

Propostas de resolucao

O triangulo [ABC] é retangulo em A e esta inscrito na
circunferéncia, logo [BC] é um diametro da circunfe-

réncia. B VD
Assim, o raio da circunferéncia ¢ =— = X=2% =

2V 2
i3

Seja M o ponto médio de [BC].
M = [‘3_+1ﬂ] -(-1,-1)
2 2
Assim, uma equacéo da circunferéncia que passa
nos pontos A, Be Cé (x + 1)2 + (y + 1)2 = 13.

Seja E o ponto cujas coordenadas se pretende
determinar.

M(-1, -1) é o ponto médio de [AE].

Entao:

(-1,-1) = (ﬂ &1] o 2

Logo, E(-4, -3).

A(-x, x) e B(0, x), com x €IR*.

AB=x=08B
A[ABC]=8@M=8@%=8@;¢2=16

Logo, x = 4, porque x € IR*.
Assim, A(-4, 4) e B(0, 4).

Mediatriz de [AB]: x = -2

Mediatriz de [AC]:
(x+4)2+(-42=(x-1)2+(@+1)7?

OS2 +8x+16+)2-8y+16=x-2x+1+)?+2y+1
& -10y = -10x - 30

Sy=x+3

Intersetando as duas retas, obtém-se:

{x=—2 {x=—2
=3
y=x+3 y=1

Assim, o centro da circunferéncia é o ponto de coor-
denadas (-2, 1).
Seja E(-2,1).

=V4+9-=
=V13

Logo, o raio da circunferéncia é V'13.
Entdo, uma equacgdo da circunferéncia que passa
nos pontos A, Be Cé (x + 2)? + (y - 1)>=13.

(x+2%+(-1)2?<13Ay2-xAy<4
D(x, 0), x € R

dA D) =8V (-4-x2+(@4-07=8
S (-4-x2+42=64

©ASA, Dominio®, Dossié do Professor 59



Propostas de resolucao

60

<16 +8x+x2+16=64
&x2+8x-32=0

o8+ V64+4x32
2

@x=—8128\/§

Sx=-4+4\3

Logo, D(-4 - 4\/3,0) ou D(-4 + 4V3, 0).

2. Geometria analitica no espaco
Exercicios - paginas 94 a 103

1
1.1. 0(0,0,0); AB3, 3, 6); B(-3,3,6); C(-3, -3, 6); D3, -3, 6)
12. ,3,-6)
,3,6)
-6)
6)

—_— — —
U-)UJ w

(
(
€}
@

QN o
w
w

21. AE=2
EM = MH =3, logo EH = 6.
HG=2EH =12
M(0, 0, 4)
Tem-se, entao:
A(3,0,2);B(3,12,2); C(-3,12,2); D(-3,0, 2); E(3, 0, 4);
F(3,12, 4); G(-3,12, 4); H(-3,0, 4)

2.2. OE=FB=3
EF=20E=6
Tem-se, entao:
A(3,0,-3); B(3, 6, -3); C(0, 6, -3); D(0, 0, -3); E(3, 0, 0);
F(3, 6, 0); G(0, 6, 0); O(0, 0, 0)

23. OA=AE=4
AB=AD=5
Pelo teorema de Pitagoras:
OD? + OA? = AD? = OD? = 52 - 42
& 0D2=9
Logo, OD =3.
Tem-se, entao:
A(4, 0, 0); B(4, 5, 0); C(0, 8, 0); D(0, 3, 0); E(4, 0, 4);
F(4, 5, 4); G(0, 8, 4); H(0, 3, 4)

24. OA=AB=0B=4
OE=2AB=8
Sendo h a altura do triangulo [OAB], pelo teorema

de Pitagoras:
NAR)2

h? + (@] SO e h =42

2 s h?=12

Logo, h=V12=2V3.

Tem-se, entao:

A(2V/3,2,0); B(0, 4,0); C(2V/3, 2, 8); D(0, 4, 8); E(0, 0, 8);
0(0, 0, 0)

3. Seja M o ponto médio de [AB].

31 M=[1+4‘-2+2‘3-2]=[g’0’;)
2 2 2 272
-3+1

32, M=(4'1, ,‘1+3] [i —1,1)
2 2 2 2
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5.2.

6.2.

(03,1 1)=(2+2a—3b 1+a 0+b]
-1 > S
3_2+2a-3b
2
_1=—1+a
2

1-b
2

-6=2+2a-3b
S 9-2=-1+a
b=2

“6=2+2x(-1)-3x2

{ =-1
(=1
b=2

. Seja M o ponto médio de [AG].

M < [2+5 1+4 2- 1] [lii)
2 2 2 222
Assim, a reta perpendicular ao plano xOy e que

passa por M é definida por x = %/\y = %

s LRI ae
227 2 2 2 2 2 2

(EENCES

2 2 2 2

. Apace = 64 < AB? = 64, logo AB = 8.
Assim, A(4, 4,0) e D(4, -4, 0), pelo que M(4, 0, 0).
EM=V(0-4)2+(0-02+(12-0)2=

=V16 +144 =

=V160 =

=4V10u.c.

Seja N o ponto médio de [AE]:
N(4+o,4+o, 0+12]=(2‘2,6)

2 2 2
Uma equacao cartesiana que defina o plano que
passa pelo ponto médio de [AE] e é paralelo ao
planoxOy éz = 6.

Seja a a medida da aresta da base do prisma.
Viprisma = 54 & a x ax 2a =54

& 2a3 =54

sad=27



7.2.

8.2.

10.

10.1.

. dAB) =V (2+1)2+(-2-2)7

Sa=3

Assim, H[i 3 6]
2 2

A(3,0,0); B(3,3,0)
Seja M o ponto médio de [AB]: M[B, % Oj

- 2
HM=\/[2-3J +(i-
2 2
= 2+36=
N4
_ 153 _
4

_3V17

2 35 3V17

2
Atotal = Abase + Alateral =3x3+4x T =

=(9+9V17)ua.

%]2+(6—0)2=

+(1+3)2=
=V9+16+16=
=V4l

d(C,D) =V (3-0)2+ (-3 - 2)?
=V9+25+36=
=V70

AB=V(-4-2)2+ (4 +1)?
=V36+25+1=
=V62

AC=V(-4+2)?2+(4-5)2
=V4+1l+1l=
=V6

BC=V(2+2)?+(-1-5)
=V16+36+4=
=V56

Como AB = AC = BC, entdo o tridngulo [ABC] é esca-
leno.

AB?=(V62)?=62=6+56=(V6)2+ (V/56)2 = AC? + BC?
Logo, pelo reciproco do teorema de Pltagoras, o
triangulo [ABC] é retangulo.

+(-1-5)=

+(1-2)2=

+(1-02=

+(2-0)%=

Uma vez que C pertence ao eixo das cotas, tem-se
C(0,0,z), comzelR.

AC = BC
SV(2-02+(-3-02+(@4-272=
=V(-1-02+(-2-02+(3-2?
SVA4+9+(4-22=V1+4+(3-2)72
&V13+(4-22=V5+(3-2?
©13+(4-22=5+(3-2)?
&13+16-82+22=5+9-6z+7z2
& -2z=-15
m=%

Assim, C[O 0, 125]

Propostas de resolucao

10.2. Uma vez que C pertence ao plano xOy e tem abcissa
igual a ordenada, tem-se C(x, x, 0), com x € R.
BC=V10& V(r+1)2+(x+2)?2+(0-3)2=V10

o2 +2x+1+x2+4x+4+9=10
S22 +6x+4=0
ox?+3x+2=0

<:>x=_3i— V9 -8
2
3:1
=X = 2

Sx=-2vx=-1

Assim, C(-2, -2, 0) ou C(-1, -1, 0).
11.
11.1. Seja a a medida da aresta do cubo.
Apo =54 6xa2=54<a2=9
Logo, a = 3.
Além disso, PB = = PC « 2PB = PC.
Assim_ 2
PB+PC=3 < PB+2PB=3
&3PB=3
o PB=1
Logo: A(L, 1, 0); B(1, 4, 0); C(-2, 4, 0); D(-2, 1, 0);
E(1,1,3); F{, 4, 3); G(-2,4,3); H(-2,1, 3)
112.GH=3
GP=V(-2-02+(4-42+(3-0)2=
=V4+9=
=V13
HP=V(-2-0)2+(1-4)2+(3-0)2=
=V4+9+9=
=V22
Ora:

GH2 + GP?=32+(V13)2=9+13=22=(V22)? = HP?
Logo, pelo reciproco do teorema de Pitagoras, o
triangulo [GHP] é retangulo em G.
GHxGP_3V13
2 2
12. Seja a a medida da aresta da base do prisma.
Como a base do prisma é um hexagono, tem-se:

145 1
==—ABe==x8=4
a 2 =4 2><

11.3. A[HGP] =

Seja b a medida do ap6tema da base do prisma.
Pelo teorema de Pitagoras:

2
b2+[%] =2 b2+22=42

©b?+4=16
S b?=
Logo, b = V12 =2V3.
4’<2\/ -24V3ua.

Assim, Apge = 6 x ———

A altura do prisma é:
AC=V(10-14)2 + (-1 - 5)?
=V16+36+4=
56 =
=2V14

Assim:

Virisma = 24V/3 x 2V/14 = 48V 42 u..

+(2-0)2=

©ASA, Dominio®, Dossié do Professor 61



Propostas de resolucao

13. Paraque [ABC] seja um triangulo equilatero, tem-se:

{E=R
AB=BC
V@-32+Q2+22+(-1-1)2=
o) =V(@-2k-2+2-k?+(-1-07
V(@-32+Q2+2%+(-1-1)2=
=V (3-2k-22+(-2-k)2+(1-0)?
@{4+16+4=(—2k—1)2+(2—k) +1
44+16+4=(-2k+1)?+(-2-k?*+1
@{24=4k2+4k+1+4—4k+k2+1
24=4k* -4k +1+4+4k + k2 +1
{5k2—18=0
(=1
5k2-18=0
ok=18
ok=yByk=--y/18
5 5
oko3V2,__3V2
V5 V5

ke 3\/510 koo 3v510

Como k €lR*, entdo k = 3V10 v510

14.

14.1.A(4, 6, 0); B(4, 10, 0); C(0, 10, 0); E(O, 6, 4); F(4, 6, 4);
G(4,10, 4); H(0, 10, 4)

142.a)x=4
b)y=6

14.3. a) CDE, por exemplo.
b) EFG, por exemplo.

15.
151 Ape =9 < OAx0OC=9

< 0A2=9
Logo,OA=3.
Virisma = 63 & OA x OC x OG = 63
= 9x0G =63
= 0G=7
Assim:

A(3, 0, 0); B3, 0, 3);
F(3,7,0); G(0, 7, 0)

15.2.a)z =3
b)y=7
c)x=-2
dy=0

16. Para que A pertenca ao plano xOy:a =0
Para que A pertenca ao plano de equacdo y = 5:
b?+1=5ob’=4=b=2vb=-2
Assim,a=0eb=20ub=-2eA(-15,0).
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(0, 0, 3); D(0, 7, 3); EG3, 7, 3);

17.

17.1.ABC:z=0
DEF:z=2
0CD:y =0
ABE:y = -4
OAD:x =0
BCG: x = -3

17.2.0A:x=0Az=0
DE:x=0Az=2
FG:x=-3Az=2
BC:x=-3Az=0
OCy=0Az=0
DG:y=0Az=2
AB:y=-4Az=0
EF:y=-4Az=2
OD:x=0Ay=0
CG:x=-3Ay=0
AEEx=0Ay=-4
BF.x=-3Ay=-4

18.
181.y=2

18.2.x=4
183.y=2Az=-3
184.x=4Ary=-4

19.

19.1.Sejaa=AB. — —
v g s ABxBC

prisma = 2

x BF =8

@%xZa:S

oad=8
sSa=2
A(0, 2, 0); B(2, 2, 0); C(2, 4, 0);

F(2,2, 4)

D(2, 4, 4); E0, 2, 4);

19.2. a) Plano DEF
b) Reta BF
c) Reta EF
d) Ponto D

193.x=2A2<y<4Arz=4

194.x=2A2<y<4A0<z<4

20.
201 (x-1P2+(+22+(E-1)P2=(x-3)2+(+2)°+(z+1)?
“2x+1+22-2z41=x?-6x+9+22+2z+1
< 4x-4-8=0

Sx-z-2=0

202.(x+ 2+ (-2 + (-1 =(x+12+(y+2)7?
o +dx+4+)°-dy+4+22-22+1=
=2+ 2x+1+)y?+dy+4+224+22+41
& 2x-8y-42+3=0

+(z+1)?

21.
21.1. O plano de equacdo z = 2 é o plano mediador de
[BG], [AF], [OE] e [CD].



21.2.N(2, -4, 4); C(4,0,0)
(x=-22+@+4)2+(z-4>=(x-4)72+)?+72
Sx2-dr+4+)?+8y+16+72-82+16=

-8x+16+)%?+22

<4x+8y-82+20=0
©x+2y-2z+5=0

21.3. M(0, -2, 4); N(2, -4, 4)

Plano mediador de [MN]:

X+ +22+(Ez-4°2=x-22++4)7°+(z-4)7

X2 +y2+4y+4=x*-4x+4+)°+8y+16

<4x-4y-16=0

ox-y-4=0

Como P pertence ao eixo Ox, tem-se P(x, 0, 0), com

xelR.

Assim:

x-0-4=0=x=4

Logo, P(4, 0, 0).

21.4.C(4,0,0), N(2, -4, 4), M(0, -2, 4)
MN=V(2-02+(-4+2)2+(4-4)?=
=V4+4+0=
=2V2
CM=V(4-02+(0+2)?%+
=V16+4+16=
36 =
=6
CN=V(4-2)2+(0+4)
=V4+16+16=

=V36=
=6
Pemn = 6 +6 +2V2=(12+2V2) uc.

(0-4)y=

+(0-4)2=

22.
221.(x-2+(-12+2=x*+(y+1)?+(z-2)7?
~4dx+ 4412 -2p+1+22=
=x2+)2+2p+1+22-4z+4
S -4x-4y+4z=0
Sx+y-z=0

22.2.Plano mediador de [AV]:
(x-22+@p-12+z2=(x-3)2+(+1)?
Sx?-A4x+4+y°-3y+1+22=
=x?-6x+9+)2+2y+1+22-4z+4
S2x-4y+4-9=0
Para que P seja equidistante de A e de V, P tem de
pertencer ao plano mediador de [AV].

+ (-2

Assim:

2(k?-1)-4k +4x2k-9=0
—2k?-2-4k+8k-9=0

= 2k?+4k-11=0
@k=—4t\/416+88
@k='4i4\/104
@k:""ii\/%

ke —2+2\/26 vke —2—2\/26

Propostas de resolucao

22.3.Seja M o ponto médio de [AC].
M= [M 1-1 M)=(110,1)

2 2 2
MV=V(@-32+0+1)2+(1-2)2=
=V4+1+1=
=Ve

AC? = AB? + AB?

e (V@E-02+@+1)2+
o 4+4+4=2AB

< AB2=6

Entao, Vpirémide=%x 6xV6=2V6u.v.

(0-2)?)* = 2AB?

23.
23.1.Seja M o ponto médio de [AB]:
Mo [4+10, -1+5 10+o]=(7,2‘0)
2 2 2
O plano que contém o ponto M e que é paralelo ao
plano xOz é definido pory = 2.

23.2.(x-4) 2+ (+1)2+22=(x-102 + (y - 5)2 + 22
Sx2-8x+16+)2+2y+1=x?-20x+100+)? - 10y + 25
< 12x+12y-108=0
Sx+y-9=0

23.3.Como C pertence ao plano xOy, tem-se C(x, y, 0),
x,yeR.
Uma vez que AC = BC, entdo C pertence ao plano
mediador de [AB] cuja equagdo é x +y -9 =0, de
acordo com a alinea anterior.
Além disso, AC = 6.

Assim:
{x+y—9=0
Vx-42+@y+1)2+(0-02=
@{y=9—x

42+ (9-x+1)=36

o
0-x)?=36

y=9-x
x2-8x+16+100-20x+x%2=36

g

y=
2x?-28x+80=0

g

g

y=9-x
14+V196 -160 6 160

)

I
=

(=4

.h
I+

(=4

-
L
b
{z o
o
o
%

{”
= x=4

C(10, -1, 0) ou C(4, 5, 0).
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Propostas de resolucao

24,
241 (x-1)+(y+1)P2+(z-27?<5

242.BC=V(-1-3)2+(0+12+(1-22=
=V16+1+1=

=V18
A condicdo pedida é (x + 1)? + »% + (z - 1) =18.

243.DE=V(-2-22+(-1+3)2+(1+1)?=
=V16+4+4=
=V24

Logo, o raio da superficie esférica é DE_+/.
Seja M o ponto médio de [DE]:
M=(-2+2, -1-3 1-1] - (0,-2,0)
2 2 2
A condigao pedida éx? + (y + 2)? + 22 = 6.

25
251.BD=2
A condicdo pedida é (x - 1) +)? + (z - 1)? < 4.

25.2.Seja M o ponto médio de [BD]. Tem-se M(1, 1, 1).
O raio da superficie esférica é % =1
A condigdo pedida é (x-1)?+ (y - 1)+ (z- 1)*= 1.
26.

26.1. O centro da superficie esférica é o ponto de coor-
denadas (2, -1, 3) e raio 3.

262.y=-1-3y=-4
y=-l+3oy=2
Os planos tangentes a superficie esférica e parale-
los ao plano xOz tém equagdes y=-4ey = 2.

26.3.{x=3
(x-22+@p+1)2%+(=z-3%=9

o[
B-22+(+1)2+(z-3)%=9

{x=3
=
(+1)2%+(z-3)7%=8
A intersecao da superficie esférica com o plano
de equacéo x = 3 é uma circunferéncia de centro
(3, -1, 3) e raio 22 contida no plano de equacdo
x=3.
x=0
264.1,-0
(x-22+@p+1)2%+(z-3)7%=9
x=0
S y= 0
0-22+0+1)2+(z-3)?=9
x=0
= qy= 0
4+1+((z-37%=9
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x=0

©1y=0
(z-3)2=4
x=0 x=0

<& 1y=0 Viy=0
z-3=2 z-3=-2
x=0 x=0

S =0 Viy=0
z=5 z=1

Os pontos de intersecdo da superficie esférica com
0 eixo Oz tém coordenadas (0, 0,1) e (0, 0, 5).

27. Como a esfera é tangente aos planos de equacao
x=-3ex=05,tem-se que a abcissa do seu centro é
#=1eoseu raio é%ﬁz=4.

Uma vez que a esfera é tangente aos planos de

equacdo y = 2 e y = 10, entdo a ordenada do seu

centro é 2 +210 =6.

Se a esfera é tangente ao plano de equacdoz=0e
tem raio 4, entdo a cota do seu centro é 4 ou -4.
Assim, ha dois pontos possiveis como centros desta
esfera, que sdo os pontos de coordenadas (4, 6, 4) e
(4,6, -4).

A condicdo pedida é (x - 4)? + (y - 6)? + (z - 4)2 < 16
ou(x-42+(y-6)2+(z+4)><16.

28.
281 (x+1)2+(a-3)2+(z-2)?%<16
S+1)2+(z-2?<16-(a-3)?

Entao:

16 -(a-3)2=(V7)2 e (a-3)2=9
< a-3=3va-3=-3
sa=6va=0

282.(b+1)2+(y-302+(z-202<16
-3V +(E-2?%<16-(b+1)7?
Entao:
16-(b+1)2=0c<(b+1)2=16
<b+1l=4vb+1=-4
<b=3vb=-5

Exercicios globais - paginas 104 a 107

29.
291 y=3

292 x=4

29.3 Opcao (B)
(k-2 +@-3)+(z+2)?=(x-4)2+(p+4)?+(z-3)?
Sx-Ax+4+)?-6y+ 9+ +4z+4=
=x?-8x+16+)?+8y+16+22-6z+9
< 4x-14y+10z-24=0
& 2x-7y+52z-12=0

294 AB=\V(2-47+(B+42+(-2-3)=
=V4+49+25=
=\V78



Assim, uma condicdo que define a superficie
esférica de centro em A e que passa em B é
(x-22+(@-32+(z+2)?=78.

Para que C pertenca a esta superficie esférica:
(3-22+(-1-3)2+(k+2)?*=78
©1+16+(k+2)32?=78

e (k+2)2=61

ok+2=V6lvk+2=-V6l
ok=-2+V6lvk=-2-V6l

30.
30.1. Tem-se que OC = 20A e OE = 20C = 40A, logo:
Viprisma = 216 <> OA x OC x OF = 216
< OA x 20A x 40A = 216
< 80A3 =216
< 0A3 =27
< 0A=3
Assim: O(0, 0, 0); A(3, 0, 0); B(3, 6, 0); C(0, 6, 0);
D(0, 6,12); E(0, 0, 12); F(3,0,12); G(3, 6, 12)

302.2)y=6
b)x=3Az=12

30.3. a) Aresta [DG]
b) Face [OAFE]

30.4. Opgao (D)
A aresta [BG] pode definir-se pela condicdox =3 A
Ay=6A0<z<12 logo o ponto de coordenadas
(3, 6, 6) pertence a esta aresta.

30.5. Opgao (A)
Seja M o ponto médio de [OG].

M=[O+3‘0+6'O+12]=[i'3,6]
2 2 2 2
0G=V(3-02+(6-02+(12-0)2=
=V9+36+144=
=189

Assim, a superficie esférica que contém todos os
vértices do prisma é definida por:

[x—%]2+(y—3)2+(z—6)2= [@]2

_e2 =189
2

3LLA(2,1,2);C0,3,2);D(0,1,2); EQ, 1, 4); F(2, 1, 4);
3 )

31l2.a)x=0Ay=3A2<z<4
b)0sx<2Al<y<3a2=<z<4

313.[AFlx=2Ay=1A2<z<4
Assim:
20=2A0=1Ab-322Ab-3<4
<a=1Ab=25Ab<7
<a=1A5<bs<7
Logo,a=1ebel5,7].

31.4.H(0, 3,-4); B(2,0,0)
HB =V(0-2?2+(3-02+(-4-0)2=

Propostas de resolucao

=V4+9+16=
=V29

Assim, a superficie esférica de centro H' e que con-
tém B’ é definida por x? + (y - 3)? + (z + 4)? = 29.

31.5. M é o ponto médio de [BE]:

M=[2+0,3+1,2+4]=(1,2,3)
2 2 2

O plano mediador de [OM] é definido por:
4?2 +22=(x-1)2+ (@ -2)2+(z-3)?
S +yP+2=x-2x+1+)?-4dy+4+22-62+9
S2x+4y+62z-14=0
Sx+2y+3z-7=0

31.6. A esfera inscrita no cubo tem centro no ponto
M(1, 2, 3) definido na alinea anterior.
O raio desta esfera é igual a metade da medida da
aresta do cubo, ou seja, 1.
Assim, a esfera inscrita no cubo esta definida por
(r-12+@-22%+(z-3)2<1

32
321.AD=V(3+3)2+(5-32+(3-6)=
=V36+4+9=
=V49 =
=7

Assim, Vo = 73 = 343 u.v.

32.2.Seja M o ponto médio de [AD]:
M= [ﬁﬁﬁ) - [0,4,2]
2 2 2 2
Entdo, uma equacéao do plano que passa pelo ponto

médio de [AD] e é paralelo ao plano xOy é z = %

33.
33.1. O centro da superficie esférica é o ponto de coor-
denadas (2, 3, 5) e o seu raio € V' 38.

33.2. Intersecao com o eixo Ox:
(r-2)%2+(0-3)>+(0-5)?=38
< (x-2)2=38-9-25
o (x-2)2%=4
Sx-2=2vx-2=-2
Sx=4vx=0
Logo, B(4, 0, 0).

Interse¢ao com o eixo Oy:
(0-22+(-3)*+(0-5)2?=38
< (y-3)2=38-4-25

= @l-3)2=9
©y-3=3vy-3=-3
ox=6vy=0

Logo, C(0, 6, 0).

Interse¢cdo com o eixo Oz:
(0-22+(0-3)>+(z-5)?=38
& (z-5)2=38-4-9

& (z-5)2=25
<z-5=5vz-5=-5
<z=10vz=0

Logo, D(0, 0, 10).

333.BC=V(4-02+(0-6)2+(0-0)02=
=V16+36=
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=V52=

=2V13
CD=V(0-0)2+(6-0)2+(0-102=

=V36+100 =

=V136=

=2V/34
BD=V/(4-0)2+(0-0)?+(0-107=

=V16 +100 =

=V116 =

=2V29
Ent&o, Pgcp = (2V13 + 2V34 + 2V29) uc.

33.4.Se [BE] é um diametro da superficie esférica, entao
o centro desta é o ponto médio de [BE].
Seja E(x,y,z), comx, y,z€R.

Assim:

(2’3’5)=(4+x,0+y10+z]
2 2 2

x=0
=1 y=6

z=10
Logo, E(0, 6, 10).

33.5.Seja M o centro da superficie esférica.
FM=V(3-2)+(2-3)+(-1-5?=
=V1+1+36=
=38

Como FM é igual ao raio da superficie esférica,
entdo F é um ponto da superficie esférica.

4.
341.AP = % AB =

Assim, P(%, ,0), Q(, 5,0),R(—%,5,3].

342.a)y=5Az=5

b)z=5
5

C)—?Sx

IN

%/\OS)/SS/\OSZSS
343.y=5Az=3
344.BCG:y=5
Assim, -k =5 < k = -5.
Logo, 5(25, 5, -5).
5)2 5)2
34.5.[x—?] +(y—2)2+zz=[x+7] +(-52%+(z-3)?

<:>x2—5x+24—5+y2—4y+4+22=
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=x2+5x+275+y2—10y+25+22—6z+9

< -10x+6y+6z-30=0
<5x-3y-3z+415=0

346.PQ = \/[%-oszr(z 524 (0-0) =

Como PQ = QR, entdo o triangulo [PQR] é isésceles.
Seja M o ponto médio de [PR]:

M=

2.2
2 2 2+5 0+3

]
—~

35.1.A(x, 0, 0), x € R*

O triangulo [OAB] é retangulo em B, pois esta ins-
crito numa semicircunferéncia de diametro [OA].
OB=V(4-02+(2-02+(0-0)02=

=V16+4=

=V20

OA-»
AB=V(x-4)+(0-2)2+(0-0)2=
=V{x-42+4

Pelo teorema de Pitagoras:

OA2=0B? + AB2 = x2 = (V20)2 + (V(x - 4)? + 4)
&x?=20+x>-8x+16 +4
< 8x =40
Sx=5

Assim, A(5, 0, 0).

35.2.B(4, 2, 0)

O plano perpendicular a reta OA e que passa no
ponto B pode ser definido por x = 4.



35.3. A superficie esférica de centro em C e que é tan-
gente ao plano xOz tem raio igual a 2. Logo, uma
condicdo que a define pode ser:

(=42 +(-22+(-6)2=22
S-42+(-22+(z-62=4
354.V = A, x altura = 2 : 2, 6=30u..
35.5. F(4, -2, 0); G(4, -2, 6)
FG:x=4Ay=-2
35.6. H(-4, -2, -6)
CO=V424+22+62=\V16+4+36=V56

Logo, uma equacdo da superficie esférica de dia-
metro [CH] é x? + y? + z% = 56.

35.7.E(5,0, 6)
Para que o ponto P pertenca ao plano mediador do
segmento [BE], tem de se ter:

BP =EP

©V(@4-12+2-1)2+(0-3)2=
=V(5-12+(0-1)2+(6-3)?

©VI+1+9=V16+1+9

& V19=V26

Como esta afirmacéo é falsa, entdo o ponto P ndo
pertence ao plano mediador de [BE].

36.

361.x%-8x+)?-12y+22+62-28=0
Sx2-8r+16+)?-12y+36+22+6z+9 =

=28+16+36+9

Sx-42+(-6)2+(z+3)>=89
Logo, A(4, 6, -3).
H é um ponto de intersecdo da superficie esférica
com o semieixo negativo Oy.
(0-42+(-6)2+(0+3)2=89
=16+ (y-6)2+9=89
& (v-6)7 =64
©oy-6=8vy-6=-8
oy=1ldvy=-2
Como a ordenada de H é negativa, entdo H(0, -2, 0).
Os restantes vértices sao:
B(0, 6,-3); C(0, -2, -3); D(4, -2, -3);
G(0,6,0); V(0,0, 3)

E(4' _2' O); F(4: 6: 0):

36.2.Seja M o ponto médio de [VF]:
M- (uuu) _ [2,3,;]
2 2 2 2
O plano que passa pelo ponto médio de [VF] e é
perpendicular ao eixo Ox tem equagao x = 2.

36.3. A diagonal espacial do paralelepipedo que tem o
ponto D como um dos seus extremos é [DG].
O plano mediador de [DG] é:
(x-42+p+22+(E+3)2=x’+(-6)2+2
Sx2-8x+16+)2+4y+44+22+62+9=
=x2+3% =12y + 36 + 22
< -8x+16y+62z-7=0

364.EFG:z=0
(=42 +@-62+0+372=89=(x-47>+(y-6)%=
A intersecdo da superficie esférica dada com o

36.5.

36.6.

37.

37.1.

37.2.

Propostas de resolucao

plano EFG é uma circunferéncia de raio V'80.
O perimetro desta circunferéncia é 2axV 80 =

=2x4\V5xn=8V5ru.c

Seja aa medida do lado do quadrado cuja diagonal
é [AP].

Pelo teorema de Pitagoras:
AP? = @? + @?
o(V@-42+K2+2-6)2+
& (k? - 4)? + (k? - 4)? = 202
& 2(k? - 4)? = 2a?

< a? = (k? - 4)?

< a?=k*-8k?+16

Logo, a area de um quadrado que tenha [AP] como
diagonal é dada em funcéao de k por k* - 8k? + 16.

Vsélido=8X4X3+%X8X4x3=128

(k-7 +3)9) = 222

Seja n a distancia do ponto F ao ponto de interse-
¢do do plano z = a com a reta AF.
Entdo:

Bxdxn+Lx8xax3=128 32n4+32-64
3 =32n=32
sSn=1
Logo, a=-1.
Six?+)?+22=16

Syx?+ (-4 +22=16
A intersecao das duas superficies esféricas é dada
por:

{x2+y2+zz=l6 @{x2+zz=l6-y2
X+ (y-4)2+22=16 (-4 +16-)?=16
X2 +22=16-)?
-8y+16-3?=0

¥
{x +22=16 -)?
L

)

g

8y+16=0
X +z2=16-)?

g

(:){ -
y=2

A intersecdo das duas superficies esféricas é a cir-
cunferéncia de centro (0, 2, 0) e raio 2\/3 contida
no plano de equagéo y = 2.

A superficie esférica S; tem diametro 8, logo a
medida da diagonal espacial de um cubo nela ins-
crito é 8.
Seja a a medida da aresta e seja d a medida da dia-
gonal facial desse cubo.
Pelo teorema de Pitagoras:
a?+a?=d? & d? = 2a?
Também, pelo teorema de Pitagoras:
82=a’+d’ = 64 =0a?+2a?

&30’ =64

oot
3
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3. Vetores no plano e no espaco
Exercicios - paginas 108 a 119
1.
1.1. a) Por exemplo, AF e JH.

b) Por exemplo, AB e AF.

c) Por exemplo, AB e KM.

d) Por exemplo, AE e AG.

e) Por exemplo, AE e FE.

1.2. a)D+EF=D+D0=0
b)K-BE=K+EB=K+KM=M
c)AE + EL = AL, L, por ex exemplo
d) HG - AG = HG + GA = HA, por exemplo.
e)PL+FH=PL+LD = PD, pore exemplo
f) HM - BF = HM + FB = HM + MN = HN, por exemplo.

1.3. a) ||ADI| = 3||AG|| = 3]|AE[| =3 x2=6
b) Pelo teorema de Pitagoras:
IIACII? = l|ABII? + |IBCII? < lIACII? =
& IACI2 =72
Logo, ||AC|| = V72 =6V 2.
c) [IAB|| +[BCl| = 6 + 6 =12

62 + 62

2.1. Por exemplo, AE e CB.

2.2. A. Afirmacao verdadeira.

NT e AN s&o vetores com a mesma direcdo, o
mesmo sentido e 0 mesmo comprimento, logo
NT = AN.

B. Afirmacéo falsa.
JR e RP nao tém a mesma direcdo, logo ndo
podem ser vetores simétricos, isto é, JR = -RP.

C. Afirmacao verdadeira.
Al'e SN sao vetores com a mesma direcdo e o
mesmo comprimento, mas com sentidos contra-
rios, logo sdo vetores simétricos, isto é, Al = -SN.

D. Afirmacao falsa.
A+BI=A+AN=N

E. Afirmacao verdadeira.
T-BA=T+AB=T+T5=5

F. Afirmacao verdadeira.
AB + BS = AS, pela regra do triangulo.

G. Afirmacdo falsa.
NJ+AN=NJ+JR=NR=JR

H. Aflrmagao falsa.
GN + DB=NM + MG = NG = OT

3,
31. B-2FA=B+2AF=B+BE=E
32 E+%FC E+FG=FE+ED=D

3.3. AB+ 2AF = AB + BE = AE, por exemplo.
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3.4.

3.5.

3.6.

4.1.

4.2

4.3.

5.2.

%FC —-AD = FG + GD = FD, por exemplo.

B-%ﬁ AB-FG=AB+GF=AB+BA=0

FC+ %ﬁ=ﬁ+ﬁ = FC + CD = FD, por exemplo.

a) Seja x'o0 vetor que se pretende encontrar.
L+x=B&x=B-Lox=LB, porexemplo.

b) Seja x' o vetor que se pretende encontrar.
C-¥=H&x=C-Hex=HC, por exemplo.

c) Seja X o ponto que se pretende encontrar.
X+OM=F&X=F-0M& X=F+MO
oX=F+FHoX=H

d) Seja X0 vetor que se pretende encontrar.
Y+FB=LJox=L/-FBox=LJ+BF
ox=U+llex=L, por exemplo.

e) Seja x o vetor que se pretende encontrar.
NL+x=CH&x=CH-NL&x=CH+ LN
& x=CH +HJ & x=CJ, por exemplo.

f) Sejax o vetor que se pretende encontrar.
OP-x=EM o x=0P-EM < x=0P + ME
& x=0P + PH < x = OH, por exemplo.

a) U + V= AE + AG = AH, por exemplo.
b) 2 - V = AF + GA = GA + AF = GF, por exemplo.
) -3U + 2V = BA + AK = BK, porexemplo
d) 2(U - V) = 2U - 2V = AF + KA = KA + AF = KF, por
exemplo.
e)2U+V)-3U+V=2U+2V-3U+V=-U+3V=
= EA + AD = ED, por exemplo.
f) 2(2u)—( )——4u V+U=-3U-V=
=BA + GA=JG + GA = JA, por exemplo.

a)ﬁ:kﬁc@ﬁ:ksz@h%

b) 2k - 3) EF = KN & (2k - 3) AE = 3AE & 2k -3 =3
2k=6=k=3
) kNM + 3GH = kJH < k(-AE) + 3AE = k(-2AE)
& -KAE + 3AE = -2kAE & -k + 3 = -2k & k = -3
d) GL - k? IH = KC < AE + AG + k? HI = 3AE + AG
S kKAE=2AE s k2=2ok=V2vk=-\V2

a)A+CF=A+AE=E
h)B-DE=B+ED=B+BC=C
c) Seja M o centro do quadrado [ABCD].

% AF+%EC AM + MC = AC, por exemplo.

d) BF - DF + AB = BF + FD + DF = BF, por exemplo

e)FB - (CB + DC) = FB - DB = FB + BD = FD, por
exemplo.

f) DF - BF - (CB+AC) =
por exemplo.

DF + FB-AB=DB+BA=DA,

a) Seja X 0 vetor que se pretende encontrar.
E+AC+x=Cox=C-E-ACox=EC+CA
& x = EA, por exemplo.

b) SeJa x 0 vetor que se pretende encontrar.
¥+FB=DC < x=DC-FBe x=DC+BF



< x=EB+ BF & x=EF, por exemplo.
c) Seja ¥ 0 vetor que se pretende encontrar.
AD-x+FB=AB< —x=AB-AD-FB

< x=BA+AD + FB < x=BD + DA < x = BA, por
exemplo.

53. a)EB=EA+AB=-d+b
b) G +C=AE +AC =
=AD + DE + AB + BC =
=AD +AB+ DE + BC =
=b+d+0=
=b+d

6. Porum lado:
MN = MB + BN =%AB+—BC_

2 2
Por outro lado:
@=®+DP=%E+%DC—%(AD+W)=%AC
Logo, MN = QP.
7. %(ﬁ-@) > (BA+BO) -
=%(BD+m+@+ DC) =
%(ZBD +DA+DC)=
-BD+0=
=BD
8. AB=2DC, logo os segmentos de reta [AB] e [DC] sd0
paralelos.
Além disso:
DA=DC +CB+BA=DC+CB-2DC=CB-DC=
-CB+CD=CE

Logo, os segmentos de reta [DA] e [CE] sdo paralelos.
Assim, [AECD] é um paralelogramo.

9. d(2 2);b(-2 3); €0, -3);
g(-3,-1); h(3,-1)

d(1, -3); e(4, 1); f(3, 0);

10.
10.1. 0A(3,0,0)
10.2. 0C(0, 6, 0)
10.3.0D(0, 0, 2)
10.4. 0B(3, 6, 0)
10.5. FE(0, -6, 0)
10.6. FD(-3, -6, 0)
10.7.CF(3,0, 2)
10.8.CD(0, -6, 3)

11.

111.AB=B-A=(-2,3)-(1,2) =

11.2. 20+ AB = 2(-1,-5) + (-3,1) = (-2, -10) + (-3,1) = (-5, -9)

(-31)

113,20+ 2 V= -2(-1,-5)+%(2,- )=(2,10) + [1,-%) -

(>3]

11.4.2(U + AB) = 2((-1, -5) + (-3, 1)) = 2(-4, -4) = (-8, -8)

(AB+E)=%E

Propostas de resolucao

115.V- 2AB = (2, -1) - 2(-3,1) = (2, -1) + (6, -2) = (8, -3)

11.6.3[%U—27J=3(%(—1 -5)-2(2, - )]

gl 3323

12.

121.AB=B-A=(4,-1,6)-(21,4) = (2 -2, 2)

12.2.U-2AB=(3,5,-1)-2(2,-2,2) = (3,5,-1) + (-4, 4, -4) =
- (1,9, -5)

12.3. 20 +V=-2(3,5,-1) + (0,-3,2) = (-6, -10,2) + (0,-3,2) =
- (-6, -13, 4)

12.4. 2( % B] _2[(3 5, 1)+%(2 -2, 2)]

3,5-1)+(1,-1,1)=2(44,0)=(88,0)

12.5.2V-AB = 2(0,-3, 2)
=(-2,-4,2)

-(2,-2,2)=(0,-6,4)-(2,-2,2) =

126.2 (%U - v] =2 (% (3,5-1)- (0, -3, z)] -

{32 0000203

_(2 QI_H)
3 3
13. AB=B-A=(9,-10)- (-6,8) = (15, -18)

B
D
C
A

Sejam C e D os pontos cujas coordenadas se pre-
tende determinar.

1

C=A+?E (68)+—(15 -18) = (-6, 8) + (5,-6) =
=(-1,2)
D=A+%E=(—6,8)+%(15,-18)=(-6,8)+(10,-12)=
= (4,-4)

14, -

14.1.BC=BA +AC=-AB+AC=-(-53)+(4,6)=(9,3)

14.2.2)B=A+AB=(3,-1) +(-5,3) = (-2, 2)

C=A+AC=(3,-1)+(4,6)=(7,5)
b)D=C+BA=(7,5)+(5-3)=(122)

15. AE=E-A=(0,-1)-(-2,-4)=(2,3)
C=A+2AE=(-2,-4)+2(2,3)=(-2,-4) + (4,6) = (2, 2)
BE=E-B=(0,-1)-(3,-3)=(-3,2)
D=B+2BE=(3,-3)+2(-3,2) = (3 -3)+(-6,4)=(-3,1)

16.

161.BA=A-B=(-2,-2,2)-(2,20) =(-4,-4,2)
D=C+BA=(-2 4 -4) +(-4,-4,2) = (-6, 0, -2)

16.2.BA = |[BA|l = V/(-4)2 + (-4)2 + 22 = V16 + 16 + 4 =
=\V36=6
V=36@%x62xﬁ=36

< 12 ||EF]| = 36
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& |EF| =3

12+ k?+k?=3
S V1+2k?=
o1+2k2=
< 2k? =
k=

ok=2vk=-2
Como k €lR7, entdo k = -2.

16.3. 0 ponto F é o ponto médio de [AC], logo:
F=[-2-2'-2+4'2 4] (2,1, -1)

2 2 2
Entao:
E=F-EF=(-2,1,-1)-(1,-2,-2)=(-3,3,1)

17.

17.1.AB=B-A=(10,1,9) - (12,-2,3) = (-2,3, 6)
C=D+AB=(6,0,0)+(-23,6)=(4,3,6)
G=H+AB=(9,6,-2)+(-2,3,6)=(7,9,4)
DH=H-D=(9,6,-2)-(6,0,0)=(3,6,-2)
E=A+DH=(12-2,3)+(3,6,-2)=(154,1)
F=B+DH=(10,1,9)+(3,6,-2)=(13,7,7)

17.2.AB=|AB|| = V(-2)2 +32+62=\V4+ 9+ 36 =

V49 =7
V[ABCDEFGH] =73=343 u.v.
18. P=F+LFC-L1GB-F+L(FC+BG)-
2 2 2

ponto medlo de [DG]

R=E+F—G+lm=E+E+lﬁ=D+im=G
2 2 2
E G D
P 0
F C
A B
. 1.1 3
Assim, A =—x—x18==u.a
[PQR] 4><6><

19.
19.1.u e v'sdo colineares, pois U = - %V

19.2.U e V ndo sdo colineares, pois a segunda coorde-

nada de U é nula, mas a segunda coordenada de v’

nao é.

19.3.u e V'sdo colineares, pois %= iz
19.4.u e v'sdo colineares, pois — 3 72
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19.5.U e vV ndo sdo colineares, pois a segunda coorde-
nada de v é nula, mas a segunda coordenada de u
nao é.

1 2

19.6.U e v ndo sao colineares, pois 2. 3.3, L
1 2 9 27
3 4

20.
20.1.uevnaosao colineares, pois a terceira coordenada
de v'é nula, mas a terceira coordenada de ' ndo é.

20.2.ueV'sao colineares, pois %= %e as primeiras coor-
denadas de ambos os vetores sdo nulas.

20.3.u e v sdo colineares, pois U = AV
It

20.4.u e v nao sao colineares, pois % # %

20.5.uev'naosao colineares, pois a terceira coordenada
de U é nula, mas a terceira coordenada de v'ndo é.

20.6.u e v'sdo colineares, pois —= V2 2_1_2v2 2v2
VB 2 V32
21 3 4
211 —=— k=2
SN
Logo, o valorde k é 3
21.2.%:%(:)k2=8<:>k=\/§vk=—\/§

ek=2V2vk=-2V2
Logo, os valores de k sd0 -2\/2 e 2V/2.

2132 k-1 (kik-1)-8e k-
kel 4 L 2_9ek=3vk=-3

Logo, os valores de k séo -3 e 3.

1=8

21.4.%=ﬁ@(k—1)(k+2)=10<:>k2+k—2=1o
+
ek k- 12—0<:>k=‘11'— V1+48
@k—'12+7<:>k——4vk 3
Logo, os valores de k séo -4 e 3.
22.
221 Lok 1oyoq
2 2 -2
Logo, o valorde k é 1.
22.2.L1=%@k2=2@k=\f2vk=—\/§
Logo, os valores de k sd0 -V2 e V2.
22.3.£=£__k@£=ik@2k2 8o k=
2 2 & 2 2 @k_2vk=—2

Logo, os valores de k sédo -2 e 2.

224.k eR
Logo, k pode ser qualquer nimero real.

23.
231LU=x+ 2V X=U-2VeX= ( 2,1)-2(2,3)
&x=(-2,1)+ (-4 -6) = x=(-6,-5)
Assim, x'= (-6, -5).
23.2.AB=B-A=(1,-2)-(-1,0)=(2,-2)



AB=2r-Ue 2i=ﬁ+ﬁ'<:>)7=%(,ﬁ+m
©7-2(2-2+(21) &F=2(0-1)

oo

g 1
A ,y’=10,-=]|.
ssim, y [ 2]
23.3.Uma vez que w e U sdo colineares, tem-se:
W=ki,keRew=k(-2,1),keR
o W= (-2k k), keR
[[W]| =5 V(-2k)? + k?=5
& 4k? + k? =25
< 5k?=25
k=5
ek=V5vk=-\V5
Se k =V/5, entao w(-2V/5, V5).
Se k = -\/5, entao w(2\/5, -\/5).

N

23.4.Uma vez que t'e AB s3o colineares, tem-se:
t=kAB keR < t=k(2 -2), keR
& t=(2k, -2k), k eR
1t = V32 & V(2K)2 + (-2k) = V32
& 4k? + 4k? = 32

< 8k?2=32
=ki=4
e k=2vk=-2 o
Como ttem sentido contrario ao de AB, entdo k = -2,
logo t(-4, 4).

24,
24.1.Uma vez que w e U sdo vetores colineares, tem-se:
W=k, keRew=k(@1,2-1),keR
o w = (k 2k, -k), k e R
W]l = 6 & Vk?+ (2k)? + (-k)?> = 6
k? + 4k? + k=6
< Vékr=6
& 6k?=36
ski=6
sk=Vevk=-Ve

Como U e W tém o mesmo sentido, entdo k = V6,

logo W(V'6, 2\V6, -\V/6).

24.2.Uma vez que W e V' sao vetores colineares, tem-se:
w=kv,keRew=k(21,-3), keR
< W = (2k, k, -3k), k e R
W]l = 2V7 < V(2k)? + k% + (-3k)2 = 2\V/7
o Vak?+k2+9%k2=2V7
o V14k2=2V7
< 14k? = 28
k=2
ek=V2vk=-V2

Como Ve W tém sentidos contrarios, entdo k = -\/2,

logo W(-2V/2,-V/2,3V2).

25. AB=B-A=(-5k)-(2-3)=(-7k+3)
AC=C-A=(4,-2)-(2,-3)=(2,1)
Para que os pontos A, B e C sejam colineares, os
vetores AB e AC tém de ser colineares, logo:

Propostas de resolucao

S 7 _kt3 k-7 k=-13
271 2

Logo, o valorde k é - 83

26.
261.AB=B-A=(3,b,-1)-(1,-2,4)=(2,b+2,-5)
Para que AB e U sejam vetores colineares:

2 _b+2 2 -5

a 10 "a -a-2b
{20=ab+2a
-2a-4b =-5a
{ab+2a=20

=
4b = 3a
axia+2a=20

PN 4
b=3a

4
3 @42a-20-0

PN 4

b=3aq

4

g2 V4+60
3

And 2

b=ia
4
qo-2%8
3

< 2

b=ia
4
a=—£ a=4

L= 3 \

b=ix(—§] b=3x4
4 3 4

Assim,a=—23—0eb=—50ua=4eb=3.

262.AB=B-A=(3,b,-1)-(1,-2,4)=(2,b +2,-5)
IABl| = V41l & V22 + (b + 2) + (-5)2 = V41
o V4+b2i4b+4+25=V41

e Vb2+4b+41=V41
& b2+4b+41=41
=b2+4b=0
<bb+4)=0
<b=0vb=-4

Como b €IR\{0}, entao b = -4.

Uma vez que b = -4, tem-se u(a, 10, -a + 8).

[ull = 2V33 & V'a? + 102 + (-a + 8)2 = 2V/33
= Va2+100 +a?-16a+ 64 =2V33

& V2a2-16a + 164 =2V33

o 2a2-16a+164 =132

o 2a2-16a+32=0

o a?-8a+16=0

< (@-42%=0

sSa=4
Assim,a=4eb =-4.
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Propostas de resolucao

27. Se @:%P—B, entao @=%ﬁeﬁ=%c—8.

Tem-se que CB = CA + AB = -2AM + 3AN.
Entao:

AP=AC+CP= 2m+%C—B=

- 2AM + % (-2AM + 3AN) =

6 aM+ 8 AN-
5 5

2AM -2 AM + S AN =
5 5

% (AM + AN)
Logo, AP e AM + AN sio vetores colineares.

Tem-se que AC = 4FC, logo AF = %AC e FC = %AC

28.
Além disso, AB = - DC <> DC = 2 AB.
Entao: 2 3
BF=BA+AF=BA+>AC
. 2
FE-FC+CE=L1AC+L1cD-L1AC+1x2BA-
2 2 273

LA lac
374

N
=

~1Ac+LlBA-
2 3

ou seja, BF = 3FE, o que significa que os vetores BF

e FE sdo colineares, logo os pontos B, F e E sao coli-
neares.
29. A(5,-2);B(-1,1); C(4, 6)
Um vetor diretor da reta AB &, por exemplo:
AB=B-A=(-11)-(5-2)=(-6,3)
Logo, uma equacdo vetorial da reta AB é, por exem-
plo:
AB: (x,y) = (5,-2) + k(-6, 3), ke R
O declive da reta AB é dado por:
3 1
Mpp=—=
AB 6 2
Logo, a equacao reduzida da reta AB é da forma:

AB:y=—%x+b

Como A €AB, entao:

2--Llysibobo2+2ob-
2 2

N1

Assim:
1 1

AB:y=—?x+?

Um vetor diretor da reta AC é, por exemplo:
AC=C-A=(4,6)-(5-2)=(-118)

Logo, uma equacao vetorial da reta AC é, por exem-
plo:

AC: (x,y) = (5,-2) + k(-1, 8), ke R

O declive da reta AC é dado por:

8 _s

-1

Logo, a equacao reduzida da reta AC é da forma:
AC:y=-8x+b

Como A € AC, entdo:
-2=-8x5+beb=-2+40=b=38

Myc =

Assim:

AC:y=-8x+38

Um vetor diretor da reta BC é, por exemplo:
BC=C-B=(4,6)-(-1,1)=(575)

Logo, uma equacao vetorial da reta BC é, por exem-
plo:

BC: (x,y) =(-1,1) + k(5,5), ke R
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30.

30.1.

30.2.

30.3.

31

311

31.2.

O declive da reta BC é dado por:
5
Mpgr=—=1
BC g

Logo, a equacao reduzida da reta AC é da forma:
BC:y=x+b

Como B eBC, entao:
l=-1+bsb=1+1ob=2

Assim:

BCy=x+2

Uma equacao vetorial da reta r é, por exemplo:
r:(x,y)=(-1,-2) + k(1,3), keR
O declive da reta r é dado por:
m,=i=3

1
Logo, r:y=3x+b.
Como (-1, -2) er, entao:
-2=3x(-l)+beb=-2+3cb=1
Assim, a equacdo reduzida da reta r é:
rry=3x+1

Uma equacdo vetorial da reta r é, por exemplo:
r:(x,y)=(5-7)+k(,0),keR

Como aretar é horizontal e passa no ponto R(5, -7),
entdo a sua equacao reduzida éy =-7.

Um vetor diretor da reta r é:
AB=B-A=(4-1)-(23)=(2 -4
Assim, uma equacao vetorial da reta r &, por exemplo:
ri(x,y)=(23)+k(2 -4), keR
O declive da reta r é dado por:
m,=- A_2

2
Logo, r:y=-2x+b.
Como A er, entdo:
3=-2x2+beob=3+4<b=7
Assim, a equacado reduzida da reta r é:

riy=s-2x+7
a)AB=B-A=(3,-1,2)-(1,2-1)=(2-3,3)
AB:(x,y,2)=(1,2,-1) + k(2,-3,3), ke IR, por exemplo.

b) (x,y,2)=(1 2,-1) + k(2,5,-2), k € IR, por exemplo.
c)(yz)=@1 2, -1) + k(1, 0, 0), k R, por exemplo.
d) (v, y,2) = (3, -1, 2) + k(0, 1, 0), k € R, por exemplo.
e)(x, vz =3, -1 2) +k(0,0,1), k elR, por exemplo.
(L-p2p,-2p+1)=(1,2-1)+k(2,-3,3)
< @Q-p2p,-2p+1) =1+ 2k, 2 -3k, -1 + 3k)

1-p=1+2k
& 2p=2-3k

-2p+1=-1+3k

p=-2k
© 1 2x(-2k)=2-3k

-2x(-2k) +1=-1+3k

p=-2k
< 3 -4k =2 -3k

4k +1=-1+3k




p=-2k
S 1k=-2

k=-2
oo

k=-2

Assim, o valordep é4eovalordek é-2.

32.

321.3x2+ax(-1)+2=026-a+2=08-a=0
<a=8

3 2

Sx-2&y=-—x-=
Y a a

Uma vez que se pretende que o declive da reta r
seja 3, entao:

—%:34:)—3:3(1@(1:—1

322.3x+ay+2=0=ay=

Ovalordeaé-1.

32.3.Tem-se que m, = - %

Para que as retas r e s sejam paralelas tém de ter o
mesmo declive, logo:

_3__54q212

a 4 5

Ovalordeaéls—z.

33. AB=B-A=(3,5-(1,2)=(223)

3
mAB=7

AeAB:2=%x1+b<:>b=2—%<:>b=

Logo,AB:y:%x+i.

2
AC=C-A=(-1,3)-(1,2)=(-21)

N1

1
mAC__?

AeAC:Z:—%xl+b<:)b=2+%<:)b=%
Logo, AC'y=—%x+i.

2
BC=C-B=

3)-3.5=(-4-2

(1
2 _ 1
=42
1

BeBC:5-2 5.3 ap-L

2

x3+besb=
Logo, BC:y = %x +%.
O triangulo [ABC] é definido pela condigao:
yz%x+%/\y2—%x+%/\ys%x+%

A

y

<

v

/0 X

Propostas de resolucao

34.

34.1. A equacdo reduzida da bissetriz dos quadrantes
pares é y = —x, pelo que qualquer ponto desta reta
é da forma (x, -x), x € R. Substituindo na equacao da
reta r, tem-se:
2x+3=-x3x=-3x=-1
Logo, (-1,1) sdo as coordenadas do ponto de interse-
¢do da reta r com a bissetriz dos quadrantes pares.

34.2. A equacdo reduzida da bissetriz dos quadrantes
impares é y = x, pelo que qualquer ponto desta reta
é da forma (x, x), x € R. Substituindo na equagao da
reta s, tem-se:
(x,x) = (3,-3) + k(2

(x,x) = (3 +2k,-3-k)

x=3+2k
x=-3-k
x=3+2k

-
{
|

) II

)

x=3+2k
3k=-6

)

x=3+2x(-

)

=2

{x =-1

&

k=-2

Logo, (-1, -1) sd@o as coordenadas do ponto de

intersecdo da reta s com a bissetriz dos quadrantes
impares.

34.3. Um vetor diretor da reta r é, por exemplo, o vetor de
coordenadas (1, 2), e um ponto da reta r é o ponto
de coordenadas (0, 3). Assim:

r:(x, ) = (0, 3) + k(1, 2), k € IR, por exemplo.

34.4. 0 declive da reta s é dado por m, = - %

Entdo, a equacdo reduzida da reta s é da forma

S:y=—%x+b.
Como (3, -3) s, entdo:
-3=-lx3+b@b=-3+%@b=-%
Logo,s:y=—%x—%.
34.5.2x+3=—%x—%(:)4x+6=—x—3<:>5x=—99
Sx=-=
e 3] a2 5
osarl-3-3
34.6.2x+3=0<:>x=—%
Logo, R[—%, O].
(x,0) = (3,-3) + k(2,-1) & (v, 0) = (3 + 2k, -3 - k)
x=3+2k
{O——3 k
@{x=3+2x(—3)
k=-3
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Propostas de resolucao

74

{x =-3
&
k=-3
Logo, S(-3, 0). Assim:
ok 34
A[PRS] = 2 = 2 = % u.a.

35.
35.1.AB: 4x -3y =16 & - 3y_-4x+16@y_%x-ﬁ

3
Uma vez que o declive da reta AB é % o vetor de

coordenadas (3, 4) € um vetor diretor desta reta.
Além disso, o ponto de coordenadas [0 136) per-

tence a reta AB. Assim, uma equacdo vetorial da
reta AB é, por exemplo:

(r,)) = [0, - 13—6] + kB3, 4) keR

35.2. 0 ponto D é o ponto de intersecéo da reta CD com
o0 eixo Oy.
A reta CD é paralela a reta AB e passa no ponto C,
logo uma equacao vetorial desta reta é:
(x,y)=(3,5) +k(3,4), keR
Uma vez que D pertence ao eixo Oy, tem-se que
D(0, y), v €IR. Substituindo na equacao da reta CD,

vem que:
(0,9)=(3,5) +k(3,4) & = (3 +3k, 5+ 4k)

{o 3+3k

y=5+4k

{ k=-1
Logo, D(0, 1).
O ponto A é o ponto de intersecdo da reta AB com
0 eixo Ox.

Uma vez que A pertence ao eixo Ox, tem-se que
A(x, 0), x €R. Substituindo na equacao da reta AB,
vem que:

4x-3x0=16=4x=16x=4

Logo, A(4, 0). o
Assim, um vetor diretor da reta AC é o vetor AC.
AD=D-A=(0,1)-(4,0)=(-4,1)

O declive da reta AC é, entdo, dado por myc = -

I

mx

Como D(0, 1) € um ponto da reta AD, entdo a equacao
reduzida destareta éy = - %x +1.

353.DC=C-D=(3,5)-(0,1)=(3,4)
B=A+DC=(4,0)+(3,4)=(7,4)

36.

36.1.a) AB=B-A=(-810,4)-(0,4,0)=(-8,6,4)
G=F+AB=(24,4)+(-86,4) =(-6,10,8)
C=D+AB=(-6,-6,3)+(-8,6,4) = (-14,0,7)
AF=F-A=(24,4)-(0,4,0)=(20,4)
E=D+AF=(-6,-6,3)+(2,0,4)=(-4,-6,7)
H=C+AF=(-14,0,7) +(2,0,4) = (-12,0,11)

b) AB = ||AB|| = V/(-8)% + 62 + 42 = /116
AF = ||AFl| = V22 + 07 + 42=V/20
AD=D-A=(-6-6,3)-(0,4,0)=(-6,-10, 3)
AD = ||AD|| = V/(-6)? + (-10)% + 32 = \/145
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V=ABx AF x AD = V116 x V20 x V145 = 580 u.v.
c)AH=H-A=(-12,0,11) - (0, 4, 0) = (-12, -4, 11)
AH =||AH|| = V/(-12)% + (-4)2 + 112 = V281

O diametro da superficie esférica é V281, logo o
V281
—

seu raio é

Seja M o ponto médio de [AH]:

M =A+%m - (0,4, 0)+%(—12, -4,11) =
Z(0,4,0)+ (-6, 2, E] _ [-6, 2 E]
2 2

O ponto M é o centro da superficie esférica.

Assim, a equacdo pedida é:

2
(et 67+ (r-2)+ [2—1—1] _281

2 4

36.2.a) AB:(x,y,z) = (0,4, 0) + k(-8, 6,4), k e IR, por exemplo.
b) FE: (x,y,2) = (2,4, 4) + k(-6,-10, 3), k € IR, por exemplo.
c) CH:(x,y,2) =(-14,0,7) + k(2,0,4), k e R, por exemplo.

37.

37.1.Como A pertence ao eixo Ox, entdo A(x, 0, 0), x € R.
O ponto A é o ponto de intersecdo da reta AB com
0 eixo Ox, logo:

(x,0,0)=(0,3,0) +k(-4, 3,0) < (x, 0, 0) = (~4k, 3 + 3k, 0)

x = -4k
< 10=3+3k
0=0

{x=4

&

=-1

Assim, A(4, 0, 0).

Como B pertence ao eixo Oy, entdo B(0, y, 0), y € R.
Além disso, B pertence a reta AB, logo B(0, 3, 0).
AB=B-A=(0,3,0)-(40,0)=(-43,0)

AB = ||AB|| = \/(—4)2+32+02=\/E=5
BG=G-B=(6110)-(0,3,0)=(6,8,0)

BG = ||BG|| = V62 + 82+ 02 = /100 = 10
V=ABxBG xAD =5x10x 6 =300 u.v.

37.2.C=B+6(0,0,1)=(0,3,0)+(0,0,6) = (0, 3, 6)
CG=G-C=(6,11,0)-(0,3,6)=(6,8,-6)
Assim, uma equacao vetorial da reta CG é:
CG: (x,,2)=(0,3,6) + k(6, 8,-6), ke R
Como o ponto P pertence ao plano xOz, tem-se que
P(x, 0,z), x,zeR.
Além disso, o ponto P pertence a reta CG, logo:
(x,0,2) = (0, 3, 6) + k(6, 8, -6)
& (x,0,z2) = (6k, 3 + 8k, 6 - 6k)

x = 6k
< 10=3+8k



Propostas de resolucao

) Logo, BC = V/5 u.c.
4
oslke-3 38.2. Ponto genérico da reta AB: P(10 + 5k, -4 - 4k, 0), k e R
8 AP=P-A=(10 + 5k, -4 - 4k, 0) - (0, 4, 0) =
.33 = (10 + 5k, -8 - 4k, 0)
4 |AP]| = 2V/41 < V/(10 + 5k)?+ (-8 - 4k)2 + 02 = 2\/41
Entdo, p[_ 2., ﬁ] 100 + 100k + 25k2 + 64 + 64k + 16k? = 164
4 & 41k + 164k =0 <> k2 + 4k = 0 = k(k + 4) =0
373.F=G+6(0,0,1)=(6,11,0) + (0,0, 6) = (6, 11, 6) ©k=0vk=-4
AF=F-A=(6116)-(4,0,0)=(211,6) Se k = 0, entao P(10, -4, 0).
Assim, uma equacé&o vetorial da reta r é: Se k = -4, entdo P(-10, 12, 0).
r:(x,y,z) =(10,8,0) + k(2,11, 6), k e R
Como o ponto Q pertence ao plano yOz, tem-se  39.
Q(0,y,2),y,z<R. 39.1. 0 ponto R é o ponto de intersecdo da reta QR com
Além disso, o ponto Q pertence a reta r, logo: aretaCD. L
(0,5,2)=(10,8,0) + k(2, 11, 6) V=512 0A’=512< 0A=8
=4 (0, W Z) = (10 + Zk, 8 + llk, 6k) ASSim' P(sr 4' 8)! Q(O' 6' 8) e 5(8' 8' 3)
02104+ 2k As retas PS e QR sdo paralelas, logo um vetor dire-
=0 tor da reta QR é:
© 1 y=8+11k PS=5-P=(8,8,3)-(8,4,8)=(0,4, -5
- =6k Entdo, uma equacao vetorial da reta QR é:
QR: (v,,2) = (0, 6, 8) + k(0, 4, -5), k IR
k=-5 Como o ponto R pertence a reta CD, definida por
=0Ay=_8, entdo:
e dy= - x y=38
y=8+11x(-5) R(,8,2)z R
z=6x(-5) (0,8,2) = (0, 6, 8) + k(0, 4, -5)
kot < (0,8,2) = (0,6 + 4k, 8 - 5k)
8=6+4k
S qy= -47 =1
z=8-"5k
z=-30
1
Entao, Q(0, -47, -30). k=%
&
_ 1
38. z==
38.1.A(0,,0),yeR 11
(0,7, 0) = (10, -4, 0) + k(5, -4, 0) Logo, R[O, 8, 7].
& (0,y,0) = (10 + 5k, -4 - 4k, 0)
0210 + 5k 39.2.PS: (v, y, z) = (8, 4, 8) + k(0, 4, -5), k € R
& { B O ponto | pertence ao plano xOy, logo I(x, y, 0),x, y € R.
y=-4-4k (x,»,0)=(8,4,8)+k(0,4,-5)
‘) & (v,,0) = (8,4 + 4k, 8 - 5k)
=8
{y=—4—4x(—2) '
= 1y=4+4k
k=-2
A 0=8-5k
y=4
Logo, A0, 4, 0). x=8
B(x,0,0), xR
(x,0,0) = (10, -4, 0) + k(5, -4, 0) ely=a+axL
& (x,0,0) = (10 + 5k, -4 - 4k, 0) . 5
{x =10 + 5k k=+
&
=-4- 4k o8
x=10+5x(-1)
4 { L= y= 2
k=-1 5
8
- k==
- {x =5 5
k=-1 1[8, 22 oJ
Logo, B(5, 0, 0). 05
AB=\(0-57+(@-012+(0-01=\/25+16=\41 AE=V(8-02+(0-0)2+(0-8)2=V128=8V2
V=V10257 & 7 x BC?x V41 =5V41 e BC? =5 ﬁ=%
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Propostas de resolucao

[AEI] € um triangulo retangulo em A. Assim:

52
_ 8V2x2£t
AExAT__ "5 _208V2

2 5

Apen =

40.
40.1. Como A é um ponto do eixo das abcissas, A(x, 0), x € IR.

O=ax+box=- b

a
Logo, A[—%, O].
Ponto genérico da reta s: (2k, b - ak), k IR
Substituindo na equagdo da reta r:
b-ak=ax2k+b< -ak=2ak < k=0
Logo, B(0, b).
Como C é um ponto do eixo das abcissas, C(x, 0), xR.
(x,0)= (0, b) + k(2, -a) & (x, 0) = (2k, b - ak)

{x=2k
=
0=b-ak

2b [ bj) b
= -=]|x
la \a)) 1, [2b+£)xb=
2 2 a
b 3b _3b?

2 a 2a
‘1‘ %] é paralelo ao lado [AB], uma vez que o

declive da reta r é positivo.
1

40.2.u [

Assim,m,=a=—=

2 4
i =2
4

3b2 3b2

3b2 _ 48
20 0 T2%2

Como b é um nmero positivo, entdo b = 8.
Assim,A[—%,O], ou seja, A(-4, 0), B0, 8) e c(z 28 8 o]
ou seja, C(8, 0).
AC=8-(-4)=12
AB=V(-4-0)2+(0-8)2=
BC=V(0-8)2+(8-02=V64+64=
ENt&o, Ppgq = (12 + 4V5 + 8V2) uc.

=48 b?=64=b=8vb=-8

V16 + 64 = V80 = 4\/5
V128 = 8V/2

Exercicios globais - paginas 120 a 125
.
411.AB=B-A=

(4,-3)-(5,6)=(-1,-9)

412.AB=AC+ 22U AB=C-A+2ieC=A+AB-2U
& C=B-2UleC=(4,-3)-2(-1,-3) = C=(6,3)

413.AB+U=
||AB + ull

(-1,-9) + (-1,-3) = (-2,-12)
= V(-2 +(-12?= V4 + 144 =
=2V37

\/148 =
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414, mpg = =3 =9
AcAB 6=9x5+bb=6-45cb=-39

AB:y=9x-39
41.5.(x,y) = (5, 6) + k(-1, -3), k € R, por exemplo.
41.6. Bissetriz dos quadrantes impares: y = x
P(x, x), x € R
x=9r-39 & 8r=39 o x=32
Logo, P[2 2]
8 8

41.7. Opgao (C)
Uma vez que o declive da reta AB é 9, como se viu
antes, entdo os vetores diretores de retas paralelas
a AB sdo colineares com o vetor (1, 9).
Assim, (x, y) = (2, 3) + k(1, 9), k R, é uma equacao
vetorial de uma dessas retas.

42,

421.AB=B-A=(3,4,-1)-(1,-2,6)=(2,6,-7)

42.2.2AB-1U=2(2,6,-7)-(2,3,-1) =
=(2,9,-13)

(4,12,-14)-(2,3,-1) =

423.AB-TU=(2,6,-7)-
[[AB-ul| = V02 + 32 + (-6)2 =

2,3,-1)=(0,3,-6)
V9+36=V45=3V5

42.4.AB: (x,y,2) = (1,-2,6) + k(2, 6,-7), k €R, por exemplo.

42.5.(x,y,2) = (3,4, -1) + k(2, 3, -1), k IR, por exemplo.

42.6.(2,1,0) = (1, -2, 6) + k(2, 6, -7)
< (2,1,0) =1 + 2k, -2 + 6k, 6 - 7k)
2=1+2k
& 11=-2+6k
0=6-7k

Sistema impossivel.

)

~ =~

I I
N|oy N[k N

Logo, o ponto C ndo pertence a reta AB.

43.

43.1. (x,y) = (2,1) + k(1, -1), k €R, por exemplo.

43.2. Opcao (A)
A circunferéncia é definida pela condicao
(x-22+(-1)2=5.
Como o ponto A pertence ao eixo das ordenadas,
entdo A(0,y), y e R*.
Além disso, A é um ponto da circunferéncia, entao:
0-22+(-12=54+(-12=5c(F-1)?2=1
ey-1l=1vy-1=-1ey=2vy=0
Logo, A0, 2).



Assim, AB:y = -x + 2.

43.3.Uma vez que B pertence a reta AB, tem-se que
B(x, - x + 2), x € IR,
Além disso, B é um ponto da circunferéncia, logo:
(x-2P+(x+2-1P2=5x-2+(x+1)2=5
SxX2-dr+d+x?-2x+1=52%-6x=0

& 2x(x-3)=0=x=0vx=3
Assim, B(3, -1).
434.CB=B-C=(3,-1)-(2,1)=(1,-2)
D=A+CB=(0,2)+(1-2)=(10)
435.(x -2+ (y-12<5Ay=2-x+2Ay20
44.
44.1. Opcao (B)
m=2
> 3 1
ss3x+2ay=-le2ay=-3x-1loy=-"—x-—
2a 2a
-3
" 2a
Para que as retas r e s sejam paralelas:
8 3 15 15
= S .2 s2a=- ==
m = ms e < g &= eas- I
442.5y-3 1
4 4
a) (x,y) = (0, 0) + k(4, 3), k eIR, por exemplo.
b)m, = 5ems ,logoasretasresséoconcor-
rentes.
r:y=§x+b
> 8 16
(—2,3)er:3=§x(—2)+b@b=3+?
(:)b:2
5
T %
38,03l a5 e5-3204124
4 4 119
S-17x=119x=-—""x=-7
17
3 1 2 1
=2 x(-N+==-L24==--5
Yoy
O ponto de intersecdo das retas r e s tem coorde-
nadas (-7, -5).

44.3. P é o ponto de intersecdo da mediatriz de [AB] com
aretar.
Mediatriz de [AB]:
(x-22+@p-1)2=(x+3)+(-4)?
SxX2-dx+d+)?-2y+1=x>+6x+9+)?-8y+16

o6y = 1ox+20@y—%x+ﬁ

3
ix+lo 8 3 == 25x+50=24x+93 =x=43
377375
y=2x43+22-75
Logo, P(43, 75).

45, -

451.B=C+0A=(-2,4)+(4,2)=(26)

452.AC=C-A=(-2,4)-(4,2)=(-6,2)

Propostas de resolucao

U=kAC & U =k(-6,2)
= (-6k, 2k)
[l = 5 < V/(-6k)? + (2k)2 5 < 36k? + 4k2 =

40k’ =25k =2 k= 40 vk=- \/;

- 2\5ﬁvk=— 2\51_0@k=\/4_0vk=-@
Como i e AC tém o mesmo sentido, entdo k = @
Logo, U(—6 X \/4170 ,2 % \/‘117)] ou seja,
if-2v10 Vo)

2 2
45.3.Seja M o centro da circunferéncia.

M=A+%E=(4, 2)+%(—6, 2)=(4,2)+(-3,1)=(1,3)

AC = ||AC|| = V(-6)2 + 22 = V36 + 4 = V40 = 210
Logo, AM = %AC -V/10.

Assim, uma condicdo que define a circunferéncia é:

(c-1)+(y-372=10

454.0A=A-0=(4,2)
Mop=—= 1
4 2 1
Como O € OA, tem-se que OA: y = 5
1
Mge = Moy ==
BC OA 2
CeBC 4=t
1 2
BC.y= 7x +5
OC=C-0=(-24)
4
Moe = — = -2
oC )
Como O € OC, tem-se que OC: y = -2x.
Mpg = Moc = -2
AcAB2=-2x4+bosb=2+8<b=10
AB:y=-2x+10
Assim, uma condicdo que define o quadrado [ABCD] é:

(-2)+beob=4+1sb=5

yZ%xAyS—2x+10/\yS%x+5/\y2—2x

4.
461.AB=B-A=(2,-2,1) -
Tem-se, entao:
AB:(x,y,2)=(,-1,2)+k(@,-1,-1), keR
P € AB, logo:
(-4p,4p,p)=(1
< (-4p, 4p, p) =
-dp=1+k
S 94p=-1-k

ka

1,-1,2)=(1 -1 -1)

,-1,2) + k(1, -1, -1)
@L+k-1-k2-kK)

-k

g

p2k

ey
{8 4k =-1-k
}

g

p=2-k
-3k=-9
p=2-k

)
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Propostas de resolucao

78

{k=3
(=1
p=-1

46.2. Um ponto que ndo seja colinear com A nem com B

é um ponto que nao pertence a reta AB.

Por exemplo, o ponto de coordenadas (1, 2, 1) ndo

pertence a reta AB.
Verificacao

(1L,21)=(1-12) +k(1,-1,-1)
<(1,21)=Q+k-1-k2-k)

1=1+k
& {2=-1-k
1=2-k
k=0
e 1k=-3

k=1

Sistema impossivel.

46.3. 0 conjunto dos pontos equidistantes de A e de B é

o plano mediador de [AB].

(k-1 4+ +1)2+(=-2=(x-22+(p+2?+(z-1)

ox?-2x+1+)y?+2y+1+22-4z+4=
=x2-A4x+4+)2+4y+4+22-22+1
& 2x-2y-2z-3=0

464.C=B+U=(2-2,1)+(1,0,2)=(3,-23)
AC=C-A=(3,-23)-1-1,2) =2 -11)
IACI = V22 + ((1)2+12=V4+1+1=V6

Ve

Logo, o raio da superficie esférica é 5

Seja M o centro da superficie esférica.
M =A+%E= (1,-1,2) +%(z, 1,1)=

1 ;] = [2 _3 z]
2°2 272
Assim, a equacdo pedida é:

b33

oo 4] 3

46.5.V=ki, keR & V=k(1,0,2), keR
e v=(k 0,2k), keR
VIl =10 & VkZ + 07 + (2K)? = 10
= VK2 +4k? =10
< 5k? =100
= k?2=20

o k=V20vk=-V20
o k=2V5vk=-2V5

Como U e V tém o mesmo sentido, entdo k = 2\/5.

Assim, V(2V/5, 0, 4V/5).

=(1,-1,2)+ [1,

47.
471.AE=E-A=(1,0,1)-(2,1,0)=(-1,-11)
C=A+2AE=(2,1,0)+2(-1,-1,1) =
=(2,1,0)+(-2,-2,2)=(0,-1,2)

472.VE=E-V=(1,0,1)- (3 -1 2) = (-2, 1, -1)
VE: (x,y,2)=(3,-1,2) +k(-2,1,-1), ke R

©ASA, Dominio™, Dossié do Professor

Como P pertence ao plano yOz, tem-se que P(0, y, z),
yzelR.

0,v,2)=(3,-12) +k(-2,1,-1)

& (0,,2)=(3-2k -1+k 2-k)

0=3-2k
Sqy=-1+k
z=2-k

3
2
1
f—1 y=?
1

zZ=

473. VE(-2,1,-1)
IVEl= V(27 + 12+ (12 =V4+1+1=V6
AC=2AE=2(-1,-1,1)=(-2,-2,2)
AC=|ACI =V (-2 +(-22+22=V4+4+4=\V12
Pelo teorema de Pitagoras:
AC? = AB? + BC? & (V12)? = AB? + AB? & 12 = 2AB?

2
Logo, P[O, l, l].
2 2

< AB*=6
Abase =AB’=6
Assim:

Vinaco = % «6xV6=2V6uv.

474.AV=V-A=(3,-1,2)-(21,0)=(1,-22)
AV = V12 4+ (-2)2+22=V1+4+4=19=3
Assim, a equacao pedida é:
(=3P + (+ 12+ - 229

48. -
481.AB=BC=5
Como Q é o ponto médio de [BC] e pertence ao eixo
Oy, entdo Q(0, 5, 0).
AP-GR=2AB=2x5=2
5 5
Logo, P[i, 2, o] e R(-i, 5, 3].
2 2

e [E e
=V25+9+9=V43

W)=\/[%—0]2+(2-5)2+(o-0)2=\/%+9=
=\/E=@
472

QR= \/(o—(—%])2+(5-5)2+(0-3)2= \/%w:
61 _ Vel

42
Piror = V43 + —V261 + —V261 - (V43 +Vél) uc.




48.2.a)FG:y=5Az=5
b) EFG:z =5

C)—%SxS%AOSySSAOSZSS

483.a)A+FG=A+AD=D
b)%ﬁ+ﬁ=ﬁ+ﬁ=?& por exemplo.
) EH +E-%ﬁ=ﬁ+ﬁ-%ﬁ=E+C—Q=E,

por exemplo.

484. B[i, 5, o]

PR=R-P= [-%,5,3]-(%,2,0]4-5,3,3)

Assim, uma equacao vetorial da reta paralela a PR
e que passa no ponto B &, por exemplo:

(x,y,2) = [%, 5, O] +k(-5,3,3), keR
485.BCGy =5

Para que M pertenca ao plano BCG, tem-se que
M(x, 5, z), x,y € R.

Entao:
x = k? x=25
5=-k © {k=-5
z=k z=-5

Logo, M(25, 5, -5).

49.

49.1.0 ponto A é o ponto de intersecao da reta AE com
o plano xOy.
Como A €xOy, entdo A(x, y, 0), x, y € R.
(x,»,0=(1,1,3)+k(1,1,-3)
S (x,,0=0+k1+k 3-3k)

x=1+k x=2
y=1l+k <& {y=2
0=3-3k k=1

Logo, A(2, 2, 0).

Pode também concluir-se que B(-2, 2, 0), C(-2, -2, 0)
e D(2,-2,0).

O ponto E é o ponto de intersecdo da reta AE com
0 eixo Oz.

Como E €0z, entdao E(0, 0, z),zeR.
0,0,2)=(1,1,3)+k(1,1,-3)
<(0,0,2)=1+k 1+k 3-3k)

0=1+k

0=1+k @{

z=3-3k
Logo, E(0, 0, 6).

k=-1
z=6

49.2.x=-2A-2<y<2 Arz=0éuma condicao que define
a aresta [BC].

49.3. Plano mediador de [AE]:
(x=22+(-22+(z-02=(x-02+(y-0)%+(z-6)
SX2-Ax+d+)y?-Ay+d+722=x2+)?+22-12z+ 36
& -4x-4y+12z-28=0
ox+y-3z+7=0

Propostas de resolucao

49.4. Seja M o ponto médio de [AE].
M=[2+0'2+O,O+6J=(1’1'3)
2 2 2
Seja N o ponto médio de [CD].
N(0, -2, 0)
MN=N-M=(0,-2,0)- (1,1, 3)=(-1,-3,-3)
Assim, MN: (x,»,z) = (1, 1, 3) + k(-1, -3, -3), k R, por

exemplo.
495.BE=E-B=(0,0,6)-(-2 ,2 0) = (2, -2, 6)
BE: (x,1,2) = (0,0, 6) + k(2, -2, 6), k R, por exemplo.

F(x,1,2),x,zeR

(x,1,7) = (0,0,6) + k(2, -2, 6)

< (x, 1, 2) = (2k, -2k, 6 + 6k)
x =2k x=-1

ell-2k o =—%

z=6+ 6k
Logo, F(-1,1,3).
AF=F-A=(-1,13)-(220)=
Assim, AF: (x,y,z) = (-1, 1, 3) + k(-

z=3

(_3r —1, 3)
3,-1,3), keR.

50.

50.1. Os pontos A e B sdo os pontos de intersecdo da reta
com a circunferéncia.
Como A e B pertencem a retar, sdo da forma (x, 2x + 8),
xelR.
¥+ (2x+8-42=16 =x2+(2x+4)?=16
Sx2+4x2+16x+16 =16 < 5x2+16x=0

o x5x+16)=0x = Ovy=-16
16 8

5
Assim, A(—— —} e B(0, 8).
5°5

50.2. Ponto genérico da reta s: (4, -2 + 6k), k e R
Substituindo na equacéo da circunferéncia:
42 4 (-2 + 6k - 4)? =16 < 16 + (6k - 6)* =16
& (6k-6)=0c=6k-6=0=k=1
Logo, existe um e um sé ponto de intersecdo entre a
reta s e a circunferéncia, ou seja, areta s é tangente
a circunferéncia.

50.3. Como os pontos A e B pertencem a circunferéncia
e 0 seu centro pertence a reta r, entdo [AB] é o dia-
metro da circunferéncia.

Seja M o ponto médio de [AB]:

—1?6+0 %+8
- Rk I )
2 2 5'5
R 2
AB- (-E-o) [g ] 256+1024=
5 5 25 25

=212
5
Assim, o raio da circunferéncia é:
1 [212_1 2V53_ V265
2 Vs "2 5 s
A equacdo pedida é:

N

5 5 5
2 2
RO
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Propostas de resolucao

51.
51.1.AB: (x, ) = (0, 0) + k(-2, 3), k € IR, por exemplo.
3 3
m ==
AB = -2 2
AB:y=—%x
51.2. O ponto B é o ponto de intersecao das retas AB e BC.
e n-To k-l Tr=l4ox=2
y=—%x2=—3
Logo, B(2, -3).
BO=0-B=(-223)
A=0+BO0=(0,0)+(-2 3)=(-23)

O ponto C pertence a reta de equagao y = 2x - 7,
logo C(x, 2x - 7), x €R.

BC=C-B=(x,2x-7)-(2,-3)=(x-2,2x-4)
IBCll = V20 & V/(x - 2)2 + (2x - 42 = V20

SK-22+2x-2)=20=(x-22?+4(x-2)?=20
&5r-2°=20Kx-2P=4x-2=2vx-2=-2
ox=4vx=0

Log C(4,1).
CD=(-23)&D-C=(-2,3)&D=C+(-23)
©D=(4,1)+(-23)=D=(24)

51.3. A condico pedida é y > - %x Ay22v-7 Ap<O.

51.4. Como E pertence ao segmento de reta [AB], entdo
E(x, - %xj, xel-2, 2].
Seja h a altura do trapézio [ABCD].

AExh_1 CD+AB
2 4 2

1
Ajpep) = 2 Ajpsco) ©

@E=CDZAB

@4\/(-2 —3) 4 (3 +%x]2=

=V([4-22+1-42+V(2+2)?

+(-3-3)?

@4\/4+4x+x2+9+9x+%x2=
=V22+ (-3 + V421 (-6)?

o4 %x2+13x+13=V13+ V52
o4 17{3x2+13x+13=\/13+2\/13
o4 1743x2+13x+13=3\/13

16 [14_3x2+13x+13]=9x13

< 52x2 + 208x + 208 =117
& 52x2+208x+91=0
-208 + V2082 -4 x 52 x 91

oX =
2x52
<:>x=—lvx= _1
2 2 1
Comoxe[-2, 2], entdox = -5 e, portanto,
{13
2 4
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51.5.%:@+@=%E+%ﬁ=%(ﬁ+ﬁ):

=%E=%(ﬁ+?®=%ﬁ+—ﬁ=(ﬁ+ﬁ=ﬁ

Analogamente se prova que QR = PO.
Logo, [OPQR] é um paralelogramo.

N |-

52.
52.1. Como a altura do prisma é 6, tem-se que AH =

D=K+HA=(1,V3,7)-(0,0,6)=(1,V3,1)
C=D+DC=(1,V3,1)-(-1,V3,0)=(2,0,1)
B=C+CB=(2,0,1)-(1,V3,0)=(1,-V3,1)
A=B+BA=(1,-V3,1)-(2,0,0)=(-1,-V3,1)

0,0,6).

52.2.E+%W= 2,0, o)+%(o, 0,6)=(20,0)+(0,0,3) =
-(2,0,3)

||ﬁ+%m|=||(z,o,3)|| “\V27407432=V4+9=
=V13

52.3.BC(1,V3,0)
K1, V3,7)
ri(xy,2)=(1,V3,7)+(1,V3,0), keR, por exemplo.

52.4.LIB é o plano mediador do segmento de reta [KH].
K(1,V3,7)
H=A+AH=(-1,-V3,1)+(0,0,6) = (-1,-V3,7)
S22+ (y- V324 (-7 =
=+ 12+ (y+V3)2+(z-7)
ox2-2x+1+12-2V3y+3=
=x2+2x+1+12+2V3y+3
& -4x-4V3y=0
(:)x+\[3y=0

52.5.BC = [IBCll = V12 + (V3) + 02 = V4 =2
N=[1+1 V34+V3 1+7)=(1'\/§'4)

2 2 2

CN=V(2-12+(0-V32+@1-42=V1+3+9=

=V13
Seja P o ponto médio de [MN].
M(-1,-V/3, 4)

1+1 -V3+\V3 4+4]
P= , , =(0,0,4

[ 2 2 2 004
NP=BC=2

Seja h a altura do triangulo [CNP].
Pelo teorema de Pitagoras:

=h?+ [2 NP] o1l3=h+leh’=12

Logo, h=V12=2V3.

ZXZ\/ -12V3 ua.

ASSIm, A[BCNLGM] = 6 X —
53.
53.1. A €Ox, logo A(x, 0, 0), x e R.

(x,0,0) = (7, -3, -6) + k(-2, 3, 6)

& (x,0,0) = (7 - 2k, -3 + 3k, -6 + 6K)



x=7-2k x=5
S 1:0=-3+3k & 1k=1
0=-6+6k k=1

Assim, A(5, 0, 0).

B €0y, logo B(0, y,0), y € R.

(0,,0) = (6,-2,12) + A(-3, 5, -6)

< (0,»,0)=(6-3\-2+5A12-6))

0=6-3\ A=2
S Jy=-2+50 & 1y=8

0=12-6\A A=2
Assim, B(0, 8, 0).
C é o ponto de interse¢do das retas AC e BC.
(7,-3,-6) + k(-2,3,6) = (6,-2,12) + (-3, 5, -6)
& (7-2k,-3+3k,-6+6k)=(6-3%,-2+5112-6))

7-2k=6-3\
< 9 -3+3k=-2+5A
-6 +6k=12-6\

6k =18 - 61
7-2B3-2)=6-3\
= 1-3+3B3-1)=-2+5)
k=3-2
7-64+20=6-31
& 4-3+9-3A=-2+5L

5h0=5
& 18L=8

{k=1
=

k=2
Assim:

C=(7,-3,-6)+2(-2,3,6) = (7, -3, -6) +
-(3,3,6)

(-4,6,12) =

x 6 =40 u.v.

53.2. V[OABC] =— 5 ; 8
54,
54.1.(x,y,2)=(3,3,3) +k(-1,2,1), ke R
54.2.FBC:y=3

Seja M o ponto de intersecéo da reta r com o plano

FBC.

M(x, 3,z), x,zeR

(¢3,2)=(1,-1,2) + k(-1,2,1)

S x3,2)=1-k-1+2k 2+Kk)

x=1-k x=-1
& 43=-1+2k & k=2

z=2+k z=4
Logo, M(-1, 3, 4).

Propostas de resolucao

543.2)X=A+LFF+ L CG=A+LAB+LEBF=A+=AF
252 270 2

X é o centro da face [ABCD] e tem coordenadas
(3,0,0).

11— 1+~ 15~ 1+~ 15~
Y=B+=FG+=CG=B+=BC+=CG=B+=BG
+2 G+2CG +2 C+2CG +2
Y é o centro da face [BCGF] e tem coordenadas

(0,3,0).

Z-H-1CG+L1EF-H+L1G6C+1EF-
2 2 2 2

=H+l%+lﬁ=H+l%
2 2 2

Z é o centro da face [CDHG] e tem coordenadas

(-3,0,0).
XZ=6_
XY=YZ=V(3-02+(0-3)2+(0-02=V9+9=
=V18=3V2
Logo:
Pxyz=6+3V2+3V2=(6+6V2)uc.
b)EZ=Z-E=(-3,0,0)-(3,-3,3) = (-6,3,-3)
EZ: (x,y,2) = (-3,0,0) + k(-6,3,-3), kR
HX=X-H=(3,0,0)-(-3,-3,3)=(6,3,-3)
HX: (x,,2) = (3,0,0) + A(6,3,-3), L eR
(-3,0,0) + k(-6, 3,-3) = (3,0, 0) + A(6, 3, -3)
& (-3 - 6k, 3k, -3k) = (3 + 61, 3%, -31)
-3-6k=3+6L
& 13k =31\
-3k = -3
{—3—6k=3+6k
(=1
A=k
{12k=—6
f=4
A=k
P
nd
h=mg
Assim, P = (-3,0,0) - %( 3,-3)=
(-3,0,0) [3 i,i]=[o_iiJ
22 22
55.
551.AB=B-A=(120,8)-(12-3,6)=(0,3,2)
D=C-AB=(10,-2,11)- (0,3, 2) = (10, -5, 9)

E €AE, logo E(-1 - 26k, 1 + 8k, -12k), k € R.

AE = E-A=(-1-26k, 1+ 8k, -12k) - (12, -3, 6) =
= (-13 - 26k, 4 + 8k, -6 - 12k), k e R

llAEll= V221

& V(13 - 26k)? + (4 + 8k)2 + (-6 - 12k)? = V221

& (-13(1 + 2k))2 + (4(1 + 2k))% + (-6(1 + 2k))2 = 221

& 169(1 + 2k)? + 16(1 + 2k)? + 36(1 + 2k)? = 221

& 2211 + 2k)? = 221

o 1 +2k)? =
<1+2k=1v1+2k=-1
Sk=0vk=-1

Se k = 0, entdo E(-1,1, 0).
Se k = -1, entao E(25,-7,12).
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Propostas de resolucao

Assim, uma vez que a abcissa do ponto E é negativa,  55.4. (x=12)%+ (y+3)?+ (z-6)?= (x - 10)? + (y + 2)? + (z - 11)?

tem-se que E(-1, 1, 0). ox?-24x+144+3? + 6y +9+22-122+ 36 =
AE = (-13, 4, -6) =x2-20x+100 +y? + 4y + 4 + 22 - 22z + 121
F=B+AE=(12,0,8)+(-13,4,-6) = (-1, 4,2) & -4y +2y+10z-36=0
G=C+AE=(10,-2,11) +(-13,4,-6) = (-3,2,5) ©2x-y-5:+418=0
H=D +AE = (10,-5,9) + (-13, 4, -6) = (-3, -1, 3)
N 56.

55.2. AE = ||AE]| = V221 56.1. Equacao do plano ABC:
AB=V(12-12)2+(-3-0)2+(6-82=\0+9+4= X2 +ytezt=(x-6)+(y-12)° + (- 18)

VT X2 +)2+22=x2-12x+36+)2 - 24y + 144 + 2 - 362+ 324
_ < 12x + 24y + 36z-504=0
BC=V(12-1002+(0+2)?2+(8-11)=V4+4+9= ex+2y+3:-42-0

=V17
Assim, V = V221 x V13 x V17 = 221 u.v. 56.2.OP: (x,y,z) =(0,0,0) + k(6,12, 18), k € IR, por exemplo.

55.3.AB(0, 3, 2) 56.3.AcOx:A(x, 0,0), xR
AB: (x,y,2) =(13,-2,6) +k(0,3,2), kelR x+2x0+3x0-42=0x=42
Seja P o ponto de intersecdo da reta AB com o Logo, A(42, 0, 0).
plano xOy. Be0y: (0,5 0),yeR
P(x, 1, 0),x,v R 0+2y+3xz-42=02y=42<y=21
(x,7,0) = (12, -3, 6) + k(0, 3, 2) Logo, B(0, 21, 0).
& (v, 9, 0) = (12, -3 + 3k, 6 + 2K) Ce0z(0,0,z),z€R
1o 1o 0+2x0+3:-42=03-42c2=14
Logo, C(0, 0, 14).
S yy=-3+3k @ yy=-12 1 o
026+ 2k k--3 56.4.V=?><nxOszOB=?xnxl42x21=1372nu.v.

Logo, P(12, -12, 0).
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