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1. Trigonometria
Recorda - paginas6 e 7

1
a)

2,
a)

b)

3.

Senoc=i=i;COS()L=i=i;tgoc=§=i
10 5 105 6 3
6 3 8 4 6 3
Seny=—=2;C0Sy=—=-—;tgy="2="
L T R A T RS R i

Segundo o teorema de Pitagoras:
AC2=10%+122 = AC? = 244
Logo, AC = V244 = 2V61.

seno =12 _6V6l.
2Ve1 6l
COSG=L=5— ‘6]';tga=£=£
2V61 61 10 5
seny=—10__>5Vel.
2Ve1 61
cosy=—12 _6VEL.... 10_5
2V61 61 12 6

Segundo o teorema de Pitagoras:
152=AB2+122 < AB2=81

Logo, AB =9.

sena=22-4 . cosa=2 -3 tga=-12_-4
55 1575 973
9 3 12 4 9 3
=2 =Z;cosy=2=2itgy=2 ==

R T A TR L TR

Segundo o teorema de Pitagoras:
172 =BC2 + 82 < BC? =225

Logo, BC = 15.
Sen(x=£;cosot=i;tg(x=£
17 17 8
8 15 8
seny=-2: cosy==>2:tgy=-"
V=7 V=708

sen 22° - cos 15° = 0,3746 - 0,9659 = -0,59
t-g;—o" +COS 50 = leﬂ +0,9962 = 1,08

A altura da arvore, em metros, é igual a:
tg 60°=%<:>E=3 x tg 60°

Como BC = 5, tem-se que a altura da arvore, em
metros, é aproximadamente igual a 5 metros.

Capitulo 1 - Resolucao de problemas que envolvem

triangulos

Tarefa - A piramide - pagina 8

a)

Tales de Mileto usou a semelhanca de triangu-
los para determinar a altura da piramide. A ideia
basica seria a seguinte: se a altura da piramide e
a altura da vara sdo proporcionais as medidas das
respetivas sombras, ele poderia usar o tamanho da
sombra da vara e a sombra da piramide para calcu-
lar a altura da piramide.
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b)

d)

Medindo as sombras a mesma hora, Tales de
Mileto garantiu que o angulo do sol era constante,
obtendo assim dois angulos agudos iguais, um em
cada triangulo retangulo, como a figura abaixo
mostra:

O comprimento da vara é irrelevante, pois, qual-
quer que seja o0 seu comprimento, é constante a
razdo entre a medida do comprimento da vara e a
medida da sua sombra medida @ mesma hora.

A Piramide de Quéops (ou Grande Piramide de
Gizé) foi construida com, aproximadamente, 146,6
metros de altura. Atualmente, devido a perda de
parte do seu revestimento de calcério, a sua altura
é de, aproximadamente, 138,8 metros. E uma das
sete maravilhas do mundo antigo e continua a ser
uma das maiores estruturas construidas pelo ser
humano.

Exercicios de margem - paginas 11 a 17

Comosen45°=i,vemqueﬁ=i.
a 2 a
V2_x V2_3
2 a 2 a
x\/2
T~
a6 _ 6\/§2
V2 (V2)
N
xV2
oa-8V2
2
o a=3V2

Logo, DE=2xBE=2x7 =14.



_EC V3_EC

2 14
S EC=7V3

Entdo, o perimetro do trapézio é:

7+14+7V3+14+14=(49+7V3)uc.

tga=2B o tga-2 otga=2
BE X

Logo, o. = tg™(2) = 63,43°.
sena = % logo o = sen‘l[%j = 53,1°.
12 (12
cosy ===, logoy=cos 1[—] = 22,6°.
V=13 080 13
A
@ B
B C D
sena=AB 4 _AB 2g_4x15
AC 5 5 5
< AB=12
tg6—£@3 E@@ 4x12
BD 4 BD 3
< BD=16

Pelo teorema de Pitagoras:

AB2 + BC2=AC2 ¢ 122 + BC2 = 152
< BC2=225-144
< BC2=81

Logo, BC=9.

Tem-se, entdo, CD=BD-BC=16 -9 =7 u.c.

2

Ve, VI8 (Ver3v2

Jue
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Sejam h a altura da arvore e d a distancia entre o
ponto B e a arvore.

Entao:

V3 h
tg300=—" & Y2
B 4310773 Td+10
@h=\/§d+310\/§
Por outro lado:
tg 60° = @ 3= @h V3d
Logo:
—\@d;m\@=\/§d@\/§d+1ox/§=3\/§d
©2V3d=10V3
<d=5

Tem-se, entdo, que h=/3d = 5V/3, ou seja, a altura
da arvore é 5V/3 metros.

£2 & AD = 55 tg 40°

tga:@@tg40°
CD

tgp=BL o tg620-BD o BD-551tg 62°
D

Logo, AB = BD - AD = 55 tg 62° - 55 tg 40° = 57,3.
Assim, a largura aproximada do rio é 57,3 metros.

o 120tg72°
tg 72° + tg 63°

g6z = !
x
h
tg 720 = i
B 120 -x
h=xtg63°
< A B
h=120tg72°-xtg 72° 120 m
(=1
xtg63°=120tg 72° - x tg 72°
(=1
xtg72° + xtg 63°=120tg 72°
=1
x (tg 72° + tg 63°) = 120 tg 72°
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a)

( h-_120tg72° x tg 63°
tg 72° +tg 63°

l L__l20tg72°
tg 72° + tg 63°

Logo, h = 143,8, ou seja, a largura do rio é de, apro-
ximadamente, 143,8 metros.

120 m
Pela resolucdo da alinea anterior, sabe-se que

h~143808 ex=_1201872° 357,
tg 72° + tg 63°

Assim, pelo teorema de Pitagoras:

AP2 =73,2742 + 143,808? < AP2 = 26 115,969
Logo, AP = \/26 115,969 = 161,6

e BP2 = (120 - 73,274)? + 143,8082

& BP2 =22 864,060

Logo, BP = V22 864,060 = 151,2.

Assim, a distancia da Ana a pedra é, aproximada-
mente, 161,6 metros e a distancia da Berta a pedra
é, aproximadamente, 151,2 metros.

i. VCUbD =343 Calculo auxiliar
AB3 =343 Calculo de FP:
FP
AB=V/343 =7 cm? TR
Vprisma = Apase X h= tg 60° =$ SFP=7V3
= Axrreal x FE =
_ FP x FG w7 =
2
V3T S
2
_ 343\/§ cm3 Célculo auxEr
2 Calculo de GP:
. .7
ii. Appgrg) = PQ x GP = cos60==5
=7x14= @%:é@@:M
=98 cm? 6P
O retangulo [PQHG] tem dimensdes 7 e GP, onde
GP é tal que cos 8 -7 istoé GP=—"7_.
GP cos f
Assim, Ajpqpig) = 63.
7
A =637 =63
(PQHG) ) cos B
49 _
cosf
& cosP= 4
63
7
& Cos P =—
P 9

Assim, p = c05‘1(%J, logo B = 38,9°.
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Aprende fazendo @ - paginas 18 a 21

1.

Opgao (A)

23 23
tg20°0=23 o -2
& x O T g 200

Logo, x = 6,32 metros.

Seja h a altura do pinheiro.

h
tg60° = L s h=321tg 60°
§0V =37 g

’

Logo, a altura do pinheiro é, aproximadamente,
5,54 metros.
tg 30° = BC_  BC = 150 tg 30°
150 3
& BC=150x T3
& BC=50V3
tg45°=%@ﬁ= 150 tg 45° < AC = 150

Logo, AB = AC - BC = (150 - 50V/3) metros.

Seja x o comprimento da escada e seja a. 0 angulo
que a escada faz com o chao.

c05a=o'—lx<:>c05a=0,1

X
Logo, o = cos™(0,1) = 84°.

tg(MAB) = MB « tg(MAB) = MB.
AB 2BC
o tg(MAB) = —MB_
2% 2MB
o tg(MAB) = %
Logo, MAB = tg‘l[%j.
tg(CAB) = £B « tg(cAB) = CE
AB 208
o tg(CAB) = %

Logo, CAB = tg‘l[%] - 300,
Assim, CAM = CAB - MAB = tg™* [%] . tg’l( 1

—] =12,5°.
4

A B

D+ 'C
y X
sen 60°=L<:>h=14 sen 60°
14 V3
<:>h=14x73
sh=7V3
€os 60° = X < x = 14 cos 60°
14
ex=1l4xLt
2

Sx=7



Pelo teorema de Pitagoras:

212=)2+ (7V3) )2 =441 -147 &y =
Logo,y = V294 = 7V6.

Entdo, AB=7V6-7.

Logo, o perimetro do trapézio é dado por:
14+7V6-7+14+7+7V6=(28 + 14V6) cm
A area do trapézio é dada por:

7\/8+7;7\/6-7X7\@=14;/8X7\@=

294

=49V18 =
=147V2 cm?

Sejam x a altura do farol e y a distancia entre o
penhasco e a primeira posicao do barco.

o_ X
tg 30 Ty <:>Jx=y'£g30°

1x=ytg15°+100tg15°

[tg15°= X
y+100

[ .
ytg 30° = y tg 15° + 100 tg 15°

100 tg 15°

(=4

l

—

=3

1ytg30° -ytgl5°=
| y(tg30°-

tg 15°) = 100 tg 15°

__100tg15°
tg 30° - tg 15°

100 tg 15°
tg 30°-tg15°

ye 100 tg 15°
tg 30° - tg 15°

x tg 30°

Assim, x = 50 metros.

o+ [ =18°+14°=32°
Sejam x a distancia entre o pé do candeeiro e a luz
que projeta e y a altura do candeeiro.

o X
[tg14 - x=ytgl4°

x+0,75=ytg32°

v
1 tg 320 - £+ 075
y

ol T

| ytg320-ytg14°0=0,75

o]
[

=4

y (tg 32° - tg 14°) = 0,75

~  —

0,75

L=t
ly=tg32°—tg14°

Assim, y = 2 metros.

10.

11.
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11 cm 11 cm

[
«—
X

r=raio = 2x
sen 22,50 = Ll & x=11xsen 22,5°
r=22 xsen22,5°
Logo, a area circulo é:
nr? = ;w x (22 sen 22,5°)? =
= 222,677 cm?

30m

g

2)tg 40° = V32

g

30 tg 40° - z tg 40° = /32

)

\V/3z + z tg 40° = 30 tg 40°
g g

g

2(V/3 + tg 40°) = 30 tg 40°

e
6o
e
1
—
(
[—
43
N

\ . __30tg40°
V/3z tg 40°
Assim,z = 9,791 e h="V3 x z = 16,958.
Como x? = z? + h? vem que x% = 9,791? + 16,9582,
Assim, x = 19,6.
Como 32 = (30 - z)? + h? vem que
=20,209% + 16,9582,
Assim, y = 26,4.
As cordas tém de comprimento, aproximadamente,
19,6 metros e 26,4 metros.

X
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12.

Calculos auxiliares C)
-coséO“:%@y=40xc0560° ©60-y=60-20=

oy=40x % =40

y=20

h

sen 60° = E@ h =40 sen 60°
& h=40x ?
e h=20V3
Pelo teorema de Pitagoras:
x2 = h? + 402 & x2 = (20V/3)” + 402
< x% = 2800
Como x> 0, x = V2800 = 20\/7 metros.

O pentagono é regular e, como tal, pode ser inscrito
numa circunferéncia, onde cada arco assinalado

tem amplitude % =72°

Considerando o angulo ABC, inscrito na circunfe-
réncia, tem-se que:

ABC=A_C=M=1080
2 2

Sabe-se, também, que o triangulo [ABC] é isdsceles.
Assim, ABC = 108° e BAC = ACB = w - 36°.

O triangulo [ABC] também é isdsceles, logo:

F cos36°=1+5<:>c=—1'5
c c C cos 36°
(36° - 36°) Assim, c = 1,9 u.c.
15 15 B

3

Capitulo 2 - Angulo e arco generalizados e

circunferéncia trigonométrica

Tarefa - As voltas - pagina 22

a)

° print ("Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida")
x = float(input())
k = abs(x) // 360 #determina a parte inteira da divisdo de |x| por 360
a = abs(x) - ( k * 360)
ifx<e:
print (f"{x} = -{a}-{k} * 360")
else:
print (f"{x} = {a} + {k} * 360")

=¥ Introduz o valor da amplitude do dngulo pretendida

460
400.0 = 40.0 + 1.0 * 360

a: representa o angulo que “sobra” ap6s remover os
multiplos completos de 360° de x.

k: representa o nimero de multiplos inteiros de
360°, que cabem no valor absoluto de x. Este valor
pode ser positivo ou negativo, dependendo do sinal
de x.

6 ©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

Entrada do valor do angulo: o programa pede que
se introduza um valor para a amplitude do angulo.

Calculo de muiltiplos de 360°: o valor absoluto de x
é dividido por 360, para determinar quantos malti-
plos inteiros de 360° cabem nesse valor.

Calculo do valor restante: o programa calcula o que
resta dessa divisao, ou seja, o angulo que “sobrou”
apos subtrair os multiplos de 360°.

Ajuste de sinal para valores negativos: se o angulo
original x for negativo, o programa devolve valores
de k e de a também negativos.

Saida: o programa exibe a forma da decomposicao
do angulo, ou seja, o valor de x € mostrado como
a soma do valor restante (entre -360° e 360°) e o
nimero de multiplos de 360°.

° print ("Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida™)
x = float(input())
k = abs(x) // 36@ #determina a parte inteira da divisdo de |x| por 360
a = abs(x) - ( k * 360)
if x<eo:
print (F'{x} = -{a}-{k} * 360")
else:
print (F'{x} = {a} + {k} * 360")

©

Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida
70
70.0 = 70.8 + 0.0 * 360

° print ("Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida")
x = float(input())
k = abs(x) // 360 #determina a parte inteira da divisdo de |x| por 360
a = abs(x) - ( k * 360)
ifx<o:
print (f"{x} = -{a}-{k} * 360")
else:
print (f*{x} = {a} + {k} * 360")

©

Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida
430
430.0 = 70.0 + 1.0 * 360

o print ("Introduz o valor da amplitude do &ngulo pretendida”)
x = float(input())
k = abs(x) // 368 #determina a parte inteira da divisdo de |x| por 360
a = abs(x) - ( k * 360)
ifx<e:
print (f"{x} = -{a}-{k} * 360")
else:
print (f"{x} = {a} + {k} * 360")

©

Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida
790
790.0 = 70.0 + 2.8 * 360

° print ("Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida™)
x = float(input())
k = abs(x) // 36@ #determina a parte inteira da divisdo de |x| por 36e
a = abs(x) - ( k * 360)
if x<eo:
print (f"{x} = -{a}-{k} * 360")
else:
print (f"{x} = {a} + {k} * 360")

©

Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida
1150
1150.0 = 70.0 + 3.0 * 360

° print ("Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida")
x = float(input())
k = abs(x) // 36e #determina a parte inteira da divisdo de |x| por 36e
a = abs(x) - ( k * 360)
ifx<oe:
print (f"{x} = -{a}-{k} * 360")
else:
print (f"{x} = {a} + {k} * 360")

5]

Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida
-290
-290.9 = -290.0-0.0 * 360



° print ("Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida™)
x = float(input())
k = abs(x) // 36@ #determina a parte inteira da divisdo de |x| por 36@
a = abs(x) - ( k * 360)
if x<o:
print (f"{x} = -{a}-{k} * 360")
else:
print (f"{x} = {a} + {k} * 360")
5% Introduz o valor da amplitude do angulo pretendida

-650
-650.0 = -290.0-1.0 * 360

Concluimos que os angulos de amplitudes 70°, 430°,
7900, 1150°, -290° e -650° admitem o mesmo lado
origem e o mesmo lado extremidade, diferindo
a sua amplitude em um numero inteiro de voltas
completas.

Exercicios de margem - paginas 23 a 39

10.

a)
b)

11.

a)
b)
<)
d)

e)

12.

a)
b)
<)
d)

13.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g
h)

14.

b)

il. H iv. |

Por exemplo, 160° ou -200°.

il ii.D

m o 0O 0

400° = 40° + 1 x 360°
-1280° = -200° - 3 x 360°
670° =310° + 1 x 360°
-825° =-105° - 2 x 360°

85° pertence ao 1° quadrante.

280° pertence ao 4° quadrante.

-25° pertence ao 4° quadrante.

200° pertence ao 3° quadrante.

400° = 40° + 1 x 360° pertence ao 1° quadrante.
-1280° =-200° - 3 x 360° pertence ao 2° quadrante.
670° = 310° + 1 x 360° pertence ao 4° quadrante.
-825° = -105° - 2 x 360° pertence ao 3° quadrante.

Abcissa de P:
5V3
2

cos30°=%<:>x=5cos30°<:>x=
Ordenada de P:
sen30°=-51<:>y=55en300<:>y=%
5V73 QJ

2 '2)
Abcissa de P:

Logo, P[

Cos o =X < x=rcosa
r

b)

17.

a)

b)

18.

b)

d)
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Ordenada de P:

sena =L < y=rsena
r

Logo, P(r cos a, r sen o).

\7 3

cosa=-——;sena=—
4 4

3 4
cosP==; senf=-—
P 5 P 5

sen 780° = sen (2 x 360° + 60°) =
=sen 60° = ﬁ
2
€05 780° = o5 (2 x 360° + 60°) = COs 60° = %
sen 1125° = sen (3 x 360° + 45°) =
=sen 45° = ﬁ
2
€0s 1125° = cos (3 x 360° + 45°) =
V2

=C0s45°=—=
2

sen 1110° = sen (3 x 360° + 30°) = sen 30° =

€0s 1110° = cos (3 x 360° + 30°) = cos 30° =

N|ﬂ N[
w

-l1<cosa<ls-4<4cosa<4

Valor minimo: -4 Valor maximo: 4

-l<sena<le -4<seno-3<-2

Valor minimo: -4 Valor maximo: -2

-l<sena<les-2<2sena<?2
S2=2-2seno=-2
& 7=25-2sena=3

PN l > S_Zﬂ >1
3 3
Valor minimo: 1 Valor méximo:%
0<cos?as<1l

Valor minimo: 0 Valor maximo: 1

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor




Propostas de resolucao - Manual

8

f)

19.

b)
<)
d)

f)

20.

21.

® >

22.

23.

a)

0<coso<slel<coslo+1<?2
Valor minimo: 1 Valor maximo: 2
-1<cosa<le0<cosa+1<?2
<0< (cosa+1)2<4
Valor minimo: 0 Valor maximo: 4

sen 50° < sen 80°
cos 50° > cos 80°
c0s 105° > cos 162°
sen 200° < sen 90°
cos 180° < sen 5°
cos (-90°) = sen 180°

Afirmacao falsa. No 2° quadrante o seno é positivo e
0 cosseno é negativo, logo, ndo tém o mesmo sinal.

Afirmacdo verdadeira.
Afirmacdo verdadeira.

Afirmacao falsa. Nao existe qualquer angulo cujo
cosseno seja superior a 1.

Afirmacdo falsa. No 2° quadrante o seno é positivo.
Afirmacdo falsa. Qualquer que seja o angulo a:

—1scosas1e—%<—1.

Afirmacdo verdadeira.
Afirmacao verdadeira.

Afirmacao falsa. No 3° quadrante o cosseno é cres-
cente.

Afirmacao falsa. Nao existe qualquer angulo cujo
cosseno seja superior a 1.

Afirmacdo verdadeira.
Afirmacdao falsa. Qualquer que seja o angulo o

—lsc05asle-%<-1.
Ordenada de P:sen a = %
2
+coslo=1
16

o coslo=1-=2
“ 25

& costo = 2
25
Uma vez que o € um angulo do 2° quadrante, tem-
9 3

25 5°

sena + cosla =1 < [%)

-se quecosa = -

-1ssenx51@-1sl‘T3ksl

& -2<1-3k<2
& -3<-3k<1
&323k>-1

<:»12k2—l

1
Logo ke|-+,1].
080 E[ 3 }
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b)

c)

25.

x €]180°, 270°[, entdo:

-l<cosx<0<-4<4cosx<0

k-10
2

& -4< <0

< -8<k-10<0
< 2<k<10
Logo, k €]2, 10[.
x €[0°, 90°[, entdo:
0<cosx<le0<k?-2k+1<1
=k?-2k+1>0 A k2-2k+1<1
=k?-2k+1>0 A k2-2k<0

Calculos auxiliares
kK -2k+1=0(k-1Y=0ek=1

A

fF\ 7 K- 2k +1
(@) 1 x
‘k-2k=0ekk-2)=0ck=0v k=2
A
.\ 7Y k2 - 2k
(@) 5 x

Logo, k e R\{1} n [0, 2] = [0, 1[ U ]1, 2].

O produto do seno pelo cosseno é positivo nos 1° e
3° quadrantes.

O seno é crescente e o cosseno é decrescente no
1° quadrante.

O seno e 0 cosseno sdo crescentes no 4° quadrante.

O seno é decrescente e 0 cosseno é negativo nos
2° e 3° quadrantes.

x=-§ yA

—

AN

=V

2
senZo + [—i} —1esento=1--2
4 16

& sento = -
16



26.

b)

27.

a)

b)

<)

28.

a)

b)

Uma vez que o pertence ao 3° quadrante, tem-se:

sena=- l:—ﬁ
16 4
18

sen0=-=2 < LBD-aseno
a 2

< BD=2asen®
e
cosG=—<:>£AC=acose
a 2
< AC = 2a cos 0
Assim, a area da pega é dada por:
2a sen e>2<2a cos 0 - 22
Se 6 <0° ou se 6 =909, a figura ndo é um losango,
pelo que 6 €]0°, 90°[.
A(45°) = 2 x 32 sen 45° cos 45° =
=9
Quando 6 =45°e a = 3, o losango [ABCD] adquire a
forma de um quadrado de lado 3.

sen 0 cos 6 = A(D)

o

€0s 450° + 2 sen 765° - tg 720° =

= €05 (360° + 90°) + 2 sen (2 x 360° + 45°) -
-tg (2 x 360°) =

=c0s90° + 2sen45° -tg0° =

V2

=0+2x—=-0=

=\V2

€0s?(361°) - tg 405° + sen?(721°) =

= c0s%(360° + 1°) - tg(360° + 45°) +
+sen?(2x360°+1) =

29.

a)
b)

d)

e)

30.

a)

31
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= c0s%(1°) - tg 45° + sen?(1°) =
=1-1=
=0

tg2a € [0, +oof
Uma vez que tg?a € [0, +oo[, entdo tg2a + 3 € [3, +oo[.
tg o €]-o0, +o0[, logo tg o + 3 €]-o0, +0o[.

Uma vez que tg?a €0, +oo[, entdo 2 tg?a. [0, +o0[ e,
portanto, 2 tg?o - 1 € [-1, +oo].
Uma vez que tg?a €[0, +o[, entdo -tg2a e]-, 0],

2
logo 1 - tg2a € ]-oo, 1] e, portanto, 1;;g—ae }—oo, %}

A tangente é negativa e 0 cosseno é positivo no
4° quadrante.

O seno e a tangente sdo negativos no 4° quadrante.

N&o ha nenhum quadrante em que a tangente seja
decrescente.

A tangente e o0 cosseno tém o mesmo sinal nos 1° e
2° quadrantes.

O seno é maior que a tangente em todos os angulos
do 2° e do 4° quadrantes.

yA

v

O a/'lx

_/
-3
T2
1 32 1
1+tgla= <:>1+(——J =—
& 0s2a. 2 cos?a.
<:>1+2=L
4 cos?a
131
4  cos?a

& cos2a = &
13

Uma vez que a pertence ao 4° quadrante, tem-se

que:
(4 2 2V13
oSO = 4| —=—"—=57=2
13 \33 13
sen2ao + coslo = 1 & sen?a + % =1
osenfa=1- A
13
& sento = >
13
Como a pertence ao 4° quadrante, tem-se que:
senoe-, |2 o3 __3VI3
13 V13 13

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor
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32. Opcao (C)
o €]-90°, 90°[

A

/y 904
-

-l<sena<l
O<cosac<l
B €]-180°, -90°[

v

-90

ylk
-180° / g
Z90°

-l<senf<0

-l<cosp<0

tgp>0

Opcao (A):sen o. - cos >0 < sen o > cos B
Falso, para a. = -60° e § = -120°, por exemplo,
sen o < cos f.

Opcéao (B):sena + cos B <0

Falso, para a. = 60° e 3 = -120°, por exemplo,
sen a + cos f3 > 0.

Opcao (C):cosa.-sen B >0« cos o >senf

Verdadeiro V o €]-90°,90°[ A B €]-180°, -90°[.

Opcao (D):cosaxtgp<0
Falso, para a = 60° e § = -120°, por exemplo,
cosaxtgf>0

33.
a) (sena +cosa)?-(sena-cosa)=
=sen?o. + 2 sen o. Cos o + cos?a. -

- (sen?a. - 2 sen a. Cos o + cos?al) =
=1+2senacosa-(1l-2senacosa)=
=1l+2senacosa-1+2senacosa=
=4sen o cosa

b) sen a cos?a + sena = sen o (cos?o + sena) =
=senaxl=sena

9 1 o5 ol-cos’a_sen’o
cosa coso.  Cosa.
= z‘;zzz seno =tgasena

d) (L+tga)’ _1l+2tgo+tglo_
1+tg’a 1+tg’a

23€ena
_1..218a _ cosa
1+ tg’a 1
cos?a.
_1,pSenacos’a _
cos o

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

34.

b)

=senZa + cosZa. + 2 sen o. CoS o =
= (sen a. + cos o)?

PQR =«
Logo, QR =4 coso.e OR=4sen a
Entdo:

A(a)=4c05ax(§x4senoc)

A(30°) = 16 sen 30° x cos 30° = 16 x % x % -
=4\3ua.

=16 sen o cosa

Aprende fazendo @ - paginas 40 e 41

1

a)

b)

c)
d)

Opcéo (B)

-2026° =-226 - 5 x 360°

O lado extremidade de um angulo de amplitude
-2026° pertence ao 2° quadrante.

Opcéo (C)

P(2 cos 120°, 2 sen 120°) = [2 x (- %] 2 x %) -
=(-1,Vv3)

Opcéao (B)

Uma vez que o € um angulo do 2° quadrante e fp é
um angulo do 3° quadrante, tem-se quetg o <0 e
tg B >0, pelo que tg o <tgp.

Uma vez que o é um angulo do 2° quadrante e p é
um angulo do 3° quadrante, tem-se que sena>0e
cos B <0, pelo que sen a > cos f.

Uma vez que € um angulo do 3° quadrante, tem-
-sequetgp>0ecosP <0, peloquetgp>cosp.
Uma vez que o € um angulo do 2° quadrante e § é
um angulo do 3° quadrante, tem-se que cos . <0 e
sen B <0, pelo que cos a + sen < 0.

O seno e o cosseno tém o mesmo sinal no 1° qua-
drante (ambos sdo positivos) e no 3° quadrante
(ambos sdo negativos).

O cosseno e a tangente sao negativos no 2° qua-
drante.

O seno cresce e o cosseno decresce no 1° quadrante.

O cosseno e a tangente crescem no 3° e no 4° qua-
drantes.

2 2

Miguel: (i] + [ij -1,16 17, 1, 0 que

5 5 25 25 25
contraria a féormula fundamental da trigonometria.

2 2
F|l|pa (i] +(ij =i+ﬁ=§=1
5 5 25 25 25

Logo, a Filipa tem razdo.

2
sena + cosfa =1 [%] +cos?o =1

o costa=1-24

25

& cos2a = 2L
25

Va1

Uma vez que o € um angulo agudo, cos a. = <



10.

11.

12.

2
tga=Sena_ 5 2 _2v2a
cosa /71 V21 21
5
1+tga= 1 14321 o costa =L
cos?a cos?a 10
Uma vez que o é um angulo agudo:
cos o= 1 V1o
V1o 10
sen?a + cos2a =1 & senfa+ -+ =1
10
o sen?o = ——
10
Uma vez que o € um angulo agudo:
seno = —>— - 3V10
V10 10
Opcao (A)

A afirmacdo | é falsa, porque o valor do seno e o
valor do cosseno sdo sempre menores ou iguaisa 1.
A afirmacao Il é falsa, porque, no 2° quadrante, o
cosseno é decrescente.

A afirmacao Il é falsa, porque sen 30° + cos 30° =

=l+ﬁ¢1.
2 2

Opcao (B)
Os lados extremidade dos angulos de amplitudes
300° + k 180°, k € Zg situam-se nos 22 e 4° quadrantes.

Opcéao (D)

Para que tg 6 x sen 6 < 0, entdo o lado extremidade
de 0 tera de se situar nos 2° ou 3° quadrantes.

800° = 2 x 360° + 80°, pelo que o lado extremidade
deste angulo se situa no 1° quadrante.

-440° = -360° - 80°, pelo que o lado extremidade
deste angulo se situa no 4° quadrante.

690° = 360° + 330°, pelo que o lado extremidade
deste angulo se situa no 4° quadrante.

-530° = -360° - 170°, pelo que o lado extremidade
deste angulo se situa no 3° quadrante.

O quadrante em que o cosseno é crescente e a tan-
gente é negativa é o 4° quadrante.

No 4° quadrante o seno é crescente, logo, a afirma-
cdo é falsa.

No 4° quadrante o cosseno é positivo, logo, a afir-
macao é falsa.

No 4° quadrante o seno é negativo e o cosseno é
positivo, logo, a afirmacédo é verdadeira.

No 4° quadrante a tangente é crescente, logo, a afir-
macao é falsa.

Opcao (B)

Se sen a. x cos a. > 0, entdo o é um angulo do 1° ou
do 3° quadrantes. Se x; < x, = €O0S x; < COS x,, entdo
0 Cosseno é crescente, e isso acontece no 3° e no 4°
quadrantes. Logo, a. € um angulo do 3° quadrante,
onde o seno é decrescente.

13.

14.

Propostas de resolucao - Manual

senaxtgao= 16
15

sena _ 16
cosa 15

seno _ 16

cos’a. 15
o 1-cos’a 16

cos o 15
& 15 - 15 cos?a = 16 cos o (cos o = 0)
< 15cos?a+16cosa-15=0
-16 + V256 + 900
30

& sena x

&~ Cosa=

S cosa=3 v coso=-2
5 5

Como o é um angulo agudo, entéo cos o. = % =0,6.

senpxcosp=03

< sen?f x cos?p = 0,09 (sen B >0 e cos B >0)
& (1 - cos?p) x cos?p = 0,09

& cos?p - cos*p = 0,09

& cos*B - cos?Bp +0,09=0

& cos?p =1t \/2—0,36
& cos?B = % v Cos?B = %
Como B €]0°, 45°[, entdo cos?p = % porque
ﬁ< cosp<1le entdo, cosp =3—V10,
2 10
senZB=1—coszﬁ=1—i=i
10 10 vio
Logo, como B €]0°, 45°[, tem-se sen f = 1—100
V10

sen o 10 1

COS(X= 3V10 - 3
10

Assim, tg 3 =

Capitulo 3 - Radiano e reducao ao primeiro

quadrante

Tarefa - O fio - pagina 42

a)

b)

c)

Um valor aproximado as unidades da amplitude do
angulo ACB é 57°.

Estima-se que um radiano “cabe” aproximada-
mente 6 vezes num angulo giro.

Sabemos que a medida do comprimento da circun-
feréncia de raio r é 2.
Como 1 radiano corresponde a um arco de compri-

mento igual ao raio e Zir = 2m, concluimos que
r

“cabem” exatamente 2z radianos numa circunfe-
réncia.

Sabemos que o perimetro da circunferéncia é dire-
tamente proporcional ao raio. Logo, se o raio for r’,

como ZLr = 2m, concluimos que, qualquer que seja
r

oraio, “cabem” sempre 2x raios numa circunferéncia,
logo os resultados ndo se alterariam.
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Exercicios de margem - paginas 43 a 66

35.

a)

b)

36.

a)

b)

d)

37.

a)

Sendo o comprimento do arco igual ao raio, entdo
a amplitude do arco correspondente é 1 radiano.

1rad=2cm

, logo a amplitude do arco é:
xrad 4cm g P

Ax1_5rad
2

lrad Zﬂ, logo a amplitude do arco é:
xrad 1lcm

1x1_05rad
2
lrad __2cm , logo a amplitude do arco é:
xrad 05cm
05x1_ 025 rad
2
180° _ 120°
nrad xrad

Entdo, x = 120 Sx = z—n
180 3

Logo,23—7c rad é a medida da amplitude de um angulo
de 120°.
180° _ 135°
nrad xrad
135x 3n

Entao, x = Sx=—.
180 4

rad é a medida da amplitude de um angulo

37
Logo, =
g 4

de 135°,
180° _ 150°
nrad xrad
1507 5n

Entdo, x = S x =",
180 6

Logo,%c rad é a medida da amplitude de um angulo

de 150°.

180° _ 200°

nrad xrad

Entéo, x = 200 ., _ 10m
180 9

Logo,% rad éa medida da amplitude de um angulo

de 200°.

180° _ -70°

nrad xrad

Entdo, x = =70 Sx= _7_7t.
180 18

Logo, —i—grad éamedida daamplitude de um angulo
de -70°.

180° _  x°
nrad 2—“rad
3
180 x 2%
Entdo, x = < x=120.

T

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

b)

c)

f)

38.

a)

Logo, 120° é a medida da amplitude de um angulo

deZT” radianos.

180° _ x°
nrad _5m g
3
180 x [- 5_“J
Entdo,x=—— =~ & x=-300.
TT

Logo, -300° é a medida da amplitude de um angulo

de - 53—” radianos.

180° _  »°
nrad 7—”rad
6
180 x /T
Entao, x = < x =210.
Tt

Logo, 210° é a medida da amplitude de um angulo

de L™ radianos.

180° . x°
nrad 3—”rad
4
180 x 3%
Entao, x = & x =135.

Logo, 135° é a medida da amplitude de um angulo

de?’TJt radianos.

180° _ x°
nrad —ﬁrad

4

180 x (- 5_“]
Entdo,x=——  ~ & x=-225.

T
Logo, -225° é a medida da amplitude de um angulo

de - ‘%‘ radianos.

180° _ x°
nrad xrad

Entdo,x = 189%1 o\ 573
I

Logo, 57,3° é a medida aproximada da amplitude
de um angulo de 1 radiano.

45°

a

a=360°-90°-90° - 45° =135°

180° _ 135°

mrad arad

Entdo, a = 3327y g = 3T
180 4

Logo, a = %T" rad.



b)

<)

39.

b)

~/30°
b\

a=180°-30°=150°

180° _ 150°

nrad arad

150x  ,_ 57
180 6

S5
Logo,a=—"
& 6

b =30°

Entdo, a =

rad.

180° _ 30°
nrad brad

Entdo, b = 30n
180

sb=1.
6

360° - 60° - 60°

q="F—"= " == -1720°
2

180° _ 120°

nrad arad

Entdo, a = 1207 o, g _ 270
180 3

Logo, a = 23” rad.

b =50 _ 300

2

180° _ 30°

nrad brad

Entdo, b= 3% s p o T,
180 6

Logo, b = % rad.

1800 _ _x°
nrad 1rad
18

Entdo, x = 180X _ 57958,
T

1° _0,2958°
60’ —y'

0, 295]i-3 x 60 _ 17.748.

1 _0748
60’ 7
Entao, z =

Entao, y =

0,7481 x60 _ 45

Logo, 1 radiano corresponde aproximadamente a
57°17’ 45",

180° _  x°

nrad g ad

11
180 x X

Entao, x = 1 = 16,3636.

T
1° _0,3636°
60’ Vv

40.

a)

b)

b)

e)

Propostas de resolucao - Manual

Entao, y = w - 21,816,
10816

A

Entdo, z = Mlxw = 49.

Logo, % radianos correspondem aproximada-

mente a 16° 21' 49",

13n=6x2n+m

-13n=-6x2n-7

Ora, =t e -t correspondem a angulos com o mesmo
lado extremidade, logo 13w e -13x correspondem
a angulos com o mesmo lado extremidade.

2016w =1013 x 2%

Ora, 0 e 2 correspondem a angulos com o mesmo
lado extremidade, logo 0 e 2016z correspondem a
angulos com o mesmo lado extremidade.

7 2n+3n

I
Ora, ? e 32“ ndo correspondem a angulos com o

mesmo lado extremidade, logo % e 72—“ ndo corres-

pondem a angulos com o mesmo lado extremidade.

32n_5x2 +2n _4m + 2= 2
3 3 3 3
Logo, - T e % correspondem a angulos com o
mesmo lado extremidade.
S S IV S UL 012\, RN R 14
4 4 4
Logo, - 2% ¢ 109“ nao correspondem a angulos

4
com 0 mesmo lado extremidade.

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor
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f) 257“-2x2n=% %—168x2n=% 49.
S5 2018 a) —2cosﬁ+sen——tg&=
Logo, 6“ Tnnéo correspondem a angulos 6
JT JT JT
com o mesmo lado extremidade. =-2 COS(” - Zj + sen[Zn - Zj - tg(%‘ + gj =
JT JT JT
42, 2 _2x05xm  _18n . _gq =2cosz—senz—tg—=
18 X 21
A distancia percorrida foi de 9 metros. -2 x %_ V2 5 %
2% 2 5n 4
4. 2_n=2x5><:rc<:>x= 2 oo T b) sen?+cos
x ki 10m 10
2 =sen[n—1]+cos(n+£]=
A amplitude do arco AB é = radianos. 6 3
10 n T
, = sen---cos 2=
44. ﬁ=6—n<:>x=w<:>x=90
5 X 2 11
A area do setor circular é 90 cm2. 2 2
2, 2 =0
45. 2—”=;—”<:>4=r7<:>r2=16 2 N
kg TT £Vt T _
2 c) 5 ot
Logo, r=V16 =4. T 7
—cos|7n- T | 1 tg|3n- T | =
O raio do setor circular é 4 cm. COS( " 3]+ g[ . 4]
= cos(n —ﬂ] + tg[— ﬂ] =
46. 3 4
2n _2rn 2 . x
= LN _4 =-cos E_tg L _
@« T Joc ' [r2=4r cos3 tg4
) 2 = ) =3
2n _ Pn ‘—”—rz l =-5-1=
—=— a
o T =_i
Jr2—4r=0 Jr(r—4)=0 {‘r=0vr=4 2
<1 <9 <9 Im\boés(vet
( L (— d) sen[—z—nj—ZCOS(— lln) 3tg 1w _
3 6 6
r=4 _ r=4
<:>J 2n _ 1 <:>WJ 2 <:>WJ . =—sen%‘—2cos%—3tg[2n—%}=
U T %716 )
O raio da circunferéncia é 4 cm e a amplitude do = —sen[n —?] 2 cos[Zn - %J +3 tg%:
arco é - radianos.
8 =-senZ-2cos L +3tg L=
3 6 6
47. sen(l—a]
A ) IR B
2 sen o senoc tga
COS[%_Q] coS a. =_3\/§+\/§= \[3
sen [i + a] 17n 23n) ., 19x
T 2 cosa 1 1 e) sen="=4cos|-E=2 | +tg ==
b) tg|o+a= = =- =-== 4 4 6
2 cos(ﬂ . a] -sena sen o tga
2 cosa = sen[4n +—J +cos 23T, tg(Bn +—] =
4 4 6
48. n[3_n a] =sen X+ cos[sn —1] +tg L=
3n 2 _—Cosa _ 1 4 4 6
a) tg|l=—-a o x 7 T
2 [3:: ] —seno sena tga =senTicos Litg L=
cos| 2L —q 4 4 6
2 cos a
_V2,V2 V3_
b te3T _-cosa_ _
) g[2+ch 3n sena sena =\/§+ﬁ=
cos| S~ + cos o 3
__ 1 _3V2+V3
tga 3
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<)

51.

a)

d)

52.

2 sen(-x) + cos(x - x) + cos %—xj =
=-2senx-CoSx+Senx=
=-Senx-Ccosx

—cos(-x) + tg(m - x) + sen[% + x] + sen(% - x] =

=-COSx-1gx+ COSx+ COSx =
=-tgx+cCosx

2 cos[—x + 3%} —tg(-x) +sen(B3m - x) +

+ cos[—ﬂ—xJ =
2

=—2cos[%—x] +tgx+sen(n—x)+cos[%+x] =

=-2senx+tgx+senx-senx=
=-2senx+tgx

sen(x + ) + cos(x - ) + sen(gT“ + x] =

=-senx+cos(n-x)+sen[£+x] =
=-5enx-COSx +COSx=
=-senx

sen(180° + o) - cos(720° - a) +
+5en(90° + a) - tg(-a) =

=-sena - cos(-a) + cos o + tg o =

=-Senoa-cosa+Ccosa+tga=

=-sena+tga

~tg(1080° + B) - cos(180° - B) +
+sen(270° + B) - sen(360° - B) =

=-tg B + cos B - sen(90° + B) - sen(-p) =

=-tgpf+cosP-cosP+senpP=

=-tgp+senp

-2 cos(450° + ) - 3 tg(540° + ) -

- cos(y - 180°) - 3 sen(-y - 270°) =
=-2c05(90° + ) - 3 tg(180° + ) -

- cos(180° - y) + 3 sen(270° +y) =
=2seny-3tgy+cosy-3sen(90°+7) =
=2seny-3tgy+cosy-3cosy=
=2seny-3tgy-2cosy
2 sen(-270° + 8) - 3 sen(d - 90°) +

+5 cos(-180° - 3) + 2 tg(-360° + 3) =
=2sen(90° + §) + 3 sen(90° - ) +

+5c0s(180° + ) +2tg & =
=2c0sd+3cosd-5cosd+2tgd=
=21tgd

cos[lh +0L] =—l<:>cos[£+oc)=—l
2 3 2 3

©-seno=-L+eoseno=t
3 3

Comosena>0eae }% 37“[ entdo a pertence ao
2° quadrante.

2
seno. + coso =1 < [%] +cosla=1

<:>cosza=1—l<:>cosza=§
9 9

53.

54.

Propostas de resolucao - Manual

Uma vez que a pertence ao 2° quadrante, entdo

cosam-[8=-2V2
9 3

1

tga:sena= 3
cos 2V2
T3
__1 V2
V2 4

Entdo:
cos(-4n - a) - 2 sen[% + a] +tgBn-a) =

=cosa-2cosa-tga=

=-cosa-tga=
(-22)-[2-
_2vV2 V2 _11Vv2
3 4 12

tgn-o)=2-tga=2otga=-2

Comotga<Oeace }— % %[ entao a pertence ao
4° quadrante.

1 144-_1
osZo. cos?a.

1+tg?o= o costa =+
C 5

Uma vez que a pertence ao 4° quadrante, entao
cosa= |E= ﬁ

5 5
sen’a, + cos’a = 1 & sena + % =1

4

«:)senza=1—l<:>sen2(x=€

Uma vez que a pertence ao 4° quadrante, entao

seno = - i=—&.
5 5

Entao:
3

Sen[T_ oc] +tg(-a) + sen(mw + ) =
=—sen[%—aj —tgoa-sena=
=-Cosa-tga-sena=

\/§+2+¥=M

5 5
cos(-90° - a) = —%@ cos(90° + a) =—%
<:>—Sen(x=—i<:>sena=i

Comosena = % e a e€]90°, 270°[, entdo a pertence

ao 2° quadrante. 5
seno + coslo =1 [%] +coslo=1

& cos2a =1 -—2 « costo = L&
25 25
Uma vez que o. pertence ao 2° quadrante, entdo

coso=- —.
25 5

3
tga= = =-=
ga 2
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Entdo:

sen(180° - a) x cos(180° - a) + sen?(-ay) -
- tg(a - 180°) =

=sen a x (-cos a) + sen®a + tg(180° - a) =

=-sen o, x Cos o. + sena. - tg o =

3535
== X|-— |+ |=| -|-=|=
505 (5 4
12,9 .3
25725 4

_ 159

100

55.
(A +tg(m+a))? _
1+tg¥(-a) 1+tg’a

=1+2tgot+tg20c=l+ 2tga _
1+tg’a 1+tg’a
)sena

14 C050(=1+25enozcoszoz=

1 cos a

cos?a.

=1+2senacosa

2sen [ﬂ - oz]cos[l - aj
b) - 2 2 __2cosasena
1 + cos?a - sen2a. cos?a + CosZa

AL+tga)? _

sen o
=-——=-tga=tg(-a
coso -8 g(-a)

a) Seja Mo ponto médio de [AB].

OM=3 AW
tg(r-0)=— -tgo=——
Bl )OM _g 3
SAM=-3tga
cos(n—a)=%<:>—cosa=é
OA
3

cos a

< OA=-

Logo, o perimetro do triangulo [OAB] é dado por:

3 6
2x (-3t 2% |- =-6tga-
x(3tga)+ x[ cosa] B¢ osa

b) cos[3—“+xj=£<:>—cos[1+xj=£
2 5 2 5
esenx=2

2
sen2x+coszx=1<:>[%] +cosix=1
o costr=1--4 o costr= 2L

25 25
Comoxe }% n[ tem-se que:
cosx=-|2L--V21
25 5
2
tg x = SENX _ 5 _ 2 __2va
cosx V21 V21 21
5
Entao:
—6tgx-L=-6x(_2V21J=_ 6 _
cosa 21 V21
-

_12V21 30V21 _42V21 _,.\ /51

21 21 21
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57.

E

B C
A D
OF =-2cosx
FC=2senx
BC=-4cosx
A area do trapézio [OBCF] é dada por:
BC + OF <FC= —4c05x—2c05xXZ&;QHX=

2 2

=-6cosxsenx

Aprende fazendo @ - paginas 67 a 69

1

Opcéo (B)
97

O _ 4+ X logo, & e 2T nzo correspondem a
8 8 8 8
angulos com o mesmo lado extremidade.
_19_“=_2n+L, [ogo’le_&
10 10 10 10
a angulos com o mesmo lado extremidade.

77 _ 374+ T logo, ™ e /T nao correspondem a
2 2 2 2

correspondem

angulos com o mesmo lado extremidade.
Z%ﬂ = 351x, logo, % e % nao correspondem

a angulos com o mesmo lado extremidade.

Opcao (B)

sen[— % - x] = —sen[% + x] = —cos x. Uma vez que

X€e }—n, - 1[, entao cos x < 0 e, portanto, -cos x > 0.

sen(-24m + x) = sen x. Uma vez que x € }—n, - %{
entao senx <0.

Uma vez que x € }—n, - i{, entdo tg x> 0.
cos[% + x] = -senx. Uma vez que x € }—n, - %[
entao senx <0 e, portanto, -senx > 0.

Opcéo (B)

cos 2T sen[— —] + tg(— —] =
3 6 4
Tt
6

Opcao (D)

cos[—%+ a] cos P = cos(%— a] oS B = sen . cos B
Comon<a <32—n, entdosen a <O.

Como —%< B <0, entdo cos f > 0.

Logo, sen a. cos B < 0 e a afirmacao é verdadeira.

sen(-m - ) cos[— 37” - a] =



= -sen(w + o) cos[‘?’z—n+ a] =sen a[—cos[% + a]] =
=senasena. Comon<a<7“,entéo sen a. < 0.
Logo, sen a.sen a. > 0 e a afirmacdo é verdadeira. d)

—sen[72—“+ a] - cos B =—sen(32—”+ aj - cosp =

=sen(%+aj—cos[§=c05a—cosﬁ
Comon<a<37”,entéo cos o< 0.
Como—%<ﬁ<0, entdo cos B > 0.

Logo, cos a. - cos B < 0 e a afirmacdo é verdadeira.

-tg(-n - a) < -tg(-p) = tg(r + o) < tg B
otga<tgp a)
Comon<a<37ﬁ, entdo tg o > 0.

Como—%<[3<0,entéotg[3<0. Logo,tga>tgpe
a afirmacdo é falsa. b)
5. cos[— 2%‘] +1tg (-10m) - senz[%] -

- cosz[l + Zn] —sen 2T _
5 4

= cos[l— 4nj +tg0- senz[ﬂ] -
6 5

- cosz[l] -sen [n + 1) -
5 4

=cos X +0- senz[ﬂj + cosz(lj] +sen X -
6 5 5 4

V3 . V2
=—-1+—"=
2 2 d)
_V3+V2-2
2

A Carlota tinha razao.

6.

a) itg‘c’—“—sen3—“><cosl—cosn+sen200“:
2%7% 4 6 3 o)
-3 tg ™ _sen™ ycos T - cosm+sen 2T -

2 6 4 6 3
__3.V3 V2 V3 V3 _
=- = X—-——Xx—+1+—=
2 3 2 2 2
__V3 V6, ., V3_-Vé+4
2 4 2 4
2
b) [cos 11n+senﬁ] - cos 137 _
2 4
2
=[cos£+sen£] cos 2% _ f)
6 2
_[\/§ ]2 V2
=|—+1| +—==
2 2
=i+ 3+1+ﬁ=
4 2
_7+4V3+2V2
4

o 2 cos[—i] +2 cos[— 1) —sen 32T, sen(20257) = g)
3 4 2
—2cosE+2cos-sen3T 4 senq=
3 4 2

1 V2

=2x=4+2x—=+1+0=
2 2

Propostas de resolucao - Manual

=1+V2+1=
=2+\V2

cos 227 _ senz[s—nj - cos(— ﬂ] + tg[— EJ =
3 2 6

4
2
_(__\[2] _O_tgl_
2 6

=cos & =
3
_1.1 V3_
2 2 3
__V3
3

cos(-x) + sen(r + x) - cos[% - x] +sen(-x) =

=COSXx-Senx-senx-senx=
=C0Sx-3senx

sen[%ﬂc] +2 sen[—%—x] +3cos(x + 11n) =

=c05x—25en[%+x] +3cos(m +x) =

=C0Sx-2C0Sx-3COSx=
=-4cosx

tg(-x) + cos[STJt +x] +3 sen(- 37“ + x] -sen(8r+x) =

=—tgx+cos[%+x]+3sen[%+x]—senx=
=-tgx-senx+3COSx-senx=
=-tgx-2senx+3cosx
sen(-2m + x) - 4 tg(-m + x) + cos(13m - x) tg(x - 3x) =
=senx + 4 tg(m - x) - cos(m - x) tg(m - x) =
=senx-4tgx-cosxtgx=
=senx-4tgx-senx=
=-4tgx

/n 3n _
tg(m - x) sen =X +2sen Sotx - sen(-x) =
=-tgxsen[n+%—xj-25en[%+x)+senx=

=tgxsen(%—x)—2c05x+senx=

=tgxCcosx-2coSx+senx=
=senx-2C0Sx+sSenx=
=2senx-2cosx

-sen(-15x - x) + tg(m - x) tg(m + x) +
+ cos(3—”+x] cos[3—n—xj =
2 2

=sen(m+x)-tgxtgx+ cos[%wc} cos[%—x] =
=-senx-tg’x-senxsenx=

= -senx - tg%x - sen’x

-2 cos[x + %J + sen[g%—x] - cos(—x + 7x) =

=Zsenx+sen(%—x] - cos(m -x) =
=2sSenx+CoSx+ COSx =
=2senx+2cosx

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor 17
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a)
b)

<)

d)

10.

11.

18

cos (-B) =cos B =k

cos (- B) = -cos B = -k

cos[%— [3) =senp=V1-k?

Calculo auxiliar

sen’f +cosPp=1esen’fp=1-k

Como B e ]%n[ entdosenf=V1-k’

o 31 o 3-8 - IR

tgpoSenp_V1-k
cos 3 k

Opgéo (B)
tg(-a) x sen(-90° + a) < 0
< -tg a x (-sen(90° - o)) < 0

& EN% 050 <0
cos o

ssena<0

Uma vez que tg x > 0 e que x €]-180°, 0°[, entdo x
pertence ao 3° quadrante.

1 V2?1
1+tgx = =3 [—] =
8 cosZx 172 cosZx
1 1 3 1 2
el+== o == & cosZy ==
" 2 cosx 2 cosikx 3

Como x pertence ao 3° quadrante, entdo

cosx = - l:—ﬁ.
3 3
2

sen?x + cos?x =1 & sen?x + 5 1o sen’ =

W

Como x pertence ao 3° quadrante, entdo

1_.\V3
=3

senx=-

3
Entao:
sen?(180° + x) - 3 sen(90° + x) + cos(270° + x) +

+5en?(90° - x) =

=sen?x - 3 cos x - cos(90° + x) + cos?x =
=sen?x + cos% - 3 COS x + senx =
R
3 3 3

3
=1+\/—ﬁ
3
tgn-0)=V8o -tga=V8otga=-V8
1 1
1+ tgla = 1+8=
* it cosza@ * cos?a
<:>coszoc=l

Comotga<0eae [2m 3a], tem-se que

ae {5—“,34, pelo que cos<x=—%.

2
sena + coslo =1 < senZa=1- 1
& senfa = %

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

12.

Entao:

cos(%‘ + a] sen(23m + a) - sen [— STT‘ + a] =

= cos[% + a) sen(m + a) + sen[%— (x] =

= -sen a(-sen o) + Cos o =
=sena + COS o =

_8_1_

9 3

-2

9

Opcéo (D)

a+P=nosa=n-f
3, 3m

I3+Y—2<:>Y >

Assim:

Cosa +CosSP+seny=
=cos(n—[3)+cos[3+sen[37”-[5) =

-Cos B+ cos P - sen[ﬂ- [3) =
2

=-CosP =

-cos(m-a) =

cos a

Capitulo 4 - Funcgoes trigonométricas e fenémenos

periddicos

Tarefa - As marés - pagina 70

a)

Al > olo)g/)N] =)+

(3,28;3,3), (9,27, 0,7), (15,63; 3,1) e (21,38; 0,8)

AP0 Y NS

A =(3.28,33) N
B =(9.27,0.7)
C=(1563,3.1)
D = (21.38, 08) H e
Entrada...

A
. A2

D
IB .
R S

A=(3.28,33) N
B =(9.27,07)

C = (1563, 31) H 10
D = (2138, 0.8) : o
f(x) = RegressioSinusoidal({A, B, C, D}}

= 1.99+1.43 sen(0.53 x +0.25) 4 A ©

Entrada...

8 10 12 14 18 18 20 22

f(6) = 1,58 m
,,,,,
Ao N2
A=(328,33) N
B = (927,0.7) i @
C = (1563, 3.1) : 1
D = (21.38, 0.8) H e
f(x) = RegressioSinusoidal({A, B, C, D}} 6
= 1.99 + 1.43 sen(0.53 x + 0.25) 4 A
E = (6, f(6))
= (6, 1.58)




6 b)
: A c
P \_,V/\/
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
° 12 horas

Por observacéo do grafico, somos levados a acredi-

tar que passam 12 horas até que o comportamento

da altura da maré se repita. Este resultado advém

do movimento das marés se repetir aproximada- )
mente de 12 em 12 horas.

f) Ao cuidado do aluno.

g) Ao cuidado do aluno.

Exercicios de margem - paginas 74 a 95

58.

a) f(x)=senx-1
D;=R
-l<senx<l, VxeRo-2<senx-1<0,VxelR
D¢ =[-2,0]

fx) =0 senx-1=0<senx=1

@x=%+2kn,kez

Logo, os zeros de f sdo da forma % +2km, keZ. a)

b) g(x)=3senx
=R
-l<senx<l, VxeRe-3<3senx<3,VxelR
Logo, D’g=[—3, 3].
gx)=0=3senx=0«<senx=0
ox=knkeZ b)
Logo, os zeros de g sdo da forma ku, k € Z.

¢ h=2- sen[%}
Dh= |R
-1< sen[%] <1, VxeR

@12—5%[%] >-1,VxeR

©322-X>1,VxeR 61.
2 a)
Logo, D', = [1, 3].
h(x)=0&2- sen[%} 0o sen(%] =2
Equacao i;possivel
Logo, a fungdo h ndo tem zeros.
b)
59.
a) f(x)=1+cosx
D;=R
-1<cosx<1l VxelR

60.

Propostas de resolucao - Manual

O0<l+cosx<2, VxelR
D¢ =10, 2]
fx)=0=1+cosx=0
< cosx=-1
Sx=n+2kt keZ
Logo, os zeros de f sdo da forma n + 2k, k € Z.
g(x) = -5 cos x
=R
-1<cosx<le-5<5cosx<5
& 52-5c0sx2-5
Logo, D'y = [-5, 51.
glx)=0< -5cosx=0¢cosx=0

@x=%+kn,kez

Logo, os zeros de g sao da forma = + kx, k € Z.

g(:)==|R3 - cos [%]

—1scos[xj<14:>1> cos[ J

2 2
X
2

S 4=3- cos[ )2

Logo, D’ = (2, 4].
h(x) =03 - cos[%} =0 cos[%} =3

Equacdo impossivel

Logo, a funcéo h ndo tem zeros.
d(t) = 40 - 15 cos[ Tg ]

d(2) = 40-15 cosZ_g‘_4o ~15cos T -

15\/

=40 - =294

Passados 2 segundos do inicio do movimento,
a bola encontrava-se a uma distancia do chao
de, aproximadamente, 29,4 cm.

—1<cos[ . ]<1<:)—15<15cos[7g]515
< 15> lScos( 8 ] >-15

< 55>40 - lScos( 3 ]>25

A distancia maxima da bola ao chdo é 55cm e a
distancia minima é 25 cm.

(3x)
{erR 3x¢—+kn kez

{ clR: x¢£+ kn keZ}
=R

)2

={ R =Tk keZ}

={xeR:x=x+ 2kn, k e Z}
D’;=R

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor 19
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62.

63.

64.

a)

65.

a)

Seja M o ponto médio de [PQ].

PM =V/2 cos a

OP=V2sena

Logo, a area do triangulo [PQQO] é dada por:

2\/2 cos azx\@senoc=2 sen o Cos a

2 _(Vofm g

o X
Logo, a area do setor circular é dada por a.
Assim, a area da regido sombreada é dada por:
a + 2 sen o cos o = fla)

yA

v

1,047

e

Logo, a = 1,047.

Opcéo (D)

O periodo positivo minimo da funcao f definida por  67.

f(x) = sen(6x) é 2?” isto &, %

f(x) = sen(3x)

{3l )

=sen(3x + 2m) =
=sen(3x) = f(x), VxR
Logo, f € uma funcao periddica de periodo 23—“

- X
glx) = cos[ c ]
g(x + 10m) = cos(#) = cos[% + Zn] =

= cos [%J =gk), VxeR

Logo, g € uma funcao periddica de periodo 10s.

Por exemplo, as fungdes do tipo 5
Tc -

f(x) = a + b sen(2(x - d)) tém periodo =, pois 5 =T

Assim, f(x) = sen(2x) € um exemplo de uma fungdo  gg

de periodo .
Por exemplo, as fungdes do tipo
fo)=a+b cos[% (x - d)] tém periodo 24,
.21
pois Bl 24,
12
Assim, f(x) = cos[%x] € um exemplo de uma funcao

de periodo .
12

20 ©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

66.

Por exemplo, as funcdes do tipo

fx)=a+b cos[% (x- d)) tém periodo 4m, pois
2n _
=

2
Consideremos, por exemplo,b=1ed=0:

f(x) =a+ cos[%]

Para determinar a, consideremos o ponto de coor-
denadas (0, 6), que sabemos ter de pertencer ao
grafico da funcdo. Entdo, vem que:
f(0)=6@a+cos[%x0] =6 a+cos0=6
ca+l=6
<a=5
Assim, f(x) = 5 + cos[%] é um exemplo de uma
funcao de periodo 4 e cujo grafico contém o ponto
de coordenadas (0, 6).

Pretende-se o periodo positivo minimo da funcdo d
definida por d(t) =3 + 2 sen[l—n5 t]. A fungao d tem

periodo positivo minimo ZTR = 30. Assim, a fita

15
demora 30 segundos a dar uma volta completa.

T(t) =17
Introduzindo na calculadora grafica:
»n=17+4 cos[M]
12
»=17

obtém-se os pontos de interse¢do assinalados.

A
y

10

5-

»
»

X

i T T
o 11 23 24

Assim, conclui-se que, nesse dia, a dgua esteve a
temperaturade 17°Cas 11 heas 23 h.

t = 0 corresponde as 16 h.
t = 2 corresponde as 18 h.

JN(O)=3,2 JA+BcosO=3,2

| NER) =26 | A+BcosT-26
([A+B=32 (A=32-B

= B = B
A+2 =26 132-B+2=26

2 2

<[A=3,2—B <{A=3,2—B

= =
-B_26-32 |-B_os

2 2



69.

a)

70.

A=32-B
B=12

A=32-172
B=12

A=2
B=12

ol o o
| | |

A funcao definida pory = cos[% t+ nj tem contra-
dominio [-1, 1].

A funcao definida pory =3 cos[% t+ n] tem con-
tradominio [-3, 3].

A funcao definida por D(t) =
contradominio [1, 7].

Assim, a distancia maxima e a distancia minima ao
solo é de, respetivamente, 7 metros e 1 metro.

443 cos[%unj tem

O periodo positivo minimo da funcao definida por

D(t)=4+3 cos[% t+ n] é 2—; =4 e a frequéncia é

2
o inverso do periodo positivo minimo, logo a fre-
quéncia éi.
4

Pretende-se as solucdes da equacdo D(t) =
intervalo [0, 8[.
Introduzindo na calculadora grafica:

4, no

y1=4+3 cos[%nn]
y=4
obtém-se os pontos de interse¢do assinalados.

A

v

T T T T T T T T
Of 1 3 5 7 x
Assim, conclui-se que o corpo C estd a distancia de
4 metros do solo aos 1, 3, 5 e 7 segundos.

Sabendo que a fungao definida pory = sen(c(x - d))
tem contradominio [-1, 1], sabemos também que
a funcao definida por y = a + b sen(c(x - d)) tem
contradominio [a - b, a + b]. Assim, sabemos que o
minimo da funcdo é 10,25 e o maximo é 13,25. Logo,
uma possibilidade é a seguinte:

Ja—b=4 @Ja=4+b
la+b=12 1

ol T
l

4+b+b=12

@J @Ja=4+4

[b=4 | ——

) ‘:’1[

| 2b=8 (

Dado que as marés se repetem de 12 em 12 horas,
sabemos que o periodo da funcdo é 12, logo uma
possibilidade é a seguinte:

2 102 e

c 12 6

71.

Propostas de resolucao - Manual

Para determinar o valor da constante d, sabemos
que h(0) =

8+4sen[%x(0—d)] =10<:>sen[—£dj=%

Como sen[l tj -1 ctambémsen>% -1 vem
. 15 2’ 6 2
que:
Mg, _Tg_oT
6 6 6 6

od=-1vd=-5
Sed = -1, tem-se que fy(x) = 8+4sen[6 (x+l))
Se d = -5, tem-se que f,(x) = 8+4sen[6 (x+5))

Como sabemos que a maré alta ocorreas 2 h e as
14 h e a maré baixa ocorre as 8 h e as 20 h, tem-se:

f1(2) = 8+4sen[6 (2+1)) 8+4sen3Tn=
_844x1=12=1,(14)

£,(8) = 8+4sen[6 (8+1)]=8+4sen%"=
=8+4x(-1)=4=1(20)
12>4
f2(2)=8+4sen[%(2+5)J 8+4sen7T“=
1

=8+4x[—?J=6=f2(14)

13n

£8) = 8+4sen[ (8+5)) 8+4sen 137

=8+4x%=10=f2(20)
6<10
Dadas as condicdes, pode concluir-se que

fx) = 8+4sen[6(x+1)J

Opcéao (A)
Comecemos por determinar quanto tempo decorre
desde o nascer ao pér do sol, no maior dia do ano:

21h20min-6h15min=15h5min= 15h+ h_
_ 181, (maximo de f).

Determinemos, agora, quanto tempo decorre desde
o nascer ao por do sol, no menor dia do an0'

17h20min-7h45min=9h 35 min= 9h+ h—
15 (minimo de f).

12
Sabemos que o minimo da funcéao feg o que

nos permite excluir a expresséo da op(;ao (D).

O contradominio da funcao definida pela expressao
91 181
12 12

y= sen[ 326315 (n- 80,75)] tem contradominio [-1, 1];
= 2 _ 80,75)]

365
tem contradominio {—% ::—3} e a funcao definida

desta opgdo é { } a funcao definida por

a funcao definida pory = B sen[

pory = 1,13 sen[ 2 (n- 80,75)] tem contra-
6 4 365
dominio [ 9L 181} Logo, a funcéo relativa a esta
127 12

91

opgao tem minimo igual a 2= 5 115

endoiguala—>=
g 12
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22

Sabemos também que o periodo da funcdo f é
igual a 365, o que nos permite excluir a expressao
da opcao (C). A funcao definida pela expressao da

2
opcao (C) tem periodo igual a —=— Zn__ An® e nao
. 365 365
igual a 365. S

Vejamos, ainda, quantos dias decorrem desde o ini-
cio do ano até ao dia 21 de junho:
31+28+31+30+31+21=172

Sabemos, ainda, que, no dia de ordem 172, o tempo
que decorre desde o nascer ao por do sol é maximo,
0 que nos leva a excluir a expressao da opgao (B),
pois, de acordo com esta, o tempo que decorre
desde o nascer ao pér do sol no dia de ordem 172

éigual a:
iiz--ill-sen[ 172 - 8()75)]
3 4 (3265
=37 1 sen[ 2n_ (17 _ 80,75)J -
374 365
37 11 sen[ 182'6“] 9,58 e nao 181 _ 15,08,
ER 365 12

72. Pretendemos determinar o valor de t tal que
Alt+15) =A(t) + 1.
Utilizando x como variavel independente, preten-
demos determinar, em [0; 4,5], a solucdo da equa-
a0 A(x + 1,5) = A(x) + 1.
Ax+15)=Ak) +1
<16 - 2sen(-0,7(x + 1,5)) =16 - 2 sen(-0,7x) + 1
<16 - 2sen(-0,7(x + 1,5)) = 17 - 2 sen(-0,7x)
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora:
fi(x) = 16 - 2 sen(-0,7(x + 1,5))
f,(x) =17 - 2sen(-0,7x), 0 < x < 4,5

A
y

»
»

T T
Ol 0,748 4,5 x
Ovalor de t, com aproximagao as milésimas, € 0,748.
0,748 x 60 = 44,88

Assim, a hora desse dia em que tal ocorreu foi as
9 h 45 min.

Aprende fazendo @ - paginas 96 a 98
1
a) f(x)=(1-senx)?-(senx+1)(senx-1)=
=1-2senx+sen’ - (sen’x-1)=
=1-2senx+sen’x-sen’x+1=
=2-2senx
b) D;=R
-l<senx<le22-2senx2-2
=422-2senx=20
Logo, D’s = [0, 4].

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

a)

c)

b)

fx) =0 2-2senx=0
<senx=1

<:>x=%+2kn,kez

g(x) = sen’s + (1 + cos x)? =
=sen?x + 1+ 2 cos x + Cos?y =
=sen?x+cos’x+1+2cosx=
=1+1+2cosx=
=2+2C0Sx=
=2(cosx+1)

=R
c-l<cosx<le0<cosx+1<2
< 0<2(cosx+1)<4

Logo, D'y = [0, 4].

gx)=0=2(cosx+1)=0

& cosxy=-1
Sx=n+2km keZ

1+ tgh = [ ]
rig cos2
=1+ i1
9 cos’a
10 1
9 " cosla
& costo = —
10
Uma vez que . € F’—zn Zn[, entdo
cos o =—3—=3V10,
\ /10 10
Logo:

gla)=2(cosa+1)= (3ﬂ 1] 3V10 +2

10 5

Opgao (A)

-1<cos(nt) <1< 4<cos(nt)+5<6

Logo, a distancia do centro da rolha ao fundo do
lago varia entre 4 metros e 6 metros.

Opgao (C)
tgix=1leotgx=1 v tgx=-1
ks

<:>x=—+— kezZ
4

Entdo, no intervalo [O, 37”{ a equacao tem trés

solucges: &, 3% g T

4’4 4
D; =R
-1<cos(Bx+2)<le-4<4cos(3x+2)<4

& 1<5+4cos(3x+2)<9
Logo, D';=[1, 9].

fx) =0 5+4cos(3x +2) =

< cos(3x+2) = —%

que é uma equacao impossivel, visto que - % <-1.

Logo, a funcado f ndo tem zeros.



<)

a)

f[x+2—n]=5+4cos[3[x+ﬁJ+2]=

3 3
=5+4cos(Bx+2n+2)=
=5+4cos(3x+2) =

=f(x), VxeR, logo 23—“ é periodo da fungdo f.

Seja h a altura do triangulo [EAB].
_h p_a
tgx= a < h= > tgx
2
Entdo, a area do triangulo [EAB] é dada por:
a x %tgx t
=—1tgx
2 4 &

Assim, a area da regido sombreada da figura é dada
por:

a2—4xaT2tgx=a2—a2tgx=az(l—tgx)=A(x)

A(x) =36(1 -tgx)

2
sen?0 + cos?0 =1 < cos20=1 - [%]
& €0s20 = 8
Comofe }O, i[, entdo cos 0 = M
4 3
1
go_sen0_ 3 _ 1 _V2
06 vz 2v2 4
Assi 3
ssim
A(0) = 36(1 - tg 0) = 36(1 - \fz) -
=36-9V2
A(x) =18 < 36(1 - tgx) =18
A
y
364A
10
o 0,46 n g
4

Logo, x = 0,46 rad.

1+
A

6
Pretende-se, entdo, os trés instantes t em que d(t) = %

Propostas de resolucao - Manual

Introduzindo na calculadora gréfica:

y1=l+%sen[nx+%J

y:l
3

obtém-se os pontos de interse¢ao assinalados.

A

v

o .
o 0,67 1 2 2673 *

Assim, conclui-se que os instantes, diferente do ini-
cial, em que o ponto P passou pelo ponto A foram
os instantes 0,67 s, 2s e 2,67s.

Opcao (B)

f(x) = cos(2x)

Maximizantes de f:

cos(2x) =1 < 2x=2km, ke”Z
sx=km keZ

Minimizantes de f:

cos(2x)=-1e 2x=n+ 2km, keZ

@x=%+kn,kez

No intervalo ]0, 2x], a funcdo f tem 4 maximizantes
e minimizantes.

Assim, no intervalo ]0, 50x] tera 4 x 25 = 100 maxi-
mizantes e minimizantes, mas um deles é 50m.
Logo, no intervalo ]0, 50x[, a funcao f tem 99 maxi-
mizantes e minimizantes.

Aprende Fazendo - paginas 106 a 122

1.

Opgéo (C)

O seno é crescente e é negativo no 4° quadrante e,
neste quadrante, o seno é negativo e o cosseno é
positivo, logo o produto é negativo.

Opcéao (B)

sen[x - %} -2 cos(x + 7m) = cos x - (-2 cos x) =

=COSx+2COSx=
=3cosx

x+7xn
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3. —
Sp

a) A[SPQR] ; Q Q_T =

Calculos auxiliares

QT  —
'senx=QT < QT=4senx

-
*CoSx ="~ & TP=4cosx

©SP=1+TP=1+4cosx

_l+4cosx+1
2
=4senx(1+2cosx)=

x4senx=

b) A(l] =4sen X x [1+2cosl] =
2 2 2
=4x1x(1+2x0)=
=4cm?
Quando x = % o trapézio retangulo da figura cor-
responde ao retangulo [RSTQ] de area 4 x 1 =4 cm?

c)  Pretende-se os valores de x para os quais A(x) < 3
y1=4senx(1l+2cosx)

»=3

v

Ol 0,26

N T

Verifica-se que, os valores de x para os quais A(x) < 3
sdo os valores do intervalo [0; 0,26].

4.  Opcéao (D)
a e]-270°, -180°]

-180°

B €]270°, 360°[

W%OO x
270° BedQ

senaxcosf>0
tgaxtgp>0

cosa+senf<0
sena-senf>0

ae2°Q

24 ©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

a)

b)

Opgéo (D)

Como a € 3° quadrante, entdo sen a <0, cos o < 0
etga>0.

Como B €1° quadrante, entdo sen f >0, cos § >0
etgp>0.

Assim:

*sena x cos B <0eaopcao (A) é falsa.
ccosaxtgp<0eaopcao (B)é falsa.
csenp-sena>0eaopcao (C) é falsa.

> sena - cos B <0eaopcdo (D) é verdadeira.

1
(1 - cos?a)(1 + tg2a) = (1 - cos?a) x =
cos?a
_1-cos’a _
cos?a
_sen‘o _
cos?a.
= tgo
2
tg2a + sen?a = m +sen2o =
c

os“a

_ sen’o. + sen’o. cos?o.
cos?a,
_sen®a (1 +cos?a) _
cos?a

_ (1 -cos?)(1 + cos?a) _
cos?a

_1-cos‘a
cosZa.

_sena(l-2sen’a) _
cosa (2 cos?o-1)

sen o - 2 sena
2 cos3a - cos o,

1 - seno - seno

=tga
gax cosa + cosZo - 1
cosa - sen?o.
=tg o x =
& cos?a - sena.
=tga
Opcéo (C)
o _m_An_
4 4 4

A funcao definida por y = cos(xt + i) tem contrado-
minio [-1, 1].

A funcao definida por y = 2 cos(nt + ) tem contra-
dominio [-2, 2].

A funcao definida por y = 3 + 2 cos(xnt + ) tem con-
tradominio [1, 5].

Assim, 5 é o valor maximo e 1 é o valor minimo da
distancia do centro da esfera ao tampo da mesa.

Opcao (A)
Comprimento do arco de circunferéncia AP =

=C(o )=;xn o



10.

a)

b)

11.

sen 42° =5—%<:> h =50 sen 42°

Cc0s 42° = %4:} a =50 cos 42°

702 = b2 + h? & 4900 = b? + (50 sen(42°)?)

& b2 = 4900 - 2500 x sen?(42°)
b>0

& b =V4900 - 2500 x sen2(42°)

< b = 61,487

a+b=50cos42°+61,487 =986 m

O comprimento do outro cabo é, aproximadamente,
98,6 m.

O angulo que o cabo mais curto faz com o solo tem
amplitude 180° - 109,448° = 70,552°, aproximada-
mente.

Seja h a altura do baldo ao solo.

sen 70,5520 = % & h=70sen 70,552°

Logo, h = 66,0 metros.

E
3 3
F M D
P[BDF] =3 Xﬁ

180° - % ~120° = FED

FE = ED, logo o triangulo [FED] é isosceles.
Seja M a projecao ortogonal de E sobre [FD].

FM =MD
FEM = DEM = 60°
sen60°=%@m=3sen60°
<:>m=3x%
FD=2xFM =
? 3V3
=2x =
?
=3V3

Pos =3 x3V3=9V3 uc.

12.

13.

14.

Propostas de resolucao - Manual

A V3 D B
AB=BC=AC=2\3
AO é uma bissetriz do triangulo [ABC].

Logo, BAO:%:%O()=3OO.
tg30°=o—_D<:>OiD=\/§xtg30°
> @(ﬁ:\@x?
< 0D=1

Ag=mxr’=ngx1?=mua.

Opgao (A)
ar= 4% ar=4% ar =4
7 7 7
. =Y o
IOL—r2=h ar? = 167 ar x r = 2%
2 7 7 7
ar=4% ar=4%
7 7
= N
A lom r=4
7 7
40L—ﬂ a==
7 7
SN =
r=4 r=4
Opcao (C)
BC _\5&BC=-1V5xDC
DC
BC=DP
AP =DC

AD? - AP? + DP?
AD?=AP? + (/5 x AP)? < AD? = 6AP?
AD = V6 x AP

AD V6 xAP
_V5_V30

Ve 6
tga=DP _VEXAP g

AP AP

senﬁ=g=—Ap_=
AD V6 xAP
.1 _Ve

Ve 6
gp-BP . AP

DP V5 xAP
_1 Vs

Vs o5
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15, Apgco) = @ x AB

AB=1-cosa
AD =sen o,
B_C=tgoc
2 2
sena + cosla =1 < [?] +coslo=1

(:)i+cosza=1

@cosza=1—%

& cos?a = El

V5

& coso =+ —=
3

Vs,

O<a<%,peloquec05a>0,logoc05a=

_séena

tga otga=
o

2
3
V5

3
@tga:i

V5

2\V/5

te o =
stga c

Assim:

Alpscp) =

16. Opcao (A)
A(2 cos a, 2 sen o)

2COSOL=—£(:)COSOL=_£
5 5
1
1+ tgla =
& cos?o.
1+tg2a=%@1+tg2a=25
25
o tgla =24

O ponto B tem coordenadas [1, %J e o angulo de

amplitude B tem por lado origem o semieixo posi-
tivo das abcissas e por lado extremidade a semir-

reta OB, logo tg p = % ou seja, tg?f = %
Assim:
36 _ 564
tg2a - tg?p = 24 - 28 =204
gra-tgh 25 25
7. V2 sen[l—a] x cos[—l—a] —cosz[ﬁ—a] -tg(-0) =
2 2 2 2
= % cos a x (-sen a) - sena. + tg a. =
V2

cos a.sen o - sena + tg o =

2

26 ©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

18.

a)

b)

19.
a)

2 3 3
1.2 5o
3 3
-1 .2
Calculos auxiliares
'tg(x=—\/§
- tg 1 R
tga+1=cosza<:>(—\f2)+1—cosza
N 1
& cos'a=73
V3
@COSa:iT

kg V3
o€ |5 m ,peloquecosu:—T.

sen o
tga=
cos a

& sena=tgaxcosa

V3
oseno=-V2x -3

DAB = CDA e ABC = BCD, uma vez que [ABCD] é um
trapézio isosceles.

DAB=@=1&00-;¢

Seja h a altura do trapézio e seja a tal que
AD = BC + 2a.
sen(180° - x) = % o h=2sen(180° - x)
< h=2senx
cos(180° - x) = % < a=2cos(180° - x)
& a=-2c0sx
Entao, a area do trapézio é dada por:

(LC;’SXMXZSemF@XZSan:

=(2-2cosx)x2senx=
=4senx-4cosxsenx

cos(‘?’—”—x) =—1<:>—cos[1—x] -3
2 5 2 5

o -senx=--
5

e senx=>
5
sen?x + cosx =1 < cos?x =1 - %
o coszy = L&
25

Comoxe }% r{ entdo cos x = - %
Logo, a area do trapézio é:

4senx—4c05xsenx=4x%—4x [— ]x

A(cosa,sena) B(l,tga) C(O,tga) D(O, sen )

AD+CB 57
Ajpgeo) = + xDC=

cosa+1
L0t L
2

(cosa+1)(sena-tga)=

-tga+sena)=

(cosaseno-cosatga+seno-tga)=

N N[




20.

(cosasena-seno+sena-tga)=

NP N[

(sen o cos a - tga)

cos(-a) = % & Cosa = %

sen2a+c052a=1<:>sen2a+1—g=1
& senfo = 2
25
oseno=t2
5
Comoocer’—n,Zn[,sena:—i.
2 5
_3
3
teoe—— -2
ga 2 2
5
l(senozcosm—tgoz)=l[—ixi+i]=
2 2 5 5 4
=;[_£+1J=
2 25 4
1,27
2 100
27 _ya
200
Ao _ax1? a
setor circular 2 2 2
1 o . 3n

= (senoacosa-tga)=—; - <a<2n
2 2 2

Usando x como variavel independente:
fi(x) = % (sen x cos x - tg x)

f(x) =2

2(x) 2

A

y

2,45

v

o 3r 4,91 2 X

2
1(4,91; 2,45)
Assim, a. = 4,91.
27

=5 é periodo de f se se verificar f[x + 23—“] = f(x),
VxelR.
f[x+2—“] =4-3 sen[3[x+2—“j +1J =

3 3 5

=4—359n[3x+2n+%]

=4-3sen 3x+%]=
= f(x)

Conclui-se, assim, que 23—” é periodo de f.

b)

21.

b)

c)

Propostas de resolucao - Manual

f(x) = (1 - cos x sen x)[cos(—% +x] + sen[%ﬂcj] =

=(1-cosxsenx)(senx+cosx) =
=Senx + CoS.x - COS x Sen’x - Cosx sen x =
= COS X - COS x SeNnx + Sen x - Cosx sen x =
= cos x(1 - sen?x) + sen x(1 - cos%) =
= COS x x COS%x + Sen x x sen’x =
= cos3x + sen’x
f(x) = 2 cos’x < cos3x + sen’x = 2cosx
& sen’x = 2 cos’x - cos’x
& seny = cos?x
& senx = Ccosx

Sx= % +km, keZ
Consideremos a funcao f, definida em [0, =r]. Como
A é um ponto do grafico de f, as coordenadas de A

sao da forma (x, f(x)), ou seja, (x, cos*x + sen3x), com
x el0, m].

Para que a distancia de A a origem seja igual a 2:
d(0, A) =V (x - 0)2 + (cosx + sen3x - 0)2 = 2

ou seja:

Vx2 + (cos3x + senx)? = 2

Recorrendo as capacidades graficas da calcula-
dora, tem-se:

¥1 = Vx2 + (Cos3x + sen3x)?

y2=2

= . —

Seja | o ponto de intersecao.
As coordenadas de | sdo (1,77; 2).

Calculo auxiliar
f(1,77) = cos’(1,77) + sen’(1,77) = 0,93

Logo, as coordenadas do ponto A sdo (1,77; f(1,77)),
ou seja, (1,77;0,93).

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor
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22.

23.

24,

Opgéao (A)

wt é periodo positivo minimo, pois:

f(x + m) = f(x), VxeR

f(x + ) = 6 cos(2(x + m)) - 3
=6 cos(2x + 2m) - 3
=6cos(2x)-3 =
=f(x), VxeR

Opcao (D)
Para qualquer valor real x, tem-se:

—1ssen[bx—%j <1
@—asasen[bx—%] <a

<:>1—asl+asen(bx—%]sl+a

Como - 2 < f(x) < 4, entdo:

[1-a=-2
X sa=3
| 1+a=-4

Por outro lado:

f[-i] =—2@1+3sen[—ib—lj =-2
12 12

3
@sen[—ib—lj =-1
12 3
o-Lp-T T, 2knkeZ
12 3 2

@Lb+l=l+2k,kez
12 2 2

Sb+4=6+24k keZ
&b=2+24k keZ
Logo, b = 2.

f(x) = a + b sen(cx + d)
VxeR, -1<sen(cx+d)<1
s -b<bsen(cx+d)<b
oa-b<a+bsen(cx+d)<a+b

Como 3 é maximo absoluto de f e -1 € minimo abso-
luto de f, entdo:
Ja—b:—l a=-1+b
, &

lasb=3 | -1+b+b=3
Logo, f(x) =1 + 2 sen(cx + d).

Como =t é periodo positivo minimo de f, entéo

o ofen
| 2b=4 |b=2

M rec=2

Logo, f(x) =1 + 2 sen(2x + d).

f[%)=1+\@

<:>1+25en[2x%+d}:1+\@
V3

<:>5en(n+d)=T
<:>send=—ﬁ
@d:—%+2kn v d=‘g—n+2kn,keZ

Uma possibilidade é d = - %
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25.

26.

a)

b)

VxelR, —lssen[Zx—%] <1

o -a?<a? sen(Zx—%] <@?

<:>—az+£sa25en[2x—£j+£saz+L
3 4 3 3
Como D'y = [-3, 5], entdo:
[_a2+£=_3 [a2:3+£
|3 ) 3
~ o
laz+£=5 13+£+£=5
3 3 3
e
=3 =3
| 2k=6 | k=3
[a=2 [a=-2
= v
| k=3 | k=3
Como a €R*, entao:
a=2
| k=3

1.° processo
O periodo da funcao d é igual a Z?n = A 4,
T

2
Como cada minuto corresponde a 60 segundos,
e uma oscilacdo corresponde a 4 segundos, entdo

a bola faz 67? =15 oscilagdes em cada minuto.

2.° processo
O periodo da funcdo d éigual a 27” A _ 4,logo, a
T

2
frequéncia é % isto €, o numero de oscilagdes que
a bola faz em cada segundo.

Assim, num minuto, faz 60 x % =15 oscilagdes.

Pretendemos, recorrendo a calculadora, determi-
nar a menor solugdo positiva da equagao

40-10 cos(“Tt] = 45,

Usando x como variavel independente:
f1(x) =40 - 10 cos[%], x20

fo(x) = 45

A

VAVAVAV

y
45

: >
Ol133 x

O primeiro instante em que a bola atingiu os 0,45
metros foi aos 1,33 segundos, aproximadamente.



27.

28.

No instante inicial, a bola que se encontrava mais
perto do chao era a bola da Anabela, ja que

m(0) =40 -15cos0=25cme

d(0) =40 - 10 cos 0 =30 cm.

Apesar disso, depois de se iniciar o movimento, é
a bola da Anabela que atinge uma maior altura,
55 cm, pois D',, = [25, 55], enquanto que a bola da
Alice atinge uma altura maxima de 50 cm, pois
D', = [30, 50].

Calculos auxiliares

it

1< cof 2
-l =<cos 2

> ]le,VteIR

)sl,Vte\Rc»—lOs—lOcos[

@30540—10cos(%t)550,VtelR

it mt
1< cos(g) <l VteRe-15<-15 cos[?] <15VteR
at
8

4:»25s40—15c05( )sSS,VtsIR

Quanto a bola que mais oscilacdes realizou,
conclui-se que foi a bola da Alice, pois esta reali-
zou, como se viu na primeira alinea, 15 oscilacdes
durante o primeiro minuto (ja que o periodo posi-
tivo minimo da funcdo d é 4 s), enquanto que a
bola da Anabela realizou quase 4 oscilacdes com-
pletas, pois, como o periodo positivo minimo da
60

funcdo m é de 16 s, vem que 16 3,75 oscilacoes.
y1=30+8 COS[M]
y2=30
A
y
38+
30 22
23’1*./ \\‘ Y1
5 ; a a —
8 14 20 24 X

O primeiro dia de férias comegou com uma tempe-
ratura de, aproximadamente, 23,1 °C, logo, as 0 h
desse dia, tendo aumentado até as 14 h, altura em
que atingiu o maximo de 38 °C.

A partir dessa hora, a temperatura comecou a
diminuir até as 24 h, momento em que atingiu a
temperatura com a qual o dia tinha iniciado: apro-
ximadamente, 23,1 °C.

Durante este dia, a temperatura foi superior a
30°C, das 8 h as 20 h. Assim, o Joaquim tinha razdo
quando afirmava que durante toda a tarde a tem-
peratura foi superior a 30 °C.

Opcéo (C)
raio = h{%} - h(0) =
=40+1lsen%—40=

=40+11-40=
=11
Logo, diametro = 22 cm.

b)

29.

a)

b)

c)

30.

a)
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Seja h(0) = 40 + 11 sen 6.
Sabe-se que h(6 + 0,5) = h(6) + 2.

Pretende-se, entdo, determinar o valor de 6 tal que
40 +11sen(®+0,5)=40+11sen 6+ 2.

Recorrendo as capacidades graficas da calcula-
dora, tem-se:

x el0, m]
y, =40 + 11 sen(x + 0,5)
y2=42+1lsenx

A

y

/

o

=v

0 p

Seja | o ponto de intersecao.
As coordenadas de [ sao (0,94; 50,91).

Assim, 6 = 0,94.
200 —
oS o - 1 cos“a -1
coso . cosa
200 —
sen o - 1 sen‘a -1
sen a sen o

_-sena xsena _ sena _
-cos’a x COs o cos’a

=tg3a
coso -1 senacosa-1
sena sen a B
seno -1 senacosa-1
cos a cos a

(senacosa-1)cosa_ 1
(senacosa-1)sena tga

(1 + tg2a)(cos?a - sen?a) =

1

=— (cos?o. - sen?a) =
cos?o.

_1._5sen‘a _
cos’a

= seno. + cos?a - tg2o =
=1-tg’a

Opcéao (D)
D={aelR:cosa=0 A 1+senas=0}

Calculos auxiliares

-cosu:Omu:%+kn,ksZ

3
-1+sena=0«:>sen(x=—14:a=7n+2kn,keZ
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Logo:
D={aeIR:a¢%+kn,keZ}=

_pJ_m
_IR\{ 2+kn,kez}
b) Opcao (A)

l+sena | cosa _
cos a l+sena

_l+sena , cosa
cos o 1l+sena

cl-sena _
1-sena

_l+sena  cosa(l-sena) _
cos o 1 - sena

_cosa(l+seno)+cosafl-sena) _
cos?a

_l+sena+l-sena _
cosa

__ 2
cos a

31. Opcao (D)
sen(90° - a) = cos a.

Para o €]-30°, 60°], % <cosa<l

1.1- \/k<1@1<1 \V3k<2

27
=0<-V3ksl
& -1<V3k<0
Vﬁsk<0
@}ﬁskso
c.s.:{-ﬁ,o}
3
32. Opcao (C)

Dy= {xelR x¢?+kn keZ A1 +tg’x=0

N

I-

Condicdo universal

=IR\{x:x=%+kn,keZ}

b) g()=1+tgx)? _

1+tgh

_l+2tgx+tgh_
1

cos?a

2
=[1+25enx+senx

2
X COS%y =
cos x coszxj

cos%x +

= cos?y + 2 SENX
c

senZx
0s x cos

= C0S%x + 2 Sen x COS x + senx =

=(cos x + sen x)? =

=(senx+cosx)?  cq.d.
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X x cosx =
X

33
a)

b)

34.

a)

Opcéo (B)
Recorrendo a calculadora gréfica:

)_ tan(x)- sin(x),1<x50
= 2

2-sin(x)+1, x>0

'6.566?7

f1

Colocando na calculadora:
yp=tgxsenx,xe }—%,0}
y,=2senx+1,xe]0, 2n]

y3=Xx
YV4=—X

A(2,38; 2,38)

B(-0,85; 0,85)

d(A, B) = V/(2,38 - (-0,85))2 + (2,38 - 0,85) =
=V127738 =36

Seja s a area do setor circular representado na figura.
s _ 3% sz

x 2t 2

Seja ha altura do triangulo [ABC] relativa ao vértice
Cesejab=AB.

b
sen[ij =i<:> sen[i} =£
2 3 2 6
ob=6 sen(ij
2
cos(i] “hehos3 cos[i]
2 3 2

Assim, a area da regido sombreada é dada por:

6 sen[i) x3 cos[i]
9 . 2 2

2

= 2x-9 cos[i} sen[i]
2 2 2



b)

35.

36.

a)

Seja c o comprimento do arco AB.

€ _3x2n
X 21 L
Da alinea anterior, vem que AB =6 sen(%).

& Cc=3x

Assim, o perimetro da regido sombreada é dado por

3x+6 sen(ij.
2

Sex= % entdo a area da regido sombreada é:

9 %™ _9cos EsenZ = ﬁ—9xﬁxﬁ=
2 2 4 4 4 2 2
O _ 9 _
4 2
_9n-18 4
4
Opcéao (A)
1-k?

k?+2cosa=1ocosa=

Comoae[ 32”{ entdo -1 < cos o < 0.
Assim:
1<1-K 0o 2<1-K2<0
=1-k2>2-2 A 1-k?<0
-k?>0 A 1-k?<0
3<k<V3 A (k<-1v k>1)

Calculos auxiliares +

3-K=0k=3ck=+tV3

3/ Ve ¥

cl-K=0ok=1ck=t1

T

! | | |
Vi d.0 1 vz

Logo, k e[-V3,-1[ U1, V3].

A(cos a, sen a)

B(cos a, -sen a) D[l, tg(a - %D

D[l-i] [ L]
tg a tg a
A[ABCD]= +BA><h—
-L+25enoc
__lga (1-cosa)
2
2C050 , 5 5eng
= senaz (1-cosa)

b)

c)

_ [ cosa
_ —Cos a. + seno,
_ —Ccosa+1-cos’a

_ —cos’a-coso+1

Propostas de resolucao - Manual

+sen a] (l-cosa)=
sen o

x(1-cosa)=
sen a

x (1-cosa)=

sen o

x(l-cosa) c.q.d

sen o

cos(ﬂ*.(x]=—£<:>—Sen(},:—l<:>sen(X.=l
2 3 3 3

seno +

Comoa e€2°Q, entdao cos o = -

1

cos?a =1 @? +coslo=1

|oo

& cosa =

+ o
S

2
3

2

&~ Cosa=

g

Logo, a area do trapézio é igual a:

S e (L)
1
’ ;‘ 2\/_ 2\/§+—=
= [3+¥] u.a

A[ﬁ-%)=lA([3), 45“ <B<n

Utilizan

2
do a letra x como variavel independente:

A( -EJ =%A(x)

6
Utilizan

do as capacidades graficas da calculadora:

—cosz[x - l] cos[x - —J +1
) = 6 8«

i)
forsfo-3)

2
f()==Cosx-cosx+1 1 oy, 1
2x) one ¢ )%
yA
2,32 [rrreeeeee s
O ﬂ2,68 T x=
5
B=268
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37. Seja c o comprimento do arco AB. O perimetro da
regido sombreada é igual a:
OA+c+BC+CO
c2nr=4nsr=2
cc=(m-a)x2=2m-20
Desta forma, OA=2e CO = 2.
el +%é a amplitude, em radianos, do angulo orien-
tado que tem por lado origem o semieixo positivo
Ox e por lado extremidade a semirreta OC, logo:

C[Z cos[a+%], 2 sen[a+%n

2 cos[a +%] =2x(-sena)=-2sena

25en[a+%]=2xcosa=2cosa

Assim, as coordenadas do ponto C sdo
(-2sena, 2 cos o).
* As coordenadas do ponto B sdo (-2, 0).

*BC=V(-2sena-(-2))?+(2cosa-0)=

=V/(-2sen o + 2)2 + 4 cos2a) =

=V4seno - 8sena+4+4cosa) =

=V 4(sen?a + cos’a) - 8sen o + 4 =
=V4x1l-8sena+4=
=V8-8sena

Desta forma:
OA+c+BC+CO=2+2n-20+V8-8sena+2=

=4+2n-20+V42-2sena)=
=4+2n-20+2V2-2sena

Daqui se conclui que:

Pla) _4+2n-20.+2V2-2sena _
2 2

=2+nm-a+V2-2sena

38. O argumento da funcao seno toma valores de um
intervalo com amplitude superior a 2.

—lssen(Zx—lj <1

6
@—bsbsen[Zx—%Jsb
<:>—3—bs—3+bsen[2x—%]s—3+b

@a—3—bsa—3+bsen[2x—%]Sa—3+b

Como D's = [-4, 2], entéo:

Ja-3—b=-4 [a-b:-l
|a-3+b=2 la+b=5
[a:b-l [a:b-l
<:>'] <:>'1
|b-1+b=5 | 2b=6
[a=3-1 [a=2
= =3
| b=3 |b=3
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39. Opcao (D)
I.Df={xe|R:c052x—l¢0 A x¢%+kn,kel}=
={erR:x¢kn A x¢%+kn,keZ}

Df=|R\{x:x=%+k%,keZ}

Calculo auxiliar
cos’x-1=0cos’x=1

& cosx=-1v cosx=1

ox=kmkeZ

II.f(x+n)=—tgpﬂL=

cos’(x +m) -1

-_tgx _
cosix -1

=f(x), V x € D;

Daqui se conclui que it é periodo da funcéo f, pelo
que apenas a afirmacao Il é verdadeira.

40.
a) Opgao (A)

g[x+%] =-2 COS(Z[x+%]J +1=

=-2cos(2x+m+1=
=2cos(2x)+1

f[x—%] =2cos[—[x—%} +gj 1=

=2senx+1

g{x+lj —f[x—ﬂ] =2cos(2x)+1-(2senx+1)=
=2cos(2x)+1-2senx-1=
=2cos(2x) - 2senx

b)  f(x)=g(x)
Recorrendo a calculadora grafica:

f(x) = 2 cos[—x + %) +1
g(x) =-2cos(2x) +1

A

y

=TT 14

Woy‘&?z,os‘« 1,40\3 X
; g\l

As abcissas, com aproximacdo as centésimas, dos
pontos de intersecdo dos dois graficos sao:

-2,79; -0,70; 2,09; 1,40



41.

42.

2 cos[—x+%] +1=-2cos(2x)+1+2

&2 cos[—x + %] =-2cos(2x) + 2

Recorrendo a calculadora grafica:
=2cos| - 1]

a1 [ X + 3

¥, =-2Cos(2x) + 2

No2|/

_n'\/o
s

72

Assim, x = 0,8.

A altura da maré, no porto de Leixdes, as 0 horas do
dia 18 de outubro de 2023 é dada por h(0):
h(0)=8+5sen(0,2x0+1)=8+5senl
Pretende-se determinar quanto tempo decorreu
até ao primeiro instante em que se voltou a regis-
tar a mesma altura da maré, nesse porto, de acordo
com o modelo apresentado, pelo que a equacao
que permite determinar esse instante é h(t) = h(0).

Utilizando x como variavel independente:
8+5sen(0,2x+1)=8+5sen1l

Recorrendo as capacidades graficas da calcula-
dora:

»1=8+5sen(0,2x+1),0=<sx<48
y,=8+5senl

A
y

Y2

N

v

o[ 5,71 B

0,71x60=43
Decorreram 5 horas e 43 minutos até se voltar a
registar a altura da maré registada as 0 horas.

Intersecdao com o eixo Oy: (0, f(0)) = (0, 2)
f(0)=cos0+cos(2x0)=1+1=2
A0, 2)

43.

a)

b)

c)

d)
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Intersecao com o eixo Ox
Pretendemos resolver, recorrendo a calculadora,
a equacao f(x) =0, em [0, m].

BC x ordenada de A _

Aagg = >
_(314-105x2 _
2
=21ua.
Opcéao (D)

O periodo de f é 27” =T
Opcéao (B)
g(x) =sen{—%+x] +0ACOSX=

=-COS X + 0 COS X =
=(a-1)cosx,coma>1

-1<cosx<1 VxelR

o -(a-1)<(a-1)cosx<a-1,VxeR e a>1

o-a+lsgx)<a-1

Dg=[1-aa-1]

Pretende-se os valores de x €]0, 2x[ tais que f(x) = g(x).

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora:

f(x) = 3 cos(2x)

glx) =sen[—%+x] +4cosx

I g A
Obtemos, com aproximacao as centésimas, x = 2,09
ex=419.
y
f
P T
A 2
/ o 0,7‘\‘3 x
. P .
P(x, f(x))
A(0,79;0)

Assim, recorrendo as capacidades graficas da cal-
culadora, determinemos a abcissa de A, com apro-
ximacgao as centésimas, 0,79.

Pretende-se as coordenadas de um ponto P do gra-

fico de f cuja abcissa pertenca ao intervalo [— % 0{

e tal que %72 L(69] RSN 1) = —=.
2 2 0,79
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\1 I2

_g. -1,003 -0,568 o x

v

As abcissas de P, com aproximacao as milésimas,
sdo -1,003 e -0,568.

Teste final - paginas 123 a 125
1. Seja C aprojecao ortogonal de C sobre [AB].

cos4so=CT’B@ﬁa=zx§@aa=\@

sen45°=CTC’<:>§’=2x%<:>E'=\ﬁ

tg30°=g<:>AC'=ﬁ(:)R‘=ﬂ
AC V3 V3
3
@AC':M
3
< AC=V6

AB=AC +CB=(V6+V2)uc.

3. ACB = 90°, pois o triangulo [ABC] esta inscrito na
circunferéncia de diametro [AB].

sena:%@@=6sena
cosa=%@ﬁ=6cosa
ACxBC _6cosax65ena_1gsanc cosa

2 2
1 9

Acmici ea=Exaxr=Lxax9=2x
semicircunferéncia
2 2 2

A[ABC] =

Logo, a area da regido a sombreado é igual a

%n—18senacosa.

4. Paraxe}%,n[,0<senx<1

O<k?+2k+1<1
Sk?+2k+1<1 A k2+2k+1>0
=k?+2k<0 A k2+2k+1>0
& -2<k<0 A (k>-1v k<-1)
& -2<k<-1v -1<k<0

Calculos auxiliares
ck+2k=0=kk+2)=0 + \ /+

©k=0v k=-2 _2\_-/0 P

v

ki +2k+1=0e(k+1)=0 + +
ok=-1 >
X

CS.=]-2,-1[u]-1,0[
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Opgéo (D)

ae3*Qefe2®Q

sena <0ecos P <0, logo, sena x cosf>0.
tga>0ecosP <0, logo, tgaxcosp<O.
cosa<0etgp<0,logo, cosa+tgf<O.
seno<0esenp>0,logo, sena-senp<0.

cos*x + sen®x cos?x + sensy + tg2x =
= cos%x(cos?x + sen?y) + senx + tg%x =
N

1

= COS%x + sen’x + tg%x =

=1+tg=
-1 c.q.d.
cos?x
Opc¢ao (B)
a+|3=3—n<:>[3=32—n—a

a+y=2022n < y=2022n - o

-Cosy-senf +cosa=

=-c05(20227n - a1) - sen[3—2” - ocj +CoSa=
=-COS 0. + COS O + COS O, =
=Cosa

2
9 senp_ 9

senptgpP=
bigp 20 cosfp 20

& 1-cos? =2 cos
B 20 B

< 20-20cos’p =9 cos P
< 20cos’p+9cosPp-20=0

9+V/81-4x 20 x(-20)

S cosP== 20

-9+41
40

<:>cos[3=—% v cosﬁ:%

< cosf=

Como-1<cosB<lVpelR entdocosp =

[IESN

Opcédo (C)
Alx) = COSZ[— 37“5 + x] +1g(-20237 + x) x sen [x + 37”] +

+C0s%(2025m + x) =
= (-sen x)? + tg x x (-cos x) + (-cos x)? =

= sen?c + 3€MX » (~cos x) + cosx =

cosx
=sen?x + Cos2x - senx =

=1-senx



10.

a)

b)

Sabemos que A(cos o, sen o), B(1, sen ) e C(1, tg ).
Como A pertence ao 3° quadrante, cos a.< 0,sen a.< 0
etga>0.

AB x BC _

2
(1-cos a)(-sena +tga)
2
_-Sena +senacosa+tga-seno _
2

_-2sena+senoacosa+tga _
2

=SenO‘(—2+COSOL+—g—t a]:
sena
sen o ]=
cos a sen o

Ajpsc) =

(%)
>SN

en o

(—2 +CoS o+

(%)
>SN

en o

[—2 + COSQL + ] c.q.d.

2 cos o

cos[—l—a]=i@—sena=i@sena=—i
2 5 5 5

senZa + cosZa =1

9 4costa=1¢e costa=18 o coso=t L
25 25 5

Comooce3?Q,cosoc=—%.

Mx[—2+c05cx+ 1 J=
2 cos a

x[_z_i_i]=
5 4

3
10
_ix[_ﬂ_1_6_2_5)=
10
3

20 20 20

10 20

243

=——»Uu.a.

200
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S aq < 1ln
8

8
A(oc1 + %j =3A(ny)
Utilizando x como variavel independente:
A(x + %) =3Ax)
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora:

f1(x) =M [—2 + cos[;w%] P ]J

2 cos[x + T
8

fz(x)=@[—2+c05x+ 1 ]

COS x

A

y

I(a, b)
a=422
b = 6,07
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