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2. Produto escalar
Recorda - paginas 128 e 129

1

As coordenadas dos vetores U, Ve W sdo, respetiva-
mente, U(1, 2), V(0, -3) e w(4, 2).

As coordenadas do vetor U sao u(2, 5, 3).

Por exemplo: (0,4,-2)e (1,1, 4)
Por exemplo: (1, -3, 6)

A equacdo reduzida da reta que tem a direcdo
do vetor (5, 10) e que passa pelo ponto A(0, 3) é
y=2x+3,sendom=ﬂl=1—0=2eb=3.
u 5
A equacao reduzida da reta que tem a direcéo do
vetor U(-2, -1) e que passa pelo ponto A(2, 1) é
1 -1_1

y==xsendom=%2-"2-Z¢
2 u -2 2

b=0(1=%x2+b<:>b=0j.

Capitulo 1 - Declive e inclinacao de uma reta
Tarefa - A rampa - pagina 130

a)

Seja mo declive da rampa. Como, para cada 100 cm
na horizontal, a rampa sobe 8 cm, tem-se que
8

m=——=0,08.
100

100

X

Sabendo que a entrada do edificio estd a 1 metro
de altura do solo, isto &, a 100 cm, tem-se que:

8 _ 100
100 X
Pelo teorema de Pitagoras, vem, entdo, que:
c?=1002 + 12502 < ¢? =1 572 500

Assim, c=V1572 500 = 1254 cm, ou seja, a rampa
deve ter, no minimo, 12,54 metros.

< x=1250

Seja . 0 angulo que a rampa faz com o solo.
. B _
i.Sabe-se que tg o = 100 < tgo=0,08.

Logo, o = tg™1(0,08) = 4,57°.

ii. Como, neste caso, o angulo tem amplitude, apro-
ximadamente, 4,57° e as normas de acessibi-
lidade geralmente exigem que o angulo seja
inferior a 5°, entdo podemos concluir que a rampa
esta dentro do limite permitido.
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Exercicios de margem - paginas 132 e 133

1
a)

b)

a)

b)

b)

y+4=0¢&y=-4— reta horizontal

Logo, a inclinacdo da reta é 0°.

(x,y) = (@, =) + k(-1, 0), k e R — reta horizontal
Logo, a inclinagdo da reta é 0°.

x = 2 — reta vertical
Logo, a inclinacao da reta é 90°.

A reta r contém os pontos de coordenadas (0, 4) e
(-2, 0), logo:
4-0

m, =

" 0-(-2
tga=2 A 0°<a<180° onde a representa a incli-
nacao daretar.
Entdo, a = tg™(2) = 63,4°.
A reta s contém os pontos de coordenadas (0, 0) e
(3,-1), logo:

_-1-0

m-21-0__1
3-0 3
1

tgp=- T 0° < B < 180°, onde { representa a

inclinagdo da reta s.

Entdo, p = tg‘l[— %j - 161,60

m=1tg60°= V3

Assim, a equacdo da reta é do tipo y = V/3x + b.
Como o ponto de coordenadas (1, 5) pertence a
reta:

5-V3+bob=5-V3
Logo, y = V3x +5-V/3 éa equacao da reta pedida.

m=tg%T“=—1

Assim, a equacdo da reta é do tipoy = -x + b.
Como o ponto de coordenadas (2, 0) pertence a
reta:

=-2+beob=2
Logo, y = -x + 2 é a equacgdo da reta pedida.

tga=1 A0<a<mxn

Logo, o = tg1(1) = %

3x+3y-4=0=3y=-3x+4

4
oy =-— -
y x+3
tga=-1 A O<a<m
Logo,oc=tg‘1(—1)=%T“.

m; =

Vi2_ s
2

tgoc:\/§ AO<a<m
Logo,a:tg’l(\/§)=%.



5. Aretarcontém os pontos de coordenadas (0, 1) e
1
—,0|, logo:
[2 ] &

m=——=-2=tga A 0°<a<180° onde a

representa a inclinacdo da retar.
Entdo, a = tg(-2) = 116,6°.

Aprende fazendo @ - pagina 134

a) y = 3 representa uma reta horizontal, logo a sua
inclinagao é 0 radianos.

b) x=4representa uma reta vertical, logo a sua incli-

nacao é % radianos.

c) Aretadeequacdoy=x+1temdeclivel.
Assim, sendo a a inclinacdo desta reta:
tga=1 A 0<a<mn

Logo, o = % radianos.

d) 2x+2y—7=0<:>2y=—2x+7<:>y=—x+%

A reta de equagdo 2x + 2y - 7 = 0 tem declive -1.
Assim, sendo a a inclinacao desta reta:

tga=-1 A O0<a<m

Logo, o = 3775 radianos.

e) Aretade equacao (x,y) = (1, 2) + k(6, 2V3), ke R

tem declive 2V3 = ﬁ
6 3
Assim, sendo a a inclinacdo desta reta:
V3

tga:T AO<a<m

Logo, 0. = % radianos.

f)  Areta definida por J e

,k €lR tem
1y=2+\/§k

declive il?) =-\V3.

Assim, sendo a a inclinagdo desta reta:

tga=-V3 A O0<a<m

Logo, o = 23—“ radianos.
2. Retar:

m,=tg30°=?

O ponto de coordenadas (0, -2) pertence a reta r.

V3

Logo, r:y = Tx - 2.

Reta s:

mg=tg45°=1

O ponto de coordenadas (0, -2) pertence a retass.
Logo,s:y=x - 2.
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Reta t:

m, =tg 120° = -V/3

O ponto de coordenadas (0, -2) pertence a reta t.
Logo, t:y = -\V3x-2.

Retar:
Os pontos de coordenadas (0, -4) e (5, 0) pertencem
aretar. Logo, m, = 4-0_4

0-5 5

Como o ponto de coordenadas (0, -4) pertence a
retar, r:y=%x—4.

Sendo a ainclinagdo da retar:

tga:% A 0° < o < 180°

Logo, a. = 38,7°.
Reta s:
Os pontos de coordenadas (3, 1) e (5, 0) pertencem
aretas. Logo, ms=1;o= -1
3-5 2

Assim,s:y=- %x +b.
Como o ponto de coordenadas (5, 0) pertence a reta s:
- l.sibob=2
2 2

Entéo,s:y:—%x+%.

Sendo B ainclinagdo da reta s:
tgﬁ:—% A 0° < <180°
Logo, § = 153,4°.

Opcéao (D)

Como o triangulo [ABC] é isosceles e ACB = 1200,
entao:

CBA - BAC=M= 300

Seja m o declive da reta BC. Entao:

m = tg(180° - 30°) = tg(150°) = - %
Assim, um vetor diretor da reta BC pode ser o vetor
de coordenadas (-3, V/3) (opcéo (C)) ou (3, -V/3)
(opcdo (D)). No entanto, a opcao (C) apresenta a
equacao vetorial de uma reta de ordenada na ori-
gem positiva (1), o que dadas as condi¢des do enun-
ciado ndo é possivel.

Observe-se que as opcoes (A) e (B) estao excluidas,
pois, na opc¢do (A), encontra-se uma equacao de
uma reta de declive —>— e, naopcao (B), encontra-se

V3

uma equacao de uma reta de declive - 3.
3

Opcéao (A)

Sabemos que tg a. = %

1
ComotgZo+1= ,vem que:
gax cos?a q
2
(i]+ 1 L9 1
5 cos?o. 25 cos?a.
o341
25 cosa
25

& cos?o = =2
34
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Como sen?o. + cos?a. = 1, tem-se que:

senzon+2—5=1<:>sen2cx=1—2—5
34 34
9
o senfa =2
=33

9
& seno=x* ﬁ
3
V34
L 3V34

osena=z*
34

3V34
34

&seno=+*

Conclui-se que sena = , pois, sendo a a incli-

nacao de r, tem-se que a € [0, 180°[, logo sen a. > 0.

Capitulo 2 - Produto escalar de dois vetores no
plano e no espaco

Tarefa - O jogo - pagina 135
l.e2

-2

3,4,5. e 6. Porexemplo, para o ponto C de coordenadas
(4, 4):

Pe(23)

= Vet(P, 0]
- (3

C=(44)

@

w = Veror(P, C)
L]

- ()

wl

7

Produto escalar: -7
Por exemplo, para o ponto C de coordenadas (4, 1):

. ©°=0 i -
il TS f P
® P=(23) : v
:

u = Vetor{P,0) : y G
*. (3 TN TWWAE THESE TR THWH  yRwEs i
® C=@&1 :

v = Vetor(P,€)

* -0

+ ; s
=2

Produto escalar: 2
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Por exemplo, para o ponto C de coordenadas (2, 1):

P-(23) ad

P
u = Vetox(P, 0)

‘e Va:

® c<=@an

v = Vetor(P,C)

Produto escalar: 6

a) Quando o produto escalar é positivo, a personagem
parece estar a aproximar-se do objetivo.

b) Um produto escalar negativo parece indicar um
afastamento da personagem em relacéo ao obje-
tivo.

Exercicios de margem - paginas 136 a 142
6.

a)  (AB, DA) = 90°
D C
()
A B
b) (AB,DC)=0°
D C
(@]
A B
) (AB,CD)=180°
D C
(@]
< A B
d) (BC, OD) = 45°
D C
A B



a)

b)

b)

<)

d)

e)

10.

a)
b)
<)
d)

(AD, DO) = 135°

u-v=|[ull x|Vl x cos(u, V) =
=2x3xcos30°=
V3

=6 x — =
2
=3V3

V=[] x |[V]] x cos(T, V) =

<=

—4x4xcosZ =
3

=16x%=
=8

0V = [l x [Vl x cos(@,v) =
= 2018 x 2018 x cos 90° =
=2018 x 2018 x 0 =

=0

Por exemplo, AB e AD.
Por exemplo, AB e DC.
Por exemplo, AB e CD.

DE - DC = ||DE|| x |IDC]| x cos(DE, DC) =

—1x1xcos1200=1x+t--1
272

BC - AD = |[BCI| x ||AD|| x cos(BC, AD)
=1x2xcos0°=2x1=2

FA - AB = |[FA|| x ||AB]| x cos(FA, AB) =

=1x1xcos60°=1xl=l
2 2

AF - AC = ||AF| x [IAC]| x cos(AF, AC) =
=1x||AC|| x cos 90° =1 x ||AC|| x0=0

EA - AB = ||EA]|| x ||AB|| x cos(EA, AB) =
= |[EA]| x 1 x cos 90° = |[EA[| x 1x 0 =0

AB - DC=axax cos0°= a2

AB - GH = a x a x cos 180° = -a2

1J- LD =ax 2a x cos 90° = 0

AC - JL = ||AC]| [IJL]| cos 90° = 0
T-W:axa\/ixcos%":az\/fx%:az

Calculo auxiliar
IK: =+ a* & 1K = 2, pelo que IK = V2a.

f)

g)
h)

11.

a)
b)

c)

12.

a)

b)

13.

a)

b)

14.

b)
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E~E=axa\fxi=a2
V3

Calculos auxiliares
<AG'=d* +(V2a)' & AG® = 3d’, pelo que AG = V3a.
== AB a 1
+CoS(AB,AG) = — =—— =—
AG V3a V3

AL EF =V/5a x a x cos 90° = 0

TA - TH=V5axax—2 = 2a?
\5

5

Calculos auxiliares
“LA?=d* + (2a) & LA® = 5d, pelo que LA = V5a.

V- (U+W)=U "V+V - W=4+(-3)=1

(6U) v=6U-v=
=6x2x2xCc0oS45°=

2
=12V2

(2017W) - [-%v] =-%V-W=o

(U+w)-(V-w)+w- U=

=UV-U W+V W-W - W+W- U=
=2x2xc0s45°+0-32

=2V2-9
15
== U-v 2
cos(U, V) = — = =
(@v) [l = VIl 5x/3
15 _ 3 _
10V3 2V3
_6V3_\V3
12 2
Logo, (U - V) = 30°.
— U-v -2 1
cosu " V)=———= == —
@-v) [lull x V]l 2x2 2

Logo, (U - V) = 120°.,

i.cos(ﬁ)=%=ﬁ=ﬁ
l[ull x V]l 3x3 9
Logo, (U, V) = 75,6°.
uv___-l
el > VIl 7, 1
3

ii. cos(T, V) = =- %

X
Logo, (ﬁ) = 115,4°.
(4,V) = 180° - 115,4° ~ 64,6°
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15. DA BD=DA"- (BA +AD) = 4,
-DA-BA+DA-AD=
=0+ k x k x cos 180° =
- K2
16. Al-AJ=(AD+DIl)- (AB + BJ) =
~AD-AB+AD-BJ+DI-AB+DI-BJ=
=0+ ||AB]| x%llﬁll +%|Iﬁll x ||AB|| + 0 =
- L jaBil2+ L |jaBI12 =
2 2

= ||AB|I?

17. KC-DL=(KB+BC)-(DC + CL) =

=lﬁ-ﬁ+0+0+ﬁ~£§=
4 4

6.
- L |1aBI| x 114B]| cos 0° + - |IBC]| x
4 o 4
x ||CB|| cos 180° =
- L B2~ L yBci -
4 4
1 2R 1 2R
== ||AB||? - = ||AB||? =
7 |IABI| ] llABI| 7.
=0 a)
Assim, uma vez que 0s \Eoreiﬁe DL'sao perpendi-
culares, entéo as retas KC e DL sdo perpendiculares.
Aprende fazendo @ - paginas 143 a 146
1. Opcao (C)
(V-u)-u=v-u-u-u=
=0-|[ull?=
=~ [[ul]?
b)
2. Opcao (D)
[[tll = V3%2+ 0%+ (-1)?= V10
AB=(3,0,-1)-(2,-4,-4)=(1,4,3)
%Hﬁn =%V12+42 +32=%\/26
. 8.
Logo, |[ul| #l [|AB||, o que significa que a proposicao a)
| é falsa.
% * % # _3—1 , logo U e AB ndo sdo colineares e a
proposicéo Il é falsa.
U-AB=3x1+0x4+(-1)x3=3-3=0,0useja, 0s
vetores U e AB sdo perpendiculares e a proposicao b)

11l é verdadeira.

3. (W-V) (@+V)=19U-U-v-v=19
e ullz-vi?=19
=107 - |[V|2=19
& |IV][2=100-19
o |[v]]2=81

Logo, [[V]|=V81=9.
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Opcéo (A)

Sed- b <0, entdo o angulo formado pelos vetores
d e b éum angulo obtuso, o que apenas acontece
na opcao (A):

‘5/<J
Opcéao (A)
AB - AC = 18 < ||ABI| x |JAC|| x cos 60° = 18

v

<:>xxxxl=18
2

&x2=36
Logo, x = 6, ou seja, a medida do lado do triangulo
€ 6. Assim, o0 seu perimetro é 3 x 6 = 18.

Opcéo (C)
RQ - PO = ||RQl x |[POI| x cos 120° =
_axax ( l] -
a? 2
T2

%(nunz 2 - 11 - V1) =

- @ UV V- (@ -V) (@ -V) -

45
2
i.BA-BC=1 (62+42-5)=2L

i.,AB-AC =L (62+52- 4=

~N

2
iii.ﬁ-@:%(shﬂ_&):%

DA - DC = ||DAI| x |IDC] x cos(DA, DC) =

>

2
:a><a><c0560°=a7

AD - DB = ||AD|| x ||DB]| x cos(AD, DB) =

2
=axaxc0512O°=—aT

AD-CB=AD - (CA +AB) =
=AD-CA+AD-AB=
_CA-AD+AD - AB -
=DA-DC+AD-AB=

a? @

2 2
=0

Logo, AD e CB sdo vetores perpendiculares.



9. AOA-OE=rxrxcos72°=
=1r2cos 72°
Logo, a afirmacédo é verdadeira.

Calculo auxiliar

360° .
==-72

5

B.(ﬁ'OT=rxerOS(2x72°)=
= r? cos 144°
Logo, a afirmacdo é verdadeira.

C.AD-AE=rx € x cos 198° _

=r{ cos 54°
Logo, a afirmacdo é verdadeira.

Calculo auxiliar

180°x(5-2) oo

5

D.CB - CD = x € x cos 108° = {2 cos 216°
Logo, a afirmacao é falsa.

180° - 1080] _
2

E.AB-ED={ x { x COS

= {2 cos 36°
Logo, a afirmacdo é verdadeira.

720 _

cbB =14
2

F. —3650° =720 36°

DC - DB = [IDC]|  |IDBl x cos(DC, DB) =
={ x 2€ cos 36° cos 36° = 2¢2 cos 36° cos 36°
Logo, a afirmacéo é falsa.

Calculo auxiliar

O triangulo [BCD] é isésceles. Seja M o ponto médio de [DB].

, DM .
cos 36 =T<:>DM=€xcos36.

Logo, DB = 2( cos 36°.

G.DC - DA = ¢ x 2€ c0S 36° x cos(108° - 36°) =
= 2€? cos 36° cos 72°
Logo, a afirmacdo é verdadeira.

10. E-R:@d\@xcos%:

=18V3x % -
=9%x3=
=27
Calculo auxiliar
C O
X
60°i120°
A C
A l!; B x
V3 ox 3V3
2 39T
Logo, AC = 2x = 2 x 3\2@ =3V3.

11. Opcao (D)
(AB +AC) - BC=AB-BC +AC - BC =
=4{ x € xc05120° + € x £ x cos 60° =
e, e
2 2

0
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12. Opcao (A)
U+ V]l = VI[u+Vv]?=
=VWU+V) U+V)=

VU U+2UV+V V=

= V1l + 2I[all x V1] x cos(d, v) + [IV]}? =

= \/32+2><3><4><COS%+42=

- ,/9+24x%+16=

=\V37

[[u -Vl =VIu-vl?=
=VUu-v) Uu-v)=
VU U-2UV+V- V=

= Vi@l - 21fal < [IV1] x cos(d, v) + |[V1[2 =

= \/32—2x3x4><c05%+42=

- 9—24x%+16=

Assim:

14. CA?2+CB?=
= |ICAI* + [ICBI* =
-CA-CA+CB-CB=

=(CM + MA) - (CM + MA) + (CM + MB) - (CM + MB) =

=CM-CM+2CM -MA+MA-MA+CM-CM +
+2CM-MB +MB-MB=

=2CM-CM +2CM - (MA + MB) + MA- MA + MB- MB =

= ZI|WI|Z+ZCT4 6+lﬁiﬁ+lﬁlﬁ=
2 2 2 2

~2lICMIZ +0+2 x%ﬁ~ﬁ=

- z||ﬁ4||2+%||ﬁ||2 -

_ e 4 AB”

2

15. AM-AN =
= (AB + BM) - (AD + DN) =
—AB-AD +AB-DN +BM - AD + BM - DN =
~ I1ABI| x - lIABI cos 90° + I|ABI| x

x L |IABI| cos 0° + - |JAB]| x - JAB]| cos 0° +
2 4 2
L ||ABI| « L [|AB]| cos 90° =
4 2
~0+L(jaBlI2 + L ABIE + 0 -
2 8
- 2 |jAB|?
8
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Capitulo 3 - Expressao do produto escalar b) U-V=0=(k-1)x2+3xk=0
nas cocordenadas dos vetores &2k-2+3k=0
e perpendicularidade de vetores kol
e de retas 5
Tarefa - Outra expressdo para o produto escalar- ¢) U-V>0 A -k?=1
pagina 147 ©2x2+1x(-kH)>0 A kZ=-1
a) ©4- kz >0 Condicao
A .
Nl 1% ’ el
x cos(u, V)
(com
aproximagdo *
2/ o 2 2
G0 |@w4a| 3 [Vi7| 76° | 0242 2993 | 3x1+0x4=3 - / \ -
& -2<k<2
2-1) 34| V5| 5 797 0179 | 2001 |2x3+(-1)x4=2 Logo, k ]-2, 21.
(-2,4) (4,2) |[V20| V20 | 90° 0 0 |(-2)x4+4x2=0 -
(2.4) |(1,-4/ V20| VA7 16750 0976 | -17,997 zx"(_(;}):"_:s" a) AB=(3,4)-(1-2)=(26)
AB - TU=2x(-2)+6x5=
5.2 (49 VI3 VaL 1623 0953 | 22002 (a2 ") =-4+30=
=26
b) Os yalores qbtldos.na.s' duas ultlma}s col~unas sao b) - (BA-3U)=u- BA-3U U=
muito aproximados; alids, se a aproximacao pedida e -
fosse as unidades, os valores obtidos seriam iguais, =-u-AB-3 ”“”2;
o que leva a concluir que sdo ambas formas de cal- =-26-3x (\/ﬁ) =
cular o produto escalar. Observe-se que os valores =-113
que dizem respeito as colunas da amplitude do Caleuto auxliar
angulo e do respetivo cosseno foram determinadas il -V T -V

com aproximagdes, o que naturalmente conduz a
um resultado do produto escalar (valores da coluna
[[ull x [[V]] x cos(t, V) também eles aproximados. 22.

a) |[ull=V22+12=V4+1=\5
IVl =V(-1)2+32=V1+9=V10
UV=2x(-1)+1x3=-2+3=1

Exercicios de margem - paginas 148 a 156

18.
a) wvelx 8+7x0=_x2\/§+0 V2 cos(t, V) = ”L
2 all = [[v]|
b) U V=2x(-6)+1x3=-12+3=-9 -1
€ U V=3x(-10)+(-2) x (-15)=-30+30=0 Logo (ﬁ)\f;fw w0
19. b) |lull = V/(-4)2 + 72=V16 + 49 = V65
a) Umavezqueu:-v>0,oanguloformado pelos veto- IVl = V274 0 =

res U eV é agudo.

b) Umavezquel-V<0,oanguloformado pelos veto- Urv=-4x2+7x0=-8

res U e V é obtuso. cos(UV) ﬁ-
ull x |[v
c) Umavezqueu-v=0,0anguloformado pelos veto- 8
resueveéreto. =
V65 x 2
ITRYA o
20. Logo, (u V) =119,7
3 TV<0 A2k 2x34+(-4)xk<0 A 2k=-12
2 -4 23.
©6-4k<0 A k=-6 a) d-b=4x(-1)+(-1)x4=-4-4=-8
e dk>6 A k-6 Logl), 0s vetores @ e b ndo sao perpendiculares.
3 b) € d=0xV2+3x0=0+0=0
sk >5 A k = -6 Logo, os vetores € e d sao perpendiculares.

) € f=2x6+(-3)x4=12-12=0

3 i
Logo, k }?‘ +°{' Logo, os vetores € e f séo perpendiculares.
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o
- ~

(a)
~

26.

27.

a)

b)

Por exemplo: (-5, 2), (5, -2), (10, -4)
Por exemplo: (6, 1), (-6, -1), (12, 2)
Por exemplo: (0, -4), (0, 1), (0, 2) 0
Uv=0=(-12) (xy)=0

& -x+2y=0

Sx=2y
VIl =2 & V(2y)? +y* =2

= \/gy =2

2
Sy=—
V5

oy #
Assim, o vetor pedido év["'sﬁ,zsﬂ].
A equacdo da reta pretendida é da forma 28.
y=- %x +b.
Como o ponto A pertence a esta reta:
5--343+beob-22

2 2

Logo,y =- %x + 12—9 é a equacdo pedida.
x-y-2=0y=x-2
Aequacdo da reta pretendida é da formay=-x +b. 29

Como o ponto A pertence a esta reta:
=-3+bob=8

Logo, y = -x + 8 é a equacdo pedida.

Areta definida por (x,y) = (1,10) + k(-2, 6), k e R tem

declive 5 -3.

A equacao da reta pretendida é da formay = Lsb

Como o ponto A pertence a esta reta:

5= % x3+beob=4

Logo,y = %x + 4 é a equacao pedida.

A reta de equagdo x = 1 é uma reta vertical, pelo
que uma reta que lhe seja perpendicular é da for-

ma y = b. Como o ponto A pertence a essa reta,
entdo y =5 é a equacdo da reta pedida.

A reta de equacdo y = 0 € uma reta horizontal,
pelo que uma reta que lhe seja perpendicular é da
forma x = a. Como o ponto A pertence a essa reta,
entdo x = 3 é a equacao da reta pedida.

Assim, a equacdo daretatédaformay= RS
Como o ponto A pertence a esta reta:

4=ix(—3)+b<:>b=£
2 2

Logo,y = %x + % é a equacao pedida.
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3 3
=2 ot ==
m, > otga >
a €[0°, 180°]
Logo, a = 56,3°.

A bissetriz dos quadrantes pares tem como vetor
diretor, por exemplo, o vetor de coordenadas (1, -1).

Um vetor diretor da reta t pode ser, por exemplo,
o vetor de coordenadas (2, 3).

I 1)l = V124 (17 = V2

12, 3)ll = V22 +32=V/13

(1,-1)-(23)=2-3=-1

Assim, sendo o 0 angulo pedido,
|-1]

V2 xV13

cosa = , pelo que

o= cos*[L) =14 rad.
V26

Opcéao (D)

ax-y-2=0oy=ax- 2, peloque o declive desta

reta é a.

O declive da reta definida por

=1+2k
,!x T keRre -3,
| y=5-3k 2
2
Logo,a==.
g 3
A
y
c D B
a
2
o a F a A x
4

A(a,0), a cR* c(o, i) E[E, o] B[a, a ]
2 4 2

Pretende-se calcular Appg.

A[OABC] = O_A X O—C=

Calculo auxiliar
. __ 30C
4DB = 3OC<:>DB=T

S
©
aw
[NIESY

=4 X

8
o]

54

w
|4

Assim, BC = BD + DC.

BC=BD+DC
a=3%,DCeDC=a-32
8 8
—DC=24
8
Assim,D[s—a,g.
8 2

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

43



Propostas de resolucao - Manual

30.

a)

32.

a)

33.

34.

Logo,ﬁ:D—A:[S?a,ﬂ —(a,0)=[— 3a_

2
c0e-e-o- (£.0)-(3.4)- (2.9
4’ "2 8’ 2/

Como AD - DE = -7, vem que:

[_ég.g]f}ég _2J=_7
8 2 8’ 2

9az _ a’

64 4
_7a __
64
= al=64

2
Assim, Ajoapc) = % = % =32ua.

H'V=%x10+(—3)x(—1)+9x(—2)=5+3—18=—10
O angulo formado pelos vetores U e vV é obtuso, ja

queu-v<O.

U~V=%x10+2x0+5x(—1)=5+0—5=0

=-V3x0+(-2)x0+4xV5=
=0+0+4V5=
-4\/5

O angulo formado pelos vetores U e v é agudo, ja
queu-vs>0.

<|

A-b=4x(-1)+(-1)x3+1x7=-4-3+7=0
Logo, os vetoresd e b sao perpendiculares.

f'a=0x\/§+4x0+3x%=0+0+%=%

Logo, os vetores Ce d nao sdo perpendiculares.

Por exemplo: (0, -5, 1), (5,0, 4), (1, -4, 0)
Por exemplo: (-7, 0, V'2), (0, -7, 3), (3, -V'2,0)

(a,b,c)-(0,c -b)=0+bc-bc=0, logo os vetores
U(a, b, c) e (0, ¢, -b) sdo perpendiculares.
(@,b,c) (c,0,-a) =ac + 0 - ac =0, logo os vetores

Um vetor diretor da retar é r(1, -3).
Um vetor diretor da reta s € s(1, -3).
Os vetores r'e s'sdo colineares.

Consideremos o ponto de coordenadas (1, 1) per-
tencente aretar.

Averiguemos se também pertence a reta s:
1=-3x1+1<1=-2— Proposicao falsa, logo o
ponto ndo pertence a retas.

Assim, as retas r e s sdo estritamente paralelas.
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b)

Um vetor diretor da reta s € s(1, -3).
Os vetores r'e s'sao colineares.

Consideremos o ponto de coordenadas (1, 1) per-
tencente aretar.

Averiguemos se também pertence a reta s:
=-3x1+4 < 1=1— Proposicao verdadeira,

logo o ponto também pertence a retas.

Assim, as retas r e s sdo coincidentes.

Um vetor diretor da reta s € s(3, 1).
Comor-s=(1-3)-(3,1)=3-3=0asretasres
sao concorrentes perpendiculares.

Um vetor diretor da reta s é s(-1, -3).

Os vetores r'e s’ndo sao colineares.

Entao, as retas r e s sdo concorrentes.
Comor-s=(1,-3) (-1,-3)=-1+9=8%=0,as retas
r e s séo concorrentes obliquas.

Aprende fazendo @ - paginas 157 a 159

b)

BO-CD=8x4xcos0°=32
AB-CD =4 x 4 x cos 180° = -16
cﬁ-cﬁ=4x8xcoseo°=32x%=1e

cﬁ~ﬁ=4x4xc051200=16x[—%]:-8

AB =(2,-5)-(0,3) = (2,-8)
(2AB) - U= (4,-16) - (-1,4) =
=-4-64=
--68
U (G+6V)=U U+60 V=
=|[ull?+0=
=(-1)2+4%=
=17

BA=-AB=(-2,8)

(V+?ﬁj : (3ﬁ)=3ﬁ-7+%ﬁﬂ=
=3x0+(-3,12) (-1, 4) =
=3+48 =
=51

O declive daretar é 2.

Um vetor diretor desta reta é r(1, 2).
O declive dareta s é -4.

Um vetor diretor desta reta é 511, -4).
F5=(1,2)(1,-4)=1-8=-7

Il =VIZ+ 2=V5

51 = V17 + (-4 = V17

Seja o 0 angulo formado pelas retasres.

cos o = S o/ -
V5 x V17
Logo, a = 40,6°.



a)

Um vetor diretor da reta r é (-2, 3). 5.

5x+2y=72y=-5x+7
7

5
Sy=-2x+—
y 2X+2

O declive daretas é - %

Um vetor diretor da reta s € 5(2, -5).
F5=(-2,3)(2,-5)=-4-15=-19

IFll = V/(-2)2 +32=V13

151 = V22 + (-5)2 = V29 6.
Seja a 0 angulo formado pelas retasres.
CoOS o = &
V13 x V29
Logo, a = 11,9°.

Areta r é uma reta horizontal e a reta s € uma reta
vertical, logo o angulo formado pelasretasresé 7.
90°.

O declive da reta definida por
(6, ) = (5, V2) + kB3, -4), k e R é—%.

Logo, o declive de uma reta que lhe seja perpendi-

cularéi.
4

Assim, a equacao pedida é da formay = %x +b.
Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:

2=i><l+b<:>b=i
4 4

A equacdo pedida éy =

Slw

x+i.
4

x-5y=25y=x-2
1.2
<:>y—gx 5 a)
O declive da reta definida porx - 5y =2 é%.

Logo, o declive de uma reta que lhe seja perpendi-

cular é -5.

Assim, a equacdo pedida é da formay = -5x + b.

Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:
=-5xl+besb=7

A equacdo pedida é y = -5x + 7.

O declive da reta é dado por m = tg 150° = - ?

V3

Assim, a equacgao pedida é da formay = - 5 x+ b. b)

Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:

2=—?x1+b<:>b=2+?

A equacdo pedida éy = -?)H 2 +?.

O declive da reta é dado por m =tg 45° = 1.
Assim, a equacédo pedida é da forma y =x + b.
Como o ponto A(1, 2) pertence a esta reta:
2=1+bsb=1

A equacdo pedidaéy=x+1.
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Opgédo (B)

O declivedaretaré - % . Logo, o declive daretas,
que é perpendicular aretar, é 3.

Assim, a retar é da formay=3x+b.

Como o ponto de coordenadas (1, 2) pertence a reta s,
tem-se:

2=3x1l+beb=-1

Logo,s:y=3x-1.

Opcéo (A)
O declive daretade equacdoy=2x+5é2, peloque
o declive de uma reta que lhe seja perpendicular

é-%. Na opcao (A) tem-se:
y+%x—\f3=0@y=—%x+\@

Opcao (D)

A circunferéncia representada na figura tem centro
no ponto de coordenadas (4, 2) e raio 2. Assim, uma
equacdo dessa circunferéncia é (x - 4)? + (y - 2)? < 4,
o que exclui as opcdes (B) e (C).

As retas p e r, representadas na figura, sdo perpen-
diculares, pelo que o produto dos seus declives é
igual a -1. Assim, exclui-se a opcao (A).

Opcéo (D)

O centro da circunferéncia é a origem do referen-
cial. Seja T o ponto de tangéncia.

OT = (3, 4), pelo que o declive da reta OT é igual a %

Uma reta que seja tangente a circunferéncia no
ponto T é perpendicular a reta OT e tem declive

: 3
la-=.
iguala -

u-v<o0 /\L;e 3
2 k-1

<k 3) (2k-1)<0 A k(k-1)=6 A k-1%0
=2k+3k-3<0 A k?-k-6=20 A k=1
<&5k<3 Ak#-2 Ak=3 A k=1l

<:>k<%/\ k-2 Ak=3 A k=1l

Calculo auxiliar

K620k m 1+V1+24

T@k=3 v k=-2

Logo, k e }—oo, %[\{—2}.

Uv=0s(k3) (2k-1)=0
©2k+3k-3=0

< 5k=3
<:>k:i
5

U U+v)=0=(k3) (k+2,k+2)=0
ok?+2k+3k+6=0
< k?+5k+6=0

2
o= 52524

k=-2v k=-3
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11.

12.

J(xy,l)'(640)=0 J6x+4y 0
=1
{(xyl)-(l,O—%]:O {x—%:O
J[3+4y=0 Jy=—%
=3 1 & 1
[x=? ‘x=?
Opgéo (A)

Seja T(x, y) um ponto da reta t.
OP - PT=0&(a,b) (x-a,y-b)=
s ax-a’+by-b’=
&by =-ax +a? +b?
a_,a’+b?
Sy=-—x+—
7= b
Tendo em conta que a circunferéncia representada
tem centro na origem e raio 1, tem-se que a = cos o
e b =sen o, onde o representa a inclinagéo dareta
OP g, entdo, a? + b? = cos?a. + seno = 1.
Assim, y = - %x + % é a equacao reduzida da reta t.
A ordenada do ponto Q é 0 e 0 ponto Q pertence a
reta t, logo:
O———x+l<:>0——ax+l
b b 1
Sx==

Seja r a reta perpendicular a reta de equacéo
y= %x - 6 e que passa no ponto A.
r:y=—£x+b

3

Como A pertence ar:

—5=—%x2+b@b=—£

Entao, r:y=—£x—£.

3 3
Seja B o ponto de interse¢do da reta r com a reta
definida no enunciado.
3 2 11 13 7
—x-b=-Sx-—o—x==
2" 3773 76773

Logo B[H _i]
13 13

A distancia do ponto A(2, -5) a reta de equacao
y=%x—6éigualaA_B.
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13. Sejamr,s e t, respetivamente, as retas definidas no

enunciado:
rns:
% —%—Zx—l@Zx 5-6r-1
& -4x =4
Sx=-1
2 5 7 7
=£x(1)-2=-L Al-1,-Z
y=3x)-3=-3 [ 3)
rnt:
%x—%=—%x+5<:>2x—5=—2x+15
< 4x =20
Sx=5
y=Lx5-2-2 c[s,i]
3 3 3 3
sNt:
2x—%=—%x+5<:>6x-1=—2x+15
< 8x=16
oSx=2
y=2x2—l=£ C[Z,EJ
3 3 3
Pretende-se determinar a area do triangulo [ABC].
E=\/(5+1) [3 j 36 +16 = V52

Seja haaltura do triangulo [ABC] relativa ao vértice C.
h é a distancia entre o ponto Ce areta AB=r.
Seja u a reta perpendicular a r que passa em C.

u:y=—%x+b
Como C pertence a reta u:
U _3,2ibeb=-20
3 2 3
LOgO,u:y=—ix+23—0.
rou
2,.5__.3,,20 13 _25
3 3 2 3 6 3
< 13x=50
ox=2
13
2.5 5 35 [50 35]
y=txIm-2=22 D22, =2
3 3 3 39 13 " 39

e[ (53
=J{%f+[—i—zf=

576 | 1296 _

169 T 169

_ \/E
13
Logo, a area do triangulo [ABC] é dada por:

V52 x 144
13
=12 ua.
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14, |ul=1eVa+b>+c?=1 Capitulo 4 - Equacdes cartesianas de planos
sa?+b?+c?=1 no espaco

Uu-v=(ab,c)-(1,1L1)= Tarefa - Os planos - pagina 160

=a+b+c a)
VIl=V12+12+12=

=V3
Logo:
u-v=|[ull x|[v]l x cos%

@a+b+c=\/§x%

oa+b+c=2
2

u-w=(abc)-(1,01)-=

=a+c &
W]l =V12+02+1%=

=\V2 p : PlancPerpendicular{A, v) }
Logo: &
H~W=|IUI|xIIWIIxcos% ExX+y+32=12
Sa+c= Zxﬁ
Sa+c=1

Equacaodo plano | Simplificacdao da
obtida no expressao
Geogebra® na forma | vy(x - 2) + vo(y - 2) +

ax+by+cz+d=0 +v3(z-2)=0

Assim, tem-se:

A V(v vy )

a?+b?+c?=1 1-c2+b?+c?=1

3

a+b+c=% = l—C+b+C=?

a+c=1

(2,2,2)

(1,-2,-3)

x-2y-3;+8=0

x-2y-3z+8=0(i)

(2,2,2)

(0, 4,-5)

4y-5:+2=0

4y -5z +2 =0 (ii)

(2,2,2)

(2,0,-1)

2x-z-2=0

2x-z-2=0 (i)

\(2, 2,2)

(3,-2,0)

3x-2y-2=0

3x—2y—2=0(iv)/

Calculos auxiliares

(i) Ix-2)+(-2)(r-2)+(-3)(z-2)=0e=x-2-2y+4-32+6=0
©x-2y-3z2+48=0

(i) O(x-2)+4(r-2)+(-5)(-2)=0edy-8-5:+10=04y-5:42=0

(iii) 200-2) + 00 -2) + (-1)(c-2) =0 > 2x~4-242=062v-2-2=0

(iv) 3x-2) +(-2)(v-2)+0(z-2)=0=3x-6-2y+4=0=3x-2y-2=0

c) Asequagdes que constam nas duas Ultimas colunas

sdo iguais, o que nos leva a concluir que sdo ambas

4 formas de definir por uma equagdo um plano, dado
um ponto e um vetor perpendicular ao plano.

2¢2-2c+—=0

Exercicios de margem - paginas 162 a 171
35.
a) Porobservacao da condicdo dada, obtém-se o vetor

I}
I
+
INT
S
o
I
I
NI
N

normal ao plano n,(-2, 1, 3) e o ponto Pl[l, - % 2].

Se, por exemplo, x =0 ey =0, tem-se:

Q
I
Q
I
+
[
S

)
o
Il
NE N MR
)
o
1t
N NI NI

-2(0—1)+(O+%)—3(2—z)=0<:>2+%—6+3z=0

|
NI
S
N

. . L. . ~ & 3z= A
Assim, os vetores u nas Condlgoes do enunciado sdo: 2

ﬁ[l+— 1 ZJe
2

N
ISP

<

7
Sz=1
=%

N[
I
I N
S
NP N
NP N|e
+

Obtém-se o ponto PZ[O, 0, %)

=l

)
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Por observacao da condicdo dada, obtém-se o vetor
normal ao plano ﬁﬁ[—l, 1, %] e o ponto P4(-2,0, 2).

Se, por exemplo, y=0ez =0, tem-se:

1 1
(x+2)+0=-=(0-2) > x-2==
(x+2)+ ( ) & >

ox=-2
2

Obtém-se o ponto Pz[— % 0, OJ.
Por observacdo da condicdo dada, obtém-se o vetor

normal ao plano ﬁ,[l 2, %J

Se, por exemplo,x=0ey =0, tem-se:
0+0+§=5@z=15

Obtém-se o ponto P;(0, 0, 15).
Se, por exemplo,x=1ey=1, tem-se:

1+2+§=5@z=6

Obtém-se o ponto P,(1, 1, 6).

Por observacéo da condicédo dada, obtém-se o vetor
normal ao plano ny(3, 0, 2).
Se, por exemplo, x =0 e y = 100, tem-se:

O+Zz=—1<:>z=—l

2
Obtém-se o ponto Pl(o, 100, - %]

Se, por exemplo,z=0ey = 2017, tem-se:

3x+0=—1<:>x=—%

Obtém-se o ponto PZ[— % 2017, O].

26+1)-1(-1) +3(z-2)=0
S2x+2-y+1+3z-6=0
& 2x-y+3z-3=0,que é a equacao pedida.
1(-3)+2(-2)=0
©y-3+2z-4=0
< y+2z-7=0,que é aequagao pedida.
2(x+2)+5(z-2)=0
< -2x-4+52-10=0
< -2x +5z-14 =0, que é a equacao pedida.
Bkx+1)+4(+1)=0
< -3x-3+4+4=0
< -3x+4y+1=0, que é a equacao pedida.
5(-3)=0<5x-15=0

& x =3, que é a equacado pedida.

Um vetor diretor da reta definida porx=-4 A y=5
€ (0,0, 1), pois a reta é paralela ao eixo Oz. Como a
reta é perpendicular ao plano a, entdo este vetor é
normal ao plano o. Assim:

z+1=0z=-1

Logo,z=-1 é uma equacao cartesiana do plano o
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b)

c)

38.

a)

d)

39.

Um vetor diretor da reta definida pory=21 A z=-10
€(1,0,0), pois a reta é paralela ao eixo Ox. Como a
reta é perpendicular ao plano a, entdo este vetor é
normal ao plano o. Assim:

x-1=0esx=1
Logo, x = 1 é uma equacao cartesiana do plano a.

Um vetor diretor da reta definidaporx=-1 A z=0
€(0,1,0), pois a reta é paralela ao eixo Oy. Como a
reta é perpendicular ao plano a, entdo este vetor é
normal ao plano o. Assim:

y-3=0sy=3

Logo, y = 3 é uma equacao cartesiana do plano a.

n,(2,-1, 1) é um vetor normal ao plano o.

T(2, -1, 1) é um vetor diretor da reta r, logo a reta r
é concorrente perpendicular ao plano a.

T(1, 2,0) é um vetor diretor da reta r.
™n,=120-2-11)=

=2-2+0=

=0
Averiguemos se o ponto de coordenadas (0, 0, 1),
pertencente a reta r, pertence também ao plano o
2x0-0+1-1=0< 0=0-— Proposicao verda-
deira, logo o ponto pertence ao plano a.
Assim, a reta r esta contida no plano a.

70,1, 1) é um vetor diretor da reta r.
™n,=0711)-(2-11)-=

=0-1+1=

=0
Averiguemos se o ponto de coordenadas (1, 1, 1),
pertencente a reta r, pertence também ao plano o
2x1-1+1-1=0«1=0— Proposicao falsa,
logo o ponto nado pertence ao plano a.
Assim, a reta r é estritamente paralela ao plano o.

710, 0,1) é um vetor diretor da reta r.

T n,=(0,01)-(2-11)=1=0eren, ndo sdo
colineares.

Logo, a reta r é concorrente obliqua ao plano c.

Opcéo (C)

Um vetor normal ao plano dado é (1, -2, 0).

Um vetor diretor da reta definida na opcdo (A) (3,2, 1).
Ora, este vetor ndo é colinear com o vetor normal
ao plano, pelo que esta reta ndo é perpendicular ao
plano dado.

Um vetor diretor da reta definida na opgado (B) (0,0, 1).
Ora, este vetor ndo é colinear com o vetor normal
ao plano, pelo que esta reta ndo é perpendicular ao
plano dado.

Um vetor diretor da reta definida na opgao (C) é
(1,-2,0). Ora, este vetor é colinear com o vetor nor-
mal ao plano, pelo que esta reta é perpendicular
ao plano dado.

Um vetor diretor da reta definida na opgdo (D) €(3,0,1).
Ora, este vetor ndo é colinear com o vetor normal
ao plano, pelo que esta reta ndo é perpendicular ao
plano dado.



40.

41.

42.

43.

44.

UK:x+y+z=2

Uma vez que o centro do cubo é a origem do refe-
rencial, e que o ponto K pertence ao plano xOy,
entdo K(x, x, 0), sendo x um nimero real.

Como K pertence ao plano IJK, entdo:

x+x+0=2 x=1

Logo, K(1, 1, 0). Conclui-se também que a aresta do
cubo é2equeD(, -1, 1).

Assim, o plano paralelo a IJK e que passaem D é da
formax+y+z=d.

Como D pertence a esse plano:
1-1+1l=ded=1
Aequacdopedidaéx+y+z=1

Opcao (B)

Um vetor normal ao plano a é (1, -2, 1). Um plano
que seja paralelo a o terd como vetor normal um
vetor colinear com este, o que apenas acontece na
opcao (B), em que um vetor normal ao plano indi-
cado é (-2, 4, -2).

Para que os dois planos sejam perpendiculares tém
de ter vetores normais perpendiculares.

Assim:
(2,4-1)(2k-1,-1)=04+4k-4+1=0

ok=-1
4

Qualquer ponto daretaré daforma (1 + 2k, -1 -k, k),
sendo k um namero real. Substituindo na equacgdo
do plano:
1+2k-2(-1-k) =4 1+2k+2+2k=4

o 4k=1

ok=L
4

Assim, obtém-se o ponto de coordenadas
[1+2 xl,— —l,lj = [i,—i,lj, que éo
4 4 4 2 4 4

ponto de intersecdo da reta r com o plano o.

Substituindo na equacao da reta (x, y, z) pelas coor-
denadas do ponto A, obtém-se:

[i, 2, 2] ~(1,2,3)+A(10,2)

2
ey
2 2
&9 2=2 =91 2=2
13+2x=2 l =1
2

Logo, o ponto A pertence a retas.

Substituindo na equacao da reta (x, y, z) pelas coor-
denadas do ponto B, obtém-se:
(-1,2,-1)=(1,2,3) + M-1,0,2)

Jl—k:—l Jx=2
©912=2 ©12=2
[3+2x=-1 A=-2

Logo, o ponto B ndo pertence a retas.

b)

d)

45.
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Qualquer ponto do plano yOz é da forma (0, y, z),
onde y e z representam nimeros reais. Assim:

0,»,2)=(123)+M-10,2)

J{1-x=o Ju=1
9 2=y S y=2
13+27\.=z lz=5

Logo, o ponto de intersecdo da reta s com o plano
yOz tem coordenadas (0, 2, 5).

Por exemplo:

r:(x,y,z)=(-1,2,-1) +k(-2,0,4), keR
Sabe-se que o vetor de coordenadas (-1, 0, 2) é um
vetor diretor da reta s.

Um vetor diretor da reta t tera de ser perpendicular
a qualquer vetor diretor da reta s.

Assim, um vetor diretor da reta t pode ser, por exem-
plo, o vetor de coordenadas (2, 5, 1).

Entdo, uma equacdo vetorial da reta t é, por exem-
plo:

t: (6, 2) = [% 2 2] +k(25,1) keR

AB=(2,4,1)-(1,3,2)=(1,1,-1)

O triangulo [ABC] é retangulo em B, por estar ins-
crito numa semicircunferéncia, logo o vetor AB é
normal ao plano BCD.

Entdo, como B pertence ao plano BCD e AB é um
vetor normal a este plano, uma equacédo cartesiana
do plano BCD é:

1x-2)+1(y-4)-1=z-1)=0
oSx-2+y-4-z+1=0

ox+y-z-5=0

CD é um vetor normal ao plano ABC e, como tal, é

colinear com (0,1, 1) que é um vetor colinear a este
plano.

Assim, CD = (0, k, k), para algum k real.
Como a altura do cilindro é 2V/2, tem-se:
ICDII=2V2 & V02 + k2 + k2=V/8

= 2k?=8

sk=2vk=-2
Logo, CD = (0, 2, 2), de acordo com a figura.
Um ponto da base superior do cilindro é:
A+CD=(1,3,2)+(0,22)=

=(15,4)

Como a base superior do cilindro é paralela ao
plano BCD, entdo um vetor normal a este plano

é também um vetor normal ao plano que contém
essa base.

Assim, (0,1, 1) € um vetor normal ao plano que con-
tém a base superior do cilindro.

Tem-se, entdo, que uma equacgao da base superior
do cilindro é:

Ox-1)+1(y-5+1(z-4)=0
oy-5+z-4=0
Sy+z-9=0
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46.

Jy+z=5

Jy=5—z
| T6x-5y411:223

| 16x-5(5-2)+11-= 23
(—

!
&
l

=
16x-25+52+11z=23 | 16x + 16z =48
[ L
o o
1x+z=3 1x=3—z

Assim, os pontos que pertencem a intersecdo dos
dois planos sdo os pontos da forma:
(3-z5-z2),zeR
Mas:
(3-2z5-22=(3,50)+z-1-11),zeR
Logo, uma equacao vetorial da reta de intersecao
dos dois planos é:

(t,3»,2)=(3,50)+k(-1,-1,1), keR

A(0,0,a), comaelR

a+0-1=0oa=1  A(0,0,1)
C(c,0,0), comcelR
0+c-1=0ec=1 C(1,0,0)

Seja M o ponto médio de [AC].
p,,=[0+1’oJ,o,1+o]= [l,o,l)

2 2 2 2 2
Uma vez que a reta BD é paralela ao eixo Oy e que
M é um ponto desta reta, entdo uma sua equagao
vetorial é:

(5,2 = (% 0 %] +k(0,1,0), kR

Assim, as coordenadas do ponto B sdo da forma

[% , %) e as coordenadas do ponto D sdo da

forma [% -, %] sendo y um nimero real positivo.

IIAC|| = |IBD|| & V12 + 0% + (1) = V02 + (-2y)2 + 02

eV2=V4?
S h?=2

2 1
=Yy 2

Comoy>0, ent50y=$.

LOgO,B[l,ﬁ,lJED[i,—ﬁ,ij.
2 2 2 2 2 2

E=M=[l,o,i]
2'772

Como [ABCDV] é uma piramide quadrangular regu-
lar, a reta EV é perpendicular ao plano ABC.

Assim, qualquer vetor normal ao plano ABC é um
vetor diretor de EV.

O vetor de coordenadas (1, 0, 1) &, assim, um vetor
diretor da reta EV.

Logo, (x,y,2) = [% , 0, %J +k(1,0,1), kelRéuma

equacgao vetorial da reta EV.
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47.

48.

a)

O vetor (1, 0, 1) € normal ao plano ABC e, conse-
quentemente, é normal a qualquer plano que lhe
seja paralelo.

Como o ponto V pertence a reta EV, tem-se que
V(a, 0, a), a €R*, de acordo com a figura.

Vpirémide=\/§<:>%xl><1xw=\ﬁ

S EV=3V2

Como a €IR*, entao V[% 0, %J
Assim, uma equacao do plano paralelo a ABC que

contém V é:
1@-%} +0(y—0)+1[z—%] -0

<:>x—l+z—l=0

2 2
Sx+z=7

Comecemos por determinar as coordenadas do
ponto A.

O vetor de coordenadas (1,-2, 1) € um vetor normal

ao plano o, logo é um vetor diretor de qualquer reta

que lhe seja perpendicular.

Assim, uma equacao vetorial da reta perpendicular

ao plano o, e que contém o centro da superficie

esférica, de coordenadas (1, 5, 3), é:
(x,y,2)=(153)+k(@,-21),keR

Um ponto genérico da reta é do tipo

(1+k 5-2k, 3 +k), comkelR.

Substituindo as coordenadas do ponto genérico na

equacao do plano o, obtemos:

1+k-25-2k)+(3+k)-6=0
<1+k-10+4k+3+k-6=0

&6k =12

k=2

Para k = 2, obtemos as coordenadas do ponto A:
(1+25-2%x23+2)=(3,1,5)

Logo, 1 é a distancia do ponto A ao plano xOz.

O ponto R tem cota nula e a abcissa é simétrica da
sua ordenada, logo as suas coordenadas séo do tipo
(=32, 0).

Uma vez que R pertence ao plano o, tem-se que:
2y+6y+3x0-8=08y=8<y=1

Assim, o ponto R tem coordenadas (-1, 1, 0).

Seja M o ponto médio de [RC].



As coordenadas de M sao
- [é 11 i]

(—1+6 1+10 0+3)=
2 2 2

’

2°2°2)
O vetor RC é um vetor normal ao plano mediador
de [RC].

RC=C-R=(6,10,3)-(-1,1,0)=(7,9,3)
Assim, o plano mediador de [RC] pode ser definido

por:

7[x—i] +9( —£] +3[z—i) =0
2 2 2

<:>7x—375+9y—%+3z—%=0

S7x+9y+3z- =0

143
2

< 14x+18y +62z-143=0

b) Opcao (D)
Uma equacao cartesiana do plano paralelo ao plano
aédaforma-2x+6y+3z+d=0,comdelR.O ponto
de coordenadas (1, -3, 5) pertence ao plano, logo:
-2x1+6x%x(-3)+3x5+d=0-2-18+15+d=0

sd=5
Assim, uma equacao cartesiana do plano paralelo
ao plano a e que passa no ponto de coordenadas
(1,-3,5e
-2x+6y+3z+5=0

c) Comecemos por determinar as coordenadas do

ponto A.

Uma equacao vetorial da reta perpendicular ao plano
a e que contém o centro da superficie esférica é
(x,y,2)=(6,10,3) + k(-2, 6,3), ke R, pelo que um ponto
genérico desta reta é da forma (6 - 2k, 10 + 6k, 3 + 3k),
comkelR.

Substituindo as coordenadas do ponto genérico da
reta na equacao do plano a, obtém-se:
-2(6 - 2k) + 6(10 + 6k) +3(3 +3k)-8=0
< -12+4k + 60 +36k+9+9k-8=0
& 49 = -49
ok=-1
Assim, A(6 - 2 x (-1), 10 + 6 x (-1), 3 + 3 x (-1)), ou
seja, A8, 4, 0).
[AB] é um diametro da superficie esférica, logo
B=A+2AC.
AC=C-A=(6,10,3)-(8,4,0)=(-26,3)
Desta forma:
B=(8,4,0)+2(-263)=

=(8,4,0)+(-4,12,6) =

=(4,16,6)

Aprende fazendo @ - paginas 173 a 175
1.
a) (0,2-1)=(1,2-3)+1t(-20,4)

{0=1-2t ‘2t=1 Jh%
S 2=2 1 2=2 S92=2
1--3+4t 4t=2 {t:%

Logo, o ponto A pertence a retar.

b)

c)

b)

Propostas de resolucao - Manual

(-5,2,-3) = (1, 2, -3) + t(-2, 0, 4)
J—5=1—2t J2t=6 Jt=3

1222 ©12=2 ©12=2
‘-3=-3+4r l4t=0 1t=0

Logo, o ponto B nao pertence aretar.

Os pontos do plano definidos por y = x séo da forma
(x, x, z), sendo x e z nUmeros reais.
(e, x,2)=(1,2,-3)+t(-2,0,4)

x=1-2t 2=1-2t
S x=2 S x=2
Z=-34+4t B
t=—l t=_£
2 2
=9 x=2 S x=2
z=-3-2 z=-5

O ponto de interse¢do da reta r com o plano y = x
tem coordenadas (2, 2, -5).

i. Um vetor diretor da reta s é, por exemplo, (-1, 0, 2),
que é colinear com (-2, 0, 4), que é um vetor dire-
tor da reta r. Assim:

si(x,y,2)=(-52,-3) +k(-1,0,2), k e R

ii. Um vetor diretor da reta t tem de ser perpendicu-
lar ao vetor (-2, 0, 4), podendo ser, por exemplo,
(4,0, 2). Assim:

t:(x,y,2)=(0,0,0) + k(4,0,2), keR

iii. Um vetor normal ao plano a é (-1, 2, -1), que
é um vetor diretor da reta u, perpendicular ao
plano o. Assim:

u (v, 2 =(0,00)+k(-1,2-1), keR
iv. Um vetor normal ao plano g é (1, -1, -2). Um
vetor diretor da reta v tem de ser perpendicular
ao vetor normal ao plano, por exemplo, (1, 1, 0).
Assim:
Vi (x,y,2) =(-5,2,-3) +k(1,1,0), ke R

Por exemplo: (x,y,z) = (1, 2, 3) + k(4, 5, 6), k e IR
Por exemplo: (x,y,2) = (1,2, 3) + k(4,5,0), k e R
Por exemplo: (x,v,z) = (1,2, 3) + k(1,0,1), k eR
)=(1,2,3)+k(0,0,1), kelR
) =( ) + k(

1,2,3) + k(-3,-1,7), keR

Por exemplo: (x, y, z
Por exemplo: (x, y, z
4x-1)+50p-2)+6(z-3)=0
<4x-4+5y-10+6z-18=0
S4x+5y+62-32=0
Um vetor normal ao plano &, por exemplo, (8, 0, 3).
8(x-1)+3(z-3)=0=8x-8+32z-9=0

S 8x+3z=17
V2(-1)+1(r-2)-1(-3)=0
SV2r-V2+y-2-2z+43=0
= 2x+y—z=\/§—1
Ox-1)+1(y-2)+0(z-3)=0&<=y-2=0

oy=2
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52

4.  Opcao (B)
Um vetor diretor da reta r éT[Z, -1, %]

[2,—1,%) -(16,-8,1) =2 x 16 + (1) x (-8) + = x 1 =

8
-324+8+1-
8
sz
I

Ou seja, aretarnao é perpendicular a reta definida
por (x,y,z) = k(16 -8, 1), k e R.

1
2 _-1_8_1

16 -8 1 8
Logo, a reta r é paralela a reta definida por:

(v, v,2z) =k(16-8,1), keR

5. Opcao (D)
Um vetor diretor da reta r é?[z, % O), que ndo é

colinear com o vetor de coordenadas (2, 5, 0), logo
este ndo é um vetor diretor da reta r.

Um vetor normal ao plano a é n(6, 5, 0), que nao é
colinear com o vetor de coordenadas (6, 5, -4), logo
este ndo é um vetor normal ao plano a.
T-ﬁ=2x6+%x5+0x0=63—1, logo os vetores
T'e n'nao sao perpendiculares e, portanto, a reta r
nao é estritamente paralela ao plano a.

El
Uma vez que % = % = % entdo r'é colinearan,

logo a reta r é perpendicular ao plano o.

6. Opcao (B)
2,4,-1) (2 k-1,-1)=04+4k-4+1=0
& 4k+1=0
ok=-1
4
7. Opcao (D)

Um vetor normal ao plano dado é n(1, -2, 0).
(1,-2,0):(3,2,1)=3-4+0=-1, logo o plano ndo
é paralelo a reta definida na opgao (A).

2 4 5
(1,-2,0)- [3,?,—5] =3 —?+0=?, logo o plano
nao é paralelo a reta definida na opcao (B).
(1,-2,0):(0,1,0)=0- 2+ 0=-2, logo o plano ndo
é paralelo a reta definida na opcao (C).
(1,-2,0)-(0,0,1)=0+0+0=0, logo o plano é
paralelo a reta definida na opgao (D).

a) Umvetordiretordaretar éF(%,%, lj e um vetor
normal ao plano a é n(2, 4, -1).
Ora,F-ﬁ=%+ 2—1=%, pelo que a reta ndo é

paralela ao plano o, ou seja, a reta r € concorrente
ao plano a.
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b)

b)

10.

11.

Os pontos da reta r sdo da forma [1+%, 2 +%, 2+ k],
sendo k um ntmero real.
Substituindo na equacao do plano:
2 (1+£] +4[2+£] —(2+k)=-4
4 2

<:>2+%+8+2k—2—k=—4
o3 k=12

2

< k=-8
Entdo, o ponto de intersecdo da reta r com o plano
o tem coordenadas:

(1—§,2—§,2—8) - (-1,-2,-6)
4772

Um vetor diretor da reta r é r(-2, 3, 4) e um vetor
normal ao plano o é (0, 4, -3).

Ora, r"n=0+12-12=0, pelo que aretar é estrita-
mente paralela ao plano o.ou areta r é coincidente
com o plano a.

Um ponto da reta é o ponto de coordenadas
(1,0, -7). Substituindo estas coordenadas na equa-
¢do do plano, tem-se:

4x0-3x(-7)=1<21=1, que é uma proposicao
falsa.

Logo, a reta r é estritamente paralela ao plano o.
Um vetor diretor da reta r é r(2, -3, 1) e um vetor
normal ao plano a. é n(2, -1, -1).

Ora, T-n=4+3-1=6, pelo que a retar ndo é
paralela ao plano o, ou seja, a reta r é concorrente
ao plano o

Os pontos da reta r sdo da forma (1 + 2k, -2 - 3k, k),
sendo k um ntmero real.

Substituindo na equagéo do plano:
2x(1+2k) -(-2-3k) -k=6
<S2+4k+2+3k-k=6

& 6bk=2
ek=L
3

Entdo, o ponto de intersecdo da reta r com o plano
o tem coordenadas:

(1+£,-2-1,lj - (i,-al]
3 3)°137773

Um vetor diretor da reta r é r(-5, p, 0).

Um vetor normal ao plano a. é n(1, p, -1).

Para que a intersecao da reta com o plano seja um
conjunto vazio, a reta tem de ser estritamente para-
lela ao plano, ou seja, estes dois vetores tém de ser
perpendiculares.

T =0 (-5p,0)(1,p-1)=0
< -5+p?=0
ep=V5vp=-V5

Um vetor normal ao plano de equacéo

4x - 3y + 12z = 6 &, por exemplo, n(4, -3, 12).

A reta perpendicular ao plano e que contém o

ponto A pode ser definida pela equacao vetorial:
(x,y,2)=(1,4,2)+k(4,-3,12), keR



12.

Ponto genérico: (1 + 4k, 4 - 3k, 2 + 12k), k e R
Substituindo na equacao do plano, vem que:
4(1 +4k) - 3(4 - 3k) + 12(2 + 12k) = 6

<4+ 16k-12 + 9k + 24 + 144k = 6

< 169k =-10

Assim, o ponto de intersecao da reta com o plano

tem coordenadas [1 +4x [— 1—0J 4-3x (— —j
169

2+12 % [—1—0]],isto 6, [ﬁ,ﬁ,ﬁj.
169 169 ' 169 ' 169

A distancia entre o ponto A e o plano é dada por:

2 2
B
169 169

2
=\44o]+[3or+[nor=
169 169 169

_ [16900 _
1692

_ 100 _
169

_MT:
169

_ 10
T13
Para se saber a medida do raio da superficie esfé-
rica, é necessario determinar a distancia entre o
seu centro e o plano o.
O plano a é definido por 2x + y +z-3 =0, logo um
vetor normal ao plano o &, por exemplo, n(2, 1, 1).
A reta perpendicular ao plano o e que contém o
ponto C tem a seguinte equacgao vetorial:

(6,2 =(-1,0,4) +k(2,1,1), keR
Assim, os pontos da reta sdo da forma:
(-1+2k k,4+k),keR
Substituindo na equagdo do plano:
2(-1+2k)+k+4+k-3=0
& -2+4k+k+4+k-3=0

s 6k=1
<:>k=l
6

Logo, o ponto de interse¢do da reta com o plano tem

coordenadas [—1+£,l,4+l) = [__,_,_ )
6 6 6
Assim, a distancia entre o ponto C e o plano é dada

por:

V3 o4 (-2

Logo, o raio da superficie esférica é \/% e asua
equacao é (x +1)2+ )2 + (z-4)? = %
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Aprende Fazendo - paginas 184 a 194

1

a)

Opcao (B)
AB-DB=DC DB =
= ||DC|| x ||DB]| x cos(BDC) =
=a x ax cos 60° (A[BCD] é equilatero)

sen o =+ < sen?o + cos2a = 1
3 1)2
o [?] +cosla=1

oL icosa-1
2 8
& coslo=—
9
Como tg?a+1= 12 ,vem que:
cos?a.

9 1
te2o +1 =2 & tg2a = =
go + 8<:>ga 8

Como o declive da reta r é tg o, das opcdes apre-

sentadas, apenas a reta de equacgdo y = sz cum-
pre as condicdes.

Opgéo (B)
V3 V3 ABC =180° - 2 x 67,5° = 45°
67,5°
o 0
A C

BA-CB=BA-(-BC)=
= -|IBAI| x |IBCI| x cos(ABC) =
=-V3x V3 xcos45° =
V2

=-3x—=
2

Opcéao (A)
Sabe-se que a reta t é tangente a circunferéncia de
diametro [AB] no ponto A, logo as retas t e AB sdo

perpendiculares. Assim, m; = - 1

o Mag

AB=B-A=(-1,4)-(3,-1)=(-4,5)
-3

Mg = 4

m=2

Como a reta r é paralela a reta t, entdo os seus
declives sdo iguais.
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A equacao reduzida da reta r é, entdo, da forma

y=%x+b.

Calculo auxiliar

C é o ponto médio de [AB].

Assim, C = [3%@#] = (l%]

Como Cer,vem que:
3 4 1ibeb-3_-4op
2 5 2 5

-7
~ 10
A equacdo reduzidadaretaréy= 4L,
5 10
b) Como C é o centro da circunferéncia e [AB] é o
seu didmetro, entdo a reta AC é a reta AB. Assim,

mAC=—%e,comotga:mAC,vemquetgcx:-%.

1
Como 1 + tg2a = ,vem que:
g cos?a. q
251 o441
16 cos?a 16 cosa
& costo =16
41
Como sen?a. + cos?o. = 1, vem que:
senZo + 18 -1 & sen2q =1-18
41 41
& sento = 22
41
seno=-—2_ v sena=—2_
V4l V4l

Como «a é ainclinacdo da reta AC, a €0, «[.
Assim, sen a > 0.

Logo, sena = 5v4al .
41

¢) CB-CD=|ICBIl x |ICD| x cos(CB, CD) =
=rxrxcos(m-f)=

=—V41><—”241x cos[n—%)

2
_a ﬁ] _
4 2
_ 41V3
-8
Calculos auxiliares
Seja r o raio da circunferéncia e  a amplitude do angulo ACD:
-t = 1Bl - e - A2 VS5
_—\/m =
2
_va
2
B (\/zﬁ) 4
A= > -5 B
Logo:
%:%ﬁ@ﬁ:%n@ﬁ:%
5.
a) C(@2-1)
m=1tg60°=\3
y=V3x+b

Como o ponto C(2, -1) pertence a reta, vem que:
1=V3x2+beob=-1-2V3
y= V3x-1-2V3
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b)

d)

OA = (-2, -4) Mop=—5-=2
y=—%x+b

Seja M o ponto médio de [OA]: M(-1, -2).
Como o ponto M(-1, -2) pertence a reta, vem que:

2--Lri(+bo-2-Lopo-2-
2 2 2

pool,.5
2 2

CA = (_2: _4)_ (2’ _1)= (_4r _3)

3.3 -4

A= 47" 2 t 3
y=-—x+b

4= ()+be-4=-8,p
3 3

&-22=b
3
y:-ix-ﬁ
3 3
CA - CB = |ICAIl  IICBIl x cos(CA, CB) =
—5x5xcos 2T o
6
=25x [—ﬁj =
2
2
Calculo auxiliar
257 25xn Sn
axr:T Sa:Tc;u:?
OCA = (CO, CA)
cos(CO, CA) = —CO-CA
[ICOIl  ||CAll

CO=(0,00-(2,-1)=(-2,1)
ICOIl = V(-2)? +12=V5
CA=(-2,-4)-(2,-1) = (-4,-3)
IICAll = V(-4 + (-3 =5

cos(CO, CA) = (£2:1) (4.3
5V/5

5V5
& cos(CO, CA) = ﬁ

V5
5

& cos(CO, CA) =

oo
w

5
o (CO, CA) = COS‘l[ ] ou seja, (CO, CA) = 63,4°.
Opcgao (B)
(@-V) (T+2V) =T T+ 20 V-T V-2V V=
=|[ull?+u-v-2|v]? =

=22+2><1><c0523_“—2><12=

=4+2x[—£]—2=
2
=4-1-2=
=4-3=

=1



b)

Opcéao (D)
(-2, 4) mr=i2=-2
s;(6a-3x-3y=1e-3y=-(6a-3)x+1
1
Sy=(2a-1) oy d)
m,=2a-1
r e s sdo perpendiculares se m, x m, = -1:
—2x(2a—1)=—1<:>2a—1=%
3
2a==
=43
oa=3
4
ms=tg23—n=—\@ siy=-V3x+b’
__1__ 1 1 _V3
My=-—o=-—== === 10.
m. N3 V3
B(-2V/3,0) pertence a reta r.
y=?x+b
Como B(-2V/3, 0) pertence a reta r, vem que:
0=§x(-2\f3)+b@b=z
r:y=£x+2
3
A(V3,q)
Como a er, entao:
a:ﬁx 3+2a=3
A(V3,3)

Como A(V3, 3) pertence a reta s, entdo:
=-V3xV3+bob =6
Logo,s:y=-V3x +6.

Opcéo (C)
EF- AD =0, pois EF e AD s&o vetores perpendiculares.
Opcéo (A)

Como o plano é paralelo ao plano ABC, entdo é 11

definido por uma equacéo do tipo:
6x+2y-3z+d=0

Como contém o ponto F(10, 5, 6), entao:

6x10+2x5-3x6+d=0

< 60+10-18+d=0

< d=-52

Logo, o plano é definido pela equagdo

6x+2y—3z—52=0,ouseja,3x+y—%z—26=0.

O centro da superficie esférica é o ponto médio de

[EF];[7+1°,11+5,4+6J=[£,8,5j
2 2 2 2

d(E F)=V(10-7) +(5-11) + (6 - 47 =
=V9+36+4-=
=7
r=L
2

Propostas de resolucao - Manual

A equacdo reduzida da superficie esférica de dia-
metro [EF] é:

{x-%ﬁ(y-s)u(z-s)u“%

C é o ponto de intersecéo de reta FC com o plano
ABC.
FC: (x,y,z) = (10,5, 6) + k(6, 2, -3), k e R
As coordenadas de um ponto genérico da reta FC
sdo do tipo (10 + 6k, 5 + 2k, 6 - 3k), com k €IR.
6(10 + 6k) + 2(5 + 2k) - 3(6 - 3k) -101 =0
< 60+ 36k +10 + 4k -18 + 9k -101=0
& 49k = 49
sk=1
C(10+ 6,5+ 2,6 - 3), ou seja, C(16, 7, 3).

P(2,0c), comcelR-
BAP:%«:)(ATB, AP)=Z

3
COS(E]?):%
[IAB|| x [|AP]|
3 V20xV20+c2
ol 20

2 \/400 + 20
< V400 + 20c? = 40
< 400 + 20c2 = 1600
< 20c2=1200
& c2=60
o c=+V60
& c=+2V15
Como ¢ <0, entdo ¢ = -2V/15.

Calculos auxiliares
<AB=(2,0,0)-(0,4,0)=(2,-4,0)
<AP=(2,0,c)-(0,4,0) = (2,-4,¢)
*AB-AP=44+16=20

- |lAB|| = V4 + 16 = V20
“|IAP=V4+16+=V20+C

B

a:dx-7y+5z-14=0
P(13,-21,17)
Seja P’ a projecdo ortogonal de P sobre a.
Seja r a reta perpendicular a o que passa em P e
que pode ser definida por:
(c,y,2)=(13,-21,17) + k(4,-7,5), ke R
(13 + 4k, -21 - 7k, 17 + 5k), k € IR é um ponto gené-
ricoder.
Determinemos P’
4(13 + 4k) - 7(-21 - 7k) + 5(17 + 5k) - 14 =0
& 52 + 16k + 147 + 49k + 85 + 25k -14=0
< 90k =-270
s k=-3
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12.

13.

14.

k=-3__ ,P(13+4x(-3),-21-7x(-3),17 +5x(-3))
P'(1,0,2)

d=V(13-1)2+(-21-02+ (17 -2)=
=V144 + 441 + 225 =
=9V10

Opgao (A)
A equacdo reduzidadaretaréy =%x +l,eaéa

sua inclinacéo, logo sabemos que tg a = % .

1
o0s20.

Como tg?o+1= vem que:
c

1)? 1 1 1
N P SPENE M .
(3] * cos2a 9 * cos2o.
w101
9  cos?o

9
& coso = ——
“=70

tg(2022m + o) + c0s%(2021m + ) = tg o + COS(m + @) =
=tg o+ (-cos a)? =

=tg o + cos?o =
1,9 _
3 10
_37
30
(x-12+(p+2)?%=16
C@1,-2) r=4 ACB=a
0c><r=—:|‘0n(:)4(3(:—:|'2Tc
(:}OL:lOJ'c
12
Soa=2
6
CA-BC=CA - (-CB) =
=-CA CB=
= -||CA| x ||CB| x cos(CA, CB) =
=—4><4><c0557n=
=—16x[—£)=
2
-8V3
Opgéo (C)
1
1+tgla =
Y osta
1+tg?a= 1 2<:>1+tgzoc=10
V10

o tg?a=9
otga=3vtga=-3
Como cos a <0, e a é ainclinacdo da reta r, entdo
a €]90°, 180°[, logo tg a. < 0, ou seja, tg o = -3.
Assim, m, = -3. Logo, o declive de uma reta perpen-

dicular a reta r terd de serigual a %
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15. x?+(y-4)? =16 representa a circunferéncia de cen-

a)

tro C(0, 4) e raio 4. o

Seja P(a, 2) tal que OCP = % & (CO, CP) = %

Calculos auxiliares

< CO=(0,-4)

-|icoll=4
<CP=(a,2)-(0,4)=(a-2)
- |ICPll = V' + 4
©CO"CP=0+8=8

CO-CP
licOll x lICPI|
ocost-_ 8
3 4xVai+a
el 2
2 al+4
osVa+4=4
< a? + 4 = 16, pois os dois membros da equacao
anterior sao nao negativos.

cos(CO, CP) =

sat=12

sa=+2V3

Como P pertence ao 2° quadrante, entdo a = -2V/3.
A abcissa do ponto P é igual a -2V/3.

Alxy 5)

()2 +(5-4)2=16 o (x)? = 15 @ x4 =+ V15
Como A pertence ao 1° Q, entdo x, = V15 .
AC=(0,4)-(V15,5)=(-V15,-1)

M = 1 V15
AC = =0
V15 15
m, =-V15
tty=-V15x+b

Como A(V/15, 5) pertence a reta, vem que:
5=-V15xV15+be=5+15=b=20=b

tty=-V15x+ 20
B(b’, 0)
0=-V15b +20 e b’ =29
V15
o by - 20VI5
15
b A4V15
3
B[—“ Yis ,o]

Calculos auxiliares

-E:(“Bﬂ,oj-as,g:(@,-s)

15 50 4V15
- ||AB|| = 7+25= \/T=T

A _Exﬁ_rxllﬁll_
[ABC] = 2 = 2 =

45 AV15
X ———=




16. Seja D o centro da circunferéncia, D(0, 1).

*A(x,0),comx>0

X+(0-12=2=x*+1=2
ox?t=1
ox=x1
A(1,0)
*B(0,y),comy >0
02+(y-1P=2@F-172=2
<:>y—1=i\[2
<:>y=1+\6 vy=1—\f2
B(0,1+V72)
‘riy=mx+b, ondem=-—+ -1
Map
Calculo auxiliar
A@1,0)  D0,1)
1-0
mm=0—1=—1
y=x+b
Como A er, vem que:
0=1+beb=-1
rry=x-1
-s:y=1+\/§
- C é o ponto de intersecdo das retasres:
[y=x-1 (1+V2= (x=2+V2
\ e e
ly=1+V2 | —— ly=1+V2

C2+V2,1+V2)

Assim, a area do trapézio [OACB] é:

BC;OAX@=12+ 22[+1x(1+\5)=

=(3+\/§)x(1+\/§)=
2

=3+3\/§+\/§+2=
2

2

= [% + 2\/5] u.a.

A[OACB] =

17. Seja C o centro da circunferéncia: C(-3, 1)

CT=T-C=(-6,-3)-(-3,1) =
:(_31 _4)
O declive dareta CT é igual a % =%.
Como a reta t é perpendicular a reta CT, o declive
L 1 3
daretat la-—=-=".
aretatéiguala 7 2
3

A equacdo reduzida daretatédotipoy= 3 b
Como T(-6, -3) pertence a reta, vem que:

3--3 x(-6)+be-3=24b
4 2
4:>b=—£
2
3 15
Logo, a equagdo reduzida da reta tey——Zx—T.

18.

b)

Propostas de resolucao - Manual

O ponto da reta t que esta mais préximo da origem
do referencial é a projecéo ortogonal de O sobre a
reta t. Consideremos a reta perpendicularat, e que

passa em O, definida por y = %x. Determinemos a

intersecdo desta reta com a reta t:

[ 4
=g (3,15 4.
] o 4 2 3
il —
4 2
[ —9x - 90 = 16x [ -25x=90
(:Hl (:Hl
__18 (18
X==-— X=-—
J 5 | 5
=4 =4
[yz_i [E]_E 1y=_2_4
4 5 2 5
As coordenadas sao [— E, -ﬁ].
5 5
Opcéao (D)

(x+1)2+(-22%+(z-1)?=10

Sabemos que P(a, 3, 1), com a < 0, pertence a super-
ficie esférica, logo:
(@+1)2+(3B-22+@1-1)2%=10
o (@+1)2=9
Sa+l=3va+l=-3
ea=2va=-4
Comoa<0,entdo a=-4.
Assim, P(-4, 3, 1).
Seja C o centro da superficie esférica.
CP & um vetor normal ao plano o, logo:
CP=(-4,3,1)-(-1,21)=

=(-3,1,0)
Logo, uma equacao do plano tangente a superficie
esférica no ponto P é da forma -3x+y +d=0.
Como P pertence ao plano, vem que
-3x(-4)+3+d=0e, portanto, d = -15.
Assim, -3x + y - 15 = 0 é uma equacgdo do plano
pretendido, o que é equivalente a 3x - y + 15 = 0.
C(-1,21)eC(-1,-21)
Tem-se que C'OC = (OC, OC) e que
COS(OTTBT) =%
lloC’I x [locl|

Entao:
= (1,-2,1)(-1,2,1)
cos(0C, OC) = (
V6 x V6

1-4+1
6

= cos(OCfE)C)
& cos(0C, OC) = - %

Logo, ((TTBT) = os‘l(— %] isto &, ((TTBT) = 109,5°.
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19.

b)

Opcao (D)
Averiguemos qual das equacdes seguintes define
uma reta perpendicular a reta BD e que passa no
ponto F:
*(v,»,2)=(10,5,6) + k(-4,0,1), keR
O ponto de coordenadas (10, 5, 6) pertence a reta.
(-4,0,1) - (-1,9,4) = 4 + 4 = 8, logo a reta definida
acima nao é perpendicular a reta BD.
*(x,y,2)=(10, 5, 6) + k(-6, 2,3), k e R
O ponto de coordenadas (10, 5, 6) pertence a reta.
(-6,2,3)-(-1,9,4) =6 + 18 + 12 = 36, logo a reta
definida acima nao é perpendicular a reta BD.
(2 =(720)+k(-1,-1,2),keR
(10,5, 6) = (7,2, 0) + k(-1, -1, 2)
< (10,5,6) = (7 - k, 2 - k, 2k)

Jf10=7-k Jfk=-3
<15=2-k <9k=-3 Condigdoimpossivel.
\ 6 = 2k { k=3
O ponto de coordenadas (10, 5, 6) ndo pertence a
reta.
c(x,y,2)=(-16,3,4) + k(13,1,1), keR
(10,5,6) = (-16,3,4) + k(13,1,1)
& (10,5, 6) = (<16 + 13k, 3 + k, 4 + k)

Jf10=-16+13k Jfk=2
©15-34+k S k=2 o k=2
\6=4+k k=2

Logo, o ponto de coordenadas (10, 5, 6) pertence
areta.

(13,1,1) - (-1,9,4) =-13+9 + 4 =0, logo a reta
definida acima é perpendicular a reta BD.
O ponto B é a intersecdo do plano BCF com a reta
BD.
Determinemos, entdo, uma equacao do plano BCF.

FE=E-F=(7,11,4)- (10,5, 6) =

=(-3,6,-2)
Uma equacao do plano BCF é do tipo
-3x+6y-2z+d=0.
Como F(10, 5, 6) pertence ao plano:
3x10+6x5-2x6+d=0=d=12
BCF:-3x+6y-2z+12=0
BD: (x,y,2) = (3,-9,-1) + k(-1,9,4), k e R
Ponto genérico da reta BD: (3 - k, -9 + 9k, -1 + 4k),
comk €lR

Substituindo as coordenadas do ponto genérico da
reta BD na equacao do plano BCF:

-3 - k) +6(-9 + 9k) - 2(-1 + 4k) +12 =0

& -9+3k-54+54k+2-8k+12=0

& 49k = 49

sk=1

B(3-1,-9+9,-1+4)

B(2,0,3)

BE=E-B=(7,11,4)-(2,0,3) =
=(511,1)
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c)

20.

o_E‘F=ﬁ),Aﬁ
EO=0-E=(-7,-11,-4)
EF=F-E=(3,-6,2)

IEO|| = V49 +121 + 16 = V186
IEFl =V9+36+4=7

cos(EO, EF)= —EQEF
[IEOII x |IEFII
=~ i -21+66-8
& cos(EO, EF) = 21 +56-8
7V186
T B 37
& cos(EO, EF) =
7V186

Logo, cos(EO, EF) = cos'L [i) ou'seja, EO, EF = 67°.
7V'186

Opcéo (C)

Sabemos que n(-2, -3, 6) & um vetor normal ao

plano da base do cone.

Se areta é paralela ao plano, qualquer vetor diretor

da reta terd de ser perpendicular a qualquer vetor

do plano.

Assim:

* (-2, -3, 6) € um vetor diretor da reta definida em
(A), o que exclui esta opcao;

+(-2,-3,6) " (6,0,-2) =-12-12 = -24 = 0, 0 que
exclui a opgao (B);

“(-2,-3,6)(3,2,2)=-6-6+12=0

(0,0,6) = (-6,-4,2) + k(3, 2, 2)
J(0=-6+3k Jk:Z
10=-442k ©1k=2 o k=2
6=2+2k k=2

Assim, (C) é a opcao correta.
©(-2,-3,6)-(3,4,3)=-6-12+18=0
(0,0, 6) = (-6, -4, 2) + k(3, 4, 3)

{0=-6+3k Jk=2

10=-4+4k <1 k=1 Condicdoimpossivel.
(6=2+3k (oA
3

A reta definida na opcdo (D) ndo contém o ponto
V, o que exclui essa opgao.

VA: (x,y,2) = (0,0, 6) + k(-2, -3, 6), com k € R

(-2k, -3k, 6 + 6k), com k e R

R ———

Ponto genérico de VA
-2(-2k) - 3(-3k) + 6(6 + 6k) + 13 =0
< 4k +9k +36 +36k +13=0
< 49k = -49
< k=-1
A(2,3,0)
AV=(0,0,6)-(2,3,0)=(-2-3,6)
h=|lAVl|=V4+9+36=7

%xnxr2x7=%<:>7r2=28<:>r2=4<:>r=i2

Comor>0,entaor=2.



21.

a)

Opcao (A)
O plano DCH é paralelo ao plano ABG, logo é defi-
nido por uma equacao do tipo:

—%x—y+z+d=0

Como o vértice H(3, 8, 15) pertence ao plano DCH,

entao:
-3 43-8+15+d-0-2-16.30 4.9
2 2 22
sd=-2

Logo, o plano DCH pode ser definido por:

3 5
X-y+z 5=

2

BAH = (AB, AH)
As coordenadas do ponto A sdo do tipo (a, 0,0), e 0
ponto A pertence ao plano ABG, logo:

~34-040+6-0-3a--6
2 2

sa=4
Assim, A(4, 0, 0).
As coordenadas do ponto B séo do tipo (0, b, 0), e 0
ponto B pertence ao plano ABG, logo:
-%xO—b+0+6=0<:)-b=-6

ob=6

Assim, B(0, 6, 0). -
Sabemos que cos(AB, AH) = —AB AH
IABII x [JAHII

Calculos auxiliares
<AB=(0,6,0)-(4,0,0)=(-4,6,0)

< lIABI = V(-4 + 6' = V16 + 36 = V52
+AH =(3,8,15) - (4,0,0) = (-1, 8,15)

- ||AH|l = V/(-1)’ + 8’ + 15" =
*AB"AH =(-4,6,0)"(-1,8,15) =4 + 48 = 52

1+64+225=\V290

Tem-se que:
B AL 52
cos(AB, AH) = ——25——
V52 x V290
B AL 52
& cos(AB, AH) = ——
2V'3770
B AL 26
& cos(AB, AH) = ———
V3770
Logo, (AB, AH) = cos{i] e (AB, AH) = 65°.
V3770

Um vetor diretor da reta pretendida é um vetor nor-
mal ao plano xOy, por exemplo, o vetor de coorde-
nadas (0, 0, 1).

Determinemos as coordenadas do ponto G.

G é o ponto de intersecdo da reta GH com o plano
ABG.

Comecemos por definir vetorialmente a reta GH:
(x,»,2)=(3,8,15) + k(-3,-2,2), ke R

22.

a)
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Um ponto genérico da reta GH é do tipo
(3 -3k, 8 -2k, 15 + 2k), com k €R.
Substituindo as coordenadas do ponto genérico na
equacdo do plano ABG, obtemos:
3

-2-(3-30)-(8-2K) + (15+ 2K) + 6 =0
@—%+%k—8+2k+15+2k+6=0

& -9+9%-16+4k+30+4k+12=0

17k = -17

o k=-1

Para k = -1, obtemos o ponto de coordenadas

(3+3,8+2,15-2)=(6,10,13).

Logo, G(6, 10, 13).

Assim, uma equacao vetorial da reta perpendicular

ao plano xOy e que contém o ponto G é:
(x,,2)=(6,10,13) + k(0,0,1), k e R

B(0, 6,0) e H(3, 8, 15)

P(a3, 6,a), a R

BH=H-B=(3,215)

HP=P-H=(a®-3,-2,a-15)

Para que BH L HP tem que BH - HP = 0, isto &:

3(@-3)+2x(-2)+15x(a-15)=0

©3a3-9-4+15a-225=0

< 3a3+15a-238=0

Introduzindo na calculadora a funcao

x __.3x3+15x - 238 = 0, pretende-se determinar o

seu zero.
yA
0/3,91 x
Assim, a = 3,91.

Como a abcissa do ponto P é @3, o valor pretendido
é, aproximadamente, 59,78.

AB=B-A=(850)-(11,-1,2) =
=(-3,6,-2)
AE=E-A=(13,28)-(11,-1,2) =

-(2,3,6)
-3

- % logo os vetores AB e AE nao s&o colineares

e, por conseguinte, os pontos A, B e E também néo
sdo colineares.

Basta, entdo, provar que o plano definido pela equa-
¢ao 6x + 2y - 3z- 58 =0 contém os pontos A, B e E:
<AL -1, 2)
6x11+2x(-1)-3x2-58=0
©66-2-6-58=0
< 0 =0— Proposicdo verdadeira
O ponto A pertence ao plano definido por
6x+2y-3z-58=0.
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b)

* B(8,5,0)
6x8+2x5-3x0-58=048+10-58=0
< 0 =0— Proposicdo verdadeira
O ponto B pertence ao plano definido por
6x+2y-3z-58=0.

< E(13,2,8)
6x13+2x2-3x8-58=0<78+4-24-58=0
< 0 =0— Proposicdo verdadeira
O ponto E pertence ao plano definido por
6x+2y-3z-58=0.

Mostramos assim que o plano ABE pode ser defi-
nido pela equacédo 6x + 2y -3z - 58 = 0.

C=D+AB=(5-35)+(-3,6,-2)=(23,3)

AC=C-A=(23,3)-(11,-1,2)=(-9, 4,1)

Uma equacao vetorial da reta AC pode, entao, ser

(6, y,2)=(2,3,3) +k(-9,4,1), keR.

Opcao (C)

Pretende-se uma condicdo que defina a superficie

esférica que passa nos oito vértices do cubo, logo o

seu centro é equidistante de quaisquer destes vér-

tices, em particular, dos vértices C e E.

O centro é o ponto médio de [CE]:

C=(23,3)eE=(13,238)

2+13 342 3+8]=(15 5 11)

2°2° 2
Como [CE] é um diametro da superficie esférica:
d(CE)_V(@3-22+(2-3)2+(8-37_
2 2

Centro = ( , , = 2 =
2 2 2

raio = =

V121+1+25

2
V147

2
Portanto, a condicdo pedida é

B2

2 2
[ 15]2 [ 5]2 [ 11]2 147
xX-—= - |z =—
2 2 2 4

OE=E-0=(13,2,8)-(0,0,0) = (13,2, 8)

O plano o é perpendicular a reta OE, logo é defi-
nido por uma equacao do tipo 13x + 2y + 8z + d = 0.
Como a origem O pertence ao plano o, entdod =0.
Logo, o plano o pode ser definido por 13x + 2y + 8z = 0.
AE=E-A=(23,6)

Equacao vetorial da reta BF:

(x,y,2)=(8,5,0) + k(2 3,6), keR

Um ponto genérico da reta BE é do tipo

(8 + 2k, 5 + 3k, 6k), com k €IR.

Substituindo as coordenadas do ponto genérico na
equacao do plano a, obtemos:

13(8 + 2k) + 2(5 + 3k) + 8(6k) =0
< 104 + 26k + 10 + 6k + 48k =0

< 80k =-114
- 114
80
ok=-2L
40
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23.

b)

Para k = - % obtemos o ponto P de coordenadas:

(8+2>< [—i],5+3x [—i],6x [—ijj =
40 40 40

_ (@ 29 _ﬂ]

120740 20

Logo, a distancia do ponto P ao plano xOy é o valor

absoluto da cota de P, isto &, 12—701 ou seja, 8,55.

Opcéo (D)

(x+1)2+(-22%+(z-1)?=10
Assim, C é o centro da superficie esférica e tem
coordenadas (-1, 2, 1).
Para a reta ser perpendicular ao plano xOy, o seu
vetor diretor tem de ser colinear com o vetor (0, 0, 1).
Assim, as opcoes (A) e (B) ndo podem ser uma equa-
¢do da reta pretendida.
Vejamos a qual das retas representadas, nas opgdes
(C) e (D), 0 ponto C(-1, 2, 1) pertence:
(x,y,2)=(1,-2,-1) +k(0,0,1), keR
(-1,2,1)=(,-2,-1) +k(0,0,1), k e R
(-1,2,1)=(1, -2, -1 + k) — n&o existe nenhum valor
real de k nestas condicdes.
(x,y,2)=(-1,2,3)+k(0,0,-1), keR
(-1,2,1)=(-1,2,3) + k(0,0,-1), ke R
(-1,2,1) = (-1, 2, 3 - k), que € uma proposicao ver-
dadeira, para k = 2.
Logo, a reta de equacao (x,y,z) = (-1, 2, 3) + k(0, 0, -1),
k € IR contém o ponto C(-1, 2, 1) e é perpendicular
ao plano xOy.

Sabemos que P(a, 3, 1), com a < 0, pertence a super-
ficie esférica, logo:

(@+12?+(3-22+@1-1)2%=10

o (@+1)2=9

Sa+l=3va+l=-3

Sa=2va=-4

Comoa<0, entaoa=-4.

Assim, P(-4, 3, 1).

Como C é o centro da superficie esférica, CP é um
vetor normal ao plano o

CP=(-4,3,1)-(-1,2,1)=(-3,1,0)

Logo, uma equacao do plano tangente a superficie
esférica no ponto Pé -3(x + 4) + (y - 3) = 0, que é
equivalentea -3x +y-15=0.

C(-1,2,1) e A-1,-2,1)

Tem-se que AOC = ((ﬁ]?) e que

%. Entao:

[I0All x [|OC|

1,-2,1)-(1,2,1)
V6 x V6

=N cos(O—A,/\O—C) _1-4+1

cos(OA, OC) =

cos(OA, OC) = (

& cos (OA, OC) = -

Wik o

Logo, (OA, OC) = COS'l[— %} isto &, (OA, OC) = 109,5°.
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24, 26.

a) Opcao (D) a) i.OA-OB+0OD:OF=

b)

25.

Sendo a esfera tangente ao plano xOy e de centro
E, o seu raio é a cota do ponto E, isto &, 2.

Assim, uma condicao que define a esfera é:
(x+2)%+(-52%+(z-2%<2?

Seja o o&h’:mo mediador do segmento de reta [BE].

O vetor BE, de coordenadas (-1, 5, 2), € um vetor

normal ao plano a, logo uma equagdo do plano a
édaforma-x+5y+2z+d=0,delR.

B=E+EB=(-2,52)+(1,-5-2) =
=(-1,0,0)
Seja M o ponto médio de [BE]:

M=[‘1+(‘2),°+5,0+2]=[—i,i,l]
2 2 2 2'2

Como M e, vem que:

-(—ij 5x£+2xl+d=0<:>i+£+2+d=0
2 2 2 2

sd=-16
Assim, uma equacdo de o é -x + 5y + 2z - 16 = 0.

Seja aolado do quadrado [ABCD], base da piramide.
Sabemos que o volume da piramide é 30 e que a
sua altura é a ordenada do ponto E, isto &, 5.
Assim:

%0,

30=%xazx5<:>a2= a?=18

Logo, a = V18, pois a> 0.

Como A pertence ao semieixo positivo Oz, as coor-
denadas de A sdo da forma (0, 0, z), z e R*.

Da alinea anterior, tem-se que as coordenadas de B
sao (-1, 0, 0).

A
A

a=V18

v

O%B
2+12=(V18) & 2=17
Logo, z = V17 e, assim, A(0, 0, V17).
lla +bll ="V (@+b) - (@+b) =
-Vd-d+2da-b+b-b=
=V62+2x0+32=

-Vd-d-2a-b+b-b=
V45 =
=3V5

b)

c)

=4 x4 xcos45° +4 x4 x cos 90° =

=16x¥+0=

=8V2

Calculo auxiliar

AOB:% =45°

ii. AB-AF =4 x 8 x cos90°=0
iii. DH - DF = 8 x 4\/2 cos 45° =

=32\/§x%=
=32

Calculo auxiliar

Pelo teorema de Pitagoras:

DF*=4"+4 < DF' =32

Logo, DF=V32=4V2.

Como HF = DF e [DH] é um didmetro da circunferéncia,
180° - 90°

=

HDF 45°,

360° _ 450
8

EﬁC:%: 1350
DC - DE = ||DC]| x ||DE]| x cos 135° =

-5 (8 sen(22,5°))% =
- 72 x 64 sen?(22,5%) =
=-32V/2 sen?(22,5°)

Calculo auxiliar
¢

2 ¢
sen(22,5°) = — < sen(22,5°) = —
(225 =5 & sen(22,5) =

< € =8sen(22,5°)

Ja foi visto que € = V32 ﬂ(@.
sen 135°

DAH = 90°, ja que o triangulo [DAH] esta inscrito
numa semicircunferéncia.
Pelo teorema de Pitagoras:

DH? = HA? + DA? o 82 = [\/_32M]2+ DA?
sen 135°

J— 2
< DA =64 - 32[4—259” 22.5° j

sen 135°
2
Logo, DA = \/64 - 32[513” 22,5° J .

sen 135° X
[DH] é um diametro da circunferéncia e GHA = 135°,
por se tratar de um angulo interno do octégono.
Logo, DFIA = % - 67,5°.
Entdo, HDA = 180° - 90° - 67,5° = 22,5°.
Assim, DH - DA =

2

~ 8 x \/64 - 32[ﬂ@) X COS 225° = 54,62.

sen 135°

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

61



Propostas de resolucao - Manual

27.

28.

29.

AC2=AC-AC = 30.

= (BC-BA)- (BC-BA) = a)
=BC-BC-2BC-BA+BA-BA-
= |[BCII? + |1BAII? - 2I[BCl| ||BAIl cos(BC, BA) =

= BC? + BA2 - 2BC x BA x cos(BC, BA)

Calculo auxiliar

AC=AB+BC=BC+AB=BC-BA

CB=CD+DB
AB=AD +DB
Assim:
CBAB- b)
- (CD + DB) - (AD + DB) =
=CD-AD+CD-DB+DB-AD +DB-DB =
= CD x AD cos 180° + CD x DB x cos 90° x DB x

x AD cos 90° + DB x DB cos 0° =
=-DAxDC+0+0+BD2=
=-DA x DC + BD?
Uma vez que [ABC] é um triangulo retangulo em B,
tem-se:
CB-AB=CAx CBcos90°=0 <)
Logo:
-DA x DC + BD?=0 < DA x DC = BD?2

De acordo com a sugestdo do enunciado, A(a, 0, 0),

=V2a?=

Seja a.a amplitude do angulo que uma aresta lateral
faz com a diagonal da base concorrente com ela.

2
COSOL:a—_=
V2a x \/1—9a
2
@ 31
:\/ 2 a)
19a
-1
V19

Assim, o = 76,74°.
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O ponto A pertence ao eixo Ox, logo é da forma
(x, 0, 0). Substituindo na equacdo do plano ABC:
2x+0+0=8=x=4

Logo, A(4, 0, 0).

O ponto B pertence ao eixo Oy, logo é da forma
(0, y, 0). Substituindo na equacdo do plano ABC:
0+2y+0=8cy=4

Logo, B(0, 4, 0).

O ponto C pertence ao eixo Oz, logo é da forma
(0, 0, 2). Substituindo na equacao do plano ABC:
0+0+z=8<2z=8

Logo, C(0, 0, 8).

Se o plano é paralelo ao plano ABC, entdo tem

como vetor normal, por exemplo, n(2, 2, 1), que é
um vetor normal ao plano ABC.

Assim, uma equacao cartesiana do plano que passa
no ponto D(-1, 1, 2) e é paralelo ao plano ABC é:

20+ 1) +2(r-1)+1(z-2)=0
S2x+2+2y-2+2z-2=0
S2x+2y+z=2

’

2 2 2
=(2,2,0)
CM=(2,2,0)-(0,0,8) =
=(2,2-8)

Logo, uma equacao vetorial da reta CM é:
(x,y,2)=(0,0,8) +k(2,2,-8), kelR

Uma reta que passe pela origem do referencial, e

que seja perpendicular ao plano ABC, é definida pela

equacao vetorial (x,y,z) = (0,0,0) + k(2, 2, 1), k eR.

Os pontos desta reta sdo da forma (2k, 2k, k), k IR.

O ponto P é um desses pontos e pertence ao plano

ABC, logo:
2x2k+2x2k+k=8<=9=8
<:>k=ﬁ
9
Assim, P[ﬁ, ﬁ,é}
9 9 9

O raio da esfera é dado por:
J— 2
o3 3 (8-
9 9 9
ViR
81

-8
3
Logo, uma condicéo que define a esfera é:
X +y?+22< %

Um vetor normal ao plano a é, por exemplo, n(3, 2, 6).
Um vetor normal ao plano f é, por exemplo,

m(, 1, -1).

nm=3+2-6=-1

Logo, os planos a e  ndo sdo perpendiculares.



b)  VCéumareta perpendicular ao plano a. Assim, um
vetor diretor de VC é o vetor n(3, 2, 6). Como C per-
tence a esta reta, uma equacéo vetorial de VC é:

(v,3,2) = [1, 3,- %] +k(3,2,6) keR
Os pontos da reta VC, e também, em particular, o

ponto V, sdo da forma [1 +3k, 3+ 2k, - % + 6k], kelR.

Assim, CV = (3k, 2k, 6k), k eIR.
[ICVI| = 14 & V (3k)? + (2k)? + (6k)? = 14
© 49k? =196
oki=4
k=2 v k=-2
14

Como C pertence ao primeiro octante, k = =
Logo:

V=[1+3x2,3+2x2,—%+6x2]=

_ [7, 7 ﬁ]
2

c) Se o plano y é paralelo ao plano o, entdo um seu
vetor diretor € n(3, 2, 6).
O ponto V pertence ao planoy.
Entdo, uma equacao do planoy, que contém o ponto
V e é paralelo ao plano o, é:

3(x—7)+2(y—7)+6[z—%j=0

&3x-21+2y-14+6z-69=0
S 3x+2y+62z-104=0

Teste final - paginas 195 a 197

1. Opcao (A)
Uma vez que o hexagono regular [ABCDEF] tem de
perimetro 6\/3,a medida de cada um dos seus lados
é V3. Além disso, o hexagono regular [ABCDEF]
pode ser inscrito numa circunferéncia de raio igual
a V3. Assim, ||AD|| = 2V/3 .

DB - (AD + FC) = DB - AD + DB - FC =
DB L FC

=DB-(AB+BD)+0=
-=DB-AB+DB-BD

N —

DB L AB

= |IDBI| x ||BDI| x cos 180° =

=-32=
=-9
Calculo auxiliar
IIDBI" + IIABIF* = [|ADI
Assim:
IIDBIF + (V3)' = (2V3) < |IDBII + 3 =12
< |IDBII* =9
Logo, |IDB]| = 3.
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Opcéo (B)
Sabendo que aretar é perpendicular a reta s, pode-
mos concluir que m, x my = -1.

m,=2\/§+3a
S
V3
Assim:
(2V/3 +3a) x [-Lj=-1@2\@+3a=\@
V3
©3a=-\V3
oa- V3
3
Opcéao (D)

Para que o angulo AOP seja agudo, é necessario
que se verifique OA - OP > 0, sendo OA e OP vetores
nao colineares.

Uma vez que o ponto P pertence a reta r, as suas
coordenadas sao (4 - 3k, 1 + k), com k eR.

OA=(2,4)eO0OP=(4-3k1+k),keR.
Assim:
OA-OP>0 A

4-3k 1+k
2 4

& 2,4 (4-3k1+K)>0 A 16-12k =2 + 2k
<24-3k)+4Q1+k)>0 A 14k=14
&8-6k+4+4k>0 A k=1

o -2k>-12 A k=1

Sk<b A k=zl

CS.=]-0,1[ UL, 6]

Comecemos por determinar as coordenadas do
ponto |, ponto de intersecdo da reta perpendicular
ao plano a, e que contém o ponto P, com o plano a.
O vetor de coordenadas (2, -1, 1) € um vetor normal
ao plano o, logo é um vetor diretor de qualquer reta
que lhe seja perpendicular.
Assim, uma equacao vetorial da reta perpendicular
ao plano a e que contém o ponto P é:

(6, y,2)=(-3,4,-1)+k(2,-1,1), keR
Um ponto genérico da reta é do tipo
(-3+2k,4-k, -1 +k),comkelR.
Substituindo as coordenadas do ponto genérico na
equacéo do plano o, obtemos:
2(-3+2k)-(4-k)+(-1+k)-7=0
o -6+4k-4+k-1+k-7=0
< 6k =18
k=3
Para k = 3, obtemos o ponto de coordenadas
(-3+2x3,4-3,-1+3)=(3,1 2).
Logo, (3,1, 2).
Seja P’ o simétrico do ponto P em relacdo ao plano o.

As coordenadas de P’ podem ser obtidas por | + PI.
Pl=1-P=(3,1,2)-(-3,4,-1) = (6,-3,3)
Assim, P’ = (3,1,2) + (6,-3,3) = (9, -2, 5).
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As coordenadas do ponto C em funcdo de o sdo 7.
(3 cos a, 3sen o).
Uma vez que os pontos B e C tém a mesma orde-
nada, podemos concluir que as coordenadas do
ponto B, em funcdo de «, sdo (-3 cos o, 3 sen a).
OB=B-0=(-3cosa,3sena)-(0,0)=
=(-3cosa,3sena)
OC=C-0=(3cosa,3sena)-(0,0)=
=(3 cosa,3sena)
OB- &:%
& (-3cosa,3sena) - (3 cosa,3sena) =%

& -9 cos?o. + 9 sena = 2 8.
1 2 a)
& -cos?a + senfa = >
& -cos?a + (1 - cos?a) = %

& -cos?a + 1 - cos?a = %

& -2 costo=- L
2

& cos2a =+
4

1
tg2o+1=—=——, pelo que:
gas cos?a peloq

tgza+1=%@tgza+l=4

4
o tgla=3

ae }%n[ logo tg o = -V/3.

Moc=tga= -\V3
A reta OC passa pela origem do referencial, pelo
que a sua equacdo reduzida é y = -\/3x.

Opcao (B)
Seja a.a amplitude, em radianos, do angulo ao cen-
tro a que corresponde o arco de circunferéncia AB:

0t><5=25—3'(<:>oc=5—3-c

6 6
CA - CB = ||CA]| x ||CB| x cos a, logo: b)
a-§=5x5xcos%=25x [—cos%] =—252—\/§

AC=C-A=(2-1)-(-2,-4)=(4,3)

3 4
mx=—=-lem,=-—
t><4 t 3

Assim, a equacao reduzida da reta t é do tipo
y=- %x +b.
Como A(-2, -4) pertence a reta t, vem que:
4=t (D+be-4=-8 b

3 3

ob=--4-8
3

ob=-"2

3
Logo, a equacdo reduzidadaretatéy= —%x —23—0.
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BM e CM sao vetores simétricos, pois tém a mesma
direcdo, sentidos opostos e a mesma norma (M é o
ponto médio de [BC)).
Assim:
2AM =AM + AM =
= (AB + BM) + (AD + DC + CM) =
=AB+AD + DC + BM + (-BM), pois CM = - BM.
=AB +AD + AB + 0, poisABe DC téma mesma
direcdo, o mesmo sentido
€ 0 mesmo comprimento.

c.q.m.

=2AB+AD

AB=B-A=(1,-1,2)-(-2,50)=(3,-6,2)
AC=C-A=(3,28)-(-2,50)=(5-3,8)

i#%, logo os vetores AB e AC ndo sao colineares,

5
de onde se conclui que os pontos A, B e C ndo séo
colineares e, portanto, definem um plano.

Resta-nos provar que os pontos A, B e C pertencem

ao plano definido por 6x +2y-3z+2=0.

A(-2,5,0)

6x(-2)+2x5-3x0+2=0

<-12+10+2=0

< 0 =0— Proposicao verdadeira, logo A pertence
ao plano.

B(1, -1, 2)

6x1+2x(-1)-3x2+2=0

S6-2-6+2=0

< 0 =0— Proposicdo verdadeira, logo B pertence
ao plano.

C(3,2,8)

6x3+2%x2-3x8+2=0

<18+4-24+2=0

< 0 =0— Proposicao verdadeira, logo C pertence
ao plano.

Uma equacao cartesiana do plano ABC é

6x+2y-3z+2=0.

Opcéo (D)

Uma vez que o plano B é paralelo a reta BC, isso
significa que um vetor normal a f§ € perpendicular a
um vetor diretor da reta BC, por exemplo, o vetor BC,
cujas coordenadas sdo (2, 3, 6) e, portanto, 1i; BC=0.
Além disso, o ponto de coordenadas (-1, 2, -1) tem
de pertencer ao plano. Assim:

(A) i, é colinear a BC, logo iy - BC = 0.
(B)T;-BC=(3,2,-2)(2,3,6)=6+6-12=0
Verifiquemos se o ponto de coordenadas (-1, 2, -1)
pertence ao plano:
3x(-1)+2x2-2x(-1)+3=0«< 6 =0— Falso,
logo o ponto ndo pertence ao plano.
(C) T, € colinear a BC, logo Ty BC = 0.
(D)A;-BC=(-3,-2,2)(2,3,6)=-6-6+12=0
Verifiquemos se o ponto de coordenadas (-1, 2, -1)
pertence ao plano:
-3x(-1)-2x2+2x(-1)+3=0«0=0— Verda-
deiro, logo o ponto pertence ao plano.



O centro da superficie esférica de diametro [AD] é
o ponto médio de [AD].
Determinemos as suas coordenadas:
[_2+3'5+5'0+2J=[l'5'1J

2 2 2 2
O raio da superficie esférica de diametro [AD] é

; AD
lafl=:
iguala =

AD=V(3+2)7+(5-57+(2-0)=
=V25+4-=
=V29

O raio da superficie esférica de didametro [AD] é

V29

igual a —==.
igual a

A equacéo reduzida da superficie esférica de dia-
metro [AD] é:

(-2 - re-1p-2

d)
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ABD = BA, BD
cos(BA, BD)=—BABD
[|BA|| x ||BDI|

Calculos auxiliares
*BA=(-2,50)-(1,-1,2)=(-3,6,-2)
< |1BA]l =
*BD=(3,52)-(1,-1,2)=(26,0)

-|IBDIl = V2 + 6"+ 0' = V4 + 36 = V40
“BA-BD=(-3,6,2)"(2,6,0)=-6+36+0=30

(-3)+6 +(-2)'=V9+36+4=V49=7

Tem-se que cos(BA, BD) = ——.
7 x V40

Logo, (BA, BD) = cos*l[—] e (BA, BD) = 47°.
7 x V40
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