Propostas de resolucao
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2. Produto escalar

1. Declive e inclinacao de uma reta
Exercicios - paginas 26 e 27

1

11

1.2,

13.

14.

2.2.

2.3.

24.

ms=2
tga=2A0°<a<180°
Logo, a = 63,4°.
x+3y=5(:>3y=—x+54:)y=—lx+i
3 3
--1
3

tga:—%/\0°5a<180°
Logo, a = 161,6°.

Um vetor diretor da reta é u(l, 5).
m= S 5
1
tga=5A0°<0<180°
Logo, a = 78,7°.

Um vetor diretor da reta é u(l, -4).
m=-2%_-4
1
tga=-4A0°<a<180°
Logo, a = 104,0°.

3y=\/§x+1<:>y=ﬁx+l
V3 3 3
m=—=
3
tga=?/\0Sa<n
Logo, o = .
g0, a 6

x+y=ley=-x+1
m=-1
tga=-1A0<a<mn

3
Logo, .= =——.
g0, a 2

Um vetor diretor da reta é u(1, -V/3).
m=- ? -3

tga:—\/§A05a<n

27
Logo, .= ==.
g0, a 3

Um vetor diretor da reta é t(\/3, -1).
1__V3

m=-—=-
V3 3
V3

tga:—TAOsomn

5n
Logo, .= =.
g0, a 6

A reta a passa nos pontos de coordenadas (-3, 0) e

S 1-0 1
0,1), logo o seu declive é dado por m, = ==
(0,1), log Por My =5~7373
Alinclinacdo de a é aamplitude a. tal que tg a =%/\
A 0° < a<180° ou seja, o = 18,4°.
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4.1.

4.2.

4.3.

44.

A reta b passa nos pontos de coordenadas (0, 3) e
3-0_ 1

(4,0), logo o seu declive é dado por m, =

0-4 3°

Ainclinacéo de b é aamplitude g tal que tg p = —%/\

A 0°<f<180° ou seja, f = 143,1°.

A reta c passa nos pontos de coordenadas (3, 3) e
(0, 0), logo o seu declive é dado por m. = % =1
Alinclinagdo de c é a amplitude y tal que tgy=1 A
A 0°<y<180° ou seja, y = 45°.

A reta d passa nos pontos de coordenadas (-1, 3) e
(0,1), logo o seu declive é dado por: m, = 31_ 10 =-
Alinclinacdo de d é a amplitude d tal que tgd =-2 A
A 0°<9d<180° ou seja, d = 116,6°.

m=tg60°=\3
Assim, a equacao reduzida da reta é da forma
y=V3x+b.
Como o ponto A pertence a reta, tem-se:
V3=V3x(-2)+beb=3V3
Logo, a equacao reduzida dareta éy="V3x +3V3.
Se o declive da reta é V3, entdo um vetor diretor da
reta pode ser, por exemplo, o vetor de coordenadas
(1,V3).
Assim, uma equacdo vetorial da reta pode ser
() =(-2,V3) + k(1, V3), k eIR.
m=1tg150° = - %
Assim, a equacao reduzida da reta é da forma
y=- %x +b.
Como o ponto B pertence a reta, tem-se:
—1=—?x 3+4bob=0

V3

Logo, a equacado reduzida daretaéy = - 3

V3

Se o declive dareta é - 3 entdo um vetor diretor

da reta pode ser, por exemplo, o vetor de coordena-
das (-3, V/3).
Entdo, uma equacdo vetorial da reta pode ser

(x,y) = (\@, —1) + k(—3, \@), k elR.

m=tg%Tn=—1

Assim, a equacdo reduzida da reta é da forma
y=-x+b.
Como a reta interseta o eixo Oy em y = 5, tem-se
que aequacdo reduzida dareta éy=-x+5.
Se o declive da reta é -1, entdo um vetor diretor da
reta pode ser, por exemplo, o vetor de coordenadas
(-1,2).
Entdo, uma equacao vetorial da reta pode ser
(x,¥) =(0,5) + k(-1,1), ke R.
m-= tg1=ﬁ

6 3
Assim, a equacao reduzida da reta é da forma

V3

y=Tx+b.

Como a reta interseta o eixo Ox em x = -1, tem-se:



5.2.

5.3.

5.4.

0=?x(-1)+b@b=—

olg

Logo, a equacdo reduzidadaretaéy =

NE 3

Se o declive da reta é 5 entao um vetor diretor

dareta pode ser, por exemplo, o vetor de coordena-
das (3, V3).

Entdo, uma equacdo vetorial da reta pode ser
(x,y) = (-1, 0) + k(3, V3), k e R.

r:—\/§x+3y=3\/§@3y=\[3x+3\@

@x=?x+\f3

Um vetor diretor da reta r é, por exemplo, (3, V3).
Um ponto da reta r é o ponto B(0, V3).
Assim, uma equacao vetorial da reta r &, por exemplo,

() =(0,V3) +k(3, V3), k eRR.

Umavezquemr=?,entéotga=?/\05a<n.
Logo, o=

g0, a 6

m Y3

3
Como a reta r é perpendicular a reta s, entao

m5=_i=—i=—‘\/§_

m, V3
0 ponto B(0, V/3) é um ponto da retas.
Assim, a equacao reduzida daretas é

Y= V3x+ V3,

A(x, 0)

Como A pertence a reta r, vem que
“V3x+3x0=3V3eox=-3.

Logo, A(-3, 0).

m, = -V3

Um vetor diretor da reta s € 5(1, -V/3), que também
é vetor diretor de qualquer reta paralela a reta s.
Logo, uma equacdo vetorial da reta paralela a reta
s e que passa no ponto A pode ser

(x,y) = (-3,0) + k(1, -V/3), ke R.

OAB = 55°

BAC = ACB = CBA = 60°, porque [ABC] é equilatero.
Seja a ainclinacdo da reta AC.

o =55%+60°=115°

Seja D o ponto de intersecdo da reta BC com o eixo
Ox.

ABD = 180° - 60° = 120°

BDA = 180° - 120° - 55° =5°

Seja B a inclinacéo da reta BC.

p=180°-5°=175°

mAC=tg23—n=—V§

Entdo, AC:y=-V3x

Uma equacao que define a circunferéncia é
x?2+1?=16.

Como o ponto A pertence a reta AC, entdo é do tipo
(x,=V/3x) e, como pertence a circunferéncia, tem-se
2+ (-V3xf =16 o2 +32=16 =12 = 4.

Propostas de resolucao

Como A é um ponto do segundo quadrante, entdo
x =-2 e, portanto, A(-2, 2V/3).

O ponto B pertence a reta BC, de equacdox=4,ea
reta AB, paralela ao eixo Ox. Logo, B(4, 2\/3).

O ponto C pertence a reta BC, de equacdo x = 4,
logo é do tipo (4, y). Como também pertence a reta
AC, entdo y = -\/3 x 4 = -4V/3. Assim, C(4, -4V/3).
Entdo,AB=4-(-2)=6eBC=2V3-(-4V3)=6V3.
E;E =6x2\/§=18\/§u.a.

LOgO, A[ABC] =

A5, 0)

Se BAD = % entdo a inclinacdo da reta AB & 2% e

o seu declive é tg % =-\V3.

Logo, AB:y = -V3x +b.

Como A é um ponto da reta AB, vem que
0=-V3x5+beob=5V3.

Assim, AB:y = -\V3 x + 5V/3.
CD:y=2x+4eopontoCéopontodeintersecdo da
reta CD com o eixo Oy. Logo, C(0, 4).

D(x, 0) e D pertence a reta CD, entdo 0 = 2x + 4

< x=-2.Logo, D(-2, 0).

O ponto B tem a mesma ordenada do ponto C, ou
seja, B(x, 4), e pertence a reta AB. Entdo,

- 3x+5\@@\/§x=5\/§-4@x=5-43ﬁ.
Logo,B{5-¥,4j.

2. Produto escalar de dois vetores no plano e no
espaco
Exercicios - paginas 28 e 29

9

9.1
9.2.
9.3.

9.4.

10.

AB - FE=2x2xcos0°=4
AB-CD=2x2xc0s90°=0

AH - ED =2 x 2 x cos 180° = -4
GH-BC=2x2xcos135° =-2V/2

Calculo auxiliar
180" x (8 - 2)
O=——F""

=135°, sendo a a amplitude de um angulo interno do
octégono.

10.1.AB-LI=2 x4 x cos0°=8

Calculo auxiliar
LI=2AB=2x2=4 N
Os vetores AB e LI tém a mesma direcéo, logo (AB, LI) = 0°.
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Propostas de resolucao

10.2.AF - EK =2 x 5 x 05 90° = 0 12.2.(U-V) - (U-V)=U " U-2U " V+V V=
— 2_97 -\ 112 =
Calculo auxiliar - |Im| 2u-v+ “VH -
FoAB2 =3-18+36=
EK=AG=5 B =21
Os vetores AF e EK sdo vetores perpendiculares, (AF, EK) = 90°.

13. Sejaa= (ﬁ). Tem-se quetg o = - % . Entao:
10.3.BE - JG = 4 x 4 x cos 120° = -8

1+tg2o=—= <:>1+24_5=_12

Calculo auxiliar cos*a 29 1C05 a
BE=JG=2AB=2x2=4 —
g\/etorﬁtem amesma direcdo e 0 mesmo sentido que o vetor 1J. O vetor 25 Cos“a
JG tem a mesma direcdo e o mesmo sentido que IH. 2 25

BEJG) = (I/IH o & Cos“a=——
Logo, (BE,JG) = (IJ,IH) = 120". 29
o o cosa=t2Y2

104.HI - CF=2 x4 x cos 120°=-4 29

Como tan a < 0, entdo o angulo formado pelos

loalo amli I \%
;;TB::X' * vetores U e v é obtuso, logo cos o = - %
CFo2AB-2x2-4 Assim, U - V= |[u]] x ||V]] x cos o =
O vetor CF tem a mesma direcdo e o mesmo sentido que o vetor HG. 5V 29
Logo, (HI,CF) = (HI,HG) = 120°. =5x4x|- =
- N __100Vv29
10.5.GJ- LE = 4 x V/29 x cos(KLE) = 4 x \/29 x 22929=8 29
Calculo auxiliar 14. SeAB=aeAE= % AD, entdo AE = % eED = % )

Pelo teorema de Pitagoras, Entao,
LE’=2"+5 < LE' =29

Ou seja, LE = V/29. EB'EC=(EA+AB)'(ED+DC)=

pssim, cos(KLE)_—_%=@. —EA-ED+EA -DC+AB-ED+AB-DC=
LE 29 29
=%ax%axcos(180°)+0+0+axaxcos(O°)=
10.6.E~E—2x\/29xcos(1800 KLE) = -2 @i
V29 9
=2x \/ [ 2 J —4 7
=La?
9
11.
111U - (V+w)=Uu-v+U W= 15. EF-ED =29
o0 & (EB+ BF) - (EA + AD) - 29
& EB-EA + EB-AD + BF - EA + BF - AD = 29
11.2.(u-v) (U+V)=u u-v-v= & 2 AB x 3 AB x cos(180°) + 0 + 0 +
=[[ull? - [Iv]l? = > 5
2 2 J— —
=5-22= [ AB-lAB]xlABxcos(00)=29
=21 5 5 5
6 2p2. 7/ AR
. S R & -—AB2+ L AB%2=29
113.(-V) - 2v-u)=-2v- v+ V- U= 25 5
=2lVIP+u-v= 29 AB2-29
2x22-2= 25T
=-10 & AB? =25
o Logo, AB = 5.
114.(U+V) - (V-W)+V-w=
=EZ_EEI+V_V_VW+VW= 1e. Asuperficie=54<:>Aface=9
=u-v—u-2w+||v||2= Logo, a medida da aresta do cubo é 3.
=-2-0+2°= Entdo, PG - PH =
=2 - (PC+ CG) - (PC + CG + GH) =
12 =PC-PC+PC-CG+PC-GH+CG-PC+CG-CG +
1216 -V = |[dll V| cos(t, V) = V3x6xcos £ +3CG$GH=
3x6x%=9 =5 x 2><COS(O")+0+0+0+3x3><COS(O°)+0—
9
Calculo auxiliar = Z +9=
llll = V(V2) + ((17=V2+1=V3 45
=7
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17. |lu+v+wl?=

=22+O+2xlxcos%+0+22+2x1xcos%+

+1x2xcos%+1x2xcos%+12=

=4+2x§+4+2x%+2xﬁ+2x%+1=
=4+V3+4+1+V3+1+1=
=11+2V3

18, (U+V) (U-V)=U-U-V-V=32-12=8

=\/32+2><3><COS%+12=

=V9+3+1=
=V13

(U -Vl =V (u-v) (u-v)=

VU U-2U V-V V=

=\/32—2x3xc05%+12=

=V9-3+1=
=\V7
Seja oo amplitude do angulo formado pelos vetores
u+veu-v.
cosa=—08  (0°<a<180°)
V13 x V7
Logo, a = 33°.

3. Expressao do produto escalar nas coordenadas
dos vetores e perpendicularidade de vetores e
de retas

Exercicios - paginas 30 a 32

19.

191.u-v=(20)-(1,3)=2x1+0x3=2
O angulo formado pelos vetores pode ser agudo ou
nulo.
Como os vetores ndo sdo colineares, entdo o angulo
é agudo.

19.2.0-v=(1V5) (5-V5) =1x5+V5x(-V5) =
=5-5=0
O angulo formado pelos vetores é reto.

193.Uuv=(2-3) (-41)=2x(-4) +(-3)x1=-8-3=-11
0 angulo formado pelos vetores pode ser obtuso ou
raso.
Como os vetores ndo sao colineares, entdo o angulo
é obtuso.

194.u-v=(1,-2)' (-1, 2)=1x(-1)+(-2)x2=-1-4=-5
O angulo formado pelos vetores pode ser obtuso ou
raso.
Como os vetores sdo colineares, entdo o angulo é
raso.

20.

Propostas de resolucao

20.1.5x—2y—4=0<:>2y=5x—4<:>y=%x—2

O declive desta reta é % logo o declive de qual-

quer reta que lhe seja perpendicular é - 2

Assim, a equacao reduzida de uma reta perpendi-
cular a reta dada é da formay = - 2, 4b.
Como a reta contém o ponto A:
1=-2x2+beob=2

5 5 9

Logo, a equacao pedida éy = - %x + =

20.2.(x,¥) =(0,1) + k(1, -3), keR

21.

O declive desta reta é -3, logo o declive de qualquer
reta que Lhe seja perpendicular é %
Assim, a equacdo reduzida de uma reta perpendi-

cular a reta dada é da formay = %x +b.
Como a reta contém o ponto A:

1-Lx24beob-L
3 3

Logo, a equacado pedida éy = %x + %

21.1.r:y=%x+2

Um vetor diretor de r é, por exemplo, r(2, 1).
S:Zy—3x+4=0(:)y=%x—2

Um vetor diretor de s &, por exemplo, s(2, 3).
T"s=2x2+1x3=7

IFll=V22+12=V/5
[[s1=V22+32=V13
7|
cosa = (0° < o < 90°)
V5 x V13

Logo, a amplitude do angulo entre as retasre s é,
aproximadamente, 29,7°.

21.2.r:(x, )= (1, 2) + k(2,-1), ke R

22.

Um vetor diretor de r é, por exemplo, (2, -1).
si(xy)=@1,2) +k(-3,1),keR
Um vetor diretor de s &, por exemplo, s'(-3, 1).
T'5=2x(-3)+(-1)x1=-7
71l =V22+ (-1)2= V5
IS =V (-3)?+12=V10

|-7] (
—_(0°< 0 <180
V5% V10
Logo, a amplitude do angulo entre as retas r e s &,
aproximadamente, 8,1°.

cosa =

221.u-v=0s20+2+2a+2=0

sSda=-4
sa=-1
Ovalordeaé-1.

222.U0'v=0=3+0d2-2a-a-1=0

oa2-3a+2=0
3+V9-8
2
Sa=1lva=2
Osvaloresdeasdaole 2.

S a=
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24

23. 2x+3y=6<=>3y=—2x+6(:>y=—%x+2

Um vetor diretor da retar é r(-3, 2).

231.ssy=2x+1
Um vetor diretor da retas é s(1, 2).
Os vetores r'e s'ndo sdo colineares porque - 3 # i.
Logo, as retas r e s sao concorrentes. 2
T°5=(-3,2)-(1,2)=-3x1+2x2=-3+4=1
Comor-s'=0, entdo as retas r e s sdo concorrentes
obliquas.
23.2. s:(x, 1) = (0,5) + k(3,-2), keR
Um vetor diretor da reta s € s(3, -2).
Os vetores re s sdo colineares porque - % = LZ
Logo, as retas r e s sdo coincidentes ou paralelas.
O ponto de coordenadas (0, 5) pertence a reta s,
mas ndo pertence a reta r, j& que a ordenada na
origem desta reta é 2.
Assim, as retas r e s sdo estritamente paralelas.

233.s:(x,)=(1,0) + k(2,3), keR
Um vetor diretor da reta s €512, 3).
Os vetores r'e s ndo sdo colineares porque - = = l.
Logo, as retas r e s sao concorrentes. 3
T°5=(-3,2)"(23)=-3x2+2%x3=-6+6=0
Comor-s'=0,entdo as retas r e s sdo concorrentes
perpendiculares.

234.5:(x,7) = (-3,4) + k(3,-2), ke R
Um vetor diretor da reta s €53, -2).

Os vetores r'e s sao colineares porque - % = %
Logo, as retas r e s sdo coincidentes ou estritamente

paralelas.

O ponto de coordenadas (-3, 4) pertence a retas.
2x(-3)+3x4=-6+12=6

Entdo, o ponto de coordenadas (-3, 4) também per-
tencearetar.

Logo, as retas r e s sdo coincidentes.

20, a-lomax20_lomw ., _3m
2 2 2 4

Logo, CA - CB = V/20 x V/20 x cos[%“} -
=20 x {_ %} =-10V?2

25.

2
25Lm=Mug= ==t =F

Assim, r:y=%x+ b.

O ponto A(-2, 1) pertence a retar, logo
1=£x(—2)+b@b=i.
3 5 3

Entdo, r:y=%x+§.

25.2.m,=tg135°= -1
Assim, s:y=-x+b.
O ponto C(0, 4) pertence a retas.
Entdo,siy=-x+4.

253.piy=-x+b
O ponto A(-2, 1) pertence aretap, logo 1= —(-2) + b
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254.

25.5.

25.6.

25.7.

25.8.

ob=-1
Entdo, piy=-x-1.
1
m, = 3 logo mg = -3.

Um vetor diretor da reta g pode ser q(1, -3).
Logo, g: (x, ¥) = (4, 3) + k(1, -3), ke R.

r:y=%x+%
ssy=-x+4
Assim,%x+é=—x+4<:>x+5=—3x+12<:>4x=7
ox=L
1.7 5 9 4
logo,y=txl  5_9
BOVEIXYYITY

Entdo, o ponto de intersecdo das retas r e s tem
coordenadas [1,2].
4 4

Um vetor diretor daretar ér(3, 1).

Um vetor diretor da reta s é s(1, -1).
r"s=3x1+1x(-1)=3-1=2
IIFll=V32+12=V10

I511= V124 (-1 = V2

Seja o a amplitude do angulo formado pelas retas
res.

cosa=—2

V10 x V2
Logo, a = 63°.

1
tgp==
gp 3
Assim, 1 + tg?f =

o1+ i_1
9 cos?p
10 1
9  cosP
9

& Ccosp = 0

3Vv10
10

1
cos?p

& cosP==

Como tg B >0, entdo p é aamplitude de um angulo

3Vv10
10

agudoecosf =
Pela formula fundamental da trigonometria,
sen’f+cos?Pp=1<sen’fp=1- %

1
osenf=—
P 10

V10
10
Como B é a amplitude de um angulo agudo, entdo

V10
10
V10, 3V10_4V10_2V10

Logo,senf + cos f = 10 6 - 10 - 5

Sejat areta perpendicular a r que contém o ponto C.

osenf=+%

senf =

mr=%,logomt=—3et:y=—3x+b.

Como C(0, 4) pertence areta t,entdo t:y =-3x + 4.
Seja D o ponto de intersecdo das retas re t.

lx+%=—3x+4<:>x+5=—9x+12<:>10x=7

3
ex=L
10



26.

27.

28.

y=-3 xl+4=£

10 10

7 19
Logo, D| —,==1|.
°8° [10 10J

— 2 2 [0
EntéoCD=\/[0-L] +(4-£] -4 _7V10
10 10 10 10

Logo, a distancia do ponto Caretaré 7 1~ (;LO .

Como C pertence a reta r e tem abcissa positiva,
entdo é da forma (k, 3, 3), k e R*.

BA=A-B=(0,0,-6)
BC=C-B={(k -3,-3)
BA-BC=0+0+18=18

IIBAIl = 6
IBCll = V'k2 + (-3)2 + (-3)2 = V18 + k2
Logo,

BA - BC = ||BAI| x |[BC]l x cos(ABC)
(:)18:6x\/ﬂxcos%
4:)3:\/mx%
©V18+ki=6

=18 +k?=36

<= k?=18

s k=+V18
Uma vez que k € R", entdo k = V18 = 3V2.

O triangulo [ABC] é retangulo em B, uma vez que o
lado [AC] é um diametro da circunferéncia.
cosa:B—_C@c05a=B—C@K=8cosa

AC 8

Assim, BC - AC = 16
< BCxACxcosa =16
< 8cosax8xcosa=16

& cos2a =+
4

<:>COSOL=i%

Como a é a amplitude de um angulo agudo, entdo

cosa = % Logo, a. = 60°.

Uma vez que OA = a e A pertence ao semieixo posi-
tivo Ox, entdo A(a, 0).
O ponto D é o ponto médio do segmento de reta

[0A], logo D[%, O].

. rFr_ 1l 17 1 1
C AE=CF==—BC==0A==—q,l E(a, = a).
omo 3 3 3 a, logo E(a 3 a)
Além disso, como o ponto E é o ponto médio do seg-

mento de reta [AB], entdo B[a, % a] e F[l a, 2 a].

Assim, 3 3

1 a a a
DE=|a=a|-|%,0|=|2 2
("3“] [2 ) [2 3)

BF la,za]_(g,o]=[_g,2_0J

3 3 2 6 3

Logo, DE- DF = & _gj a, 2a_
g 2X[ 67373
__a*  2d° _5a
12 9 36

29.

29.1.

29.2.

Propostas de resolucao

Como OA = a e A pertence ao eixo Ox, entdo A(a, 0, 0).
Uma vez que o sélido & um prisma quadrangular
regular, entdo OF = OA = a. Além disso, E pertence
ao eixo Oz, logo E(0, 0, a).

Como OC = 20E = 2a e C pertence ao eixo Oy, entdo
(0, 2a, 0).

Além disso, também se tem que B(a, 2a, 0).

Assim,

AB=B-A=(0,2a,0)

CE=E-C=(0,-2a,0)

Logo, AB - CE = 0 + 2a x (-2a) + 0 = -4a2.

CA=A-C=(a,-2q,0)
CE=E-C=(0,-2a,0)
CA-CE=ax0+(-2a) x (-2a) + 0 x a = 4a?

ICAll = V@ + (-2a)? + 02 = V/5a2 = a\V/5
|ICE|| = V02 + (-2a)? + a2 = V5a% = a\V/5
4q?

4 (0°< a <1809)

Assim, cos(ACE) = — =% -
aVsxaVs 3

Logo, ACE = 37°.

4. Equacoes cartesianas de planos no espaco
Exercicios - paginas 33 a 35

30.

30.1.

30.2.

30.3.

304.

31.

311

31.2.

313.

2xk-1)+1(p-1)+3(z-2)=0
S2x-2+y-1+3z-6=0
S2x+y+3z-9=0

Bkx-1)+1(r+1)+0=-2)=0
<-3x+3+y+1=0
& -3x+y+4=0

1x-0)-20+1)+1(z-1)=0
©Sx-2y-2+z-1=0
©x-2v+z-3=0

O(x-2)+4(r-1)+0(z-3)=0
S4y-4=0
<y-1=0

a:3x+2y-42+1=0
Um vetor normal ao plano a. é n(3, 2, -4).

Um vetor diretor da reta r é r(-6, -4, 8).

Tem-se que r = -2n, ou seja, 0s vetores r e n sao
colineares.

Logo, a reta r é concorrente perpendicular ao plano .

Um vetor diretor daretarér(0, 2, 1).
n=(0,21)-3,2-4=0+4-4=0

Logo, a reta r esta contida no plano o ou é estrita-
mente paralela ao plano o.

A(2,1,2) € um ponto pertencente aretar.
Tem-seque3x2+2x1-4x2+1=1=0.

Logo, o ponto A ndo pertence ao plano o, pelo que
a reta r é estritamente paralela ao plano o.

Um vetor diretor da retar é (3, 4, -1).
F-A=(34-1)-(3,2-49=9+8-4=1320
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Logo, areta r é concorrente perpendicular ao plano
o ou é concorrente obliqua ao plano a.

Os vetores re nndo sdo colineares porque% = % #
#_1
-4

Logo, a reta r € concorrente obliqua ao plano a.

31.4.Um vetor diretor daretar ér(4, -2, 2).

=(4,-2,2)-(3,2,-4)=12-4-8=0

Logo, a reta r esta contida no plano o ou é estrita-

mente paralela ao plano o.

A(1,0,1) € um ponto pertencente a reta r.

Tem-seque3x1+2x0-4x1+1=0.

Logo, o ponto A pertence ao plano a, pelo que a

reta r esta contida no plano a.

32 2x-3y+z+2=0
Um vetor normal ao plano a é n (2, -3, 1).

32L.B:3x+2y+2z+1=0
Um vetor normal ao plano f é (3, 2, 2).

Os vetores n, e ﬁﬁ nao sdo colineares porque % #
3.1

-,
2 2

Logo, os planos o e p sdo concorrentes perpendicu-
lares ou concorrentes obliquos.

A, Mg=2x3-3x2+1x2=2%20

Logo, os planos a. e B sdo concorrentes obliquos.

322.3:-2x+3y-z+2=0
Um vetor normal ao plano f é ny(-2, 3, -1).
Os vetores n, e n; sdo colineares porque nj; = -n,,
Logo, os planos a e  sdo coincidentes ou paralelos.
O termoindependentede o éd, =2 e otermoinde-
pendente de B é dg = 2. Entdo d, # -d,,.
Logo, os planos o e B sdo estritamente paralelos.

323.8:x+y+z-3=0
Um vetor normal ao plano f € ny(1, 1, 1).
Os vetores n, e ﬁﬁ nao sdo colineares porque T *
L3.1
1 1
Logo, os planos a. e 3 séo concorrentes perpendicu-
lares ou concorrentes obliquos.
N, Mg=2x1-3x1+1x1=0
Logo, os planos a. e 3 séo concorrentes perpendicu-
lares.

324.P:4x -6y +2:+4=0
Um vetor normal ao plano {3 é ny(4, -6, 2).
Os vetores n, e i s@o colineares porque N = 21,,.
Logo, os planos o e (3 sdo coincidentes ou estrita-
mente paralelos.
O termo independentede a.éd, =2 e otermoinde-
pendente de B é d; = 4. Entdo, d; = 2d,..
Logo, os planos a e B sdo coincidentes.

33.
331y=3

33.2.A(3,0,0)
(0, 3,0)

AC=C-A=(-3,3,0)
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33.3.

334.

33.5.

34.

34.1.

34.2.

343.

Logo, o: -3(x -3) +3(»-0)+0(z-0) =0
< -3x+9+3y=0

©x-y-3=0
E(3,3,3)
CE=E-C=(3,0,3)

Logo, CE: (x,y,2) = (3,3,3) + k(3, 0, 3), k e R.

Os pontos da reta CE sao da forma (3 + 3k, 3, 3 + 3k),
k eIR.

Substituindo na equagdo do plano o
3+3k-3-3=0k=1

Logo, P3 +1x3,3,3+1x3),0useja, P(6, 3, 6).

Seja r a reta perpendicular ao plano B e que passa
no ponto A.
r(xy:z=3,00)+k(23,-1), keR
Os pontos da reta r sdo da forma (3 + 2k, 3k, -k), k e IR.
Substituindo na equacdo do plano f:
2B3+2k)+3x3k-(-k)+1=0
S 6+4k+9% +k+1=0
< 14k = -7

1
s k= 3

Aretarinterseta o plano p no ponto de coordenadas

TR E ey

223

A distancia entre este ponto e o ponto A é:

Voraefou 3 o-3' \re g

14 _V14
4 2
Assim, a distancia do ponto A ao plano p é “214 .
BC=C-B=(0,11)-(21-3)=(-20,4)

Assim, uma equacao do plano o é:
2(x-1)+4(z-2)=0=-2x+2+4z-8=0
& -2x+4z-6=0
& -x+2z-3=0

AB=B-A=(21-3)-(1,-12)=(12 -5)

Como o plano o é perpendicular a reta AB, o vetor
AB é um vetor normal ao plano a.

Além disso, o ponto C pertence ao plano, assim,
uma equagao do plano a é:
1(x-0)+2(y-1)-5=-1)=0
Sx+2y-2-52+5=0

©x+2y-52+3=0

BC=C-B=(0,1,1)-(2,1,-3)=(-2,0,4)

Seja n um vetor normal ao plano p.

Como o plano 3 é paralelo a reta BC, entéo n - BC=0.
Entéo, por exemplo, ng(4, 0, 2).

Além disso, o ponto A pertence ao plano f, pelo que
uma equacdo deste plano é:
4x-1)+0p+1)+2(z-2)=0
Sdx-4+22-4=0

S4x-22-8=0

S 2x-z-4=0



344.

35.

35.1.

35.2.

35.3.

36.

Um vetor normal ao plano & definido por
3x+2y+4z-1=0én(3, 2 4).

Como os planos sdo paralelos, o vetor n' é também
um vetor normal ao plano referido.

Além disso, o ponto B pertence ao plano §, pelo que
uma equacao deste plano é:

3x-2)+2(-1) +4(z+3)=0
&3x-6+2y-2+4z+12=0
©3x+2y+4z+4=0

B é o ponto de interse¢do da reta BC com o plano

xOy:
(x,y,0)=[_l,ﬁ,z]m(_l,o,l)
2 2
x=—l—k x=i
2 2
V3 V3
p=—4 = — = ==
y 2 y 2
0=2+k k=-2
3 V3
Logo, B| =,—,0].
& [2 2 J
C é o ponto de interse¢do da reta BC com o plano
y0z:
(O.y.Z)=[-l,ﬁ,2J+k(—l,O,1)
2 2
0=-L-k [k=-1%
2 2
V3 V3
p=—4 = — = ==
y 3 y >
Z=2+k z=i
2
Logo, C[O, ﬁ , ij.
2 2

O ponto A pertence ao eixo Oy, logo é da forma
(0, , 0). Como [OAC] é um triangulo equilatero, a
ordenada de C é metade da ordenada de A, logo

A0, V3,0).

Um vetor diretor da reta BC é u(-1, 0, 1).

Como o plano a é perpendicular a reta BC, entdo o
vetor U é um vetor normal ao plano o.

Como o ponto A pertence ao plano a, entdo uma
equacao deste plano é:
1(x-0)+0(y-V3)+1(z-0)=0

< -x+z=0

Um vetor diretor da reta BC é u(-1, 0, 1).

Seja n; um vetor normal ao plano f. o
Como o plano f3 é paralelo a reta BC, entdo - BC = 0.
Entdo, por exemplo, ny(1, 1, 1).

Além disso, o ponto A pertence ao plano f, pelo que
uma equacao deste plano é:
1x-0)+1(y-V3)+1z-0)=0

Sx+y- V3+z=0

SxX+y+z- V3=0

36.1. Um vetor normal ao plano a. é a(l, 2, -1). Este vetor

é também normal ao plano , uma vez que os pla-
nos sao paralelos.
Como o ponto A pertence ao plano B, entéo:

36.2.

36.3.

37.

38.

38.1.

38.2.

38.3.

Propostas de resolucao

1x-1)+2(p-3)-1(z+2)=0

ox-1+2y-6-2z-2=0

©x+2y-z-9=0,que é uma equacao cartesiana
do plano .

Um vetor diretor daretar ér(-1,1, 2).

Como a reta r é perpendicular ao planoy entdoré

um vetor normal ao planoy.

Além disso, A(1, 3, -2) é um ponto do plano.

Logo, -1(x-1) +1(y-3)+2(z+2)=0

S-x+1+y-3+22+4=0

& -x+y+2z+2=0,queéumaequacao cartesiana
do planoy.

Um vetor diretor da reta r € r(-1, 1, 2). Um vetor
diretor do eixo Ox é v(1, 0, 0).

IFll = V(-1)2+12+22=V6

[Ivil=1

rv=-1

Seja 6 a amplitude do angulo que a reta r faz com
o eixo das abcissas.

cose=A=i(O°ses9O°)
Vex1 V6

Logo, 6 = 65,9°.

Seja C o centro da superficie esférica.

C( -1,1)

CP=P-C=(3,1,0)-(2-1,1)=(1,2-1)

CP é um vetor normal ao plano tangente a superficie
esférica no ponto P.

Assim, uma equacao desse plano é:
1x-3)+2(6-1)-1(z-0)=0
ox-3+2y-2-2z=0

©x+2y-z-5=0

A reta AD é perpendicular ao plano ABF. Um vetor
diretor da reta AD é n(6, 2, -3), que é um vetor nor-
mal ao plano ABF.

Assim, AD: (x, ,2) = (17,1, -1) + k(6, 2, -3), k e R.

Um vetor normal ao plano ABF é n(6, 2, -3).

Um vetor normal ao plano a, U, tem de satisfazer a
condicagon-u=0.

Por exemplo, u(0, 3, 2).

Assim, uma equacdo do plano a é:

0(x-17) +3(»-1) +2(z+1) =0
<3y-3+2z+42=0

<3y+2z-1=0

Um vetor normal ao plano ABF én(6, 2, -3).

O plano CHG é estritamente paralelo ao plano ABF.
Logo, n também é um vetor normal ao plano CHG.
Como D(17, 1, -1) pertence ao plano CHG, entdo
uma equacao deste plano é:
6(x-17)+2(y-1)-3(z+1)=0

& 6x-102+2y-2-32-3=0

< 6x+2y-3z-107=0

38.4. 0 ponto E é o ponto de intersecdo da reta EH com

o plano ABF.
EH: (x,y,2) = (1,-2,14) + k(-12, -4, 6), ke R
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Propostas de resolucao

Logo, (1 -12k, -2 - 4k, 14 + 6k), k IR sdo as coorde-
nadas de um ponto genérico desta reta.
Substituindo na equagdo do plano:

6(1 - 12k) + 2(-2 - 4k) - 3(14 + 6k) - 58 =0

& 6-72k-4-8k-42-18k-58=0

< -98-98k=0

sk=-1

Assim, E(13, 2, 8).

Exercicios globais - paginas 36 a 39
39. Opcao (C)
Seja mo declive daretar.

m=tg150°@m=—?
Sem=- ﬁ entao sdo vetores diretores daretar,

por exemplo, (-3, V3) ou (-V/3,1).

Das equacdes dadas, apenas uma apresenta um
destes vetores, ndo havendo qualquer equacao
com outro vetor diretor colinear com estes.

40. Opcéao (B)
AB-LBA-LlAB -BA-
2 2
=%||ﬁ|| « ||BA]| x cos 180° =
=%x2x2x(—1)=
-2

41. Opgao (D)
r:x—2y=3<:>2y=x—3<:>y=%x—%
m, = % logo m, = -2.
Apenas uma das equacOes apresentadas tem
declive -2.

42. Opgao (D)
Um vetor normal ao plano . é, por exemplo, (1,1, -1).
Na opcéo (A), um vetor normal ao plano dado é
(3,2,5).Entan (1,1,-1)- (3,2,5)=3+2-5=0, pelo
que este plano é perpendicular a a. No entanto,
3x2+2x1+5x%x3-12=11, pelo que o ponto A
nao pertence a este plano. Logo, o plano dado é
perpendicular a o, mas ndo contém o ponto A.
Na opcéo (B), um vetor normal ao plano dado é
(4,-1,3).Entao (1,1,-1) - (4,-1,3)=4-1-3=0, pelo
que este plano é perpendicular a a. No entanto,
4x2-1+3x3+1=17, pelo que o ponto A ndo
pertence a este plano. Logo, o plano dado é per-
pendicular a a, mas ndo contém o ponto A.
Na opcéo (C), um vetor normal ao plano dado é
(5,-2,3).Entéao (1,1,-1) - (5,-2,3)=5-2-3=0, pelo
que este plano é perpendicular a a. No entanto,
5x2-2x1+3x3+7=24, peloqueoponto A
ndo pertence a este plano. Logo, o plano dado é
perpendicular a a, mas ndo contém o ponto A.
Na opcéo (D), um vetor normal ao plano dado é
(2,1,3).Entao (1,1,-1)- (2,1,3)=2+1-3=0, pelo
que este plano é perpendicular a o
Além disso, 2 x 2 +1+3 x 3 -14 =0, pelo que o
ponto A pertence a este plano. Logo, o plano dado
é perpendicular a a e contém o ponto A.
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43. Opgdo (B)
(AB, BC) é um angulo agudo, pelo que AB - BC > 0.
(AB, CD) é um angulo obtuso, pelo que AB - CD < 0.
(AB, DE) é um angulo obtuso, pelo que AB - DE < 0.
(AB, EA) é um angulo agudo, pelo que AB - EA > 0.

44. Opgao (D)
u-v=(0,0,0) (a0,-a)=0+0-a?=-a?<0,V aecR\{0}
Os vetores U e v ndo sao colineares.
Logo, o angulo formado pelos vetores u e v é obtuso.

45. Opgao (C)
(U-v)-(U+v)=u-u-v-v=|uP-Vvi*=4-9=-5,
logo a opgao (A) é verdadeira.

(U-V) (U+V)=U-U+2u-V+V-v=|[ul]?+ 2u- v+ |[v]]*=
=4-2+9=11, logo a opcao (B) é verdadeira.
QU-V) - (U-2V)=2U - U-4U - V-U " V+2V V=
=2lull?>-5u-v+2|[vl?’=8+5+18 =31, logo a
opcao (C) é falsa.
2U-(U+3V)=2u-Uu+6u-v=2|ull’+6x(-1)=8-6=
=2, logo a opcéao (D) é verdadeira.

46. Opcgao (A)
T(m, 2, m) € um vetor diretor da reta r.
d(1, -1,1) é um vetor normal ao plano o
Para que a reta r seja perpendicular ao plano a
estes dois vetores tém de ser colineares.
Assim, T = 2. m velo que m=-2.
1 -1 1
47. Seja a.a amplitude do angulo de u com u + v.
U-(u+Vv)=[ull x|[u+Vv]l x cos a
SU-U+U-V=2x5xcos >

V2

<:>||U||2+H-V=1oxT
©22:U-V=5V2
SU-V=5V2-4

48.
48.1.m=tg120°=-V3
Assim, AC:y=-V3x+b.
Como o ponto A pertence a reta AC, entao
3=-V3+beob=3+V3
Logo, AC:y=-V3x+3+V3eC(0,3+V3)

48.2.AB=B-A=(-3,-2)

Assim, t:y=-%x+b.
ComoBet:l:—%x(-2)+b@b=—2
Logo, t:y=—ix—2.
2
49.
491.AB=V(3+1)2+(-1-42=V16+25=V41
V41l

Logo, o raio da circunferéncia é —=.
Seja C o ponto médio de [AB].




49.2,

49.3.

entao, - (351, Ar4) (1 3]
2 2 2

C é o centro da circunferéncia .

Entdo, uma equacao da circunferéncia de diametro

[AB] é:

-3 -]

2 2
2
o1 p-3) -4

AB=(-1,4)-(3,-1) = (-4,5) s

O declive da reta AB é dado porm = =7

A inclinacdo da reta AB é o tal que tg o = - 2e
0<a<mouseja, a =225 radianos. 4

Uma vez que o declive da reta AB é - % o declive

de uma reta qualquer perpendicular a reta AB é A4,
Assim, a equacao pedida é da formay = %x +b.
Como E(1, 1) pertence a esta reta, tem-se:
1-4x1+bob=1

5 5

Logo, a equacdo pedida éy = %x + %

49.4.AF = (-1,-2) - (3,-1) = (-4, -1)

49.5.

49.6.

BF =(-1,-2) - (-1,4) = (0, -6)

[IAFIl = V(-4)2 + (-1)? = V17

IIBFll = V0% + (-6)2= 6
AF-BF=-4x0+(-1)x (-6) =6

Assim, sendo o a amplitude do angulo formado
pelas retas AF e BF, tem-se:

16l (go<a<909)

V17 x 6

Logo, a = 75,96°.

cosa =

Seja p = (CA, CD).
n _ B 8 _24p
ﬂn 41 41  41n
4 24
<:>24|3=8><4:|.:l13

41

AC - DC = ||ACI| IIDC]| cos p =
V4L VAL e
2 2 3

41 1
=——x==

4 2
_ 4

Ei C;A = [11 %J -(3,-1)= [—2, %J

Assim, t:y=%x+ b.

50.

51

52.

53.
53.1.

53.2.

Propostas de resolucao

Aet,logo—1=%><3+b<:>b=—£

5

Entao, t: y =ix —ﬂ.
5 5

Opgdo (C)
x? +y? = 3 é uma equagao da circunferéncia de centro
(0, 0) e raio V3.
A reta r é tangente a esta circunferéncia no ponto
de coordenadas (V/3, 0), que é um dos pontos de
intersecao da reta com o eixo Ox. Logo, r: x = V3e
um vetor diretor daretar ér(0, 1).
Sendo P(x, y) um ponto da retas.

Assim, (1, V2) - (x-1,y-V2) =0
ex-1+V2y-2=0

Sy=- %x + M que é a equacao reduzida da
retas.
Como o declive daretas é - ﬁ um vetor diretor

desta reta é5(-2, V/2).
rs5=(01)(-2V2)=0+V2=V2

[Irr=1

IIs11 =V (=22 + (V2)2=V4+2=Ve

Logo, sendo o a amplitude, em graus, do angulo das
duas retas,

cos a =£(O0 < 0. £90°) e, portanto, o. = 55°.
1xV6
Opcéo (A)
AE - ED =
= (AB + BE) - (EC + CD) =
=AB-EC+AB-CD+BE-EC+BE-CD=
=0+axaxc05180°+%x%xCOSO°+O=
=—a2+a_2=
=—ia2
4
BP-CQ-=
=(ﬁ+A—P)'(a+m)=
=BA-CA+BA-AQ+AP-CA+AP-AQ=
=0+ |AB]| x%”ﬁ” x C0s 180° + ||AB| x%“ﬁ“ x
x €0s180°+0 =
= - 2 1IABI? - 2 [|ABIP =
2 2
- -|lABIP
Seja C(a, b, c).
OC = 20A
< (a,b,¢)-(0,0,0)=2((@, 2 3)-(0,0,0))
< (a,b,c)=2@1,23)
o (ab,c)=(2,4,6)

Logo, C(2, 4, 6).
D=[1+3 2-4 3-1)_

) , =(,-11
2 2 2 ( )
CD=(2,-1,1)-(2,4,6)=(0,-5,-5)

Logo, uma equacao vetorial da reta CD é
(x,v,2) =(2,4,6) +k(0, -5, -5), ke R.

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

29



Propostas de resolucao

53.3.AB=(3,-4,-1)- (1,2,3) = (2, -6, -4)
Assim, AB: (x, y,z) = (1, 2, 3) + s(2, -6, -4), s € R
s= 1
= 1
2=1+2s 2 =5
4-5k=2-65 & 5k=2+6x% Sik=1
6-5k=3-4s 1 k=1
5k=3+4x7

Assim, o ponto de interse¢do das retas CD e AB tem
coordenadas (2, -1, 1), ou seja, trata-se do ponto D.

53.4.CD = (0, -5, -5)
AB =(2, -6, -4)
CD-AB=0+30+20=50
ICDIl = V02 + (-5)2 + (-5)2 = V/50
Al = V22 + (-6)2 + (-4 = /56

Seja a. a amplitude do angulo formado pelas retas

CD e AB.

cos<x=¢(0°s(xs90°)
V50 x V56

Logo, a = 19°.

53.5.a) Um vetor normal ao plano AOB én(1, 1, -1).
Como o plano o é paralelo ao plano AOB, entdo
n é também um vetor normal ao plano o.
Além disso, o ponto E pertence ao plano a.
Assim, uma equacdo do plano a é:
1x-1)+1(p-1)-1(z-1)=0
Sx-1+y-1-z+1=0
Sx+y-z-1=0

b) Seja r uma reta perpendicular ao plano AOB que
passa pelo ponto E.
Um vetor diretor da reta r € um vetor normal ao
plano AOB, por exemplo, (1, 1, -1).
Assim, uma equacdo vetorial da retar é
(xy2=0011)+k(@1-1),keR
Os pontos da reta r sdo da forma
1+k1+k1-k),kelR.
Substituindo na equacéo do plano AOB, obtém-se:

1+k+1+k—1+k=0@3k=—1@k=—%
Logo, o ponto Pde interse¢do da reta r com o plano
AOB tem coordenadas [1 + % 1+ l, 1- lj -

=[ii£] 3
3'3'3)

_ 2 2 2
Entao, EP = [1-1] +[1_i] +[1_£J _
3 3 3
S S S
9 9 9
.
3
_V3
3
Ou seja, a distancia entre o ponto E e o plano AOB
. V3
&=
3
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54.

54.1.

54.2.

54.3.

54.4.

0(0, 0, 0)

D(3, 4, 4), por se tratar do centro da superficie esfé-
rica referida no enunciado.

G(0,0,z), uma vez que a aresta [OG] esta contida no
eixo Oz e G pertence a superficie esférica.

Logo, (0-3)2+ (0 - 4)2 + (z - 4)2= 25

< (z-4)2=0

&z-4=0

Sz=4

Assim, G(0, 0, 4).
A=0+GD=(0,0,0)+(3,4,0)=(3,40)

OG =4=AD, logo AB=8=0OC.

Assim, C(0, 8, 0).

F=G+(0,80)=(0,8 4)

De forma analoga se conclui que E(3, 12, 4) e
B(3,12,0).

A projecdo ortogonal de H no plano xOy é o ponto
médio de [OA], ou seja, o ponto de coordenadas

[i,z, o].
2

Logo, H[% 2, BJ.

A projecao ortogonal de | no plano xOy é o ponto
médio de [CB], ou seja, o ponto de coordenadas

[i, 10, 0].
2

Logo, l[% 10, 8].

H[i,z,sJ
2

D(3,4,4)
HD = [% 2, -4J é um vetor diretor dareta HD e é

perpendicular a qualquer vetor normal ao plano o
Um vetor normal ao plano a. é (m, -m, m - 1).

Assim, (%2 -4] “(m-mm-1)=0
@%m—Zm—4m+4=0
9

&-Zm=-4
em=2
9
U(4, 0, 3) é um vetor normal ao plano FGA e a qual-

quer outro plano que seja paralelo a FGA.

Assim, uma equacao cartesiana do plano paralelo
a FGA e que contém o ponto C é dada por:
4x-0)+0(-8)+3(z-0)=0

S4x+3z=0

OE = (3,12, 4)

Logo, OF: (v, , z) = (0, 0, 0) + k(3, 12, 4), k € R
Assim, os pontos da reta OE sdo da forma

(3k, 12k, 4k), k €IR.

Substituindo na equacado do plano FGA, tem-se:

4><3k+3x4k—12=0@24k=12@k=%
Logo, o ponto de intersecao da reta OE com o plano
FGA tem coordenadas [% 6, 2].



545.1E = (3,12, 4) - [% 10, 8] - [% 2, -4]

IE:(x,7,2) = (3,12, 4) + k[%,z, -4], keR
Os pontos P da reta IE sdo da forma

[3+%k,12+2k,4—4k},kelR.
ﬁ:{3+%k,12+2k,4-4kj-(3,12,o)=

- [%k,Zk,4—4k),kelR

IE-BP=0

3 3

=,2,-4| | =k 2k 4-4k|=0
‘:’[2 ] (2 ]
@%k+4k—16+16k=0
=8 k-16

4
@k:ﬁ

89

Logo, BP = [& , 128 , &J que é colinear com
(24,32,25).\89 87 89

Assim, uma equacao vetorial da reta que passa pelo
vértice B e é concorrente e perpendicular a reta IE é,
por exemplo, (x, y, z) = (3,12, 0) + k(24, 32, 25), k e R.

54.6.a) OF = (3,12, 4)
0G = (0,0, 4)
OE-0G=0+0+16=16
|OE]| = V32 +122 + 42 =13
10G|| = 4
Seja o a amplitude do angulo formado pelas
retas OE e OG.

cosa:L(O°sas9O°)
13x4

Logo, a = 72,1°.

b) OF = (3,12, 4)
OA=(3,4,0)
OE-OA=9+48+0=57
IOE|| =V/32+122+42=13
IOAll = V/32+ 424+ 02=5
Seja B a amplitude do angulo formado pelas
retas OE e OA.
57

=57 _(0°<p <900
cosp =13, 5 0°=p=907)

Logo, p = 28,7°.

54.7.

54.8.

54.9.

Propostas de resolucao

(0, 8,0)
D(3, 4, 4)
CD=D-C=3,-4,4)
O vetor CD é um vetor normal ao plano mediador
de [CD].
Seja M o ponto médio de [CD].
Mo [0+3,8+4,0+4] _ (;'6’2]
2 2 2 2
Assim, uma equacao do plano mediador de [CD] é:
3[;;-%] —4(y-6)+4(z-2)=0

<:>3x—%—4y+24+4z—8=0

(:)3x—4y+4z+%=

D@3, 4,4)

G(0,0,4)

DG =G -D=(-3,-4,0)

Assim, uma equacao cartesiana do plano tangente,
no ponto G, a superficie esférica de centro D que
passa em G é:

-3(x-0)-4(y-0)+0(z-4)=0

& -3x-4y=0

Seja r a reta perpendicular ao plano FGA e que
passa no ponto P.
r(xyz)=(213)+k(40,3),kelR

Os pontos da reta r sao da forma (2 + 4k, 1, 3 + 3k),
k eIR.

Fazendo a intersecdo da reta r com o plano FGA:
42 +4k)+3(3+3k)-12=0

< 8+16k+9+9-12=0

& 25k = -5

ok=-1
5

O ponto de intersecdo da reta r com o plano FGA

tem coordenadas (% 1, %J

Assim, a distancia do ponto P ao plano FGA é:

2 2
\/[2_2] +(1_1)2+[1_2_3] _6 .92 1
5 5 25 25
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