5. Funcoes
Recorda - paginas 6 a 11

1
Monémio | Coeficiente | Parte literal | Grau
-4 -4 x? 3
xyz 1 xyz 3
32 3 ¥ 2
N J
2.
Polinémio Termos Coeficientes | Grau | Completo
V3x® V35 V3 5 Nio
3_ i . i . _ i a
4x > 4x3; 2 4; 2 3 Nao
42+x+V2 | aBxV2 | 4LV2 | 2 Sim
SV -2,
3 w22 1V2-2 | 6 Nio
por exemplo. 3 3
N J
3.

a) A(x)+B(x)=%x2—2x+2+x4—2x3+x2—10=

4 3

=x*-2x +%x2+x2—2x+2—10=

=x4—2x3+%x2—2x—8
Grau 4
b) B(x)+C(x)=x4—2x3+x2—10—x2+%x3—x4=

34+x2-x2-10=

=x4—x4—2x3+%x
=%f-m
Grau 3
) B(x)—C(x)=x4—2x3+x2—10+xz—i

=x4+x4—2x3—%x3+x2+x2—10=

¥+t =

=hk%ﬁ+bh&o
Grau 4
d) AR) - (BK) + Clx)) =
=%x2—2x+2—(x4—2x3+x2-10—x2+%x3—x4)=
=lx2—2x+2—x4+2x3—x2+10+x2—%x
4 53

=X +x4+2x3—?x

S+xt=

+%x2—x2+x2—2x+2+10=

=—£x3+%x2—2x+12

2
Grau 3
4.
a)  A(x) x B(x) = 3x® x (x* - 2x + 1) = 3x® - 6x7 + 3x°

Grau 8

b)

d)

a)
b)

8.
a)
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B(x) x C(x) = (x* - 2x + 1) x (=x3 + 2x) =
=X+ 203 + 24 - 4x? - X3+ 2x =

=+ 20+ 3 - 4% + 2x

Grau 5

Alx) x (-C(x)) =3x8 x (x> - 2x) =
=3x7 - 6x7

Grau 9

B(x) x B(x) = (x* - 2x + 1) x (x* - 2x + 1) =
=X - 23+ - 23+ A2 - v+ xP - 2x+ 1=
=x* -4 +6x2-4x+1
Grau 4
A) x (B(x) + C(x)) =3x0 x (x? - 2x + 1 - x3 + 2x) =
=3x0x (@ -x3+1) =
=3x8 -3x%+ 3xb =
=-3x% + 3x% + 3x®
Grau 9

fx)=0=-2x+6=0-2x=-6=x=3

fx)=0=x?+8x=0=x(x+8)=0
<x=0vx+8=0
ox=0v x=-8

1.1 A (I

6.6666Y

" (1,13)(2,0) :

x3 2
f1 (x)=?—2- e P

I'S 66667
1

f é estritamente crescente em ]-oo, 1] e em [3, +oo
e é estritamente decrescente em [1, 3].

91 A0 (3]

6.6666Y

(1,1.33)

(3,0) ‘

3
fl(x)=T—2-x2+3~

I'S 66667
I

1,33 é maximo relativo em x = 1.
0 é minimo relativo em x = 3.

6+V36-4x1x9
2

6+xV36-4x1x9
2

6+V36-36
2

X-6x+9=0=x=

—X=

S X =

<x=3
O zerodefé3.
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- \/7
272+3x-4=0=x= 3+ 9Z4xzx4
_-3+V9+32
Gx= SIS
o3Vl
4
Os zeros de fsdo 35— VA4l g -3+ V4l
2 2
3+VI AxIxA
2243 +4=0ox=3% 944><2x4
@x=—3¢v49-32
@x=-3¢4\/-23

Equacdo impossivel em R.
f ndo tem zeros.

X>2x+3ex2-2x-3>0

Calculo auxiliar

2+ V41 4x1x3 2+V4+12
¥-2x-3=0ex= +2X x ox= :

CS.=]-00, -1[ U I3, +o0[

Capitulo 1 - Funcoes cuibicas e quarticas
Tarefa - A caixa - pagina 12

a)

Como se pretende cortar quatro quadrados de lado
x cm, entao x> 0.

Como a largura da caixa é de 14 cm, entao
14-2x>0,0useja, 2x<1l4d = x<7.
Assim, 0<x<7.
i. A base da caixa tera (30 - 2x) cm de comprimento
e (14 - 2x) cm de largura.
Logo, uma expressao da area da base da caixa é:
(30 - 2x)(14 - 2x) = 420 - 60x - 28x + 4x? =
=420 - 88x + 4x?

ii. Para obtermos uma expressao que represente o
volume da caixa, basta multiplicar a expressao
da area da base da caixa por x, que representa a
altura da caixa:

(420 - 88x + 4x%) x x = 420x - 88x? + 4¢3, com O <x < 7

Recorrendo as capacidades da calculadora grafica:
fi(x) = 420x - 88x% + 4x3, com O <x < 7

M0oo v

2 3

£1(x)=420- x-88- x%+4- x

(3,576)

D 2

O volume maximo da caixa obtém-se parax=3,ou
seja, a base da caixa é um retangulo com 24 cm de
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comprimento e 8 cm de largura e a altura da caixa
éde3cm.

O valor do volume maximo é de 576 cm?.

Exercicios de margem - paginas 13 a 31

1.

a) As10 horas, decorreram 2 horas desde as 8 horas.
P2)=-22+6x22+15x2=-8+24+30=46
O trabalhador produziu 46 litros de gelado.

b) PQ)=-13+6x12+15x1=-1+6+15=20
P(2) - P(1) = 46 - 20 = 26
Entre as 9 horas e as 10 horas, o trabalhador produ-
ziu 26 litros de gelado.

N° Contra-
Comportamento | ;.

no infinito

Grafico de | Extremos
zeros nio

Quando x
, tende para -,
f(x) tende para
a)f I Nao tem —oo.
© x extremos.| Quando x
A tende para +oo,
f(x) tende para

400,

Quando x
tende para -,

’ g(x) tende para
Nao tem +00.

b) g ) By extremos.| Quando x
tende para +oo,

g(x) tende para

—o00,

Quando x

Tem um |tende para —co,
¥y
/\I / minimo |h(x) tende para
oh > 3 relativo —oo, R

x eum Quando x
maximo |tende para +oo,
relativo. |h(x) tende para

+00,

Quando x
Tem um |tende para —co,
minimo |i(x) tende para

Y 2 relativo +oo. R
_ > g um Quando x
| \ maximo |tende para +,
relativo. |(x) tende para
—co,
Quando x
, tende para -co,
I/ j(x) tende para
Y - 1 N&o tem —eo R
x extremos.| Quando x
/ tende para +oo,
j(x) tende para
L +00, )

3. Ao cuidado do aluno.
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4, ) 2x3-3x2+4x-8 -x+4
) Comportamento | Contra- ~2c + 82 ~2xt-5x-24
Funcao Grafico z:; ) Extremos noinfinite | dominio 5x2 4+ 4x - 8
-5x? + 20x
A
Y Tem um Quando x 24x - 8
minimo tende para 245 + 96
a)f 5 > 1 absoluto| ~°0U para [0, +oo[ —LAx +
0) +oo, f(x) tende 88
' para +ee. Q(x) = -2x% - 5x - 24
R(x) = 88
4 Tern um Quando x )
maximo tende para
b)g 0 P 1 |absoluto| ~0UPara =2, 0] .
0. " g(x) tende a)  xX?+5x+2 |x+4
para —e. -x? - 4x x+1
t Quando x x+2
Te’m'um tende para -x-4
minimo S S
ch 0 absoluto| ~°0u para [5, +oo[ -
R ) +o0, h(x) tende . 5
o > - para +oo. Assim:2 +5x +x2=(x + 4)(x + 1) - 2
b) x* - 3x? +3 | =x%+x
Y
Temum Quando ¥ x4+ %3 X2 -x+2
minimo tende para [-0,105; 3 2
di 2 |absoluto| ~ouPara o3 +3
o| T X (-0,105). +o0, i(x) tende B
para e 22 +3
Temum 2x? - 2x
m?ximo 2% +3
"
:4 r(%)al:\;:) Quando x Assim: 3 - 3x2 +x* = (x —x?) x (=x? - x + 2) + (-2x + 3)
minimo | tende para c) x° -1 ‘ x-1
e)j 3 |relativo | -coou para [J-o, 64] s 4 v 3 1
) ; (—8,789) +00,j(x) tende X"+ X X+ X +X"+X+
m \ eum para —oo. x4
maximo g3 1
absoluto 3
(64). x -1
-x3 + x?
Temum 2 -1
A minimo
\ ’ / absoluto tQu:ndo x -x? + x
ende para
f) k /(; o4 | 8D oy para 8L, x-1
: eum | e k(x) tende +eol 1
,,,,,,,,,,,,, maximo | 77 < X
81 relativo | P28+ 0
L (45,563). ) Assim:x®-1=(x-1)*+x3+x2+x+1)
d  Lesoaz-2ov+10 [Liss
5. 2
3 20-32+4r-8 [2-1 e 3,2 15, ,15
2. 2 2 2 2
-2x3 +2 2 5
324+ 4x- 6 —?x -20x +10
Q(x) =2 5 5. 45
R(x) = =3x2 + 4x - 6 M T
b)  23-3x2+4x-8 | +3x+1 %x.'.lo
-2x3 - 6x2 - 2x 2x-9
2 2 8 i - ﬁ
-9x% + 2x - 2 2
+9x2 + 27x+ 9 3
29%x+1 2
Q) = 2x-9 Assim: L 33 4 2:7 - 200 +10 =
R(x) = 29x +1 =(Ax+3]x[zxz_£x+£]_§
3 2 2 2 2
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a)

b)

d)

x° +kr +12 | -x?-2x+1
X%+ 20+ X3 -3+ 2x?-5x+12
-2x4 4+ x3 +kx +12
2x* + 43 - 202
563 -2x% +kx  +12
-5x3 - 10x? + 5x

122+ (5+ ke +12

12x% + 24x -12

(29 + k)x

Para que o polindmio x° + kx + 12 seja divisivel pelo
polinémio - x? - 2x + 1, o polindbmio Resto tera de
ser zero. Logo:

29+k=0ek=-29

Q) =x?-2x-11
R(x) = -12
Alx) =x3-4x?-7x+10

1 -4 -7 10
-3 -3 21 -42
1 -7 14 | -32

Qkx)=x*-7x+14
R(x) = -32

Alx) =x3 - 4x? - 7x + 10

Q(x)=x?-3x-10

R(x)=0
A(x) =x3 - 4x? - 7x + 10 B(x)=x+%=x—[—%]
1 -4 -7 10
1 19 19
2 2 4 8
. L9 19 9
2 4 8
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a)

b)

10.

11.

b)

c)

12.

Ax)=3x*+x2+1

3 3
3 0 1 0 1
_2 o .4 14 28
3 3 9 27
7 14 55
3 2 3 9 27
Q(x)=3x3—2x2+%x—% R(x)=%

Alx)=3x*+x?+1 B(x)=3x+2=3[x+%j
Como sabemos da alinea anterior, o quociente e

o resto da divisdo de A(x) por x + % sdo, respetiva-

mente, os polindmios Q(x) = 3x> - 2x? + %x - %’
55
eR(x)===.
() =35
Assim, o quociente e o resto da divisdo de A(x) por
3(}( + %] sao, respetivamente, os polinémios %’—Q
e R(x), ou seja, »° 2 +1x—£e£, pois
3 9 27 27
Alx) = (x +%] x Q(x) + %
<:>A(x)=3[x+£] « Q) , 55
3 3 27
(P+kx+12):(x+2)
1 0 0 0 k 12
-2 -2 4 -8 16 -32-2k
1 -2 4 -8 16+k| -2k-20=R(x)

Para que o polindmio x> + kx + 12 seja divisivel pelo
polinébmio x + 2 tem que R(x) = 0.
-2k-20=0<-2k=20<=k=-10

AR) =33 -x2+2x+1

O resto da divisdo de A(x) porx -1 é:
A(l)=3x13-1242x1+1=5

O resto da divisdo de A(x) por x + 2 é:
A(-2)=3x (-2} -(-2)2+2x(-2)+1=-31
O resto da divisdo de A(x) por x é:
A(0)=3x03-02+2x0+1=1

x*-3x3-x2+ 3x
=(-1)*-3x(-1*-(-1)?+3 x(-1) =
=-1+3-1-3=0
0)=04-3x03-02+3x0=0

-

P1)=1*-3x13-12+3x1=1-3-1+3=0
4 3 2
p[1 [g] _3x[;] [l) 3kl
2 2 2 2 2
1 1 1 3
= —- X — -+ = =
16 8 4 2
(x2) (x4) (x8)
_1_6 _ 4 24_15
16 16 16 16 16

P(V2)=(V2)'-3x (V2 - (V2)* +3x V2=
=22-3x2V2-2+3V2=2-3V2
P3)=3%-3x33-32+3x3=81-81-9+9



b)

14.

ComoHJ)=QP®)=QPGJ=QPG)=QPL%)#0

e P(\/E) = 0, conclui-se assim que, dos valores apre-
-sentados, as raizes de P(x) sdo -1,0,1 e 3.

Sabe-se que, dado um polindomio P(x) e um niimero
aelR, aéumaraiz de P(x) se e so se P(x) foi divisivel
por x - a. Como vimos na alinea anterior,-1,0,1e 3

sdo raizes de P(x), enquanto % e V2 nao o sao.

Assim, podemos concluir que P(x) é divisivel pelos
polinémios A(x) = x + 1, B(x) =x, C(x) =x -1 e
F(x) = x - 3, ndo sendo divisivel pelos polindmios

D(x)=x—%eE(x)=x—\6.

P(x) =x*- kx> +x + 3

Para que o resto da divisao de P(x) por x - 1 seja 2,

tem-se que P(1) = 2, isto é:
-kx1?+1+3=21-k+4=2<k=3

P(x) é divisivel por x + 2 se e s6 se P(-2) = 0. Assim:

(-2*-kx(-2)?+(-2)+3=0=16-4k-2+3=0

cw4k=—l7¢¢k=%%

Consideremos o polinomio A(x) = x> - 2x% + ax + b.
A(x) é divisivel por x + 1 se e s6 se A(-1) = 0 e o resto
da divisao de A(x) porx - 2 éigual a 6 se A(2) = 6.
Logo:

JAGD=O [(1) -2x(-1)?+ax(-1)+b=0
L=t
| A =6 | 23-2x22+ax2+b=6
[1-2-a+b=0 [b=3+a
=3 =3
|8-8+2a+b=6 |2a+(3+a)=6
( ( (b=3+1 ([b=4
<:>J <:>;J @J =Y
| 30=3 la=1 la-1 la=1
Assim,a=1eb=4

P(x)=x3+3x>-9x+5
P1)=13+3x12-9x1+5=1+3-94+5=0,logo
1 éraiz de P(x).

1 éraiz de P(x):

1 3 -9 5
1 1 4 -5
1 4 -5 0

P(x) = (x - 1)(x? + 4x - 5)

Q)
Vejamos se 1 é raiz do polinémio quociente Q(x)

obtido:Q(1)=12+4x1-5=0.
Como 1 é raiz de Q(x), vamos dividir Q(x) por x - 1:
1 4 -5
1 1 5
1 5 0

16.

a)

b)

c)
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Assim, P(x) = (x - 1) x (x? + 4x - 5) =
=(x-1)(x-1)(x+5=x-1)?(x+5 e comolija
néo é raiz do polinébmio x + 5, conclui-se que 1 é a
raiz de multiplicidade 2 de P(x).

A(x) = 2x® - 2x° - 10x* + 2x3 + 16x? + 8x
2 -2 -10 2 16 8 0
0 0 0 0 0 0 0
2 -2 -10 2 16 8 0
0 0 0 0 0 0 -
2 -2 -10 2 16 8

Verifica-se que 0 é raiz de A(x) e que

A(x) = (x - 0) x (2x° - 2x* - 10x3 + 2x? + 16x + 8), mas 0
n&o é raiz do polindmio 2x> - 2x* - 10x3 + 2x% + 16x + 8,
logo 0 é uma raiz simples de A(x).

2 -2 -10 2 16 8 0
2 4 4 -12 -20 -8 O
2 2 -6 -10 -4 O 0
2 4 12 12 -4 O -

2 6 6 -2 0 0

2 4 20 52 100

N

10 26 50 | 100

2x° + 2x* - 6x3 - 10x2 - 4x

)

1(X)
Ry(x) =
Qz(x) 2x* + 623 + 6x% - 2x
Ry(x) =

Verifica-se que 2 é raiz de A(x) e que também é raiz
de Q,(x), mas ja ndo é raiz de Q,(x).

Conclui-se, assim, que 2 é raiz dupla de A(x).

-10 2 16 8 0

-1 -2 4 6 -8 -8 O

-1 -2 10 -18
2 -10 18 | -18
Qy(x) = 2x° - 4x* - 6x3 + 8x? + 8x

Q,(x) = 2x* - 6x% + 8x
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Q5(x) = 2x3 - 8x? + 8x

Verifica-se que -1 é raiz de A(x) e também é raiz de
Q,(x) e de Q,(x), mas ja ndo é de Q;(x).
Conclui-se, assim, que -1 é raiz tripla de A(x).

Aprende fazendo @ - paginas 32 e 33

1
a)

b)

<)

e)

100

22+ 2x+3eBx)=x2+x+2

Alx) =
2)/+;/+3 X+x+2

2 3a 2
a

22+ 2x+3=(%+x+2)x 2+ (-1)

Q() =2 eRGE) =-1

Ax)=x-1eB(x)=x*-1

Aro2+0x-1 [2-1
> + X x
x-1
XB-1=(?-1Ix+(x-1)
Qkx)=xeRkx) =x-1

Alx)=x>-3x2-6eB(x)=x-3

-3+ 0x-6 |x-3
—)ej+3{2 x2
-6
-3x?-6=(x-3)x?-6
Q(x)=x?*eR(x)=-6

Ax)=x>-3x?-6eB(x)=x?+2

/f 3x2+0x-6 | x?+2 ;
/xz/ - 2x x-3
—3;—2](—6 B

==
i
=

+6
-2x

3

X-3x?-6=
Qkx)=x-3eR() =

Alx)

(P+2)(x-3)+
2

(-2x)

=xt+ 3+ 2% +x+3eB)=x?+x+1

/x‘{+/a(’(+2x +x+3 [ xX2+x+1

- x2 xXX+1

[
><N

1]
fuy

== = =

2% +x+3=(P+x+1)(2+1)+2

=x*+1eR(Kx) =2

X

Q)
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f)

g)

b)

Ax) =2 x> +4x* +x2 + 8x-4eB(x)=x+2x-1
25— x5+ 4103 42+ 8x-4 | a2x-1
‘Z}ﬁ/ -4}/+ 23 22 -x*+4
—/5/+0x4+2x3+/+8x—4
+)(5/ +2x3—/ i—’f:zﬁ
4/xz/+0x2+§/—/ = e
SR C S
0
-+t + 2+ 8 -4=(3+2x-1)(23-x?+4)+ 0
Q) =2-x*+4eR(x)=0
3
Ak) =2 - £+1—3x+13 x?e B(x) = Zx_i
3 4 12 8 3 4
7,180, 13,.15 12,3
8 "2 "4 |32
8 —+3x+5
/Z/ﬁ+£x 1 ¥
12- 4 RENE
2 6x 2
—Z/,é+%x T
2x 6x
1 1 2 gtk
x=2 .
10x
1 x+1 3 10x
4 R
0 3

3
L.Be B 15 (2

3 8 12 4
Q(x)=72+3x+5eR() 0

=x+1

A(x) = 5x% + 3x - 1 e B(x)

5 -2 1

5x2+3x-1=
Q) =
Alx) =

(k+1)(Bx-2)+1
5x-2eR(x)=1

22-4eBk)=x-V2

2 0 -4
N2 4
2 2N\2 0

22 -4 = (x - \[2)(2)6 + 2\/2)
QW) =2x+2V2eR() =0

Alx) =

V2

2x3 - 4x? - 10x + 24 e B(x

) =

x+l=x-

-2

2 -4 -10 24
2 4 0 -20
2 0 -10 4

233 -4x? - 10x + 24 = (x -
Q(x)=2x*-10eR(x) =4

2)(2x?-10) + 4

(-1)




d) AM=—b@+%ﬁ5eB®=x+%-
2 0 4 s x+%=x—[—%]
A2

—2x3+4x+5=[x+lj[ -2x? +x+—] 3
2 2) 4

7 13
- 22+x+LeRi)=1
Q) x+x+2e (x) 2
e) Ax)=4x*-x>+5x2-4x+5eB(x)=x 5.
x=x-0
4 1 5 -4 5
0 0 0 0 0
4 1 5 -45
— 6.
4t - x3 4+ 5x% - 4x + 5= x(4x® - x? + 5x - 4) + 5
Qx)=4x>*-x2+5x-4eR(x)=5
f) ARx)=x"+6x*+2x?+36x-5eB(x)=x+2
x+2=x-(-2)
1 6 0 2 36 -5
7.
-2 -2 -8 16 -36 O
1 4 -8 18 0 |-5
X° 4+ 6x*+ 2x% +36x-5=
= (x + 2)(x* + 4x3 - 8x% + 18x) + (-5)
Q(x) =x*+ 4x>-8x? + 18x e R(x) = -
3.
a) A(Q)=2x1%-12-4x1+3=2-1-4+3=0
b)  A(1)=2x (1)~ (-1)2-4x(-1)+3=2-1+4+3=8
0 A(O)=2><O4 02-4x0+3=0-0+3=3
d AV3)=2x(V3)'-(V3)'-4(V3)+3=
=2x9-3-4V3+3-18-4V3
4. Opgao (D)
- Averiguemos o valor légico da afirmacao I:
3 -9 -27 -15
-1 -3 12 15 8

-1 -3 15
3 45| 0
-1 -3
3 | -18=R,W)

-1 éraiz de A(x).
-1 éraiz de 3x% - 12x - 15 = Q(x).
-1 ndo éraiz de 3x - 15.
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Observa-se que -1 é raiz dupla de A(x) e ndo de
multiplicidade 3, logo a afirmacéo | é falsa.

- Averiguemos o valor légico da afirmacao Il

3= 9x2-27x-15 |x2-x
=357+ 3x2 3x-6

67~ 27x-15  ab)

637 - 6x

-33x-15

A afirmacéo Il é verdadeira.

Opcéo (B)

Seja P(x) = 23 + kx? + 3x + 1.

7 é o resto da divisdo de P(x) porx - 2 se P(2) = 7.
Assim, 2x23+kx22+3x2+1=7

< 16+4k+6+1=7 < 4k=-16 < k=-4.

Opc¢ao (D)

Seja P(x) =x° - 3x + x2 + 2(m - 1).

P(x) é divisivel por x + 1 se P(-1) = 0. Assim:

(-1°-3x (1) + (-1)?+2(m-1)=0

<:>—1+3+1+2m—2=0<:>2m=—1<:>m=—%

Seja P(x) é divisivel por x + 1 se e sé se -1 é uma raiz

de P(x), isto &, P(-1) = 0.

O resto da divisao de P(x) por x - 3 é 40 se P(3) = 40.

Assim'

[ [a 13 +2x(-1)2+cx(-1)+2=0
@1

)
[P3) 40 ax33+2x3%2+cx3+2=40

—~

—a+2-c+2=0 J(—a—c=-4

27a+18 +3c+2=40 127a+3c=20
Jc=4—a

| 27a+3(4-a)=20

=2

a+c=4

27a+3c=20

=4 =4

e —— ——

=

| 27a+12-3a=20 240 =8

1 1-k 1-k+m 4-k+m

1 2-k |3-2k+m

Para que 1 seja raiz dupla de P(x) tem que verificar-se:
[4-k+m=0

J
|3-2k+m=0
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10.

11.

Assim:
Jm:k-4 [— [m=—5
|3-2k+k-4=0 | k=1 lkea

Opcéo (B)

Seja P(x) =x"+1,nelN.

O resto da divisao de P(x) por x + 1 & P(-1).
Assim, P(-1) = (-1)" + 1:
esenéimpar,P(-1)=-1+1=0.
csenépar,P(-1)=1+1=2.

Opcao (C)

+ Se P(x) é divisivel por x - 4, entdo P(4) = 0.

- Se dividindo P(x) por x - 1 se obtém um quociente
Q(x) erestoiguala-21, entdo P(x) = (x- 1) x Q(x) - 21.

Pretende-se saber o resto da divisdo de Q(x) por x - 4,

ou seja, Q(4).

Como P(x) = (x - 1) x Q(x) - 21, ent&o:

P(4)=(4-1)xQ(4)-21<=0=3xQ(4)-21

©QuE) =2
3
©=QM4)=7
Opcao (A)
P(-a) + P(a) =
- (_a)2n+1 _ (_a)Zn _ (_a) +1l+agn+l_gn_g+1=
.
pois2n+1 pois2né
é impar par

=_a2n+1_02n_a+1+02n+1_a2n_a+1=

=-20""+2=2(1-a*)

Exercicios de margem - paginas 35 a 52

17.

a)
b)

f)

X2-16=x-4=(x-4)x (x+4)

X2-8x+16=x2-2x4x +42=
=(x-4)2=
=(x-4)(x-4)

9-16x7 =32 - (4x)2 =

=(3-4x)(3 + 4x)
x% - 16x = x(x - 16)
X +3x-10=(x+5)(x-2)

Calculo auxiliar

-3+V/37-4x1x(-10)

¥ +3x-10=0x=

2x1
-3+V49
ox=
2
@r—_3+7 vxf_3_7
T2 T2

2x% + 6x - 20 = 2(x? + 3x - 10) = 2(x + 5)(x - 2)

Pela alinea anterior,
v+ 3x - 10 = (x + 5)(x - 2).
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g)

18.

19.

b)

—x2—§x+l=—(x+3)[x—l)
3 3

Calculo auxiliar

Seja P(x) o polinémio de segundo grau que admite
5 como zero duplo.

Tem-se que P(x) = a(x - 5)?, onde a € um nimero real
nao nulo.

Como P(x) tem resto igual a 8, quando dividido pelo
polinémio x - 3, entdo tem-se que P(3) = 8, logo:
ax(3-52=8eax4=8=a=2

Assim, P(x) = 2(x - 5)? ou P(x) = 2x? - 20x + 50.

WBrbx?-Tx=x(x?+6x-7)=x(x-1)(x+7)

Calculo auxiliar

-6+V6 -4x1x(-7)

X +bx-7=0cx=

2x1
-6+V64
Sx=
2
o, b8 -6-8
T2 T2

ox=1vx=-7

4x3 - 11x% - 3y =x(4x? - 11x - 3) =

=xx4x[x+%](x—3)=

- 4x(x . %J(x _3)

Calculo auxiliar
7
4x2_1h_3=0®x=w

2x4

11+ V169

X = 8

L, 113 11-13
T T8

1
=3 vy=-—
©x v ox

23 4+5x2-4x-20=(x +5)(x? - 4) = (x + 5)(x - 2)(x + 2)

Calculo auxiliar
1 5 -4 -20
-5 -5 0 20
‘ 1 0 -4 0

X458 -4y =20 = (x + 5)(x* - 4)




d 8r+1-= [x+%](8x2—4x+ 2)

Calculo auxiliar

1
-5 4 2 4
‘ 8 -4 2 0
+V/(-4) - + V-
8 -4r+2-0cy- 2t 4 4X8xz4:>x=4+ 48
2x8 16

Equacdo impossivel em IR, ou seja, o polindmio
8x? - 4x + 2 ndo tem raizes reais.

20. P(x) =23 - 14x + 12

2 0 -14 12

2 4 8 -12

2 4 -6

P(x) = (x - 2)(2x% + 4x - 6)
Vamos agora fatorizar o polinomio 2x? + 4x - 6.

272 +4x-6=0=x2+2x-3=0

_2xV4-4x(3)
X =

2

ey 2EV16
2

o, _2%4

Sx=-3 vx=1

Assim, 2x% + 4x - 6 = 2(x + 3)(x - 1).
Logo, P(x) = 2(x - 2)(x + 3)(x - 1).

21.
a) 3wt 6x?=3x2(x?-2) =32 x (2 - (V2))) =
=3x%(x - \/E)(x + \/i)
b) x¥®+x*-5x3-x2+8x-4=
=-DE-Dr-1)?+4x+4) =
=(x-1)(x-L)x-DE+2x+2)

Calculos auxiliares
1 1 -5 -1 8 -4
1 1 2 -3 -4 4
1 2 3 -4 4 ‘ 0
1 1 3 0 -4
1 3 0 -4 ‘ 0
1 1 4 4
1 4 4 \L
Q) =x"+4x+4
X rdx+4=(x+2)

) A 45x2-1=(?-1)(-4x%+1)=

22.

23.

a)
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Calculos auxiliares

‘X-l=0ex=1lox=1vx=-1

-4 0 5 0 -1

-1 4 0 -1

Q(x) =-4x"+1

A +1=0x

2
12 J[ 12)
4x = 4[)6

Aplicando sucessivas vezes a regra de Ruffini,
obtém-se:

2 -2 -10 2 16 8 0
0 0 0 0 0 0 O
2 210 2 16 8|0
-1 2 4 6 -8 -8
2 -4 6 8 8|0
-1 2 6 0 -8
2 6 0 8 &
-1 -2 8 -8
2 8 8|0
2 4 -8
2 40
2 4
2 0
Conclui-se queAi(x) = x1(x + 1)3(x - 2)? x 2, isto &,
m=1n=3,p=2eBx) =2
f(x) = (x - 2)(x - 3)(x - 4)
y4 f
2
1
e 2 34 x
-1
2
-3
glx) = (v~ 2)%(x - 3)
A
2
1
o 1 /2 3 ax
-1
2
-3
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25.

a)

26.

104

><V

fr)=(x-1P =(-1)P2x-1)=(*-2x+1)(x-1) =
=x3-3x% + 3x - 1, por exemplo.
=(x-1)(x2+x+1)=x3-1, por exemplo.

=x(x - 1)? = x> - 2x% + x, por exemplo.

Como sabemos que f é uma funcéo polinomial de
grau 3, que tem dois zeros, 0 e 2, sendo um deles, O,
o zero simples e 2 o zero duplo, entdo, a expressao
analitica que define f é do tipo:
f(x) = a(x - 0)(x - 2)? = ax(x - 2)?
Como f(l)=2,entdoax1x(1-20=2a=2.
Logo, uma expressdo analitica que define a funcao
fé
f(x) = 2x(x - 2)? = 2x(x? - 4x + 4) =
=2x3 - 8x% + 8x

Como sabemos que -1, 2 e 4 sdo zeros simples de g,
entdo a expressao analitica que define g é do tipo
gx) = alx - (-1))(x - 2)(x - 4) = alx + 1)(x - 2)(x - 4).
Como g(0) = -8, entdo a(0 + 1)(0 - 2)(0 - 4) = -8
=8ua=-8=a=-1L
Logo, uma expressao analitica que define a funcao
gé
9() =-(c + 1(x - 2)(x - 4) =

=-(?-2x+x-2)(x-4) =
=-(2-x-2)(x-4)=
=-(3-4?-x?+4x-2x+8) =
=-x+5x2-2x-8

Como A(x) tem grau 3, -1 é uma raiz de multiplici-

dade 2 e A(x) é divisivel por x - 2. Entdo, A(x) é da

forma A(x) = a(x + 1)(x + 1)(x - 2), com a € IR\{0}.

Como o resto da divisdo inteira de A(x) porx -1 é

-12, entdo A(1) = -12. Logo:

ax(1+1)(1+1)(1-2)=-12=ax(-4)=-12
ea=3

=30+ 2x+1)(x-2)=
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27.

a)

b)

c)

d)

6+V(-6)2-4x1x9

X-6x+9=0x=
2x1

S

+
<:>x=6‘

2
Sx=3

O polinémio tem um Unico zero: 3

22 43r-4=0x=3E V37 -4x2x(4)
2x2
_-3+1V9+32
e o3 VAL,_3-V4l
4 4
O polinémio tem dois zeros: -3 +4‘ 4l o -3 _4' 41
3+V32-
22 +3r44=0 =32 V37-4x2x4
2x2
o 3tV9-32
x=2ETVI-3Z
4
@x=-3¢4V-23

Equacdo impossivel em IR. O polinémio ndo tem
Zeros.

233 +2x2-12x=0

& 2x(x? + x - 6)

©2x=0v x2+x-6=0

-1+V1?2-4x1x(-6)

©x=0vx=
2x1
e r=0 v xoLEV1+24 V21+24
_-1+5 _-1-5
Sx= > VvV X= 7

Sx=0vix=2vx=-3
O polinémio tem 3 zeros: -3,0 e 2

P¥-l=-0ed=lor=Viex=1
O polinémio tem um Unico zero: 1

x*-8x2+15=0
Consideremos a mudanca de variavel y = x2.
Entao:

8+V64-4x15

»?-8y+15=0cy= 3

8

:

oy=

2
8+2

I+

Sy= 2

©oy=5vy=3
Substituindo y por x?, vem que:

x2=5vx2=3
ox=-V5vx=V5 v x=-
CS. ={-V5,-V3,V3,V5}

3vx=V3



b)

29.

a)

b)

Recorrendo a calculadora grafica, obtemos os
zeros, com arredondamento as centésimas, da fun-
¢ao definida por y = x* - 8x? + 15.

yA

40
30

y=x*-8x*+15

20
0

4 x

+ o
-2,24 1,73

Il

1,73 2,24

Assim, CS. ={-2,24; -1,73;1,73; 2,24}.

P(x) =6x3+x?-31x+10=0
)

P(x) é divisivel por x - 2, ja que
P2)=6x23+22-31x2+10=0.

P(x) =0 623 +x2-31r +10 = 0

Calculo auxiliar

& (x-2)(6x?+13x-5)=0
©x-2=0v 6x2+13x-5=0

ex=2 v x=—13ir 132-4x 6 x (-5)
2x6
eyxo2 v oy 13EV289
12

-13+17 -13-17
Sx=2Vx= F VvV X= P
Sx=2 VvV x=i vx=ﬁ

12 12
Sx=2 vV x=l v x=—i

3 2

CS. = {z,l,-i}
3'° 2

30, Ak)=0=x*+5x2+x-15=0

Calculo auxiliar

1 5 1 -15

-6 15
-5 0

-3 -3

‘ 1 2

& +3)x?+2x-5)=0
Sx+3=0v x2+2x-5=0

-2+V22-4x1x(-5)

Sx=-3 VvV x=

2x1
ey yxo-3 v yo2tVA4+20 V24+20
-2+\V24 -2-V24
Sx=-3Vix= 2 VvV x= 2

31

b)

c)

32.

b)

d)
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Calculo auxiliar

242

122
6|2
3|3
1

V24-2Vs

-2+2V56 -2-2Ve6
-2+2V6 _-2-2V6
2 2

ox=3vy=-1+V6vr=-1-V6
CS.={-3,-1+V6,-1-V6}

Sx=-3 VvV ix=

f(-2) =4 x (23 +8x (-2)?-(-2)-2 =
=-32+32+2-2=
=0

Logo, -2 é um zero da fungdo f.

f(x) = 4x3 + 8x? - x - 2

42-1=0x%=

<:>X=—V)C=—l
2 2
o

= 1
Logo, os outros zeros de f sa

1
—e-=.
2 2

Assim, f(x) = 4(x + 2) [x - %) (x + %]

fx) =0 -5x+1=0
& -5x=-1
1

<:>ng

Ozerodefé%.

gx)=0=3x?-x-4=0
1:V1+48
- 6
1+7
6

=

S X =

<:>x=% vx=-1

Os zeros de g séo %e -1

hx)=0&=x3-24=0
ox3=24
& x=V24
=2V3
O zerode hé2V/3.
i(x)=0e -x*+16x=0
o x(-x2+16)=0
ox=0vx=-x*+16=0
©x=0v =16
ox=0vx=4vx=-4
Os zerosde isdo 0,4 e - 4.
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e)

b)

<)

106

j)=0=2x*-8x*+7x?+4x-4=0

©x=2v 2?-1=0

Calculo auxiliar
2 -8 7 4 -4
2 4 8 -2 4
2 -4 -1 2 0
2 4 0 -2
2 0 -1 0
ox=2v et
2
Sx=2 vV x=ﬁ v x=—ﬁ
2 2
Ozerosdejséoz,ﬁe—ﬁ.
2 2
yﬂ
60
h
40
20
2¢ R
o) 5 10 1415x

i. Pretende-se determinar h(0).
h(0) = 2, ou seja, a trajetéria da montanha-russa
comeca a 2 metros do chao.

ii. Pretende-se determinar o valor de x positivo tal
que h(x) = 0.
x =14, 0ouseja, o final do trilho da montanha-russa
encontra-se a, aproximadamente, 14 metros do
ponto inicial.

Pretende-se determinar os valores de x tais que

h(x) = 10:

yA

60
40

20 y=10
2 1 A .
o) 3,84 5 10 13,98 15x

O trilho da montanha-russa encontra-se a 10 metros
do chdo quando x = 3,84 e x = 13,98.

Pretende-se determinar o maximo da funcao h:
yA

60
54,6

40
20

»
»

2 :
o 5 10 15x

Este modelo de montanha-russa ndo atende a
restricdo do seu trilho ndo poder ultrapassar os
20 metros de altura ao chao, pois a altura maxima
atingida nesta montanha-russa é de, aproximada-
mente, 54,6 metros.
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34.

a)

b)

<)

P-4?20x(x-4)=20

Calculos auxiliares

X¥=0ex=0

x-4

X(x-4)

Assim:

X-4x220=x=0v x4
CS.={0} U [4, +oo]

<P ex-¥*<0sx3(1-x)<0

Calculos auxiliares

X¥=0x=0

1-x

X(1-x)

Assim:

X<xtoeor-¥*<0sx>1

CS. =11, +oof

X -5x2-x2-5&x-5x2-x+520
& k-1)%*-4x-5=0
Sk-1Dr+1)x+5=0

Calculos auxiliares

4+V16-4x1x(-5)
2x1
4+6

2

4+

eXx= X =

2
©x=5vxy=-1
Logo, A(x) = (x - 1)(x* = 4x = 5) = (x - 1)(x + 1)(x - 5).

x-1

x+1

x-5

(¢ =1)(x +1)(x - 5)

Assim:
X -5x2-x+520=-1<x<1l v x=25
CS. =[-1, 1] U [5, +oof



d)

35.

<)

-3x3+20x% - 27x+10< 0 &= (x - 1)(-3x2 + 17x - 10) <0
@—3(x—1)[x—%](x—5)<0

Calculos auxiliares

-3 20 =27 10

-3 17 -10
-3 17 -10 0
* B(x) = (x - 1)(-3x" + 17x - 10)
-17 + V17 - 4 x (-3) x (-10) _-17+V169

c-3x+17x-10=0&x=

2x(3) X 6
@x—ﬁ@x—i v x—ﬁ@x—i vx=5
N T -6 T -6 BE] -

Logo, B(x) = (x - 1)(-3x" + 17x - 10) = (x - 1) x (-3) [x - —)(x -5)=
-3 1)[x - %)(x -5)

Assim:
303 +2012-27x+10<0e 2 <x<1 v x>5

CS.= E 1[ U 15, +oo]

B(-1) = (-1)*+ 2 x (-1)* - 16 x (-1)* -2 x (-1) + 15 =
=1-2-16+2+15=0

Logo, -1 é zero de B(x).

B(3)=3%+2x3%-16x32-2x3+15=
=81+54-144-6+15=0

Logo, 3 é zero de B(x).

B(x)=0 & x*+2x*-16x?-2x+15=0
S+ 1)(x-3)x?+4x-5)=0
©x+1=0vx-3=0v x?+4x-5=0
-4+ V4 -4x1x(-5
2x1
-4+\/36
2

Sx=-lvx=3vx=

Sx=-1vx=3vx=

Sx=-1vx=3 vx=ﬂvx —4-6

Sx=-l1vx=3vx=1lvx=-5
CS.={-5,-1,1,3}

B(x) <0 x*+2x3-16x2-2x+15<0

Calculo auxiliar
Como -1 e 3 sdo zeros de B(x), entdo B(x) é divisivel por x + 1 e porx - 3.

1 2 -16 -2 15

-1 -1 -1 17 -15
1 1 -17 15 0
3 3 12 -15
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Bx) <0 -5<x<1 v 1s<x<3
CS.=[-5-1]uUlL 3]

36.
a) (x+1)(x*-5x+6)>0

Calculos auxiliares

cx+1=0ex=1
'xz—Sx+6=0c>x=Sizﬂ + +
NEERNS

5+1

N

-x+1

x?-5x+6

(=x + 1)(x2 - 5x + 6)

CS.=]-e0,1[U]2,3[
b) f(x)<0e 23 +x>-5x+2<0

Calculo auxiliar
2 1 -5 2
+ +
1 2 3 -2 »
_2\__/1 >
‘ 2 3 -2 0 2
sz+3x-2=0¢:x=wdx=#©x=-2vx=%

2% +3x-2

2 +x2-5x+2

CS. = ]-c0, 2] U [% 1}

) x*<27xex*-27x<0ex(x*-27)<0

Calculo auxiliar
¥-27=0ox=27x=3

CS.=1]0,3[
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d *+2%20=x%(-x2+2)=20

Calculo auxiliar /‘\
+
X +2=0x"=2 _\/i \/5 xt
ex=V2vi=-\V2 - -

CS.=[-V2,V?2]

a) f(x)20exe]-oo, 0] U3, +oo]
b) g(x)<0&xel-o0[U]L 3]
) flx)<sglx)=xel0, 2] U3, +oo]
d fix+4)<0=xel-4 -1

a) Como f é uma funcdo quadratica, comecemos por
determinar os valores de x tais que f(x) = 0 e fazemos
um esboco da parabola que representa esta funcao.

2
22 7x-15-0x = L2V (7 -4x2x(-15)

2x2
(:)x=7i' V169
4
@x=7+13 Vx_7—13

Assim, verifica-se que:

. f(x)<0<=>xe}—%,5[;
'f(x)>01:)xe}—00,—%[ U 15, +ool. a)
isto é:

- f é negativa em }—% 5[;

- f & positiva em }—oo, - %[ U5, +ool.

b)  1.° processo

1 1
3 3 3 3

1
3 0 3 0

glx) = (x + 1)[3x2 —%j =30+ 1)[x2 _%J -
=3(x+ 1)[x—%][x+%]
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39.

g(x)<0 gx)>0 gx)<0 glx)>0

Conclui-se assim que:

g é negativa em ]-oo, -1[ U }— % %[

* g é positiva em }—1, - i[ U }l, +oo|:.
3 3

2.° processo

Nota: Em alternativa a considerar

g(x) =3(x + 1)[ - %)[ + %) podiamos ter optado

por considerar g(x) = 3(x + 1)[x2 - %J e construir o

seguinte quadro de sinais:

%/_/
g(x)<0 g(x)>0 g(x)<0 glx)>0

Calculos auxiliares

cy=3@kx+1) cy=x'-=

Calculos auxiliares

=(x-3)(-x" -+ 20) =
=(x-3)xxx(=x"-x+2)

1+V1-4x(-1)x2

cx'-x+2=0ox=

2x(-1)
1+V9
ox=
-2
L1+3 1-3
T2 )

ox=-2vix=1

=(x-3)xxx(-1)(x+2)(x-1)=
==x(x-3)x+2)(x-1)

fx)=0-x=0v x-3=0vx+2=0vx-1=0
ox=0vx=3vx=-2vx=1

Assim, além de 3, as raizes do polinémio sdo 0,-2 e 1.



b)

40.

a)

Da alinea anterior, sabemos que

f(x) = =x(x - 3)(x + 2)(x - 1).

Pretende-se determinar os valores de x para os
quais f(x) < 0.

fx)<0e=@x<-2 v 0<x<lvx>3

x €l-o0,-2[ U0, 1[ U ]3, +oo]

Recorrendo a calculadora grafica, numa janela
adequada, obtemos o grafico da funcéo f e a reta
de equacdoy="5:

Yy =—x* + 23 + 5x% - 6x

Y2=5 A
y
ol C
5
-1 o) 1 1,6;2 2 2,30 2,:7 3 x:
-5 f
A(1,62;5) B(2,79; 5) C(2,30;9)

Sendo b a base e ha altura do triangulo [ABC], entdo
b=xg-x,=279-162=117eh=y.-5=9-5=4.

bxh=1,17x4

Assim, A =
[ABC] 2 2

=23 ua.

Pretendemos resolver, com recurso a calculadora
grafica, a condigao f(t) < g(t), com 0 <t < 12.
Usando x como variavel independente:

fi(x) = 0,02x%(12 - x), com 0 < x <12

f,(x) = 0,03x(12 - x)%, com0<x <12

£2(x)=0.03000- x- (12-x)2
£1(x)=0.02000- x2- (12-x)

(7.2,4.977)

g 12

ft)<g(t) 0<t<7,.22

0,2x60=12

A concentracdo do antibiético no sangue admi-
nistrado pelo método oral é inferior aquela admi-
nistrada pelo método intravenoso durante as
primeiras 7 horas e 12 minutos.

b)
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Pretendemos resolver a equacao f(4t) = f(t) - 0,2f(t),
ou seja, f(4t) = 0,8f(t), com0<t<3

f,(t) = 0,02 (4t)?(12 - 4t), com0<t<3

f(t) = 0,8 x 0,022 (12 - t), com0 < t < 3

£2(x)=0.80000+ 0.02000- x2- Qtiﬁﬂg\ta
£1()=0.02000- (4 x)2- (12-4 )

(2.886,1.215)

a= 2,886
4a-a=3a = 8,658
0,658 x 60 = 39

A amplitude do intervalo é de 8 horas e 39 minutos.

Aprende fazendo @ - paginas 54 e 55

1
a)

b)

<)

f)

X+x-12=(x+4)(x-3)

Calculo auxiliar
1+V1- = 1+V
P ar-12-0re 1+V1 4x(12)®x= 1+V49
2 2
@x=_2’ ©ox=-4vx=3
11
3x2+5x—22=3[x+? (x-2)
Calculo auxiliar
-5+V25- - -5+V
3¢+ 5r-2220 ¢ x o 5+V25 64)(3X(22)C>X= 5+6289

-5+17
Sx=

11
@x:—? vax=2

2x2+x—15=2(x—3)[x+%j

Calculo auxiliar

2’ -x-15=0x=

1+V1-4x2x(-15) 1+V121
2 YT

X =

111 3yao-2
4 - T2

23 -9 =x(x2-9) =x(x - 3)(x + 3)

x3 +10x? + 25x = x(x? + 10x + 25) =
=x(x+5)?=
=x(x + 5)(x + 5)

W -x?-5x-3=(x+1)x?-2x-3)=

=(+1)x-3)x+1)

Calculo auxiliar

1 -1 -5 -3

-1 -1 2 3

‘ 1 -2 -3 0

2 2+V4-4x%(-3) 2+V16
xX'-2x-3=0ox= 5 Sx= >

2+4

Sx= Sx=3vx=-1

N
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g

)

3x3+4x2+5x—6=(x—%](3x2+6x+9)=

N

=3[x—?)( 24 2x+3)

Calculo auxiliar

3 4 5 -6
2
= 2 4 6
3
‘ 3 6 9 0
_ z _ .
230 e 2:\/424x1><3<:>x= 2¢sz

Equacado impossivel em IR.

O polinémio x? + 2x + 3 ndo admite raizes reais, logo
nao pode ser decomposto em fatores.

233+ 7x%-5x-4=(x-1)2x% + 9x + 4) =

=(x-1)2(x+4) ( l]
2
=20 1)(x +4) [ l] -
2
Calculo auxiliar
2 7 -5 -4
1 2 9 4
‘ 2 9 4 0

-9+V8l-4x2x4 -9+V49
Sx=

2
2+ +4=0x= 7 b 7

Sx=

+7 1
-4 -
=X v X 2

-3 -7x+x+6=(x+1)x-1)x*-x-6)=
=+ -1+ 2)(x-3)
Calculo auxiliar
104 7 1 s
1 1 2 s -
1 2 5 s \L
1 1a 6
14 —G\L
xz-x-6=o@x=1iW@x=li;/£
r=t22 o3 v a2

2x* -3 -12x* + 7x + 6 =
=(x-1DKr-3)(2x?+5x+2) =

(e~ 1)(x-3)2 x+z[

- 2- 1) - 3x+2(

Calculo auxiliar
2 -3 -12 7 6
1 2 -1 -13 -6
2 -1 -13 -6 0
3 6 15 6
2 5 2 ‘ 0
-5+V25- -5+
2 +5x+2=0x= 5V25 4X2xz4:>x= 5£V9
4 4
-5+3 1
Sx= Sx=-2 vx:—?
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k)

b)

b)

d)

Calculo auxiliar

Os divisores inteiros de -1 sdo 1 e -1.

1 -2 0 2 -1
1 1 -1 -1 1
1 -1 -1 1 \L
-1 -1 2 -1
1 -2 1 \L

-2 e -1 sdo raizes do polinomio de 2° grau P(x).
Entdo, P(x) = a(x + 2)(x + 1), a = 0.

Como o resto da divisdo de P(x) por x - 1 & 18, vem
que P(1) = 18, ou seja:
al+2)(1+1) =18 ax3x2=18ax6=18

@a=%«:}a 3

Logo, P(x) =3(x + 2)(x + 1) =3(x* + 2x +x + 2) =

=3(x?+3x+2)=3x?+9x + 6.

5 éraizdupla e 0 é raiz simples do polinémio de 3°

grau P(x). Entao:

P(x) = a(x - 5)(x - 5)(x - 0)(a = 0) = ax(x - 5)(x - 5)

Como o resto da divisao de P(x) porx -4 é 8:

P(4)=8caxdx(@-5x(4-5=8
sdax(-l)x(-1)=8<=4a=8<a=2

Logo, P(x) = 2x(x - 5)(x - 5) = 2x(x? - 10x + 25) =

= 2x3 - 20x2 + 50x.

P(-3)= (-3 -3 x(-3)2-9x(-3) + 27 =
=-27-3x9+27+27=0

Como P(-3) = 0, -3 é uma raiz de P(x).
1 -3 -9 27
-3 -3 18 =27

1 -6 9 0

W3 -3x2-9x+27 =(x+3)(x? - 6x+9) =
=(x+3)x-372=(x+3)x-3)x-3)
3 é uma raiz dupla de P(x).

Px)=0= (x+3)(x-3)(x-3)=0
=x+3=0vx-3=0vx-3=0
ox=-3vx=3vx=3

CS.={-3,3}

Px)20= (x+3)x-3)(x-3)20=x>-3

Calculos auxiliares

‘x+3=0ox=-3

cx-3=0&x=3

CS.=[-3, +oof



a)

b)

Como 1 e -1 sdo raizes simples e -2 é uma
raiz dupla do polindémio de quarto grau, entdo
P(x) = a(x - 1)(x + 1)(x + 2)(x + 2)(a = 0).

Como o resto da divisao de P(x) por x + %é 27,vem:
P(- l] =27
2

P(x) = -16(x - L)(x + 1)(x + 2)(x + 2) =
=-16(*-1)(x* + 4x + 4) =
=-16(x* +4x3 + 4x? - x? - 4x - 4) =
=-16(x* + 43 + 33?2 - 4x - 4) =
= -16x* - 64x3 - 48x% + 64x + 64

Comecemos por fatorizar o polinémio
P(x) = 2x3 - 6x + 4.

Calculo auxiliar

2 0o -6 4
1 2 2 4
‘ 2 2 -4 | o0
_ - - -
e 20 esy 2 VAAX2x(4) 2236
4 4
246
X =

4_ Sx=-2vix=1

Plx)=2x3-6x+4=(x-1)(2x%+2x-4) =
=(x-1)2x+2)x-1)=
=20c-D)(x-1Dx+2)

23 -bx=-423-6x+4=0
S2x-Dxx-(x+2)=0
=x-1=0vx-1=0vx+2=0
ox=1vx=1lvix=-2

CS.={1,-2}

Comecemos por fatorizar o polinémio

P(x) = 2x3 - 7x% + 9.

Calculo auxiliar

2 -7 0 9
3 6 -3 -9
‘ 2 -1 -3 0
\V1- _ vV
sz—x—3=04:>x=1t 1 4X2x(3)®x=li 25

4 4
1+5
4

Sx= @x:%vx:—l

P(x)=2x - 7x* + 9= (x - 3)(2x* -x - 3) =
=(x—3)2(x—%](x+1)=

= 2(x—3)(x—%](x+l)

c)

d)
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w

2x3—7x2+9=O<:>2(x—3)(x—?)(x+l)=0

©x-3=0 vx—%=0 vx+1=0
Sx=3Vx= v x=-1

S = {-1,1, 3}
2

N|w

Comecemos por fatorizar o polindmio
P(x) =x*-2x3+2x - 1.

Calculo auxiliar

1 -2 0 2 -1
-1 -1 3 -3 1
1 -3 3 -1 ‘ 0
1 1 -2 1
[+ 2 2o

P)=x*-23+2x-1=(x+)(x-1)x?-2x+1) =
=(x+Dx-1Dx-1)2=
=+ D -DEx-DEx-1)

x-23+2x-1=0

Sk+)r-Dr-1)x-1)=0

©x+1=0vx-1=0vx-1=0vx-1=0

ox=-lvx=1lvx=1lvx=1

CS.={-1,1}

Comecemos por fatorizar o polinémio

P(x) = 4x* - 1203 + x* + 12x + 4.

Calculo auxiliar

2 8 -8 -14 -4
4 4 7 22 ‘ 0
2 8 8 2

P(x)=4x*-12x3 + x2+12x + 4 =
=(x-2)x-2)@x%+4x+1) =
=(x-2)(x-2)(2x+1)(2x+1)

4t -12x3 +x2 +12x+4=0

Sk-2)x-2)(2x+1)(2x+1)=0

Sx-2=0vx-2=0v 2x+1=0v 2x+1=0

Sx=2vVvix=2 vx=—lvx=-%
c.s.={—l,2}
2

Comecemos por fatorizar o polinémio

P(x) = x* + 5x3 + 4x2.

P(x) = x* + 5x3 + 4x? = x*(x* + Sx + 4) =
=x2(x+4)(x+1) =
=xxx(x +4)(x +1)

Calculo auxiliar
-5+V25-4x1x4

¥+5x+4=0cx= 5

-5+19
Sx= 7

-5+
52_34:>x=—4 vx=-1

X +5x3+4x2=0

Sx=

Sxxx(x+4)x+1)=0
©x=0vx=0vx+4=0vx+1=0
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Sx=0vx=0vx=-4vix=-1

CS.={0,-4,-1}

6.

a) PQ)=6x13-7x12-14x1+15=6-7-14+15=0
Como P(1) = 0,1 é raiz de P(x).

b)  P(x) = 6x> - 7x% - 14x + 15 = (x - 1)(6x? - x - 15)

)

Calculo auxiliar

+V1- - +V/
6 v 1520 o LEVI-4x6x(15) _  1+V1+360
12 12
ox=lEl B B d
T2 VIR Vi N

) P(x)=0@6(x—1)[x—%][x+%]=O

Sx-1=0vx-2=0vx+3=0
3 2
4:)x=1vx=ivx=—i
3 2
CS.= {i, 1,- i}
3 2
5 3
d) Pr)<0o6(x-1) e Ea <0
@(x—l)[x—ij[x+1]<0
3 2
<:>x<—iv1<x<—
2
Calculos auxiliares
‘x-1=0ex=1 'x—%=0<:x= )c+—«::>x——i

5
x-3 - - - - - 0 +
3
\+? - 0 + + + + +
P(x) - 0 + 0 - 0 + )
3 1. 5
Cs.= }-oo,-_[ U 1,_[
2 13

a) Comecemos por fatorizar o polinémio P(x) = x> - x2.
P(x) = x3—x2—x(x D=xxx(x-1)
3 3 -1)<0
<x<0vO0<x<l

B ord-¥<0sxxx(x

Calculos auxiliares
x=0
‘x-1=0ox=1

CS.=1-,0[ U0, 1]
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b)

<)

d)

Comecemos por fatorizar o polinémio
P(x) = 3x3 + 2x - 5.
P(x)=3x3+2x-5=(x-

Calculo auxiliar

1)(3x% +3x + 5)

-3+V9-4x3x5 -3+V-51
Sx=

2
3 +3x+5=0x= 3 = 3

Equacao impossivel em IR.

33 +2x-5<0=x-1<0e=x<1
CS.=]-0,1]

Pl)=x*+4x3-x2-16x-12=(x + 3)(x + 2)(x? - x - 2) =
= +3)x+2)(x-2)(x+1)

Calculo auxiliar
1 4 -1 -16 -12
-3 3 -3 12 12
1 1 -4 -4 \L
-2 -2 2 4
1 -1 -2 \L
xz—x—2=0(:)x=lt\/1_4x(_2)@x:li\/a
2 2
<:>x=1§3 ©x=2vx=-1

x*+4x3-x2-16x-1220
SE+3)x+2)x-2)(x+1)=0
&x<-3 v -2<x<-1vix=22

X+2

x-2

x+1

(x+3)x(x+2)x
x (x-2) x (x+1)

CS.=]-00,=3] U [-2, -1] U [2, +oo[
P(x) = x* - 5x3 + 6x2 = x*(x? - 5x + 6) =
=xxxx(x-3)(x-2)

Calculo auxiliar
_5:V25-4x6 5%

¥+5x+6=0x 2 ox= >

©x=3vx=2

-5 +6x%>0xxxx(x-3)(x-2)>0

<x<0v0<x<2vx>3

x-2

X XXX

x (x-3)x (x-2)
CS.=1-00,0[U]0, 2[ U3, +oo[




e) P()=-x*+3x-4dx=x(-3+3x2-4) =
=x(x+1)(-x?+4x-4)=
=x(r+1)(x?*-4x+4) =
=-x(x+1)(x-2)?=
=-x(x + )x - 2)(x - 2)

Calculo auxiliar
-1 3 0 -4
-1 1 -4 4
-1 4 -4 \L

X433 -4 <0 x(r+1)(x-2)(x-2)<0
& xx+1D)x-2)(x-2)>0
ox<-1vO0<x<2vix>2

x-2

X +1)(x-2) x
x (x-2)

C.S. =]-00, -1[ U0, 2[ U ]2, +oo]

8.
a) (2x—3)(1-2x)B(x)<04:)%<x<1 v %<x<2

Calculos auxiliares
*2x-3=02%=3x=

‘l1-x=0=l=2xcx=

NE N|w

b) (-x*+2x)B(x)20& x(-x+2)B(x)20=x<0 v x>1

-x+2

B(x)

x(=x + 2) x B(x)

Calculos auxiliares
‘x=0

cx+2=0-x=-2ex=2

CS.=]-00, 0] U [1, +oo[
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c) (-x2+6x-9)B(x) <0 -(x?-6x+9)B(x)<0
< —(x-3)B(x) <0
< (x-3)(x-3)Bx)=0

©1<x<2vx=0vx=3

CS.={0,3}u(12]

9. Opcao (B)

-x2-2x+3=-(x-1)(x+3)

Calculo auxiliar
o _ 2£V(-2)'-4x(-1)x3
X' -2x+3=0x= P

ox=1vx=-3

CS.=]-00,-3] U1, 4]
Observe-se que, nestas condicdes, A(x) tera de ser
um polinémio tal que:

Assim, das hipdteses apresentadas, tem-se que
Alx) =x-4.

Capitulo 2 - Operacoes com funcdes
Tarefa - O lago - pagina 56

a) Sabendo que o nUmero médio de peixes, por metro
clbico de agua no lago, em funcdo do tempo x, em
anos, é dado por f(x) = -0,1x? + 2x + 50, 0 < x < 22,
e que o volume de agua do lago, em metros clbi-
cos, ao longo do tempo x, em anos, é dado por
g(x) = -5x% + 100x + 500, 0 < x < 22, entdo uma
expressao da funcdo h que representa a biomassa
total de peixes no lago, isto &, a quantidade de pei-
xes em todo o volume de agua disponivel, em fun-
¢do do tempo x, em anos, é dada por:

f(x) x g(x) = (-0,1x% + 2x + 50) x (-5x% + 100x + 500),
0<x<22
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b)

<)

Recorrendo a calculadora grafica, obtemos:

texto
f1 )=(—0.1o-x2+2-x+so)- (-5- x2+100- x+500)

X
0 1 22
-

Com recurso as capacidades graficas da calcula-

dora, obtemos:

J 1.1
M0000y.00

f1 (x)=(-o.1o- x2+2-x+50)' (—s- x2+100- x+500)

(10,60000)

X
D1 22|

O numero maximo de peixes que o lago terd,

segundo este modelo, sera de 60 000 exemplares.

Exercicios de margem - paginas 57 a 64

41.

a)

b)

42.

b)

114

+g9(0)=0?+3=0+3=3
_g(1)=12-2-1-2=--1

o afim, logo é do tipo g(x) = ax + b.

Como (0, 3) pertence ao grafico da fungao, entdo
b=3.

Logo, g(x) = -x + 3.
i.Df,g=DinDg=RNIR=R

(f+g)(x) = () gk)=x*-x+3
i.Df_g=DinDg=RNR=R

(f-9)x) = () gx)=x*-(x+3)=x?+x-3
iii. Dfyg=DinDg=RNIR=R

(f x g)(x) = f(x) x g(x) = x?(=x + 3) = —x® + 3x?
Df=]—°°,4]
Dy =[-6, 6]

V. [EJ(é) nao esta definida, pois 6 ndo pertence ao

dominio de f.
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<)

43.

b)

44,

a)

0

i. Df,g=Dfn Dy =]-c0,4] N [-6, 6] = [-6, 4]
ii. Dy_g =D Dy = ]-00, 4] N [-6, 6] = [-6, 4]
iii. Dy, g = Dy Dy = ]-o0, 4] N [-6, 6] = [-6, 4]
iv.Df =Dsn{xeDy glx) = 0} =

9 o ]moo, 4] M fx €[-6, 6]: x = 2} = [-6, 41\(2}

V. Dg = Dy N {x € Dy f(x) = 0} = [-6, 6] " ]-o0, 4] = [-6, 4]

T

Sabe-se que f é uma funcdo afim e que g é uma
funcao cubica, logo a reta representada na figura é
o grafico da funcao f.

Procuram-se os valores de x para os quais o grafico
de g se encontra acima ou interseta o grafico de f:
g(x) = f(x) & x €]-o0, 0] U [2, 6]

(fxg)x)<0

Sinalde f

Sinalde g

Sinaldefxg

A funcao f x g é negativa em
J-oo0, =2[ U ]4, 6] U 16, +oo].
Logo, (f x g)(x) < 0 < x €]-00, ~2[ U 14, 6[ U 16, +ool.

D;=D, =D, =R
i'Dfxg=Dmeg=|R

ii.Df = Dy {r e Dy g(x) = 0} = R A R\{0} = IR\{0}
9
Calculo auxiliar
2x=0x=0
ili. Df = D; " {x € Dy h(x) = 0} = IR m IR\{1} = IR\{1}
h
Calculo auxiliar
-5x+5=0&x=1
iv.Dg=ng{xeDf:f(x);eO}:IleR:IR
f

Calculo auxiliar

x*+1 =0 éuma condicdo universal.

(Fx 9)2) + [5](-1) ) xg(@)+ FEL).

Calculos auxiliares
“f2)=2"+1=5
cg(2)=2x2=4
f(-1)=(-1)+1=2
cg(-1)=2x(-1)=-2

i.Df_g=DinDg=RNR=R

Zerosdef-g:

(f-9)x) =0 flx) - glx) =0
© flx) = g(v)

ox2+1=2x



ox?-2x+1=0 45,
= (x-1)02=0 a)
ox=1
Zerosdef-g:1
ii. D g=DinDg=RNIR=R
Zerosde fxg:
(fxg)x)=0=f(x)=0 v g() =

ox2+1=0v 2x=0
ox2=-1vx=0

NI
condicao impossivel

Zerosdefxg:0
iii. Df,p=DfnDR=RNIR=R
Zerosde f + h:
(f+h)(x) =0« f(x) + h(x) =0
&x?+1+(-5x+5)=0
ox2-5x+6=0
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1 -2 -8 0

(f-9)(x)=(x-1)x (x*-2x-8)

Calculo auxiliar

F-2c-8=0x 2+—“24+32

P ) (<52 -4x1x6
2x1 Sinal de
e yo3tV25-24 Lol
2 Sinal de
oy=2¥Ll, _5-1
2 2 Sinalde
Sx=3vix=2 f-g
Zerosdef+h:2e3 ; ] UL 4]
- g é negativa em ]-o0, -2[ U |1, 4[ e é positiva em
d) (g-h)(x) =gk -h(x)=2x-(-5x+5)=7x-5 1-2, 1[ U 14, +oo[.
7x—5>0(:)x>i e 7x—5<0c>x<i
7 7 b) 4
g - hé positivaem }%,wo[eénegativa em }—oo,%[. zz f-g
e) (gxh)x)<0eg@X) xhix)< .

2x x (-5x +5) <0< -10x2 + 10x< 0
©x<0vxz2l

7

Calculo auxiliar

-10x" + 10x = 0 & 10x(-x + 1) =
<10x=0v -x+1=0

©x=0vx=1

CS. =]-00, 0] U [1, +oof

f) (f-gx)>0fx)-gkx)>0
=x2+1-2x>0 46.
ox2-2x+1>0 a)
Calculo auxiliar
¥-2x+1=0&(x-1)=0
ox=1 + +
1 x b)
=IR\{1}

g) (f+h)x)>0sf(x)+h(x)>0
&x?+1+(-5x+5)>0
Sx?-5r+6>0 0

Sx<2vix>3
/+ oo

Calculo auxiliar
X -5x+6=0

Da alinea iii,, sabemos que:

¥-5x+6=0ox=2vx=3

CS.=]-00,2[ U3, +oo]

f - g é negativa em ]-o, -2[ U ]1, 4[ e é positiva em
1-2,1[ U ]4, +ool.

C(50) = 4 x 50 + 500 = 700 euros
R(50) = 60 x 50 - 0,25 x 502 = 2375 euros
L(50) = R(50) - C(50) = 2375 - 700 = 1675 euros

C(2) = 4 x 2 + 500 = 508 euros
R(2) =60 x 2 - 0,25 x 22 =
L(2) = R(2) - C(2) = -389 euros

119 euros

C(180) = 4 x 180 + 500 = 1220 euros
R(180) = 60 x 180 - 0,25 x 1802 = 2700 euros
L(180) = R(180) - C(180) = 1480 euros

C(240) = 4 x 240 + 500 = 1460 euros
R(240) = 60 x 240 - 0,25 x 2407 =
L(240) = R(240) - C(240) = -1460 euros

0 euros
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47.
a) A
2000
L
1000
¢ 50 100 150 200\240 «x
-1000
~2000

i. Pretende-se determinar para que valores de x se
tem L(x) = 0, ou seja, os zeros da funcdo L.

Recorrendo as capacidades graficas da calcula-
dora, obtém-se:

A

y
20001
L
1000
§o5 50 100 150  2001\240 x
-1000 1 2147\ }
-2000

A loja precisa de vender num més cerca de 9 ou
215 bicicletas para atingir o ponto de equilibrio.

ii. Pretende-se determinar para que valor de x
se tem o lucro maximo e qual é o valor desse
maximo, ou seja, 0 maximizante e o maximo da
funcéo L.

Recorrendo as capacidades graficas da calcula-
dora, obtém-se:

A

y
2636
2000-
1000 |
¢ 50 100" 150 200\240 x
-1000 - 2
~20001

O lucro maximo ocorre quando a loja vende num
més 112 bicicletas e o lucro maximo é de 2636
euros.

Aprende fazendo @ - paginas 65 a 67
1. Opcao (C)
A afirmacéo | é verdadeira, pois
Dfyq=D;n Dy =
= IR\{0} n IR\{0} =
= R\{0}
A afirmacao Il é falsa, pois pode ter dominio IR\{0}

ou ndo, uma vez que Df = Dy {x € Dy: g(x) = O}.
g

116 ©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

a)

b)

a)

b)

Suponhamos que g é uma funcéo de dominio IR\{0}
e nao tem zeros. Entao:
Df =Din{xeDy g(x) =0} =

g

[

condigao universal
= IR\{0} n IR\{0} =
= IR\{0}

Suponhamos que g é uma funcao de dominio IR\{0}
e tem um Unico zero igual a 2. Entdo:

Dé= Dfﬁ{xeDgi g(x) =0} =
=IR\{0} " IR\{0, 2} =
=R\{0, 2}

O Joaquim tem razdo, uma vez que, por exemplo,

parax = % verifica-se que x% > x4 ja que

-1 o 1 X

Verifica-se que o grafico de f se encontra acima do
grafico de g paraxe]-1,0[ L]0, 1[.

/ f flx) = x°
14

; —

X

h(x) = (f - 9)(x) = f(x) - g(x)

- hé positiva para os valores de x tais que f(x) - g(x) > 0,
ou seja, f(x) > g(x), o que, pela analise dos graficos de
f e de g representados na alinea anterior, se verifica
parax €J-o0, -1[ U0, 1[.

- h é negativa para os valores de x tais que f(x) - g(x) <0,
ou seja, f(x) < g(x), o que, pela analise dos graficos de
f e de g representados na alinea anterior, se verifica
paraxe]-1,0[ U1, +co[.

o




Sinalde f

Sinaldeg

Sinaldefxg

Afuncdo fx g é negativa em ]-oo, -1[ U ]1, 2[ U ]4, +oo[
e é positivaem ]-1,1[ U ]2, 4[.

Opc¢éo (D)
Di =Dfni{xeDgy gx) = 0} =
g
=Rn{xeR:-x? + 6x =0} =

=IR\{0, 6}

Calculo auxiliar

X +6x=0x(-x+6)=0
©x=0v -x+6=0
©x=0vax=6

féuma funcao afim, logo f(x) = mx + b, comm,b €IR.
m=1tg45°=1e (0, 0) egrafico de f, logo b = 0.
Assim, f(x) = x.
(f+9)(x) = f(x) + g(x) =

=x+ (-x%+ 6x) =

=-x?+7x
2 +7x=0x(x+7)=0

<x=0v x+7=0

ox=0vx=7

om7 g

Conclui-se assim que a funcao f + g é positiva em
10, 7[ e é negativa em ]-co, O[ U ]7, +ool.

Opcao (B)

1-7

Sinal de f

Sinalde g

gx) =20 e xel-o, -3]U[-1,4]

Opcéo (B)

h(x) = (f + g)(x) = f(x) + g(x) = =x? + 4x + k, com k e R
h(x)=0 & -x*+4x+ k=0

Para que a funcdo ndo tenha zeros reais:

A<0=42-4x(-1)xk<0
<16 +4k<0
<4k <-16
sk<-4

Ou seja, k €]-oo, 4.

a)
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Sabe-se que f é uma funcao quadratica, com zeros
-3 e 3, positiva em ]-oo, =3[ U 13, +oo[ € negativa em
1-3,3[

g pode ser definida por ramos da seguinte forma:

-1 sex<-3
gx)=10 se-3<x<3
1 sex>3
[—f(x) sex<-3
Assim, (fx g)(x) = | 0 se-3<x<3
1f(x) sex>3
vA
fxg
7 (0] 3 x=
f(x)-1 sex<-3
(f+9)x) = | f(x) se-3<x<3
fx)+1  sex>3

Sinal de f

Sinalde g
Sinalde h

Capitulo 3 - Fungoes racionais
Tarefa - O cha - pagina 68

a)

b)

T(O)=ZOXO+SOO=SO°C

0+10
O cha é vertido para a chavena a uma temperatura
de 80 °C.

i. Recorrendo a calculadora gréfica:

20- x+800
()= 22.X+800
x+10
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118

Por observacao da representacado grafica, somos
levados a conjeturar que a temperatura do cha
diminui ao longo do tempo.

ii. Recorrendo a calculadora grafica, e utilizando
uma nova janela de visualizagdo [0, 480] x [0, 90],
obtivemos:

20- x+800
£1(x)=———
x+10

5 X
o 480

Por observacao da representacao grafica acima,
parece-nos que a temperatura ambiente da cozi-
nha da Ana sera de 20 °C, ja que, a medida que o
tempo passa, a temperatura esta a aproximar-se
de 20.

20- x+800
fl(x)=—
x+10

&
3

Exercicios de margem - paginas 69 a 75

48.

49.

b)

Df={xelR:x +1 = 0} = R\{-1}

Dy ={x € R: 2x = 0} = IR\{0}

D ={x eRix2 - 5 = 0} = R\{-\/5, V/5}
Di={xe|R:iz+5¢O}=|R

—

condigao universal em R
Dj={x eR:x®+ 5 = 0} = R\{V/-5}
Dy = {x eR: —x? + 5x - 6 = 0} = IR\{2, 3}

Calculo auxiliar
-5+V25-24

_5%1
-2 "2

X 45x-6=0x= ©ox=2vx=3

Para a area do retangulo ser 3 m? e, no minimo,
0 seu comprimento variar entre 2,5 e 4, entdo a
largura L deve variar entre 0,75 e 1,2, pois:

25xl=3elesl=12e
25

d4xl=3L==1L=075

3
4
LxC=3el=3

C
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b)

c)

d)

51.

52.

a)

Por exemplo, se x = 10 000, tem-se que:

f(10 000) = —2
10 000

Por exemplo, se x = 1 000 000, tem-se que:

f(1 000 000) = m — 0,000 002 < 105

Por exemplo, se x = 0,000 01, tem-se que:

£(0,000 01) = — 2
0,000 01

Por exemplo, se x = 0,000 000 001, tem-se que:

f(0,000000001) =—— 2 ~2000000000 > 10F.
0,000 000 001

=0,0002 < 0,001

=200 000 > 10 000

2

fx) =1+ 3

D; = R\{-3}

D’s = R\{1}

Equacéo da assintota vertical: x = -3

Equacdo da assintota horizontal: y =1

Quando x tende para +o e quando x tende para -,
f(x) tende para 1.

gt) =-4-—>—
D, = R\{6}
D', = R\{-4}

Equacao da assintota vertical: x = 6

Equacéo da assintota horizontal:y = -4

Quando x tende para +o e quando x tende para -oo,
g(x) tende para -4.

11
h(x) = 1_
=577+
_1 1 _
"2 k-7
1 1
2 x-7
D, = R\{7}
. 1
D, = R\L
n \{2}

Equacao da assintota vertical: x = 7
Equacao da assintota horizontal: y = %

Quando x tende para +o e quando x tende para -oo,

h(x) tende para %

Uma funcdo f cujo grafico é uma hipérbole de
assintotas de equacdes x = 4 e y = 2 é uma funcéo
que pode ser definida por uma expresséo do tipo
f) =2+ L.

X-
Como sabemos que o grafico de f passa na origem
b

do referencial, entdo 0 = 2 + 0_a’ ou seja, b = 8.



b)

53.

a)

b)

Assim, uma expressao que define a funcéo f é

8
fx) =2 .
) +x—4

Observemos o grafico da funcgao f.

ylk f

i. Quando x tende para +co, f(x) tende para 2.
ii. Quando x tende para -, f(x) tende para 2.

ili. Quando x tende para 4 por valores superiores a 4,
f(x) tende para +oo.

iv. Quando x tende para 4 por valores inferiores a 4,
f(x) tende para -co.

2+l 20,1 _,, 1

X X X X
2 _,, -2
x+1 x+1
Calculo auxiliar
2x x+1
-2x-2 2
-2
1 2
x+1 4,
x-1 x-1
Calculo auxiliar
x+1 x-1
-x+1 1
2
2x+1 -7
ER T S
3-x x-3
Calculo auxiliar
2x+1 -x+3
246 -2
7
el 7 T
x+3 x+3 x-3
8
10x - 2 5
X =2+
5x-5 x-1
Calculo auxiliar
10x-2 5x-5
-10x + 10 2
8
8
10x-2 8 8 5
IR k- Ve

f)

54,

b)

d)

e)

f)

55.
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15
3-3¢__ 3, 16
4x +1 4 1
X+ =
4
Calculo auxiliar
-3x+3 4x+1
+3‘+i —i
7 2
1
4
b3 15 b3
_3"*3__1 4 __1 4 __1 16
T+l 4T me1 4 I
4{x+—] x+7

f(x)=2+l
x

Equacao da assintota horizontal:y = 2

Equacédo da assintota vertical: x =0
-2

x+1

Equacéo da assintota horizontal: y = 2

Equacao da assintota vertical: x = -1

2
x-1
Equacao da assintota horizontal: y =1
Equacédo da assintota vertical: x = 1
-7
x-3
Equacdo da assintota horizontal: y = -2
Equacao da assintota vertical: x = 3
8

fx) =2+

f(x) =1+

f(x)=-2 +

f(x) =2

—
x-1

Equacéo da assintota horizontal: y = 2

Equacao da assintota vertical: x =1

15
f(x)=—%+ 16
x+l

Equacdo da assintota horizontal: y = - %

Equacao da assintota vertical: x = - %

Uma expressao que definea fungdoféf(x)=a+ b_

Como sabemos que as retas de equacéesx =1 e
y = -2 sao assintotas ao grafico de f, entdo a = -2
ec=1

Tem-se, entdo, que f(x) = -2 + b

x-1"
Como o ponto A(-1, 0) pertence ao grafico de f, vem
que:

f(1)=0e-2+—2 -0
-1-1
(:)-2—2=
2
(:)2=—2
2
ob=-4

Assim,a=-2,b=-4ec=1.
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56.

57.

120

A garrafa de agua foi tirada do frigorifico a tempe-

ratura de 10 °C, ou seja, T(0) = 10.

Assim:

40 x 0+ k
0+2

10 = < k=20

T(X) _ 40x + 20 - 40 - 60
xX+2 X+2

Sabe-se, entdo, que a reta de equacdo y =40 é uma
assintota horizontal ao grafico de f, o que significa
que quando x tende para +, se tem T(x) a tender
para 40.
No contexto do problema tal significa que, com o
passar das horas, a temperatura da garrafa de agua
tende para 40 °C.
T(x) <30

_ 40x + 20

T ox+2
v, =30

:||||
2 4 6 81012

>
»
X

Verifica-se que T(x) <30 & 0 <x < 4, ou seja, a gar-
rafa de dgua esteve a uma temperatura inferior a
30 °C durante 4 minutos.

Pretende-se determinar os valores de x para os
quais se verifica f(x) > x.

y=2x—5
x4
Y2=x
A
y
10+
5_
= —>
4 2—0| 12 4 5 6 8 x
_5-
-10-

Assim, verifica-se que f(x) > x parax € ]-o0, 1[ U 14, 5[.

f) =222, 3
x-4 x-4

Calculo auxiliar
2x-5 x-4
-2x+8 2
3

Sabemos que a equacao da assintota horizontal ao
grafico de f é y = 2 e que a equacdo da assintota
vertical ao graficode féx = 4.

Assim, as coordenadas do ponto B sao (4, 2), ja que
B é o ponto de interse¢do das duas assintotas.
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58.

a)

b)

c)

As coordenadas do ponto A séo [% , OJ, poisAéo

ponto de intersecao do grafico de f com o eixo Ox.

A r:

Assim, a area do triangulo [OAB] pode ser dada por
5

?XZ
2 =%u.a.
P6)=90--89__go
6+2

A percentagem de assinantes, no final do primeiro
semestre, que terdo assistido a série Z, foi de 80%.

Pretendemos resolver a condicdo S(t) > 70.

Recorrendo a calculadora grafica, e usando x como
variavel independente:

80

fi(x) =90 -

X+2

f,(x) =70

5
1] 12

Assim, t > 2, ou seja, a partir de 1 de margo de 2025
mais de 70% dos assinantes assistiram a série Z.

Pretendemos resolver a condicdo Z(t) > W(t).

(7.08,81.19)

5 X
1] 12

Assim, t > 7,08, ou seja, durante o més de agosto a
percentagem de audiéncias da série Z ultrapassa
a da série W. Como 0,08 < 0,5, tal ocorre durante a
primeira quinzena de agosto.



59. Pretende-se determinar t de tal modo que:

N(t + 1) = N(t) + 0,05N(t)

isto é:
N(t +1) = 1,05 N(t)
ou seja:
250 (t+1)+504 _ 1,05 x 250t + 504

025(t+1)+1 0,25t+1

Usando a letra x como variavel independente e
recorrendo a calculadora grafica:

f() = 250(t+1) + 504
! 025(t+1)+1

fo(x) = 1,05 x 250t + 504
0,25t +1

1(2,97; 750,93)

Assim, x = 2,97.

Como 0,97 x 60 = 58, tem-se que o instante preten-
dido é de 2 horas e 58 minutos.

Aprende fazendo @ - paginas 79 a 81

1

Opcéo (D)
Ds={xelR:x +1 = 0} = R\{-1}

f(x)ZZx—lzz_ 3

x+1 x+1
D¢ = R\{2}
Calculo auxiliar
2x-1 x+1
-2 2
-3
Por exemplo:
4
flx)=1 =1
(0)-1+—2 egl) -1+

Os graficos das funcdes f e g tém ambos a reta de
equacdo y = 1 como assintota horizontal ao seu
grafico. A assintota vertical ao grafico de f é a reta
de equacéo x = 3, enquanto a assintota vertical ao
grafico de g é a reta de equagéo x = 5.

Por exemplo:

2 4
=" eg(x)_8+x—6
Os graficos das funcoes f e g tém ambos a reta de
equacao x = 6 como assintota vertical ao seu gra-
fico. A assintota horizontal ao grafico de f é a reta
de equacéo y = 7, enquanto a assintota horizontal
ao grafico de g é a reta de equacdo y = 8.

fx) =7+
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Opcéo (D)
O gréfico da funcéo f é uma hipérbole, pelo que
a sua expressao analitica podera ser do tipo

f(x) =a+ ,a,becelR.

Como as retas de equacdes x = -4 e y = -3 sdo as
assintotas ao grafico da fungéo f, podemos concluir
que a=-3ec=-4,de onde resulta que:

b b
f(x)=-3 =-3
) +x—(—4) ia
Uma vez que o grafico da fungdo f interseta o eixo

Oy no ponto de ordenada - l, entao:

4
f0)=-Le34-L 7 ob__ 7.3
4 0+4 4 4 4
b_s5
4 4
<b=5
Desta forma, uma expressao analitica da funcéo fé
5
flx)=-3 .
) +x+4
Opgéo (A)

Df={erR:a+bx¢0}=|R\{—%}

Areta de equacaoy = -1 é uma assintota horizontal

ao grafico de f, logo % =-lb=-2

Uma vez que a reta de equacdo x = 1 é uma assin-
tota vertical ao grafico de f, vem que:
—£=1<:>£=1<:>a=2

a a

180

+ X

Ox(15+x) =180 & € =

Pretende-se determinar os valores de x tais que € < 5.
Recorrendo as capacidades graficas da calcula-
dora, obtém-se:

180

= y2=5

T 15+x
yﬂ
8_
7_
6_

1 .

I‘ T T T >
o) 2@ 40 60 80
1
Determinando a sua intersegdo, conclui-se que os
valores reais de x para os quais a largura do retan-
gulo ndo excede 5 metros séo os valores superiores
ou iguais a 21, ou seja:

180
15 +x

<5cx221

Opcéo (B)
f € uma funcéo racional cujo gréafico é uma hipér-

bole, pelo que pode ser definida por f(x) = a + b ,

, ) x-cC
sendo a, b e c nUmeros reais.
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As retas de equacdes x = 2 e y = 3 sdo assintotas ao
b
x-2
O ponto de coordenadas (-1, 2) pertence ao grafico
de f, logo:
b__;
2

f-l)=2e3+

eb_ 4
-3
<b=3
Desta forma:

3 =
x-2
_3x-6+3_

x-2
_3x-3
x-2

grafico da fungao f, pelo que f(x) = 3 +

fx) =3+

Pretende-se determinar os valores de x para os
quais se verifica f(x) > x.

_2x+1

341 -2

-101

Assim, verifica-se que f(x) > x para
x €]-00; -0,236[ U 12; 4,236].

2x+1 5

x-2 x-2

Areta de equacdo y = 2 é uma assintota horizontal
ao grafico de f e a reta de equagdo x = 2 é uma
assintota vertical ao grafico de f.

rix=2

Sssy=2

B(2, 2)

As coordenadas do ponto A séo [— % O], poisAéo

=2+

ponto de intersecdo do grafico de f com o eixo Ox.

A
y

O

N

=
v

e

2 2

Ajoag) =

122 ©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

8.
a)

b)

Uma das mangueiras enche o tanque em 10 horas,

logo, ao fim de 1 hora, o tanque esta % cheio.

Outra das mangueiras enche o tanque em 5 horas,

logo, ao fim de 1 hora, o tanque esta % cheio.

A terceira mangueira enche o tanque em t horas,

logo, ao fim de 1 hora, o tanque esta % cheio.

Estando as trés mangueiras a funcionar simultanea-

mente, ao fim de uma hora o tanque esté1—10+%+%
cheio, ou seja, esta 3t+10 cpejo,
10t
Calculo auxiliar
1 01 1 t+2t+10
BT S T
3t+10
~ 10t
Assim, se numa hora esta 3t Blo cheio, em h horas
estara totalmente cheio, isto &, 1 =£, ou seja,
10t 3t+10 1
T3t+10° 10t

Conclui-se, entdo, que a expressédo do niumero de
horas necessarias para que o tanque fique cheio

pode ser dada por:

() = L0t

,comt>0
3t+10

Pretende-se calcular o valor de t para o qual H(t) = 1,25
(1 hora e 15 minutos sdo 1,25 horas).

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora,
obtém-se os graficos:

5, Lot
17 3t+10

y,=125

T | T T T =
o 1 2 3 4 5 X

Determinando a intersecao dos graficos, conclui-se
quet=2,ouseja, H(t) = 1,25 < t =2, 0 que, no con-
texto do problema, significa que é necessario que
a terceira mangueira seja tal que consiga encher o
tanque em 2 horas, para que, quando as trés man-
gueiras estiverem a funcionar simultaneamente, o
enchimento do tanque seja feito em 1 hora e 15
minutos.



Aprende Fazendo - paginas 90 a 100

1. Opcao (C)
1 -9 26 -18 -27 27
3 3 -18 24 18 -27
1 -6 8 6 -9, 0
3 3 -9 -3 9 -
1 -3 -1 3 0
3 3 0 -3 -
1 o -1]0
3 3 9 -
1 3 8
2. Opcao (C)
[A@)=0 1+1+b+c=0
&
A(-1) = -4 1+1-b+c=-4

g
o
+
(@]
]
|
N

)

g

o
I Il
[
I
IN

)

—_—— A A A
N
o
1
N

(@]
I

1
w

3. Recorrendo as capacidades graficas da calculadora,
obtém-se as coordenadas dos pontos A e B, que séo,
respetivamente, (3, 0) e (1, 10).

A
y
f

[ ] .
/ ’ \
Uma vez que C tem abcissa nula e a mesma orde-

nada do ponto B, as suas coordenadas sao (0, 10).
Desta forma, a area do trapézio [OABC] é igual a

3;1x10=20u.a.

“v

4.
a)

b)

5.
a)
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Recorrendo as capacidades graficas da calculadora,
obtemos os zeros de f (0, 3 e 4) e 0 minimo, aproxi-
madamente -3,124.

A

y

v

o

-3,124
Assim,a=0,b=3,c=4ed=-3124.

A

y

P(x, f(x))

3 x fi
Axlonp = ><2 .

>
L
X

Pretende-se, entdo, determinar os valores de x €]0, 3[
tais que %)—‘2 =5.

A

g J’1=ﬂ]‘c2

Os valores pretendidos sdo x = 0,7 e x = 2,6.

chbo=33=27
Voiramide = = X Apsse X h =
pira’lmide_?>< base X 1=
_ 1 xxx _
==x XX =
3 2
_xX
6
chbo truncado = Vcubo ~ 8 x Vpirémide =
3
=27-8x2 =
6
—27-4 e
3
B Y
3

V(x) = 25
Utilizando as capacidades graficas da calculadora:

fi(x) = - %x3 +27
f,(x) = 25
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5 ¥ 3

f1(x)= “4 X7 etiqueta
3
£2(x)=25 (1.14,25.000007)
2 x
0 1.50000
~6.66667
x =114

Sabemos que f é uma funcdo polinomial de grau 4
e que admite -1, 2 e 3 como zeros.
Assim, e considerando a representacdo grafica
dada, concluimos que f(x) = a(x + 1)%(x - 2)(x - 3).
Como f(1) = -8 vem que:
al+1)P1-2)(1-3)=-8c<=4ax(-1)x(-2)=-8
< 8a=-8
ea=-1

flx) = -(r + 1)’(x - 2)(x - 3) =
=—(?+2x+1)(x* - 5x + 6) =
=—(x*-5x3 + 6x2 + 20> - 10x% + 12x + X2 - 5x + 6) =
=-(x*-3x>-3x2+7x+6) =
=-x*+33+3x2-7x-6

Opgéo (D)

Observe-seque (x-1)220 A (x-3)*=20 A (x-5)=0.
Logo, (x-1)?x (x-3)*x (x-5)¢=0,VxelR.

Assim, o conjunto-solucdo da inequacao
(x-1)2x(x-3)*x(x-5°f<0eé@.

f) =x*-x* -7 +x+6
D) = (A1 - (1P - 77+ (1) 4 6 -
=1-(-1)-7x1-1+6=

=1+1-7-1+6=
=8-8=
=0
-1 ézerodef.
f1)=1*-1°-7x1?+1+6=
=¥-¥-7+1+6=
=-7+7=
=0
lézerodef.
f(x)<0
Calculos auxiliares
1 a7 1 6
-1 a1 2 5 -6
1 2 -5 6 [0=RE
1 1 a1 -6
1 -1 -6 |0=R@

XX =T x4 6= (0 + D) -1 -x-6)

2 1+V1-4x(-6) 1+5
X -x-6=0@x=f:>x= >
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fx)<0=x-1)x+1)(x?-x-6)<0

S -2<x<-1v1<x<3

CS.=1-2,1[u]1, 3]

Opcéo (D)

I. Dy, g = Dy Dy = R0} A IR\{1} = R\{0, 1}
I Dé: Dfn Dy n{x e Dy glx) = O}
Contra-exemplo: IR\{0}

f(x) =x + 1 e Dy = IR\{0}

g(x) =x-2e Dy =R\{1}

D L= R\{0} ~ IR\{1} m IR\{1, 2} = IR\{O, 1, 2}

A afirmacdo | é verdadeira e a afirmacéo Il é falsa.

h(x) = (f- 9)(x) = f(x) - g(x) =
=+ -7 -x+6

-1 elsédozerosdeh.

Calculos auxiliares

1 1 7 -1 6
] -1 0 7 -6

1 0 -7 6 [0=RW
1 1 1 -6

1 1 -6 [0=RW

X -7 x4+ 6=(x+ D) -1’ +x-6)

-1+V1-4x1x(-6)

o2 -6= =
X+x-6=0x >

_-1x5

X 2

Sx=-3vx=2

x-1

X+x-6

Sinal de h

h é positiva em ]-e0, =3[ U ]-1,1[ U ]2, +oo[ € & nega-
tivaem]-3,-1[uU]1, 2[.



11.

12.

a)

b)

13.

a)

Opcao (D)
C

fx)=b + —a
crescente em ]-co, al e em ]a, +oo[ e cujo grafico
admite as retas de equagdes x = a e y = b como
assintotas vertical e horizontal, respetivamente.
Apenas a expressdo da opcao (D) pode definir a
funcao f.

,com ¢ < 0 define uma funcgdo racional

h(l)_12+5=1_7

T 4+10 14
5

h(0) == =0,5

©) 10
h@Q)-h0) =2/ -L_10_471m

14 14
(x7)

0,71m=71cm
O arbusto cresceu 71 centimetros.
h(t) =2

Recorrendo a calculadora grafica, e usando x como
variavel independente:

fl(x)=M,x>O
4x + 10

f,(x) =2

g 10

-4

x=375
0,75x12=9
Decorreram 3 anos e 9 meses.

12t + 5 4t + 10
-12t - 30 3
-25
h(t) = 3 - —22
4t + 10

Como -25 < 0, verifica-se que h é crescente em IR;
e a reta de equacdo y = 3 é assintota horizontal ao
grafico de h quanto t — +co.

Logo, ndo é possivel o arbusto atingir 3,1 m de altura.

2
nxlle—lx(ﬁ) xlom-Lx2_
3 3 3 9
-2
27
= 3,06752 m3
=3067,52¢

b)
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Calculos auxiliares
2 A . .
Crl=b420=40=2c0=\2
>0
3
Va
2
—
V2
3.2 . ..V2
1 x S
3 O lado do quadrado, que é a base da piramide de
x alturaigualalm, éZxﬁ—ﬁ
— 3 ’ 6 3
1
i. Opgao (A)

Aaltura do liquido no reservatorio varia entre 0 m
e 3 m (inclusive), logo D; = [0, 3].
O volume méaximo do liquido ocorre quando x = 3:

nxPx3—%«2x3=3n—2

Logo, D's= [0, 3z - 2].

ii. Seja x a altura de dgua no reservatoério. O volume
(em m3) da 4gua nesse reservatorio é igual a:

2
mx12xx-Lx [ﬁxJ xx=mx-Lx23=
3 3 39
c- L3
27
Calculo auxiliar
A%
2
—
Va2
3.2,V
x oy r= 6 *
Logo, o lado da piramide quadrangular de altura x
3 Yy
éiguala2 xﬁ —ﬁ
8! 3 xX= 3 X.
X

ili. 750 € = 750 dm3 = 0,75 m3
Pretendemos resolver a equacao f(x) = 0,75.

Recorrendo as capacidades graficas da calcula-
dora:

3

y1=mc—ix

27
y,=0,75

A
y

o 3 X

I(a, b)
A agua atingira, aproximadamente, 0,24 metros.
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14.

126

De acordo com os dados no enunciado, podemos
concluir que:

P(x) = a(x - 3)(x + 1)(x + 2)
O resto da divisdo inteira de P(x) por x - 1 é 24, pelo
que P(1) = 24, de onde resulta que:
al-3)1+1)(1+2) =24 -12a=24=a=-2
Assim, P(x) = =2(x - 3)(x + 1)(x + 2).

CS.=[-2,-1] U [3, +oo[

Opcao (B)

Uma vez que o resto da divisédo do polinémio que
define a funcao f por x + 2 é 8, temos que f(-2) = 8.
Assim:

~(-24-(-2*+7(-2)*+(-2) -k =8

& -16+8+28-2-k=8

< 18-k=8

< k=10

Para k = 6, f & definida por f(x) = -x* - x3 + 7x? + x - 6.
-1 e 1sao zeros da funcao f, entdo o polindmio que
define a funcéo f é divisivel por x + 1 e por x - 1.

Desta forma, utilizamos a regra de Ruffini para fato-
rizar o polinémio que define a funcéo f.

-1 -1 7 1 -6

-1 1 0 -7 6
-1 0 7 -6 0
1 -1 -1 6

Assim, f(x) = (x + 1)(x - 1)(-x% - x + 6).

Calculo auxiliar +
- 2_ =
-xz-x+6=0csliv(l) 4x(-1)x 6

2% (-1) -3
JR £ _
-2

O conjunto dos nimeros reais para os quais a fun-
cao f é negativa é ]-c0, -3[ U ]-1, 1[ U ]2, +oo].
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16.

a)

b)

f) =x*-x3-7x2+13x -6 =(x - 1)(x - (x> +x - 6) =
=(r-1)%(x-2)(x +3)

Calculo auxiliar

1 -1 -7 13 -6
1 1 0 -7 6
1 0 -7 6 \L
1 1 1 -6
1 1 -6 \L
x2+x—6=0<:>x=_1t\/m (inc:_lt\/E
2x1 2

ox=2vx=-3

(x-1)2

x-2 - - - - - 0 +
x+3 - 0 + + + + +
Sinal de f =S 0 - 0 - 0 +

Assim:
fx)<0e=xel-3,1[uUll, 2]
yA
301
201
10t
8 -6 -4\20/ 2 4 6x

(-1,9:-36.1)%,1
Para que a funcao f(x) + k tenha apenas um zero,
o grafico de f terd de sofrer uma translacao asso-
ciada ao vetor (0, k), onde k é o valor em médulo do
minimo absoluto de f.

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora,
obtém-se, com arredondamento as décimas, k = 36,1.



Sinalde f

Sinaldeg

glx) 20 & xel-o0,-3] U [-1,4]

18.

a) Calculos auxiliares

2
3x—2=0®x=?

2x-1

(x +1)?

Sinal de f

-1 X
A " 1 2 5
f & positiva em J-oo0, -1[ U |-1, > U 3t eeé
negativa em }i,l[.
2 3
b) Calculos auxiliares
'Zx—l:O(:)x:%
1+V1-4x(-6)

g é positiva em

-2, %[ U 13, +oo[ e & negativa em

J-c0, ~2[ U % 3

<)

-2x*-x+3

Sinalde h

19.

a)

b)
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h(x) = (x - 2)(-2x%2 - x + 3)

Calculo auxiliar

2 3 5 -6
2 4 22 6
‘ 2 1 3 |0=R®

1+V1-4x(-2)x(-3)

2 -x-3= =
X' -x-3=0&x ”

h é positiva em }—oo, - 1[ UL, 2[ e é negativa em

}-i, 1[ U 12, +ool.

f(-1) = (-1)*+ 2 x (-1)3 - 16 x (-1)?-2 x (-1) + 15 =
=1-2-16+2+15=0
Logo, -1 é zero de f.
f1)=1*+2x13-16x12-2x1+15=
=1+2-16-2+15=0
Logo,1 é zerodef.
f(x) >0 & x*+ 2> - 16x* - 2x + 15> 0
& k+1)x-1)E%*+2x-15)>0
& -1)K?+2x-15)>0

Calculo auxiliar

1 2 -16 -2 15
-1 -1

1 1
1 1

1 2

¥ r2x-1520 o 2EVA+60 “24"60

CS. =]-00, -5[ U ]-1, 1[ U ]3, +oo[
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c)
B(—3.65,0)|°,\ . {gfg)(])ueta @ x
-10 ! )/ 5
f1()=x2+2- x316- x2-2- x+15
A(-2.65,-110.63) |
=140
Aunec) = M =367,8 ua.
20.

Sinal de f

Sinaldeg

Sinaldefx g

f x g é positiva em ]-oo, -2[ U 12, 4] U 14, +oo[ € &

negativa em ]-2, 2[.

21. Opcao (A)

Calculo auxiliar
1+V1- =
—xz+)c+2=0c>—1Jr 1_;X(1)X2
-1+3
-2
ox=2vx=-1

X =

7

X2+x+2

Sinal de f

Sinalde g

fr)s0eox<-2 v -2<x<-1v 1<x<2

CS.=]-00,-2[Ul-2-1]U1, 2]
22.
a)  Opgcéo (D)
f(x) =3+ —C
® +x+2
f[—i]=0@3+ C -0
-—+2
o3+ -
2
3
<:>3—C=—3
2
&Sc=-2
f(x)=3— 2 =3x+6—2=3x+4
xX+2 x+2 x+2
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<)

b)

Sinalde f

4-x?

fx)(4 - x')

fx)(4-x)<0e=x<-2 v —2<x<—%v x>2

CS. =]-o0,-2[U |-2, - %[ U 12, +oo]

Sinalde f

1-x

)

1-x

MZO@x<—2 v —i5x<1
1-x 3

CS. = J-c0, -2[ U [-%, 1{

fc-a)+b=b+3-—2

ST Ta+2
;" +2

—_—

0
Para que o grafico da funcao definida por f(x-a) + b
fosse simétrico em relagdo a origem O, as assintotas
seriam as retas de equagdesy=0ex=0.
Logo,b+3=0e-a+2=0,0useja,b=-3ea=2.

12 h 30 minutos corresponde a t = 3,5.

c(0) =320 _390c
10

C(3,5)=36x35+3%0 _344 35 5y 0c
’ 35+10 9 ’

39-34_7 05
9 79

As 12 h 30 min a temperatura da Claudia era de,
aproximadamente, 38,222 °C, logo desceu, aproxi-
madamente, 0,778 °C. Como a temperatura dimi-
nuiu mais do que 0,5 °C, nao foi necessario recorrer
a outro medicamento.

y
(3.64,38.2)

£2(x)=38.20000

(8.75,376)—————

36- x+390
13(x)=37.60000 £1 () -——
x+10

X

0 24

8,75-3,64=511
011x60=7
Decorreram 5 horas e 7 minutos.



24,

25.

26.

fx)=-x*+x*+ax-24
f(3)=0e>-27+9+3a-24=0
< 3a=42
sa=14

f(x) = > + x% + 14x - 24

11 14 24
3 3 -6 24
1 -2 8 |0=R(

f(x) = (x - 3)(-x? - 2x + 8)
2+V4-4x(-1)x8

2-2x+8=0=x=

-2
@X_Zié
-2
Sx=2vVvx=-4

p=-4eq=2

Seja P(x) um polinémio e sx - t um polinémio de
grau 1.

Seja Q(x) e R os polinomios quociente e resto da
divisdo inteira de P(x) por sx - t.

Entdo, P(x) = (sx - t) x Q(x) + R.

Substituindo x por % nesta igualdade, vem que:
P[LJ = [S XL—tJ x Q(L] +R
s s s

@P(LJ =0><Q[ij+R

s s
PN P[i] -R

s
Fica provado que o resto da divisdo de P(x) por sx - t

1]

Seja P(x) um polinémio e sx - t um polinomio de
grau 1.

Suponhamos que P(x) é divisivel por sx - t.

Entdo, P(x) = (sx - t) x Q(x), sendo Q(x) um polinémio.

Substituindo x por % na igualdade anterior, vem
que:

A2t ol
~rft]-

Fica provado que se P(x) é divisivel por sx - t, entdo

Seja P(x) um polinémio e sx - t um polinémio de
grau 1. Suponhamos que P(%) =0.

Seja Q(x) e R os polinémios quociente e resto, res-
petivamente, da divisdo inteira de P(x) por sx - t.
Entdo, P(x) = (sx - t) x Q(x) + R.

27.

a)

b)

28.

a)

b)
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Substituindo x por % nesta ultima igualdade, vem
que:

Aot
oot

& P[ij =R
s
Ou seja, o resto da divisdo de P(x) porsx-té P[iJ.

Entao, P(x) = (sx - t) x Q(x) + p[%).

t
s
ou seja, P(x) é divisivel por t.

Uma vez que P[ j =0,vem que P(x) = (sx - t) x Q(x),

x*-192+48=0< (x)?-19x2+48=0
Substituindo x? por y, vem que:

19y 4 48=0 ey 19 3621—4><48
oy 192 V169
2
@y=19§13

oy=16 v y=3
Substituindo y por x?, temos:
x?=16 v x*=3
ox=4vx=-4vr=-V3vx=V3
CS.={4,-4,-V3,V3}

x-13x2+36=0 (x)?-13x2+36=0
Substituindo x? por y, vem que:

V169 -4 x 36
134360y 132 1629 4x36

_13+V/25
2

13+£5
2

<y

Sy=

oy=9vy=4
Substituindo y por x?, temos:
=9 vix’=4
Sx=3vx=-3vx=2vix=-2
CS.=1{3,-3,2,-2}
x*-26x2+25=0 (x)%2-26x2+25=0
Substituindo x? por y, vem que:

676 -4x25
226y 42520y 262 V676-4x25

2

oy 26576
2

o= 26;;24

oy=25vy=1
Substituindo y por x? temos: x?2 =25 v x? =1
Sx=5vx=-5vxyx=1vx=-1
CS.={5-51, -1}
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130

) 2x*-26x?+80=0¢ 2(x?)%>-26x?+80=0
Substituindo x? por y, vem que:

_26+V676-4x%x2x80

2)?-26y+80=0y

4
_26+V36
4
26+ 6
4
oy=8vy=5
Substituindo y por x?, temos:
x*=8 v x?*=5
<:>x=\/§ \2 x=—\/§ vV X=-
ox=2V2vx=-2V2 v x=-
CS.={-2v2,2v2,-V/5,V/5}
d) x*-3x?-4=0(K?)*-3x?-4=0
Substituindo x? por y, vem que:
3+V9-4x(-4)
2
_3+V25
2

<y

SSy=

5vx=\5
5vx=V5

y¥-3y-4=0y=

=y

3+5
2
ey=4vy=-1
Substituindo y por x2, temos:
X2=4viyt=-leox=2vx=-2
.z
impossivel em IR

CS.=1{2,-2}

Sy=

29.
a) m=2-0_5
1-0
glx) = 2x
f(x) < glx) & x> - x2 < 2x
o -x2-2x<0
ox(x?-x-2)<0
Sx<-1v0<x<?2

y=2x

Calculo auxiliar

2 1+3
X-x-2=0——m———©x= > Sx=2vx=-1

CS. =]-00,-1[ L]0, 2[

b) fx)=xeox}-x*=x

ox3-x2-x=0
ox(x?-x-1)=0

@x=0vx=1¢V1£4x—1
<:>x:0vx:1i2\/g

A[l—\@ 1—\@] B[1+\/§ 1+\/§]
2 2 2 2
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30.

31

E:\/(1+\@-1‘\@j2+[1+\@-1‘\@]2=
2 2 2 2
=\/[1+\/§£1+\/§)2+[1+\/§£1+\/§)2=
= V(V5) +(V5) -
=V10=
=3,16 u.c.

De acordo com o enunciado, sabe-se que, uma hora
apos o instante ty, t, € [0, 4], o nimero de bactérias
presentes no deposito aumentou 10%, ou seja, para
t, €10, 4]:
N(ty + 1) = N(to) + N(t) x 0,10
& N(ty + 1) = N(ty) x 1,10
& (to+1+4)%(tg+1-14) + 96(ty + 1) + 260 =

= ((ty + 4)%(ty - 14) + 96t, + 260) x 1,10
& (ty + 5)3(ty - 13) + 96(ty + 1) + 260 =

= ((to + 4)2(ty - 14) + 96ty + 260) x 1,10
Usando a letra x como variavel independente, e
recorrendo as capacidades graficas da calculadora:
f1(x) = (x + 5)%(x - 13) + 96(x + 1) + 260
f,(x) = ((x + 4)%(x - 14) + 96x + 260) x 1,10

A

XV

ol 4

1(3,52; 5,78)

Assim, t, = 3,52, logo o nimero de bactérias, nesse
instante, é de, aproximadamente:

N(3,52) = (3,52 + 4)%(3,52 - 14) + 96 x 3,52 + 260 = 5,3
O nimero de bactérias no instante t, é de, aproxi-
madamente, 5,3 milhdes de bactérias.

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora,
e usando x como variavel independente:

f1(x) =-0,000 334x3 - 0,0456x2 + 1,3258x + 0,5, x € [0, 20]
f,(x) = 0,004 85x% - 0,172 67x% + 2,015 66x + 0,25, x € [0, 20]
= f1(x) - f(x)

(10.44,1) (v4.99,1)

£3(0)=f1()-£2(x)

-2 x

o\/ 20
-1

14,99 - 10,44 = 4,55

0,55 x 60 = 33




O avido da companhia AeroDominus manteve uma
altitude de mais de 1000 metros superior a do avido
da companhia MasterSkyAir durante 4 minutos e
33 segundos, aproximadamente.

32.
2
6x + 16 3 =6-
a) X + X+ fx) =6 =3
-6x-18 6
-2
f(x)>6<:>¢—i>¢<:> 2__o
x+3 x+3
<x+3<0
ox<-3
CS. =]-0, =3[
b)  fx)=6-—2
x+3
C(-3,6) D(0, 6)
fo)=6-2-16 A[o,ﬁ]
3 3
2
fx)=0=6- =
x+3
__2
x+3

S 6bx+18=2 A x=-3
Sbx=-16 A x=-3

40

Apsep; =3 % 6 = Ajpop) - Ajscep Onde C' é a projecdo

ox=-3 A xx-3
3

ortogonal do ponto C sobre o eixo Ox.
8,16 [3 - i] x 6
3

_1g.3 3 -
2 2
-18-%4_1_
9
=£U.a.
9

Teste final - paginas 101 a 103

a) Opcao (B)

N@)-N(0) _1625-10_ 625 _¢75. 4750
NQ) 10 10

b)  Recorrendo as capacidades graficas da calculadora:

£1(x)=-0.25- x>+6.50- x2+10
(17.333,660.963)

X
0 1 24

0,333 x 60 = 20
O niimero maximo de ouvintes registou-se as 17 h
20 min.

c)

4.
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N(2a) = N(a) - 0,05N(a), com0<a<12,isto &,
N(2a) = 0,95N(a), com0<a<12.

Utilizando x como variavel independente:
f,(x) = -0,25(2x)* + 6,5(2x)? + 10

f3(x) = 0,95(-0,25x3 + 6,5x2 + 10)

Tem-se que a = 11,251.

A amplitude do intervalo [a, 2a] é 2a-a =q, logo a
amplitude pedida é de, aproximadamente, 11,251.
Como 0,251 x 60 = 15, a amplitude desse intervalo
é de 11 h 15 min, aproximadamente.

Opgéo (B)

P(a) = P(-2a)

502 + a + 2026 = 5 x (-2a)? + (-2a) + 2026
& 5a% + a=20d?-2a

< -15a%?+3a=0

< a(-15a+3)=0

<a=0v -15a+3=0

3

15

Como a €R\{0}, entdo a = %

<a=0va=

Opcéao (A)

I. Para k = -6, P(x) = x> - 6x% + 11x - 6 e tem-se que:
P1)=13-6x12+11x1-6=0,isto &, P(x) é divi-
sivel porx - 1.

A afirmacéo | é verdadeira.

Il. Para k = 6, P(x) = x> - 6x% + 11x + 6 e tem-se que:
P(-1) = (-1)3 - 6 x (-1)? + 11 x (-1) + 6 =-12, isto &,
o resto da divisao de P(x) por x + 1 é -12.

A afirmacéo Il é falsa.

x*-8x2+7=0
Consideremos a mudanca de variavel x? = y:

8+V64-4x1x7
2

V-8y+7=0y=

oy 82 V36

2
8+6

2
oy=7vy=1

Substituindo y por x% vem que:
=7 vx=1
ox=-V7vx=V7vx=-1vx=1
CS. ={-V7,-1,1,V7}

oy=
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5.
a)

d)

x*+3x3-10x%2 - 24x | x2-2x

x4+ 2x3 x2 + 5x
5x3 - 10x2 - 24x
-5x3 + 10x2

-24x

Quociente: Q(x) = x% + 5x
Resto: R(x) = -24x

Calculo auxiliar

Assim:
A) = (x + 2)(* +x2 - 12x) =
=(x+2)x(x?*+x-12)

Calculos auxiliares
1+ V1 -4x1x(-12)

oy - = =
X+x-12=0&x %1

Sx=3vx=-4

X 4x-12=0 (x-3)(x+4)=0

=(x+2)x(x-3)(x+4)

A)20ex<-4v-2<x<0vx>3

CS.=]-00,-4] U [-2,0] U [3, +oo]

Clx)=ax’+bx +c

Como 3 é uma raiz de multiplicidade 2 de C(x), vem
que C(x) = a x (x - 3)(x - 3).

Como o resto da divisdo de C(x) porx -1 é 6, tem-se
que C(1) = 6, isto &:

ax(1-3P=6oax4=6

ea=t
4
sa=3
2
Assim
Cl) == (x-3) =2 (2= 6x+9) =
2 2
3292
2 2
Tem-se, entéo,quea=%,b=—9ec=%.
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Como P(x) é divisivel pelo polindmio 3x? + 5x - 2,
vamos escrever P(x) como P(x) = (3x? + 5x - 2) x Q(x).
Comecemos por decompor 3x? + 5x - 2 em fatores:

5+V25-4x3x(-2)

3x2+5x-2=0=x=

6
_5+V25+24
@X—T
ey 2 EVA4S
6
o527

Sx=-2 Vv x=l
3

3x% + 5x -2 =3(x+2)[x—lj
. 3
Assim:
P() = 3(x + 2)[x . %] % Q)
Tem-se que -2 e %séo raizes de P(x).

Logo, P(-2) =0 e P[%J -0.

3x(-2P+11x(-2+ax(-2)+b=0
3 2
3x[l) +11x[l] +axE4+b=0
3 3 3
-3x8+11x4-2a+b=0
3x2—]‘7+11x%+%+b=0

—24+44-2a+b=0 [_2a+b=_20

4
1 a
o tg t3+h=0 11+11+3a+9b=0

-2a+b=-20 [ =-20+2a

b=-20+2a
a+3(-20+2a)=-4 a-60+6a=-4

a=22
7a=56 7

|
|
|
J{ o
|
|
|



Propostas de resolucao - Manual

/- b) P(a, f(a)), coma > 1.
a)  Opcdo (D) P(a, a3 - 402 + a + 6)
ax|ad-4a’+a+6
1.° processo Aogr =3 & X | +a+6 3

2
sax|a®d-4a2+a+6|=6

Calculos auxili
Fieos andiares Utilizando as capacidades graficas da calculadora:
cP(-1)=-1-4-1+6=0 3 2
y=axl|ad-4a+a+ 6
1 -4 1 6 y,=6
-1 -1 5 -6 yﬂ .
71
‘ 1 -5 6 | 0=R(® 8
7.
X -4+ x+6=(x+1)(x"-5x+6) [} lta, 6)
Y2
5-
Parax =1 4
fx) =0 =x*-4x?+x+6=0 31
2.
S x+1)x?-5x+6)=0 1
©x+1=0v x?-5x+6=0 —
VI Ol 1 23 45 «x
@x+l=ovx=w a=332
ex=-1vy=2%l 8. 3x+5 |x-1
Sx=-1vx=3vx=2 ~3x-3 -3
Py 2
fx) = -3 + —2
Logo, parax>1, 0s zeros de fsdo 2 e 3. x-1
A
Parax<1: g f
f(x)= 0 x2-4/-5=0 ‘

el -4]-5 0 1!
ox2-4=5yv 2-4=-5

ox2=9 v t=-1 \

N
equacao impossivel

©x=3vx=-3 I-c);ll-a); M -b)IV-a)

I3 ]joo, 1[

Capitulo 4 - Calculo diferencial
Tarefa - O berlinde - pagina 104
a) Y

Logo, parax<1,0zerodeféo-3.

Assim, f tem exatamente 3 zeros.

2.° processo

Recorrendo a calculadora grafica, e por observa-
¢ao do grafico, concluimos que a opgéo correta é a
opcao (D).

Sy rei0 AT e e R THRSE 185} Sa8E JRREL Hund Juus JREEY J3ned Jan] BaRLL

6.67 Y

o
1
2
3
&7
5
-
7

0 1 \J 10 . dB3)-d(2) _45-20
b VM, 3= = =25cm/s
N ) VMg =T 1 /
D2 - _
ﬂ(x)={x s VMg e = d(22,55) g(z) ) 31,2695 20 _ 1(1),;5 )
-6.67 |x“—4|—5, x<1 - ’ '
i =225cm/s
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134

d(22) - d(2) _ 242-20 _42 _ 51 cnys

iii.Vm2-22=
Z2A7 T 22-2 02 02
. d(Z,l)—d(Z) 22,05-20_2,05
V. Vm[z; 211 = _/—= =
21-2 0,1 1
=20,5cm/s
c i
f
=
=
-
=
5 B
2
25 m=25
52 A1
i
d
£
-20
85
ii.
f
=
=
-
=
2
2
25 m=225
52 A1
d &
£
-20
iiii.
f
=
=
-
=
2
28
30 4 m=21
52 A1
i
d
£
-20
iv.

m-=20.5

Constatamos que os resultados obtidos sdo iguais
aos obtidos na alinea anterior.

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

d) Analisando os resultados obtidos na alinea b),
somos levados a conjeturar que a velocidade do
berlinde no instante 2 sera préxima de 20.

O declive da reta tangente ao grafico de d no ponto
A éigual a 20, valor conjeturado na alinea anterior.

Exercicios de margem - paginas 105 a 110

60.
40

a) ——=0,08¢/km
500
A taxa média de consumo de combustivel é de
0,08¢ por km.
61.
a) 140—60=&:8bpm
10 10
A taxa média de variacdo de frequéncia cardiaca foi
foi de 8 batimentos por minuto.
62. tmvy, ) = f(bg - Z(a) = 9ﬁ - za = 9§)b_—aa) =9, quais-

quer que sejam os valores de a e de b.

63. |. Afirmacao verdadeira.

Seja f uma fungdo crescente em [a, b]. Se a < b,
entdo f(a) < f(b), ou seja, f(b) - f(a) > 0.

Logo, tmvig ) = ﬂ%—u(flgl > 0.

Il. Afirmacao falsa.
Contraexemplo:
Seja f(x) = x% Tem-se que tmv; , >0, mas a fun-
¢do ndo é crescente em [-1, 2].

64.
a) tmvps = (3?3 ‘21( )_30 :_L 14 _16m/s
b) tmvp .= d(22,53 g( ) 2L, 25’5 14 =145m/s

d@) 3x2+x—14=3(x_2)(x+%)_
2

€ tmvyy= d(x) -

X - x-2 x-2
=Bx+7)m/s
Calculo auxiliar
3 ax-14-0@yo it 61+168 Sx= _1213

:}x:—% vix=2




65.

a)

b)

66.

a)

b)

67.

a)

b)

lim f@)=f2) _ iy f&)-f(2) _

x>-2 x*-4 x—>-2 (x=2)(x +2)

x—>-2 X— x—>-2 X+2
—- 3 xf(-2)-
.5
4
. 3h 1
lim =3 =
ho 2+ ) -F2) lim =2+ h) - f(-2)
h—0 h
1
=3 =
=)
-3
5

£(0) = lim 16 =fO) _ |y x2+6x-0_
x—0 X - x—0 X

= lim 2646 _ im (x+6)=6

x—=0 X x—=0

F1) = lim f6=fQ) _ fjm 2 =x-0_

x—1 X = x—=1 x-1
- lim x!xz—1!= lim xr-1)x+1) _
x—-1 x-1 x—1 x-1
= lim (x(x+1)=2
x—=1
£)L;BQ+3
f'(2) = lim f) = f2) _ iy X= =
x—>2 X-2 x—=2 x-2
_ limx+1+3x—9= lim 4x-8  _

=2 (x-2)(x-3) i-2 (x-2)(x-3)

4(X - 2) _ |.|m 4

T2 (0-2)(x-3) i—2(x-3) 4

C(20)-C(2) _5-986
tmvpy, 50) = (23_2()= 18 =-0,27

Calculos auxiliares
* C(20) = -0,005 x 20° + 0,225 x 20° -3 x 20 +15=5
+C(2) =-0,005x2*+0,225x 2° -3 x2+15=9,86

A cotacao das acdes diminui em média 0,27 euros

por dia, no periodo indicado.

c(s)= lim S0-CA5)

t—15 t-15

- lim -0,005 x 3+ 0,225 x 2 -3 x t + 15 - 3,75 _
t—15 t-15

- lim -0,005 x 13+ 0,225 x t2 -3 x t + 11,25 _
t—15 t-15

- lim (t - 15)(-0,005t2 + 0,15t - 0,75) _
t—15 t-15

lim (-0,005t2 + 0,15t - 0,75) = 0,375
t—15

68.

b)

c)

69.

70.

Propostas de resolucao - Manual

Calculo auxiliar
-0,005 0,225 -3 11,25

15 -0,075 2,25 -11,25

‘ -0,005 0,15 -0,75 0

Passados 15 dias, a cotacdo das acdes estava a
aumentar a taxa de 0,375 euros por dia.

21 1
f'(3) = lim f)=G) _ fjm X1 4 _
x=3 x-3 x—=3 x-3
; 4-x-1 ; -x+3
= lim = lim =
=3 (x=-3)4x+1) -3 (x-3)4(x+1)
- lim 2 ___1
=3 4(x +1) 16
Como f'(3) = - 1_16 a equacgao pedida é da forma

y=—1—16x+b.

O ponto de coordenadas (3, %j pertence a esta

reta tangente ao grafico de f, logo:

1__1.3sbeb=L
4 16 16

. - L 1 7
Assim, did =- =X+,
ssim, a equagao pedida &y = -~ x + -

A equacdo pedida é da forma y = 16x + b.
O ponto de coordenadas (3, %] pertence a esta

191
T
191

Assim, a equacdo pedida é y = 16x - 2

reta,logo%=16x3+b@b=-

Opcao (B)
A bissetriz dos quadrantes impares é a reta de equa-
¢do y = x, cujo declive é 1. Como é tangente ao gra-

ficodefem4, f'(4) =1, ou seja, lim ﬂ’-‘uiﬂ =1
Y-

x—4

f'(1)= lim f(x) - f(1 = lim x3—3x+3—l:

=1 x-1 x—1 x-1

|
§.
|

lim (2 +x-2)=

x—1
=0
Calculo auxiliar
1 0 -3 2
1 1 1 -2
‘ 1 1 -2 0

Como o declive da reta tangente ao grafico de f no
ponto de abcissa 1 é 0, entdo trata-se de uma reta
horizontal.
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Aprende fazendo @ - paginas 111 a 113

1
a)

Opcao (B)

tmvig 5 = S(3)-5(0) _18-0 _,
' 3-0 3

A velocidade média, nos primeiros trés segundos

apo6s o lancamento da bola, é 6 m/s.

Opcao (C)
S:(l) - lim S(t) - 5(1) = lim -6t2 + 24t - (-6 + 24) —
t—-1 -1 t—1 t-1

= lim —6t + 24t - 18_ lim 6(t-1“t—3) _

T -1 t- t—>1 t-1

= lim (-6(t-3)) =12

Assim, a velocidade da bola ao fim de 1 segundo é
de 12 m/s.

Calculo auxiliar

-6t'+24t-18=0t'-4t+3=0

(-4 V(-4 -4x1x3
et= =1
4+\/4
ot=
2
442 4-2
t= > vit= 5

St=3vit=1
Assim, -6t° + 24t - 18 = -6(t - 1)(t - 3).

Opcao (C)
Os pontos de coordenadas (1, 0) e
aretat.

Entao:
0+2
1-0

(0,-2) pertencem

m, = =2=1f"(0)

Opcao (D)
Como o declive da reta de equagdo y = -3x + 2, tan-
gente ao grafico de g no ponto de abcissa -2, é -3,
entdo g'(-2) = -3.
Sex=-2,entdoy=6+2=28.Logo, as coordenadas do
ponto de tangéncia sdo (-2, 8), e, portanto, g(-2) = 8.
Assim:
g(-2)=-3 < lim 9(-2+h)-9g(-2) __ 3

h—0 h

o lim 9C2+h) -
h—0

Opcéo (C)

Se a reta tangente ao grafico de h no ponto de

abcissa 3 tem declive igual a 2, entdo h'(3) =

Como o grafico de h é simétrico em relagdo ao eixo

das ordenadas, entdo tem-se que h'(-3) = -2.

Opcéo (B)

g(-2)>0eg'(1)<0,logog(-2)xg'(1) <O.

g(-2)>0eg'(3)>0, logo 95(('3—2)2 > 0.

g(1)<0eg'(-2)>0,logo bg%% <0

g(-3)>0eg'(2)=0,logog'(-3) xg'(2) = 0.
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a)

b)

2525
tmvg 5 = 1O=10) _ 6 =215 3583,
7-0 7 6
o que significa que, nos primeiros sete dias, o
numero de pessoas infetadas aumentou, em média,
aproximadamente, 36 pessoas por dia.

Calculos auxiliares

430 1075 2525
17)=600- 5o 77 =60 - ="¢
430
1(0) = 600 - == = 170

’:(7)= |.|m I(x) - I(7 _
x—=7 x-7

600- 230 __ [600-&]
. 0,2x+1 02x7+1
= lim =
x—=7 x-7
430 430
. 02x+1 24
= lim ————~ =
x—=7 x-7
_ lim ——1032 +86x+430 _
x=724x(02x+1)x (x-7)
- lim 86x - 602 _
x=724x(02x+1)x (x-7)
- lim 86(x - 7) _
x>724x(02x+1) x (x-7)
= lim 86 = 14,93 o que significa

x—7 24 x(02x +1)
que, 7 dias apds o aparecimento do primeiro caso,
o nimero de pessoas infetadas estava a aumentar
a uma taxa de, aproximadamente, 15 pessoas por
dia.

Opcao (A)
m=1tg120°=-V3=g(1)
Entao:
lim M: lim Mx lim 1_
x—1 X=X x—=1 Xxlx- ) x—=1 X
=g@)x1=-V3
Opcéo (C)
Sabe-se que:
lim .%M_l 5 lim QXELQLE 5
x=2 x?-2x =2 x(x-2)
& lim [—xgi_w - J:
x—=2 \x x-2
o lim Lx lim M 5
x—=2 X x—2 -2
_x lim 91_)_9122 5
x—2
o lim M_Z 10
x—2
Logo, g'(2) =
Assim, sendo m, o declive da reta t, tem-se que m, = 10.
Uma reta perpendicular a reta t tem declive - l,
m
1 t

ou seja, - —
10



Das opcdes apresentadas, apenas é possivel a
opcdo onde se apresenta a equacgao reduzida

Exercicios de margem - paginas 114 a 131

71.
a) h(0)= lim h(t) = h(0) _ jy 20t=t2-0 _
t-=0 t-0 t—0 t
- lim 122-0 _ jim (20-1)= 20
t—=0 t—=0
A velocidade inicial do projétil € 20 m/s.
b) h()=0&20t-t?=0<t(20-t)=0
<t=0v 20-t=0
st=0vt=20
O projétil atinge o solo 20 segundos apés o lanca-
mento.
Determinemos h’(20):

R(0) = lim hO=hQO) _ ;) 20t-t2-0

t-20 t-20 t-20 t-20
= tim H20-8 _ yim (-t = -20
t—-20 t- t—20

No momento em que o projétil atinge o solo a velo-
cidade é -20 m/s.

o K(t)= lim Mtxx)-h® _

x—=0 X
~ lim 20(t +x) = (t +x)? - (20t - t2) _
x—=0 RY
~ lim 20t+20x—t2—2tx—x2—20t+t2=
x—0 X
~ lim 20x—2tx—x2=
x—=0 X
= lim (20-2t-x)=20- 2t
x—=0
72.
a) f(x)=4=0
b) f)=(x)=-1
c)  f'(x)=(5x?) =10x
d)  F(x) = (-4x3) = -12x?
73.
a) flx)=x=1
b) g@)=K+m)=x+a'=1+0=1
o (f+g0)=Ffx)+gx)=1+1=2

74. g)=(fx)+1) =f(x)+1 =f(x)
Logo, a representacdo grafica da funcéo derivada
da fungéo g esta na figura Il.

75.

a)  (Fxg)y(5)=f(5) xg(5) +f(5) xg'(5) =
=1x(5+3m)+5x1=
=54+3n+5=
=10+ 3m

Calculos auxiliares
fl)=x=1
“g(x)=(x+3n)=1+0=1

Propostas de resolucao - Manual

b) L (Fxg)()=F{x)xglx) +flx) x g'(x) =

=1lx(x+3m)+xx1l=

=x+3n+x=
=2x+3n
i [_g_)'(x) _g0f(x) - gW)f'(x) _
f 2(x)
_lxx-(+3m)x1_
_x-x-3m_
2
__3n
2
76.
a) f(x)=(?+5c+3)=2x+5
1 3
b) [?x3 x+2020] =5 x*-1
0 [%] 0- 5xx=_%
" 2x(x+1)-(2x-3)x1
9 ( j (x +1)? -
_2x+2-2x+3 _
N (x+1)? N
- S
T(e+1)2
77.
a) =[4x3—%x —2x+7J - 12¢2 —%x 2
b) =[nx ——x - 23 +9] —10m9—%x6—6x2
) c()=((2x*-3)) =4(2x* -3} (2x* - 3) =
=4(2x 3P xdx=
- 16x (Zx _3)p
d)  d'() = ((* - 5x?P(x¢ - 5x%)) =
= ((r* = 5x2)' (x® - 5x°) + (x* - 5x%)}((x® - 5x°)) =

3(x* —Sx) (x* - 5x2)'(x® - 5x°) +
+ (x* - 5x%)3(6x° - 25x%) =

= 3(x* - 5x%)%(4x3 - 10x)(x® - 5x°) +

+ (x* - 5x%)3(6x° - 25x%)

e) e'(x)=[[z-%xz]<3_xa)]‘=
=[2—%x2] (3-x%)+

=-3x+x*-6x2+=>x*=

5

=2 x*-6x2-3x
2

vy (26-5Y)  2Bx+1)-(2x-5)x3
f) fx)= = =
) e [3x+1) (Br+1)2
_6x+2-6x+15_
(3x+1)?
17
(3x + 1)
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78.

b)
<)

79.

80.

81.

CH(EIE
ST -
=3[2§:3]22@2—?L:€3;'$2x=
(B e
_3(2x-3)A(-2x*+6x-8) _

(x2 - 4)*

f+9)2)=f2)+g(2Q)=-2+1=-1

(5f)(2) =5f'(2) =5 x (-2) = -10

(fxg)(2)=f(2)xg(2) + f(2) x g'(2) =
=-2x(-3)+4x1=
=6+4=10

2 1

VTR

[1]m=ﬂmhwm—mw+gm=
g (F+97@)

__2x1-4x(-1)_
(4-3y

m = tg 60° = \/3 é o declive da reta tangente ao
grafico de f que tem inclinagdo 60°. Logo:

f)=V3e (2 -x-2)=V3

o2-1=V3
V341
2
f'(x) = (o - x9)" = 3x% - 2x
F()=3-2=1

Assim, 1 =tg 6, com 0° < 6 < 180°, ou seja, 6 = 45°.
Logo, a inclinacdo da reta tangente ao grafico de f
no ponto de abcissa 1 é 45°.

f(x) = 23

f'(x) = 6x2

f'(-2) = 6 x (-2)2 = 24

A equacéo reduzida da reta tangente ao grafico de
f no ponto de abcissa -2 é da forma y = 24x + b.

O ponto de coordenadas (-2, f(-2)) = (-2, -16) per-
tence a esta reta, logo:
-16=24x(-2)+beob=32

Assim, s:y = 24x + 32.

—_——
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b)

A bissetriz dos quadrantes impares é a reta de
equacao y = x, cujo declive é 1.

Como areta r é paralela a bissetriz dos quadrantes
impares, entdo o seu declive é também 1.

Logo, a equacao reduzida da retaré do tipoy =x+b.
f(x)=1

6x2=1oxl=L
6

(58] 288

o)}

V6

Assim, r:y=x+T.

Para que as retas tangentes aos graficos sejam per-

pendiculares, o produto dos seus declives tera de

serigual a -1. Assim:

f'(x) = 6x2

g0)=(2)--%
X

X
6x7 [-%]:-1@-@:-1
X

sa=L
6

82. A.Aafirmacao é falsa.

Contraexemplo:

flx) = (x - 3)?

f4)-f1) _1-4_ —i<0, mas f ndo é decrescente
4-1 3 4

em]1, 4.



83.

Variacao
def

Sinal de b’

Variacao
deh

B. A afirmacao é falsa.

Contraexemplo:

f(x) = x°

f'(0) = 0, mas a fungdo ndo tem extremo em x = 0.
C. A afirmacao é falsa.

Contraexemplo:

f(x) = |x|

A funcao f tem um minimo relativo em x = 0, mas

nao existe f'(0).

D.A afirmacdo é verdadeira, pelo teorema da
pagina 125.

D,=R
f'lx)=(3-3x-9x+7) =3x>-6x-9
fx)=0=3x2-6x-9=0

_ 6:\/36+108

=X

min
12 -20

f(<1)=-1-3+9+7=12
f(3)=27-27-27+7=-20

f é estritamente crescente em]-o, -1] e em [3, +oo[ e
é estritamente decrescente em [-1, 3]; 12 € maximo
relativo em -1; -20 é minimo relativo em 3.

Dg={xe|R:x—l¢0}=|R\{l}
[x+4]'_x—1—(x+4)_

x-1)  (x-1?

g =

=-ﬁ<O,VxelR\{l}
.

g é estritamente decrescente em ]-o0, 1[ e em ]1, +o0[;
nao tem extremos.

D, =R
h'()=( X J'=x2+1—xx2x= 1 -x?
x2+1 X2 +1)2 X2 +1)2
(
, 1-x?
hx)=0e-—=—"-_-=0
® @(x2+1)2
©1-x2=0 A (**+1)?=0
N

condicdo universal em R

Sx=1vx=-1

(x*+1)?>0, V x €, logo, o sinal de h’ depende
apenas do sinal de x — 1 - x2.

84.

a)

b)

Sinalde h’

Variacao
deh 7

)
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1
h(-1)=-=
()--2
h é estritamente decrescente em ]-oo, -1] e em [1, +o0[
e é estritamente crescente em [-1, 1]; —%é minimo

relativo em -1; % é maximo relativo em 1.

f'(x) = (4x? - 16x + 3) =8x - 16
fx)=0=8x-16=0=x=2

Sinal de f’

Variacao
def

f2)=16-32+3=-13

f é estritamente decrescente em ]-o, 2] e é estri-
tamente crescente em [2, +oo[; =13 € um minimo
absoluto em 2.

D, = IR\{0}
h'(x)=[zx+ij'=2_iz=zxzz_4
X X "
Dy, = R\{0}
h'(x):O@z_iz=0
X
PN 2x% -4 -0

2

x
S 22-4=0 A X220
<:>(x=\/§ vx=—\/§) Ax=0

x%2> 0,V x €Dy, logo, o sinal de h’ depende apenas
do sinal de x — 2x% - 4.

Max

_4\/§ \ n.d. \ 4\/2
=-2V2-2V2=-4\2

h(—\/i) =-2V2+

V2
h(V2)=2V2+ -2 2 2V2+2V2=4V2
V2
h é estritamente crescente em ]-o, -\/2] e em
[V/2, +o0 e & estritamente decrescente em [-\V/2, 0]
e em ]0, V2], -4V2 é méaximo relativo em -\V/2;
4\/2 é minimo relativo em V2.

D, =R

ri) = [xzé-:r- 1JI T (xzixl)2

D, =R

() =0 e - 2

(17"
& -2x=0 A (**+1)2=0
x=0
(x> +1)?2> 0, V x €lR, logo, o sinal de r’ depende

apenas do sinal de x — -2x.

©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

139



Propostas de resolucao - Manual

Sinalde r’

Variacao de r

4 4

1
r é estritamente crescente em ]-o, 0] e é estrita-
mente decrescente em [0, +oo[; 4 € maximo absoluto

em 0.

r(0)

\ELETET

def

£(40) = %‘:)_02 =145

O custo médio é minimo para g = 40 unidades.

87.
a) Seja Paquantidade de vedacao usada, em metros,
85. em func&o do comprimento e da largura do parque:
_d@0)-d(O) _247-7 _1, ¢ P giradopard
a)  tmvyg g = 200 20 P=x+x+y=2x+y
Nos primeiros 20 minutos, a velocidade média do Como Area = 5000, vem que:
baldo foi de 12 m/min. X x y=5000 & y = 2000
b)  d(t) = (-0,02t3 + t2 + 7) = -0,06t2 + 2t X
d'(5)=-0,06x 25+ 2 x 5= 85 Logo, P(x) = 2x + 2900 com x €]0, +oo[.
Avelocidade instantanea, relativamente ao solo, do N 1
baldo aos 5 minutos era de 8,5 m/min. P'(x) = [Zx + M] =2 + 5000 x [— _2] =
X X
4 — _ 2 =
C) d(t)—0<:> 0,06t? + 2t =0 - 5000=2x2_5000
< t(-0,06t+2)=0 x? x?
4 — 2 _ 2
et=0v -006t+2=0 P'(x) =0 < 2x? - 5000 A x2=0
& x?=2500
et=0vit= S x=1V2500

100
3

<x=50 A x=-50¢ D,
x?> 0,V x €lR*, logo, o sinal de P’ depende apenas
do sinal de x — 2x? - 5000.

x | (1] | y=2x?-5000
Sinalde P d. + N +
= v J -50 50 x

A quantidade minima de vedacdo a ser utilizada
verifica-se para x = 50, logo a menor quantidade de
cerca que se pode gastar é P(50) = 200 metros.

O bals . L sxima de 377 b) A quantidade minima de vedacao a ser utilizada
33 niiiﬁt?)tsmge a altura maxima de metros aos verifica-se para x = 50, logo o parque tera
lOO(y = %) metros de comprimento por 50 me-
_Clq) R+
86. fla)= q Dr=R tros de largura.
F(q) = [zgz -15q + 3200]‘ _
q 88. A(x) = 2x(1-x?) =2x-2x3, comx€]0, 1[.
() = (2x = 253) = 2 — 62
_(4q-15)q - (2¢% - 15q + 3200) _ Ax) = (2v - 20%) =2 - 6x
P A
_ 4g%-15q - 2g% + 15q - 3200 _
qZ
_29?-3200
q2
Df' = |R+

f(g)=0e29°-3200 o
q

©2g?-3200=0 A g*°=0

©q?=1600 A q=0

<q=40 v q=-40
g?>0,V g elR, logo, o sinal de f’ depende apenas
do sinal de g — 2g? - 3200.
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Variacao
deA




>
/N
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1]
N
X
o
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N
\oﬁ
w

4\3

O valor maximo da area é 5 u.a.

Aprende fazendo @ - paginas 132 a 134

a)  d'(t)=-49x 2t +20=-9,8t+20
d’(0) = -9,8 x 0 + 20 = 20
A velocidade inicial € 20 m/s.
b) d(t)=0e -49t2 + 20t =0
& t(-4,9t +20) =0
<St=0v -49t+20=0
ot=0v t=200
49

d'[ﬂ] =-98x290 . 20--20
49

49
A velocidade com que o objeto atingiu o solo é
-20 m/s.
<) d'(t)=04:>—9,8t+20=0«:>t=14L90

y=-9,8t+20
Sinalde d’ - -t
— 100~ *
Variacao 0
ded 20,4 \ 49
2
d[lOO) _49x [wj +20x 100 _ 504
49 49 49

O objeto atinge a altura maxima de 20,4 metros,
aproximadamente.

2. Opcao (C)
x-y=leoy=x-1
O declive da reta de equagdo y = x - 1 é 1. Logo,
o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto

Aé-1. ,
f'(x)=1<:>(3x+3+£] =1
X
2 _
(:)3—7_1
2 _
(:)2—7_0
<:>2.Xf2—2=0
2

S 22-2=0 A x*=0

ox2=1 Ax=0

ox=1vix=-1
Como D; = IR*, entdo x = 1.

3.  Opcao (A)
f(x)=(?+(@a-1)x-2)=2ax+a-1

A abcissa do extremo relativo de f é um zero de f’,

ja que f é uma fungdo quadratica. Assim:
f(-1)=0e=-2a+a-1=0sa=-1

a)

b)

Propostas de resolucao - Manual

Opcéo (D)
Como a reta de equagdo y = 3x + 1 é tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa -1, tem-se que

x3 - x, entdo f'(x) = 3x2 - 1, e, portanto,

Se f(x) = x + x%, entdo f'(x) = 1 + 2x, e, portanto,
f'(-1) = -1.
x3 + x, entdo f'(x) = 3x2 + 1, e, portanto,

x - x%, entdo f'(x) = 1 - 2x, e, portanto,

Opcéao (A)

Como a reta tangente ao grafico de g no ponto de
abcissa 0 é horizontal, tem-se que g’(0) = 0.

Como a reta tangente ao grafico de h no ponto de
abcissa 0 é paralela a reta de equacdo y = -4x - 4,
tem-se que h'(0) = -4.

Assim:

f'(0) = (g x h)'(0) = g'(0) x h(0) + g(0) x h'(0) =
=0x1+(-4)x4=
=-16

(o1 VY.
=[5 -

_ol__1 _0-1(x-1) _

2( x—lj[ (x-1)? ]

= - 2 X 1 =

x-1 (x-1)?

=—W,VxelR\{l}
m=hO0-h(-1)_;_1_3

0-(1) 4 4

Pretende-se determinar x tal que h'(x) = %

Recorrendo as capacidades graficas da calcula-
dora, intersetemos as curvas definidas por:

=
I
=
~
[
>
»

)’2=%

! V2

0,39 o x

v

0= [y

As coordenadas do ponto de intersecdo C, com
aproximacdo as centésimas, sao (-0,39; 0,52).

2
] = 0,52
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0

a)  lim ﬂMh-MZL £(2)

h—0
b) Aafirmacao é falsa.

Sinal de f’

Variacao de f /"

A funcao f tem dois extremos relativos.

c) A fungdo f é estritamente crescente em J-oo, -2] €
em [2, +oo[ e é estritamente decrescente em [-2, 2];
tem um maximo emx =-2 e um minimoemux = 2.

d)  Por exemplo:

) mx?
@ gl _[x2+1] -
2mx(x? + 1) - mx? x 2x _
(x?+1)?
_ 2mx
(1)
Sem>0,g'(x) <Oparax<0eg(x)>0parax>0e,
portanto, g tem um minimo relativo.
Sem<0,g(x)>0parax<0eg(x)<Oparax>0e,
portanto, g tem um maximo relativo.
Assim, seja qual for o valor de m €IR\{0}, a fungao
tem sempre um extremo relativo.
2
b) g()= =1

! -2x
gl = W

, -2x
Jix) =0 (e 0

& -2x=0 A (**+1)2%0
x=0

(x> +1)2>0, Vxel, logo, o sinal de g’ depende
apenas do sinal de x — -2x.

Sinalde g

Variacao de g

A funcdo g é estritamente crescente em ]-co, 0] €
é estritamente decrescente em [0, +oo[; tem um
maximo relativo em x = 0.

a) Sejaxa medida da aresta da base do depdsito e h
a medida da sua altura.
V=xxxxheo 2=xh

2
< h=~4
x2
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Assim:
A(x)=xxx+4><xxi=x2+§
x? x

b) A@o=f§+xj'=-l§+zx=

Alx) =0 8+2° g
xZ

& -8+23=0 A x*=0

ox3=4 A x=0

ox=V4
x>0,V x eD,, logo, o sinal de A’ depende apenas
do sinal de x — 2x3 - 8.

Sinalde A’

Variacdo de A

Para que a area total seja minima, a aresta da base
deve medir V4 m.

a)  Dc=10,6000]
C(100) = 0,48 x 100 + 1500 + % =2748

100 unidades de produto tém um custo de produ-
¢ao de 2748 unidades monetarias.

C(2000) - C(1000)

b)  tmV1000, 2000) =

2000 - 1000
~2520-2100 _
1000
=042
9 Cl= 048+ 1500, 120000,
X
= 0,48 - 120000 _
x2
 048x* - 120 000
xZ
Ck)=0 0/48x* 120000 _
2
X

& 0,48x2-120000=0 A x?=0
< x=-500 v x =500

x2 >0, V x €]0, 6000], logo, o sinal de C’' depende
apenas do sinal de x — 0,48x% - 120 000.

* | 0 | |5°°| |6°°° = 0,48+2 - 120 000

N
+ +
Méﬁ -500 500 x

Para que o custo total seja minimo, a fabrica deve
produzir 500 unidades por més.

Sinalde C’

11. Opcao (A)
f'(x) = (@) =nx""L, nelN
Se n for impar, entdo n - 1 é par e tem-se f'(x) = 0,
V x €lR, logo f é crescente em IR.



12. Sabe-se que:

- f é uma funcdo quadratica, logo uma expressao
analitica que define a funcao f é da forma
f(x) = ax? + bx + c,a = 0;

+1éum zero def, logo f(1) = 0;

- a reta tangente ao grafico de f, no ponto de
coordenadas (-1, 2), tem declive igual a -3, logo
f'(-1) = -3 e também se sabe que f(-1) = 2.

f(x) =ax? + bx + ¢

f'(x) = 2ax + b
f1)=0 a+b+c=0
f(-1)=2 <1 a-b+c=2

f(-1)=-3 2a+b=-3

Comoa+b+c=0«< c=-a-b, podemos substituir
c por -a - b na expressdo a - b + c = 2 e obtemos
a-b-a-b=0.Assim b =-1.

Substituindo b por -1 nas expressdes conhecidas,
obtemos:

Ja—1+c=0

a-(-1)+c=2
l 2a-1--3

Assim,b=-1,a=1ec=0.
Como tal, f(x) = x% - x.

13. Sejara medida do raio do setor circular (r > 0).
60 - 2r
r

r+r+oar=60s0ar=60-2rs o=

A(r)=%r2><—60'2r=30r—r2
r

A'(r)=30-2r
A(N=030-2r=0=r=15

Para que a area do setor circular seja maxima,
a medida do raio deve ser 15 cm.

Aprende Fazendo - paginas 140 a 145

1.

a) f'(x)=—%x3—6x2—8x—1=—2x3—6x2— 8x-1

b) f(x)=1-20)?+1)+1-20)%*+1) =
=202 +1)+(1-2x)x 2x =

=202 -2+ 2x-4x%=

=-6x2+2x-2
o fkK)s= % x (°-x3+4x) = % (5x*-3x% + 4) =
R . &
3 3
d )= (522 +1)'(x* - x) - (5x% + 1)(x* - x)' _
(222
_10x(x*-x) - (5x? +1)(2x - 1) _
(x? - x)?

Propostas de resolucao - Manual

_ 10x3 - 10x? - (10x3 - 5x2 + 2x - 1)
(2 - )2
_ 1003 -10x2- 1065 + 562 - 2x + 1 _
(2 - )2
_-5x2-2x+1
o
e) F)=30?+4x+1)?x(2x+4)=
= (6x + 12)(x? + 4x + 1)?
) )= (3x2 + 1)H)'(x* + 2x) = Bx% + 1)%(x* + 2x)' _
(x* + 2x)?
_2(3x% + )(Bx% + 1)'(x* + 2x) - (3x? + 1)%(4x3 + 2)
(x* + 2x)?
232 + 1) x 6x x (x* + 2x) - Bx? + (43 + 2)
(x* + 2x)?
_12x(3x + 1)(* + 2x) - (3x? + 1)A(43 + 2)
(x* + 2x)?

2.
a) Df = |R

f'(x)=-%x2—2x+3=—x2—2x+3 Dy =R

fx) =0 -x2-2x+3=0

2+V4-4x(-1)x3
-2

—X=

2+4

X =

Sinal de f’

Variacao
def

f(—3)=-'§—7—9—9+7=9—?—9+7=—2

fQ)=-L-143+7-28
3 3
f é estritamente decrescente em ]-oo, -3] e em [1, +oo|.
f é estritamente crescente em [-3, 1].
-2 é minimo relativo em x = -3.

26 € maximo relativoem x = 1.

b)) D;=R
f'(x) = A3 o32-3-3x2= Dy =R
4 =x%(x - 3)
fx)=0=x*-3x2=0x*(x-3)=0

ox2=0vx-3=0
Sx=0vix=3

x-3

Sinal de f’

Variacao

- % € minimo relativo em x = 3.
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f é estritamente decrescente em ]-oo, 3].
f & estritamente crescente em [3, +oo[.
c) Di={xreR:x*+8=0}=R

N
condigao universal em R

o (42 2
Fl) = 1 (2x)" x (x* + 8) - 2x(x* + 8)
@) =1 (2 +8)
=2!x2+8)—2xx2x=
(x2 + 8)2
=2x2+16—4xz=
(x% + 8)?
-2x*+16
“Tae8e Or=R
) -2x*+16
fx)=0 = T — =
W=0e 2 gy
& -2x2+16=0 A (x*+8)?=0

N A
condicao universal em IR

’

o -2x2=-16
ox2=8
Sx=12V2
x |-°°|-2\[2| |2\ﬁ +00
2 2V2/ 22
(o + 8)? - c X
Sinalde f’ p=22 416
Variacao
def

f & estritamente decrescente em ]-o0, -2V/2] e em
[2\[2, +oo.
f é estritamente crescente em [—2\/5, 2\/5].
f(—2\/§)=1+%=1-ﬁ=4‘\/E

+

4 4
4-\2
4

é minimo relativo em x = -2V2.

f(2V2)-1+4V2_1,V2_4+V2
8+8 4 4

4+V2 é maximo relativo em x = 2\/2.

d)  Di={reR:(x-2)?=0}=IR\{2}
, -x)'(x - 2% - (x)((x - 2%’
- Colle=2P=Calo=
-(x-2%2-(x)x2(x - 2)(x - 2)
(x-2)*
“(x =22+ 2x(x-2)
(x-2)*
(x=2)-[-(x-2) +2x] _
(-2)*
X+ 2+ 2x _
(-2

- 22) ; Dy = R\{2}

X+ 2

(x-2)

’

=0=x+2=0A (x-2P=0
Sx=-2 Ax=2

N
condicao universal em IR\{2}

fx)=0

Sx=-2
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(-2 +

Sinalde f’

x+2

\ELETET
def

f é estritamente crescente em ]-oo, -2] e em ]2, +o0.
f é estritamente decrescente em [-2, 2[.

(2)=2-1

—

16 8
% é maximo relativo emx = -2.

e) Di={xeR:2x-2%0 A x=0}=
={xeR:x=1 A x=0}=IR\{0, 1}
s G+ D) (2x-2)-(x+D(2x-2) (1) _
Filx) = (2x - 2)? [x]
2x-2-(x+1)x2

_ 1
R

___8x+d4 Dy = R\{0, 1}

& -8x+4=0 A (2x-2?xx?=0

<:>x=% A=zl Ax=0)

ERIDN

+ +
2 J 0 X
3
f[ij =i— 2= -3 2= —lé maximo relativo.
2 -1 2 2

f é estritamente crescente em ]-o, 0[ e em }O, l}.
f é estritamente decrescente em [% 1[9 em]1, +ool.

f)  Di={xelR:2-x=0}=IR\{2}

vy (P-3)2-x)-(*-3)2-x) _
f'(x) = 22y =




c)

_2x(2-x) - (x*-3) x (-1)

= = d
@7 :
_ A -2 +x2-3 _
(2-x)
_x*+4x-3
(2-x)y
Dy = R\{2}
, 2+ 4x-3
f (x) =0 X trax-o5 0
(2- x)z e)
& -x?+4x-3=0 A (2-x2%0
e oAz \/16—42><(—1)><(—3) )
+ h cohd\géo
or=A22 P
Sx=1vx=3
f)
Max + +
f(1) {E) 2 X
f(1) = % -V2=-2-V2 é&minimo relativo.
f(3) = % - V2 =-6 - V2 & maximo relativo.
f é estritamente decrescente em ]0, 1] e em [3, +oo[.
f é estritamente crescente em [1, 2[ e em ]2, 3].
f(-1) = -3 T(-1, -3)
F(x) = -6x f(c1)=6 m =6 4
y=6x+b
Como o ponto T(-1, -3) pertence a reta, vem que:
-3=-6+bob=3
Assim, a equacao reduzida da reta tangente ao gra-
fico de f, no ponto de abcissa -1, é y = 6x + 3.
f(0)=0 7(0, 0)
f'(x)=8x+1 f'0)=1 my=1
y=x+b
Como o ponto T(0, 0) pertence a reta, vem que: 5.

0=0+beob=0

Assim, a equacdo reduzida da reta tangente ao gra-
fico de f, no ponto de abcissa, 0, é y = x.
fa)=2-1 T(L1)

1
Fa) = 0x(2x=1) =1 x (2x - 1)

2
(2x - 1)2 T (2x-1)?
£(1) =%= ) m = -2
y=-2x+b

Como o ponto T(1, 1) pertence a reta, vem que:
l1=-2+beob=3

Assim, a equacdo reduzida da reta tangente ao gra-
fico de f, no ponto de abcissa 1, é y = -2x + 3.
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f(2)=(-1)?=1 T(2,1)

f'(x) =2(x-3)(x-3) =2(x-3)
f'(2)=-2 m;=-2
y=-2x+b

Como o ponto T(2, 1) pertence a reta, vem que:
l=-4+bsb=5

Assim, a equacdo reduzida da reta tangente ao gra-
fico de f, no ponto de abcissa 2, é y = - 2x + 5.

f(3)=36-6+1=31 76, 31)
F(x) = 8x - 2 £(3) = 22 m, = 22
y=22x+b

Como o ponto T(3, 31) pertence a reta, vem que:
31=22x3+b<-35=b

Assim, a equacdo reduzida da reta tangente ao gra-
fico de f, no ponto de abcissa 3, é y = 22x - 35.

f(-2) = - % -8 T(-2,-8)
, 430 +x) + x*(2x + 1)
f'(x) = =
) (% + x)?
_ A At 20+ xt
(% + x)?
_ -2x° - 3x*
(x? + x)?
f(-2)=84-48 m, =4
4
y=4x+b

Como o ponto T(-2, -8) pertence a reta, vem que:
-8=4x(-2)+b&-8+8=bob=0

Assim, a equacdo reduzida da reta tangente ao gra-
fico de f, no ponto de abcissa -2, é y = 4x.

Opcéo (A)

Sinalde f’

Variacao
def

f(-3) € maximo relativo em x = -3.
f(3) € minimo relativo em x = 3.

Opgéo (C)

Sinal de f’

VELETET)

f'(-3)>0 f'(1)<0 f'(2)=0

f'(-2)=0 f'(0)<0 f'(3)>0
f'(4)>0

- f'(-3) > 0, logo, f'(-3) > f'(-2).

- f'(3) > 0, logo, f'(3) > f'(2).

< f'(0)<0ef(4)>0.

f'(0) <0 e-f'(4) <0, logo, f'(0) - f'(4) < 0.
<f'(1)<0ef'(4)>0,logof'(1)xf(4)<O0.
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a) xxc=5x-x*ec=5-x
Px)=x+x+(5-x)+(5-x)=10
O perimetro da piscina que o avo da Ana vai cons-
truir é constante e é igual a 10 m.
P(x) =10

b) A()=5x-x%40<x<5
A(x)=5-2x,0<x<5
A)=05-%x=0x==

Variacao
deA
2
A[i] —5x 2 [é] -25.25_25
2 2 2 2 4 4

A area maxima é de % m2.

7.  Sejaxocomprimento do parque, em metros, e seja
y asua largura, em metros.

Tem-se que x x y = 3600 @y:ﬁ

Seja Pa funcdo que a cada x associa o perimetro do

parque.
x €]0, 3600[
P(x)=2x+2xM=2x+@
X X
! 2
P(x) = (Zx + 7200J —2- 7290 _2x* - 27200
X X X
2
P:(x) - 0 PN 2x - 27200 - 0
X
& 2x2-7200=0 A x2=0

< x2=3600
< x=60 v x=-60
Como x>0, entao x = 60.

x?> 0,V x elR*, logo, o sinal de P’ depende apenas
do sinal de x — 2x% - 7200.

y=2x*-7200
R + +
Variacao ~60 60 x
deP P(60)
3600
=——=60
Y7760

Assim, o parque devera ter comprimento e largura
iguais a 60 metros.

8. Sejax o comprimento do campo, em metros, e seja
y asua largura, em metros.
Tem-se que:
2x+2y=360x+y=180<y=180-x
Seja Aafungdo que a cada x associa a area do campo.
x €]0, 180]
A(x) =x x (180 - x) = 180x - x?
A'(x) =180 - 2x
Ax)=0<180-2x=0<x=90
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Sinal de A’

Variacao
de A
y=180-90=90
Assim, o campo devera ter comprimento e largura
iguais a 90 metros.

9. Opcao (C)
f'(x) = (kx3 - 2kx?)’ = 3kx? - 4kx
O declive dareta de equagdoy =2x-1é2, pelo que
o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto

de abcissalé - % Logo:

F)=-Leo3k-4k=-Leok-1
2 2 2

10. Opcao (B)

Na opcdo (A), tem-se h(x) >0, V x eD, e h'(x) > 0,
V x €Dy, logo h(x) x h'(x) > 0, V x € Dy,

Na opcao (B), tem-se h(x) < 0, V x e D, e h'(x) > 0,
V x €Dy, logo h(x) x h'(x) < 0, V x € Dy,

Na opcao (C), tem-se h(x) <0, V x eD, e h'(x) < 0,
V x €Dy, logo h(x) x h'(x) > 0, V x € Dy,

Na opcao (D), tem-se h(x) <0,V x e ]-c0,0[ € h'(x) < O,
V x €[-, 0[, logo h(x) x h'(x) > 0, V x €]-, O], mas
h(x) >0,V x €]0, +o[ e h'(x) < 0, V x €]0, +o[, logo
h(x) x h'(x) < 0, V x €]0, +oo].

11. Opcgao (D)
g(x) >0,V xeReféuma fungdo crescente em R.
No entanto, por observacao do grafico de f, conclui-
-se que o declive das retas tangentes a este grafico
aumenta até ao ponto de abcissa 0 e diminui dai
em diante, sendo sempre positivo, 0 que ndo se
encontra representado no grafico de g. Logo, g ndo
pode ser a funcdo derivada da funcao f.
Afuncdo f ndo tem extremos relativos, uma vez que
é estritamente crescente.
A funcao g tem um minimo relativo igual a 1.
A funcao f pode ser a funcdo derivada da funcéo g,
jaque f(x) <0, Vx e]-o0, 0] e g & decrescente neste
intervalo; f(x) > 0, V x €]0, +oo[ e g é crescente neste
intervalo; f(0) = 0 e g tem um minimo relativo no
ponto de abcissa 0.

12.

, ,
a) )= (@J -
x
_bxxx?-(3x*+3) x 2x _
A
- bx _
v
R
3

b f)=6e3*3_¢
X

2
@3x2+3=0

_242
@%:O



<)

13.

14.

Sinalde A’ KR

Variacao
de A

& -3x2+3=0 A x=0
ox2=1 Ax=0
ox=1vx=-1

F(1) = —%:—6
F(-1) = -#= 6

Logo, as retas tangentes ao grafico da fun¢do nos
pontos cuja ordenada é 6 ndo sdo paralelas porque
nao tém declives iguais.

F(x) = - %

Sinalde f’

Variacao de f

A funcéo f é estritamente crescente em ]-o, 0] &
é estritamente decrescente em ]0, +o[; ndo tem
extremos relativos.

Opcao (D)
f(x) =0 & (12 - 4)(x2 + \[2)()6 -1)2=0
©x2-4=0v 2+V2=0v (x-1)2=0
equacao i'mpossivel

Sx=-2vix=2vx=1

T2l o) | - T
0 + | & +
| s AN 2 x
+ | o+ y=(x-1p

0| + . § f .
min
i@ 7 !

A funcao f tem 2 extremos.

Sejam x o comprimento do retangulo e y a sua altura.
12 =§@y= 15(12-x)
12-x y 12
oy= 5(124— x)
Seja A a funcdo que a cada x associa a area do
retangulo.

A()c)=xxg$z<:>A(x)=Mj“2‘r—_x2
x€]0,12[
A'(x):%(lZ—x—x):%@—x)

A’(x)=0(:)%(6—x)=0<:)x=6

Tem-se que

15.

16.
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A area maxima é atingida quando o comprimento
é6cmealarguraé2,5cm.

Sejam r o raio e h a altura do cilindro.

V=4n<:>nxr2xh=4n<:>h=%

Seja k o preco do material utilizado na parte lateral
do cilindro.

Seja C a funcdo que a cada r associa o custo de
producéo do cilindro.

() =2 x2kxnr2+kx2nrx%=4knr2+8—’ﬁn

, 8km _ 8kmr - 8k
C(r)=8knr-7”=%
8kmr? - 8k _ 0
r2
& 8knr? -8kn=0 A r?=0
orr=1Ar=0
or=1
r?>0,V reDc, logo, o sinal de C’ depende apenas
do sinal de r — 8kar® - 8k

CnN=0e

r | 0

Sinal de C’

Variacao de C

O custo de producdo é minimo quando o raio é
lcmeaalturaé4cm.

Sejam x e y, respetivamente, o comprimento e a lar-
gura da folha de papel.
(- 4)(y-8) =25 y= &-7

X - x-4

Seja A a funcdo que a cada valor do comprimento
da folha de papel associa a sua area.

25
8 =
78y

2
AR) =xx BT oy p) - BE T
x-4 x-4
x €]0, 4]
A() = (16x - 7)(x - 4) - (8x* - 7x) _ 8x? - 128x + 28
(x-4) (x-4)
) 8x? - 128x + 28
A)=0———"=-—-=0

& 8x2-128x+28=0 A (x-4)?=0
& 2?-16x+7=0 A x-420
_16+V256-42
4
@x=4—¥

Axz4

5V/2
2

S X

vx=4+

8(4 N ﬂj -7
B 2

(4 N —5\{2] -4
Afolha de papel tem a menor area quando a largura

é(4+5\/_

_10+8V2 o\ /5.8
V2

> 2] cm e o comprimento é (5\/5 +8)cm.
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-12x% +2

-12x%2+2

6.67 AV

5 2

£1(x)=12- x> -12- x%+2

10 \jl 10
-0.67,-5.00) £2)=-s
g

-6.

A abcissa de A é -0,67.
f(-0,67) = 2 x (-0,67)¢ - 4(-0,67)* + 2(-0,67) + 1 = 1,04
=V (1,04)? + (-0,67)? = 1,2 u.c.

18.
43 +1

-2x2-1
2(_)y2 _ 34 -
g:(x) - 12x ( 2x (_;.3:2 _(i))cz 1)( 4x) -

_ =24x* - 12x7 + 16x* + 4x
(21

Sex<%,g(x)=

-24-12+16-4 _-24 __8
3

g(-1)= 3y =75

y=—%x+b

44+1 -3
N=2F-_2_1
g(-1) = 1-3

Como o ponto T pertence a reta, vem que:

8 8 5
1-8 pbo1-8_pe-2_p
3PPtz e g

T(-1, 1)

b)

_m2+2x

-2+ 2x
=0
3

Jg)=0

& -2+2x=0 A X320

Sx=1 condicao universal em }% +oo|:
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Variacao de g

19.

20.

Sinalde g

g é estritamente decrescente em }% 1}.

g é estritamente crescente em [1, +oo[.

0 é minimo relativoem x = 1.

T(2,9%x2-6)
T(2,12)
f'(x)=2ax+b
f'(2)=4a+b
[f(2)=12 4a+2b+2=12
2=
| @ =9 4a+b=9
4a+2(9-4a)+2=12
=3
b=9-4a
{4a+18 8a+2=12
=
{-4a_-8
=S
=2
=3
=9-4x
a=2
=3
=1
a=2eb=1
A(a, ka? - 1) B(b, kb? - 1) a<b
m _kb2-1-(ka?-1) _kb?-ka?_k(b?-a?) _
A8 b-a b-a b-a
=k b+a k(b+Cl)
a
f'(x) = 2kx
f'(c) = 2kc
2kc=k(b+a)<:>c=b‘2La
Provemos que c < b:
a<b@a+b<2b@a;b zzb@c<b
Provemos quea < c:
a<beoa+a<b+aes2d.atb g ¢
Assim,a<c<b.
a+b_b a_b-a
boc=b-"=523
c q_a"'b-a:ﬂ_ﬂ:b;a
2 2 2 2
Comoa<c<beb-c=c-a, entdo, provamos o
pretendido.



21.

f'(x) =2V3x + V3

m, =tg 120° = -3

f(x)=-V3 e 2V3x+V3=-V3
& 2V3x=-2V3
Sx=-1

A(-1, f(-1)), ou seja, A(-1, 4).

riy=-V3x+b

Como A pertence a reta, vem:

=V3+bs4-V3=b
3x+4-V3
f(0)=V3
=\V3x+4
y=\@x+4
{ 3x+4-V3

\/_x+f1 V3= \/§x+54

y=-

(=4

2V3

)

g

y=

1
x —_—
2

g

R
{x
-
i

‘<
.l;

2

- 0)
0=V3x+4-4=\3x

4
Sx=-——x

V3
_-4V3
3
4\/3
o[- 432 o]
(.., 0)
=- 3x+4—\/§@\/§x=4—\/§<=>x=43£—1

[4\/ 1 o]
OC + OD) x ordenada de E _
)

A[c051=( >
ey

(zﬁ-lnf-%

32\/

—4-44

2
= [%—4+?J u.a.
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f'(x) =2ax + b
f'(x) = a@2ax+b=a<:>2ax=a—b<:>x=a2_ab
- T pertence a reta definida por y = ax + b, logo:
a-b a-b a b 2b _a+b
- b= p=9_b _ 2b_
yedx b= b= 5=
T[a—b a+b]
2a ' 2

- T pertence ao grafico de f:

f(az_ab] ) a(az_ablz i b[az_ab] )

—ax -2a+b2+ab-b2=
4q? 2a
_ -2ab+b2+ab—b2=
4a 2a
(x2)
__a’-2ab +b? + 2ab - 2b2 _
4a
_@-b?
" 4a
T(a—b az—sz
2a ' 4a
Logo:
az—b2=a+b@a2—b2=202+2ab
4a 2 4a 4a
(x2a) 2
o d +2ab+b2=0
4a
s (@+b)?2=0 A 4a#0
<a+b=0 aelR\{0}
<a=-b
Entao:
T(ﬁ,'b;b] ou seja, T[ gg Oj,istoé,T(l,O).

23. Sejamx ey, respetivamente, o comprimento e a lar-
gura de um retangulo de perimetro P.
P-2x
2
Seja A a funcdo que a cada valor do comprimento
do retangulo associa a sua area.
P-2x Px - 2x?
2 2

2x+2y=Psy=

A(x) = x x

]

Sy
A,(x)=(Px—2x ) _P-4x

S AR) =

2 2

P - 4x
2

A) =0 =Oc>4x=Pc>x=%

Pode, entéo, concluir-se que, de todos os retangulos
com perimetro P, o quadrado é o que tem a maior
area.
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Teste final - paginas 146 a 149

1

Opcao (D)

Py F2)x9) - D) x g2)
[_] @= Q)

1 1
-2 x(3)- 2% ()

, 1
f'(2) = T

= g'(2) = -1, pois g'(2) é o declive da reta tangente ao grafico de gemx =2
e esta reta é perpendicular a bissetriz dos quadrantes impares, cujo
declive é1.

h(0)=0+0+5=5 1-¢)

)
(t) = -4,9 x 2t + 10 = -9,8t + 10
(0)=10
t)=0-98t+10=0

’
’

h
h Il - b)
h

Calculo auxiliar
-10+ V100 - 4 x (-4,9) x 5
2 x (-4,9)
o Tl0= V198
T 98
_-10+3V22
B -9,8

49t +10t+5=0t=

ot

50

t=22-102 I - b)
49

f,(x)=6(2x+3)—6x><2=J(2§+18—m= 18
(2x +3)? (2x +3)?

(2x +3)?
f(0) = % =2 km/min

1 min ——2 km
60 min ——x km

x=M=120
1

A velocidade no instante em que o automaével
passa pelo radar é de 120 km/h, logo o limite de
velocidade foi respeitado.
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Sinalde f’

Sinalde f

Sinal de

Opgédo (B)
g'() = ((fx))?) =
= 2f(x) x f'(x)
g(x) =0 2f(x) f'(x) =0
&fx)=0 v f'(x)=0
ox=-2vx=2vix=0
Os zerosde g’ sdo -2, 2 e 0, logo, excluimos as repre-
sentacoes graficas de (C) e de (D).

fl

f

%(5)220@—\/§<xs—1 vO0<x<lvxs>V3
X
CS. =]-V3,-1] U0, 11 U V3, +oo

{23
_2+1)-(2x+1)
(x+1)?

><N||_|

S Sl Dy = R\{-1, 0}

& -2x-1=0 A xX2(x+1)?=0

@x:—% A(x=0 A xz-1)




f[—l)=0—2=—2
2

-2 é maximo relativoemx=-=.
f é estritamente crescente em ]-oo, -1[ e em }—1, —%}
f é estritamente crescente em [—% 0[ eem]0, +oo[.

) 3 -2x-1 _ 3
o)=L X" _2 vo1
) 4 < x+1)? 4 *=

fi() =21 fox) =

3
x%(x + 1)? 4
v
A
1-20,7) ) £

Areta de equacédoy = %x +b étangente ao grafico

de f no ponto de abcissa -2.
f(—2)=_4+1—l=3—1 5
-2+1 2 2 2

T[—z, %)

O ponto T(—Z, %] pertence a reta, logo:

5

5 3 3
D+bes2+==besb=4
(-2) + <:>2+2 =

—_— ==X

2 4

Seja A o ponto de tangéncia da reta t com o grafico
de f e seja B o ponto de tangéncia da reta t com o
grafico de g.

Aa, @?)

s[ Jb¢o
F'(x) =

g = —%

Como a reta tangente ao graficode fem A e areta
tangente ao grafico de g em B sdo a mesma reta,
concluimos que f'(a) = g'(b). Assim:

’ 1 1

fla=gb)e2a=-;oa=-—=5
1

Entéo, A _

ntao, ( TR 4b4]

Vamos, entdo, determinar o declive da reta AB, em
funcdo de b, através das coordenadas dos pontos A
e B:
1 1 4bP-1  4b3-
b  4b* 4b* 4b*
1 1 2b3+1
A T A TS T
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2b%(4b®-1) _
4b4(2b3 +1)

__4°-1

2b2(2b3 +1)
Por outro lado, a reta AB é a reta tangente ao gra-
fico de g, no ponto B, logo, o seu declive é igual a

g'(b), ou seja, myg = - 1.

2
Entao: b
4p3 - 1 4b3-1
-1 _ L., 4b-1 4
2263 +1) b2 2023+ 1)
& 4b3-1=-2(2b% +1)
& 4b3 -1 =-4b3 -
& 8b3=-1
obi=-1
8
ob=-1L
2
1
mAB——#=—I=—4
4
tiy=-4x+d

Como o ponto B[— % —2] pertence a reta, entao:

—2=—4[—%)+d@—2=2+d@—4=d

A equacdoreduzidadaretatéy=-4x-4.

Como os pontos A e B pertencem ao grafico de f,
sendo A o de menor abcissa, entdo A(a, ka?) e B(b, kb?),
comaxhb.

Seja C(c, kc?) o ponto desse grafico em que a reta
tangente ao grafico é paralela a reta AB.

Seja t a reta tangente ao grafico de f no ponto Ce
m, o seu declive.

Tem-se que m, = f’(c) e m; = mug.

f'(x) = 2kx, logo, f'(c) = 2kc.

m _f(b) - f(a) _ kb? - ka? _k(b?-a?) _
AB b-a b-a b-a
=k!b—ba_“5+a!=k(b+a)
m, = f'(c) = 2kc
Assim:
Kb +a)=2kcesb+a=2cec=L*a
1
k=0
Provemos agora que:
i.a<c<b
a<boa+a<b+acdrd bra o o
a<b4:>a+b<b+b<:>a+b<b;b<:>c<b
iiLc-a=b-
C-a= b+ a=b—a
2 2

b_c=b_b+a b-a

N
N

Logo, para qualquer valor de k, as abcissas dos trés
pontos sdo termos consecutivos de uma progressao
aritmética.
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9. Ffx)=4x+b 10. Opcao (A)
Jm=4x+b iy 2 FO) x (=2 - flx) x 2x (x~2) x 1 _
g (x) - 4 -
) (x-2)
| 2x2+bx-4=mx-5
[ _ PO x (= 2)2 - 2f(x) x (x = 2)
ey (x-2)*
| 2x?+bx-4=(4x+b)x-5
(1) = f'(1) x (-1)? - 2f(1) x (-1) _
[(—— gi= =N -
@1 2 2
22+ bf-4=4 -5
+PE -4 =ax 4 bs J4+2x(2) g
@{ 2 f
-2x¢=-1 1 -2
=W __=2_,
'<:>1xz=l y=0x+b
2 Como o ponto T(1, -2) pertence a reta, vem que:
;}J v J -2=0+besb=-2
| x= V2 1 I V2 Logo, a equacéo reduzida da reta pedida é y = -2.
2 2
\mpossivelch\?O
V2

A abcissa é - 2=
2
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