Propostas de resolucao

76

Testes
Teste 1 - paginas 85 a 87
1. Opcao (B)
Se CDA = 60°, entdo BDA = 30°.
Logo, CAD = 180° - 90° - 30° = 60° e
ACD =180° - 60° - 60° = 60°.
Entdo, o triangulo [ACD] é um triangulo equilatero
e, por isso, AC=AD = 7.
Além disso, BAD = 30° + 60° = 90°, pelo que o trian-
gulo [BAD] é retangulo em A.

Logo, cos 30°=A_—D®£=;®@=£
BD 2 BD V3
~BD-14Y3.
14v3
. AC x BD 3 49V3
Assim, Ajgcp; = ’2< -— =5
2. C(1,3) logotgp=3.
Entdo,
1 1 1
1+tgp = 1+32= 10 =
Hgp coszﬁ@ " cos’B < cos?’p
1
2R _ 4
& cos“P 10
E, portanto, 1
sen?fp=1-cos’p < sen’B=1- 10
9 3 3
osenf=—"<senf = vsenp=-——
10 V10 V10
_3V10 __3V10
osenfp= 10 vsenp= =T
Umavez quefp e }n, ‘%‘[ entaosenf =- %
Por outro lado, A[cos a, %J ou seja, sen o = %
2
Entdo, cos?o = 1 - sena < cos?a =1 - [%J
1 4
20=1-= 202 2
& cos?a St cos’a. T
@COS(’.:L v cos(l:_i
V5 V5
@c05a=¥ v c05a=—¥
Umavezquea e }% n[, entao cos o = - —2\5@ .

Assim,
cosaxsenp=

V5 [_3@]_6\/%_3\6
5 10 ) 50 5 °
3. Opcao (B)
Tem-se que -2026° = -226° - 5 x 360°.
Logo, o angulo de amplitude -2026° pertence ao
segundo quadrante.

tg(450° - o) os(810° + o) cos(540° + o) _
sen(630° + o)

-sen(900° + a) =

_ 1g(360° + 90° - ) cos(2 x 360° + 90° + ) cos(360° + 180° + ) _
sen(360° + 270° + @)

-sen(2 x 360° + 180° + a) =

_18(90° - o) cos(90° + ) cos(180° + o)
sen(270° + a)

sen(180°+a) =
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5.

ﬂw—_al (_Sen a)(_cos (1)

€os(90° + o)

= -(-sena) =
-cos a
=059 (_sen ) +sen o =
sen a
=-COSa +seno =
=sen a - cos o
Tem-se que tg 52° = % < BD=ABtg52°e

tg 68° = B0, BD - BC tg 68°
BC

< ABtg 52° = (367 - AB) tg 68°

< ABtg 52° =367 tg 68° - AB tg 68°
< ABtg 52° + AB tg 68° = 367 tg 68°
& AB (tg 52° + tg 68°) = 367 tg 68°

—  367tg68°
AB=_20/1866°
A g 529+ tg 68°

—_ — 367 tg 68°
Logo, BD = AB tg 52° <> BD = — 22/ 18055570
0go B e e g8 ©
Assim, BD = 309,6 m.

Opcéo (A)

sen[STIc - (x) x sen(5w - a) >0

@sen[%—a] xsen(m-a)>0

& cosaxsena>0

Logo, o angulo de amplitude o pertence ao pri-
meiro quadrante ou ao terceiro quadrante, e, para
qualquer destes casos, tg a. > 0.

1 2 1

Como 1 + tg?a = < tglo = -1, entdo
cos?a. osZa
tga= 12 -1
cos?a
Opcéo (A)
P=8+3ne=2x4+ax4=8+3n=40=3n
_3n
So= 7
Opcéao (D)
p=ﬂ_{_&]=&_4_n
15 15 15 3

. B(cos a, sen a), com cos . <0 e sena > 0.

E(cos a, 1)

Entdo, BE=1-seno.

C(-cos a, - sen o)

D(-cos a, 1)

Entdo CD =1 +sen a e DE = -2 cos o.

Logo, — —
Ag _ CD+BE
[BCDE]—TX

DE =

l+seno+1-sena
= > x (

x (-2 cos o) = -2 cos o

-2cosa) =

NN



Propostas de resolucao

9.2, cos[% ~ QJ + sen(-n- ) = % Teste 2 - paginas 88 a 90
1.
<:>s.enoc—sen(n+oc)=ﬁ 11 tga—L@PA 1
3 PA tg a
@sena+sena=% IE=Q£ .
0Q=0P=1-PA=1-—
& seno = % tga
3 Entdo, A(cr) = Ajsco) = Atoral ~ Ateas) = Acas) =
Entdo, cos?a = 1 - sena. 1) 1
2 -— X
<=>COSZOL=1—[%J ~ _[ tga] ) tg o ~
. 1 - 2 2
Scosa=l- =1_l[ 2 L]_L=
, 5 2 tga tgla) tga
o=y 1.1 1 1
/30 V30 "l ot ga dga ga
& C0So=—"V COSQ=-—" g g g
6 6 _ 1.1
Uma vez queae}%,n[, entdo cosa:—%. 2 zsenzcx_
cos?a
Logo, Ajgcpg = -2 x [— —”3OJ V30,4 _1 __cos’a _
6 3 2 2sina
1 cos’a.
93. A[23—n] ) cos{z:f] -2 [-%] -1 =7(1‘ Senza]
) = 1
Pretende- , L AK)==.
retende-se, assim, resolver a equacdo A() 2 12. Sea= % entdo a inclinacdo, em radianos, da reta
A
y
PB é%. Logo, o declive destaretaém= tg% =V3.
O declive de qualquer reta perpendicular a reta PB
é, entéo,-l=-i=-?.
1 m. 3
y=75 Assim, a equacao reduzida da reta perpendicular a
R PB que passa no ponto A é da formay=—?x+b.
o x Como o ponto A(L, 0) pertence a esta reta:
V3 V3
Logo, o = 1,82. O=—T+b@b=?
o Logo, a equacédo reduzida da reta perpendicular a
AB x AC
10. A[ABC]=T PB que passa no pontery——ix+£
senp=2C o senp=AC o AC-asenp 2. Opcao (A)
BC a Como x €[90°, 180°], entdo
AB AC — O<senx<le0<2senx<2
cosP=—<cosfP= T(:AB=GCOS[‘3 e 0<6k+1<2
Logo AABC=acos[3xasen[$=azsen|3cos[5 @_11S6k511
+HlABd 2 2 ' os-—<ks=
como queriamos demonstrar. 6 6

. 11
ouseinke[-1,1]
useja ke| -2, =2

3. Opgdo(B)
Seja a = ACB.
A——95“ —(—L” =—96 (:)a><19=—96
_5_“
©a=>
Logo, CA - CB = ||CA]| x ||CB]| x cos o =

=V?8xV?8xcos{5?nJ=
=38 x [-%J =-19V3
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(0] A 3t x

g
A(1,57;0)
B(2,09; 0,5)
C(4,19;0,5)
Log0, Ao = 419 - 209 x05 05 ya.
Opgéo (D)

@+2b)-(2d-b)=
=2G-d-d-b+4d-b-2b-b=

=2[[dll2-0+0-2|[b||z=

=2x22-2x3%2=

-8-18-=

=-10

Opcao (A)

r:\/§x+3y+3=0@3y=_ 3x‘3@y=-§x—1

?. Como aretas é

Logo, o declive da reta r é -

perpendicular a reta r, entdo o declive da retas é

ERENVEE

V3

Seja o ainclinagdo da reta s. Entdo, tg o. =
a €0, n[.

Assim, o0 = —.
%73

\[3, com

E

Opcao (C)

Um vetor normal ao plano o é n(2, 3, -4).

Na opcao (A), um vetor diretor da reta € (2, 3, -4).
Como 1 é colinear com n, entdo esta reta ndo é
paralela ao plano o

Na opcéao (B), um vetor diretor da reta é s(2, -1, 2).
Tem-sequen-s=(2,3,-4)-(2,-1,2)=4-3-8=-7
e-7=0.

Logo, esta reta ndo é paralela ao plano a.

Na opc¢éao (C), um vetor diretor da reta éU(Z, , 1)
Tem-se que N-u=(2,3,-4)-(2,0,1)=4+0-4=0.
Além disso, (2,-1,2) = (4, -1, 3) + k(2,0,1)

4+2k=2 {2k=—2

o {-1=1 3

3+k=2

< k =-1, ou seja, o ponto A pertence a esta reta.
Logo, esta reta é paralela ao plano o e contém o
ponto A.

Na opcao (D), um vetor diretor da reta é v(0, 4, 3).
Tem-seque N-vV=(2,3,-4):(0,4,3)=0+12-12=0.
No entanto, (2, -1, 2) = (2, 3, 3) + k(0, 4, 3)

2=2 4k = -4
& 14k+3=-1 54

3k=-1
3+3k=2
0 ponto A nao pertence a esta reta.

=1 .
1 ,ouseja,
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8.2.

83.

. O ponto F tem coordenadas [%

Logo, esta reta é paralela ao plano o mas ndo con-
tém o ponto A.

Logo, OF [ > ,5, 5)
O ponto S tem coordenadas [%
Entao, OS (? 5, z]

Assim, OF - OS = 50

5 5
5 55].[5 5.|-50
‘:’[2 ] {2 ZJ
<:>27{5+25+52 50
75
5,75
[0 4 4
<:>z=];1—5
15

A cota do ponto S é T

Os pontos P, Q e R tém coordenadas P[%
Q(0,5,0) e R[—%, 5, 3].

Entdo, QP=P-Q= [2 ZOJ (050)=[i

Q—R=R—Q=[—%.5,3J ©,5,0) = [

I1GP - \/[%]2+(-3)2+oz= \/

Assim,
QP - QR =1IQPI| x [|QRI| x cos(PQR)
25 \E \ﬁ

Y22« cos(PQR)

& cos(PQR) = - %

Logo, PQR = c05‘1[— %} - 114,2°.

As coordenadas dos pontos G, B e H séo G[— %

5 5
R -2 0,5
[Z,S,OJeH[ 2,0,5]
Entdo, BH=H-B = [-%,o, 5J - [%5 oj = (-5,-5,5).

Logo, a equacdo pretendida é da forma
-S5x-5y+5z+d=0.
Como o ponto G pertence ao plano,

-5x[-%] 5x5+5x5+d= 0«:»d=—275

.5 5).



84.

Assim, uma equacdo cartesiana do plano que passa
no vértice G e é perpendicular ao vetor BH é:

—5x—5y+52—%=0(:)10x+10y—lOz+25=0
S 2x+2y-22+5=0

As coordenadas dos pontos A e G sao A[i, 0, O] e

5
G[ 2,5,5].

e 5 5
Logo, AG=G-A= —?,5,5 - ?,0,0 =(-5,5,5)
Assim, uma equacao vetorial da reta AG é:

(x,y,2) = [% 0, o] +k(=5,5,5), k e R

As coordenadas do ponto de intersecao da reta AG
com o plano a sdo da forma [% -5k, 5k, 5k, k e IRJ.

Entéo,4[%—5k] ~5k+2x5k-5=0

<10 - 20k - 5k + 10k -5=0
< -15k =-5
1

<:>k=§

Logo, as coordenadas do ponto de intersecdo da

reta AG com o plano o sdo [%%%J

AE - EF = (AD + DE) - (EC + CF) =
=AD-EC+AD- CF +DE - EC + DE - CF =
=0+kx§x COS(180°)+25—k><%x cos(0°) +0 =

Propostas de resolucao

Teste 3 - paginas 91 a 93

1.

3.2

Opcao (C)

Sexe}%,%[, entdo sen x>0 e cos x < 0.

Além disso, 2x € }n —”[ e, portanto, sen(2x) < 0 e
cos(2x) < 0.

Assim:

*senx x cos(2x) <0

*senxxcosx<0

sen(2x) cos x>0

* sen(-2x) cos(2x) = -sen(2x) cos(2x) < 0

c05a=%@(ﬁ=2c05a

sena=?@ﬁ=25ena

Pelo teorema de Pitagoras,

RQ? + PR?= PQ? < RQ? + (2 sen a)? = 62
& RQ? =36 - 4 sena.

Logo, RQ = V/36 - 4 sena.

Assim, OQ = OR + RQ = 2 cos o. + V36 - 4 sen?a. e,
portanto, a abcissa do ponto Q é dada por

2 cos o+ V36 -4sena.

Como a circunferéncia de centro C é definida por

(r+1)? + (v - 2)? =13, entdo C(-1, 2).

CB=(-4,4)-(-1,2)=(-3,2)

Logo, Mg = - % Como as retas CB e s sao perpen-

diculares, entdo m, = %

Assim, a equacgdo reduzida da reta s é da forma

Siy= %x +b.

Como o ponto B pertence a reta s, entao:
=%x(—4)+b<:>b=4+6<:>b=10.

Logo, a equacdo reduzidadaretaséy= %x +10.

CD=(1,5)-(-1,2)=(23)
Logo, mp = % Como as retas CD e r sdo perpen-
diculares, entdo m, = - %e a sua equacgao reduzida

édaformay= —%x+ b. Como o ponto D pertence
aretar, entéoS:—%xl+b@b=1—7.

Logo, r:y=—%x+lT7.

Como A é o ponto de intersecdo das retasre s:
%x +10=- %x + 1T7

S +60=-4x+34

< 13x=-26

Sx=-2
Entdo, y = % x(-2)+10=7.
Logo, A(-2, 7).

Como F é o ponto de intersecéo da reta r com o eixo

Ox,entéo—£x+£=0<:>2x=17<:>x=%.

3 3
Logo, F[177 0].
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Como E é o ponto de intersecao da reta s com o eixo

o entéo%x+10=0@3x=—20 ox=-20
Logo, E[—Q, O].
3
.= 17 20 91
ASS|m, EF—7+?—?.
Logo, a area do triangulo [AEF] é dada por
91
Z=x7
= 53,08 u.a.
4.  Opcao (A)

AB=(1,2,1)-(1,1,m=(0,11-m)

AC=(2,1,1)-(11m)=(101-m)

AB-AC=(0,1,1-m) (1,0,1-m)=

=1-mx@-m=m?-2m+1

IAB]| = V02 +12+ (1-m2=V1+(1-m)

IIACI = V17 + 02+ (1-m)* = V1 + (1- my?

Ent3o, cos(AB, AC) = cos 60°

2_

o m‘-2m+1
V1+@-mPZxV1+(1-m)?
m’-2m+1_ 1
1+(1-m3? 2

o2m?-4m+2=1+1-2m+m?

&m?-2m=0

osmm-2)=0

&m=0v m=2

Os valoresde msao O e 2.

i
2

5. Oponto Fé o ponto de intersecdo da reta FE com o
plano ABC.
A reta FE passa pelo ponto E e é perpendicular ao
plano ABC. Logo, uma equacao vetorial da reta FE
é(x, 2 =(331+k(@-2-2),keR.
Os pontos da reta EF sdo da forma
(-3+k,3-2k1-2k),kelR.
Substituindo na equacao do plano ABC:
3+k-23-2k)-2(1-2k)+2=0
< -3+k-6+4k-2+4k+2=0
= 9% =9
sk=1
Logo, F(-2,1, -1).
Assim, a altura da piramide é igual a

EF=V(-3+22+(3-12+(1+12=V1+4+4=3
Como B pertence ao plano xOy e tem a abcissa e a
ordenada iguais, entdo B(b, b, 0).

Além disso, B pertence ao plano ABC, logo
b-2b-0+2=0-b+2=0b=2

Assim, B(2, 2, 0).

BF=V(2+2?2+(2-12+(0+12=V16+1+1=

=V18=CF -
Pelo teorema de Pitagoras, BF? + CF? = BC?.
< V18? + V182 = BC?
& BC?=36

Logo, BC = 6 e a &rea da base da piramide é 36.

Assim, V=%x 36 x3 =360V,

80 ©ASA, Dominio 11, Dossié do Professor

7.2,

10.

11.

Opgéo (D)

Ha 9 x 10 x 10 x 10 - 1 nimeros superiores a 1000
e inferiores a 10 000. Desses, ha 8 x 9x 9 x 9 -1
nlimeros que ndo tém qualquer algarismo iguala 7.
Assim, ha 9 x 103 - 1 - (8 x 9 - 1) = 3168 niimeros
entre 1000 e 10 000 que tém pelo menos um alga-
rismo 7.

Opcao (C)

O nimero de maneiras de a Carla e o Vitor ficarem
juntos numa fila com nove pessoas é:

2!'x 7! x 8 =80 640

O numero de maneiras de os amigos se sentarem,
de modo que a Carla e o Vitor fiqguem em lugares
com nimero impar é dado por °A, x 7! = 100 800.

Opcao (B)

n!
Z(n + 1)' m

(n+1)!
2i(n-1)!

2n+1)1MA,
r1+1C'2 -

_4nl(n-1)!
- (h-20

=4n!(n-1)

O niimero de maneiras de pintar duas das 10 faces
restantes de azul é 1°C,.

O namero de maneiras de pintar as oito faces que
faltam com as outras 16 cores & A,

Logo, a expressao pedida é 1°C, x 1°A,,

m=15-n
nx1-1C, +C, x (15 - n) = 364

(15 - n)! n! o
203-n) " 21(n-2) (15-n) =364

n(15-n)(14 - n) . nin-1)(15-n)
2 2

—nx

= =364

<n(l15-n)(14-n+n-1)=728
& 13(15n - n?) = 728
< -n?+15n=>56
& n?-15n+56=0
15+V152-4x1x56
2

S n=

on=7 vn=8
Sen=7,entaom=8.
Assim,n=8em=7,poisn>m.

O ndmero de maneiras de a Isaura e a Joana irem
ambas para a montanha-russa é dado por ¢C,, que
corresponde ao niumero de maneiras de escolher
aleatoriamente dois dos restantes seis amigos para
as acompanharem, sendo que os restantes quatro
amigos vao para a roda-gigante.



O nimero de maneiras de nenhuma das amigas
irem para a montanha-russa é dado por ¢C,, que
corresponde ao niumero de maneiras de escolher
aleatoriamente dois dos restantes seis amigos para
as acompanharem na roda-gigante, sendo que os
restantes quatro amigos vdo para a montanha-
-russa.

O numero de maneiras de a Isaura ir para a mon-
tanha-russa sem a Joana, é dado por ¢C;, que
corresponde ao nimero de maneiras de escolher
aleatoriamente trés dos restantes seis amigos para
a acompanharem, sendo que os restantes quatro
amigos, incluindo a Joana, vao para a roda-gigante.
Assim, uma expressdao que permite determinar o
nimero de maneiras de os oito amigos se distribui-
rem é 6C, + ¢C, + 6C5 = 2 x 5C, + °Cs.

Propostas de resolucao

Teste 4 - paginas 94 a 96

1.

2.2.

Opcéo (A)

A(cos a, sen a), com cos a.< 0 e sena. > 0.
Anascoe) = Anasce) + Alcoe) =

lxsena _

=2x(-cosasena)+2x >

=-2senoacosa+sena=
=seno(-2cosa+1)=
=senao(l-2cosa)

. Opgéao (D)

Um vetor normal a um plano da familia de planos
dadaén(l, m,m),melR.

Um vetor diretor daretar ér(2, -1, 2).

Para esta reta ser paralela ao plano:

n-r=0

s@A,mm)-(2,-1,2)=0

<2-m+2m=0

eom=-2

Sem=-1,entdoa:x-y-z-2=0eumvetor normal
aoplanoa éu(l, -1, -1).

Como a reta s é perpendicular ao plano f e um
vetor diretor da reta s € V(1, -2, -5), entdo um vetor
normal ao plano B é v(1, -2, -5).
u-v=(1-1-1)1-2-5=1+2+5=8

il =V12+ (12 +(-1)=V1+1+1=V3

VIl =V12+(-2)2 + (-5 =V1+4+25=V30

Seja 6 o angulo formado pelos dois vetores normais.

Entdo, cos 6 = ;.
V3 xV30

Logo, 6 = 32,5°.

Opcao (B)

O comboio pode parar em nove pares de estacdes
consecutivas. Para cada um destes pares, pode ser
escolhida uma das oito estacdes restantes. Assim,
o nimero de maneiras de escolher um par de esta-
¢Oes e uma terceira estacao é 9 x 8. No entanto, ao
efetuar a contagem desta forma, os grupos de trés
estacdes consecutivas foram contabilizados duas
vezes, pelo que é necessario retirar o nimero de
maneiras de escolher trés estacdes consecutivas ao
nimero anterior.

Logo, o valor pedido € 9 x 8 - 8 = 64.

O namero de maneiras de dispor, ao acaso, lado a
lado, as 13 cartas é dado por 13!.

O numero de maneiras de, nessas condicdes, a
dama e o rei ficarem juntos é dado por 2! x 11! x 12.
Assim, o nimero pedido € 13! - 2! x 11! x 12 =
=5269 017 600.

O nimero de maneiras de escolher aleatoriamente
dois dos nove algarismos possiveis para se repeti-
rem é °C,. Para cada uma destas maneiras ha ¢C,
maneiras de escolher as posicdes ocupadas pelo
primeiro desses niumeros, e, apos essa escolha, ha
4C, maneiras de escolher as posicdes ocupadas
pelo segundo desses nimeros. Restam duas posi-
¢des que podem ser ocupadas de 7 x 6 maneiras
diferentes pelos restantes nimeros.
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Assim, ha °C, x 6C, x *C, x 7 x 6 = 136 080 nimeros
nas condi¢des do enunciado.

6.
6.1. Opcao (D)
3x3-1 8 = .
=-———==-—.logo, A) é falsa.
Us 37 c 0go, a opcao (A) é falsa
_ _3n-1__ 3n-1 _
U=-3= n+2 3<:>n+2 3
©3n-1=3n+6-1=6.Logo,aopcao (B) é falsa.
__3x1-1__2__ 5 ;
Up = 1.7 - 37 1. Logo, a opcao (C) é falsa.
__5..3n-1__5_3n-1_5
U= 2 T 22 2
< 6n-2=5n+10=n=12.
Logo, a opcao (D) é verdadeira.
6.2. al=u5=_M=_£=_2

ay = 170y = -17 x [3151_521j ~17. %4

Us=0;+(15-1) xre 44 = -2 + 14r < 46 = 14r

=44

er=-

Logo, ayy = -2 + (22 - 1) x % - 67.

7. Seja(a,) asucessao cujos termos sdo 0os montantes
depositados pela Patricia.
7.1. A sucessdo (a,) é uma progressao aritmética de

razao 50 e primeiro termo 300.
30-18+1=12

Assim, S5 = 91+Ta11 x13 =

300+ (300+12x50) 13 _7g09
2

A Patricia acumulou 7800 euros.

7.2. S,>10000 < El‘z‘—an x n'>10 000

4:)300+(300+2(n_1)’<50)xn>10000
& (275 +25n) x n-10000 >0
& 25n% +275n-10000 >0

Calculo auxiliar
25n% + 275n - 10000 = 0 < n* + 11n - 400 = 0
-11+ V11’ - 4 x 1 x 400

~n 2
11 Vv1721
en=-gr—

Logo, n=-26,2 oun =15.2.

18+16=34
Ou seja, a Patricia devera fazer um altimo depésito
aos 34 anos e levantar o dinheiro quando fizer 35

anos.
8.
8.1. Opcao (A)
Cl = 12
Tem-se que 2 .
Chs1=—6C,Vnz21
3
34
Entdo, Sos1 = =£,Vn21.
Ch Cn 3
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8.2.

10.

Uma vez que % € uma constante, entao (c,) € uma
progressao geométrica de razéo %

2 n-1
Logo, ¢, =12 x [?] =22x3x2""1x3N+l=

=2n+1ly 32-n

u+2
3 _ 3
u, -1

!nd-_l=un+1_1=
vy, u, -1

Uma vez que % é uma constante, entdo (v,,) € uma

progressao geométrica de razéo %
V1=u1—1=7—1=6 1 n-1
Assim, o termo geral de (v,) é v, = 6 x [?J

12k+18 _4k+6
4k + 6 3
3k

< 18k? + 27k = 16k? + 48k + 36

&2k - 21k -36 =0
@k=—% v k=12

Como k € Z, entdo k = 12.
Assim, os termos apresentados séo 18,54 e 162 e a

razdo da progressdo é r = 54 _ 3.

18
Logo, b, =2x3""1,
Entdo,2x3""1=18=3""1=9on-1=2<n=3.
Logo, os termos apresentados sdo os termos de
ordens 3, 4 e 5, respetivamente.
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Como a abcissade A é - % entdo cosa = - E.

13
Pela férmula fundamental da trigonometria,

2 2 2 12 2
sen‘a + cos’a =1 & sen‘ol + e =1

144

2 =1-=""

& sen‘a 169
2= 23
& sen‘a 169

5
oseno=+—
13
Como o pertence ao terceiro quadrante, entdo
5
sena=-—.
13

Tem-se assimquetgo=——=——=—
C

Como a ordenada de B é - % entdosenf=-

v|w

Pela férmula fundamental da trigonometria,

2
sen’+cosPp=1 [— %J +cosPp=1

9

23=1-—2

& Cos“P 75
p_ 16
& Cos“P 75

& cospPp== %
Como B pertence ao quarto quadrante, entdo
4
cosp=—.
p 5

Assim, tg o+ senf -sena x €cos f =

TRNIR TR
=t |- - | -— | x—=
12 5 13 5

Como B pertence ao semieixo positivo Oy, entao
B(0, b, 0), com b > 0.

Além disso, B pertence ao plano ABD, logo
2x0+3b-6=0b=2.

Logo, B(0, 2, 0) e, portanto, C(0, -2, 0).

Como D(3, 0, 6) e A pertence ao eixo Ox, entdo
A(3,0,0).

Tem-se ainda que E(0, 2, 6), pois abcissa e ordenada
iguais as de B e cota igual a de D.
CD=D-C=(3,0,6)-(0,-2,0)= (3,2,
Assim, a: 3(x - 3) +2(y - 0) + 6(z - 0) =
<3x-9+2y+62=0
S3x+2v+62z-9=0

Seja r a reta perpendicular ao plano o e que passa
no ponto E.

r:(x,y,2)=(0,2,6)+k@3,26),kelR

Os pontos desta reta sdo da forma

(3k, 2 + 2k, 6 + 6k), k e IR.

Substituindo na equacao do plano a:
3x3k+2(2+2k)+6(6+6k)-9=0

<9 +4+4k +36+36k-9=0

6)
0

49k = -31
31
k=-3L
AT

3.2.

Propostas de resolucao

Seja P o ponto de intersecdo da reta r com o plano o.

Entsio, P[3 x [—ﬂ],uzx [-ﬂ}mex [-%]],

49 49
. 93 36 108
ou seja. P[ 49°29" 49 J
5 93 )? 36 ) 108 )?
Logo, EP = \/[O+EJ +[2_EJ +[6_F] =
231
7

Ou seja, a distancia do ponto E ao plano a. é 371 u.c.

Opgao (C)

O numero de maneiras de ordenar os 10 concor-
rentes de forma que a cantora Silvia seja a primeira
a apresentar-se e sem restri¢cées para os restantes
concorrentes é 91.

Se a cantora Silvia ficar na primeira posicdo e os
dois magicos atuarem consecutivamente, os con-
correntes podem ser ordenados de 2! x 8! maneiras
diferentes.

Assim, o nimero de maneiras de os 10 concorrentes
se apresentarem sendo a cantora Silvia a primeira a
apresentar-se e 0s dois magicos ndo atuarem con-
secutivamente é 9! - 2! x 8! =282 240.

O numero de maneiras diferentes de escolher
aleatoriamente dois cantores, um humorista e um
magico de entre quatro cantores, trés humoristas e
dois magicos é “C, x 3C; x 2C;.

Para cada uma destas maneiras, ha 4! maneiras de
ordenar os concorrentes selecionados.

Assim, o valor pedido & “C, x 3C; x 2C; x 4! = 864.

Opcao (A)
Como a cada ano se somam 50 anos ao prémio, a
sucessao dos valores do prémio é uma progressao
aritmética de razéo 50. O primeiro termo desta pro-
gressao aritmética é 100.
Assim, o termo geral desta progresséo aritmética é
100 + 50(n - 1) = 50n + 50.
Entao, 50n + 50 = 950

< 50n =900

&n=18
Logo, um trabalhador que recebe 950 euros esta ha
18 anos na empresa.

Seja P, o perimetro do n-ésimo triangulo.

P, =12; P, = 6; P; = 3; e assim sucessivamente.

A sequéncia cujos termos sdo os perimetros dos
varios triangulos é uma progressdo geométrica de
razao % e primeiro termo 12.

Assim, a soma de todos os perimetros desta sequén-

10
1_[%] 3069
ae12x— =/ 3069
Cla e X . 1 128
2
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Propostas de resolucao

6. Opcao (A)
Como o polinémio P(x) é divisivel por x - 1 e por

1 =
X+ =, entao:
2

P1)=0

C(8)=0,05x8%-3x82+50x8+200=4336

C(12)=0,05x 122 -3x 122+ 50 x 12 + 200 = 4544 1

Assim, & 12C(‘8C 8) «100 =% «100 = 4,8.

O aumento foi de, aproximadamente, 4,8%.

7.2. C(x) = 400

& 0,05x3 - 3x% + 50x + 200 = 400
< 0,05x% - 3x? + 50x - 200 =0
Como C(20) = 400 < C(20) - 400 = 0, entao

005 -3 50 -200
20 1 -40 200
005 -2 10 0

Logo,
0,05x3 - 3x2+50x-200=0
&x=20 v 0,05x2-2x+10=0
2+V4-4x%x0,05x%x10
2x 0,05
2+\V2
0,1

Logo, podem ser transportadas com custo de 400
euros, 20 toneladas, ou 5,86 toneladas ou 34,14

&x=20 v x=

x=20 v x=

toneladas de mercadorias. 11

. Sabendo que P(1) = 0, entao:

2 -3 -2 0

Logo, P(x) = (x - 1)(2x? - 3x - 2).
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3+VI9+4x2x2

2x2-3x-2=0=x-=

Logo, CS. = }—oo, - %} vl 2]

Opcao (B)
As assintotas ao grafico de f tém equagdes x = -2 e
y=2.
Logo, f(x) =2 + b_
X+ 2

Assim,a=2ec=-2.

Se 60% dos lugares estavam preenchidos, entdo
40% dos lugares estavam vazios.

0,40 x 500 = 200

Assim, pretende-se determinar o instante em que o
numero de lugares vazios era 200.

2000 - 50t
(t) = 200 « 2000 =50t _ 544
(® S o+ 4
A
y
<
f
P y =200
5 —
P(4,8; 200)

Entdo, passados 5 minutos da abertura de portas,
ou seja, as 9 h 50 min, estavam preenchidos 60%
dos lugares.

Opgéo (D)

Nas opcdes (A) e (B), se x < a, entdo f(x) < 0, 0 que
contaria a informacao apresentada no grafico de f.
Na opcao (C), se a < x < b, entdo f(x) > 0, o que con-
taria a informagdo apresentada no grafico de f.
No grafico da opcao (D):
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1

Como [AB] é um didametro da circunferéncia, cujo
raio é 5 (= \/25), entdo ||AB]| = 10.
O triangulo [ABC] é retangulo em C, pois esta ins-
crito na circunferéncia e [AB] é um didmetro. Entao,
ALK ) cos o = JACHL [JAC|| = 10 cos .
[IABI| 10

Assim,
AB - AC =20 < ||AB|| x ||AC|| x cos a = 20

< 10 x 10 cos a x cos a = 20

os a

20
cos?a = ——
o T
1
& cos?o = —
“=%

Uma vez que o. € um angulo agudo, entao

_LJ1_Vs
COSO!—\/Z— 3 .

Pela férmula fundamental da trigonometria,
2
sena +cos’o =1 < sena=1- [%] 4

& senfo=—
5

Como o é um angulo agudo, entdo

sena = \/%:ﬁ

5
Assim,
sen(n—a)+cos{37n+ocjxcos(a—n):
=sena +sena x(-cos a) =
_2V5_2V5 A5
5 5 5
2V5 2 2 2V5

Opcdo (C)

O numero de maneiras de escolher um presidente,
um vice-presidente, um secretdrio, um tesoureiro de
entre os 12 candidatos é dada por 1?A,. Para cada uma
destas maneiras, ha 8C; maneiras de escolher aleato-
riamente trés vogais entre os 8 candidatos restantes.
Assim, a resposta ao problema é 12A, x 8C, = 665 280.

Tem-se que:
S10=615 @El‘LTule10=615@ul+ul+9r=123
< 2u; +9r=123

Além disso,
Sy0 - S = 315 @&J;—“mx 10 =315

< Uy +10r+u; +19r=63 & 2u; + 29r=63
Assim:

2u; +9r=123 o 2u; =123 -9r
2u; + 29r =63 123 -9r+29r =63

{ 2u; =123 - 9 x (-3)

=4 =
20r =-60 r=-3

{ 2u; =150 { u, =75
s o

r=-3
O termo geral da sucessdo é, entdo,
U,=75+(n-1)x (-3) ©u,=78-3n
Como se pretende mostrar que existe um termo
nulo,u,=078-3n=03n=78n=26

7.2.

Propostas de resolucao

Logo, a sucessao tem um termo nulo, que é o termo
de ordem 26.

Como -3 é uma raiz dupla do polindémio que define

a funcéo f, de grau 3, e como 2 é um zero desta

fungao, tem-se que f(x) = a(x + 3)(x - 2).

Além disso, f(1) =32 < a(l + 3)(1-2) =32

oaxlex(-1)=32oa=-2.

Logo, f(x) = -2(x + 3)%(x - 2) = -2(x? + 6x + 9)(x - 2) =
=-2(x+4x*-3x-18) =
=-2x3 - 8x% + 6x + 36,

ou seja, f(x) = -2x3 - 8x? + 6x + 36.

Opgéo (B)

A reta de equagdo y = 3 é assintota horizontal ao
grafico de g, quando x tende para +o e quando x
tende para -eo, pelo que a opgao (A) é falsa.

Areta de equacdo x = -3 é assintota vertical ao gra-
fico de g. Logo, a opcao (B) é verdadeira.

Como a reta de equacédo y = 3 é assintota horizon-
tal ao grafico de g, entdo D'y = IR\{3}, e a opcao (C)
é falsa.

Como a reta de equacdo x = -3 é assintota vertical
ao grafico de g, entdo D, = IR\{-3}, e a opcéo (D) é
falsa.

Opcao (D)

A opgao (A) é verdadeira, pois existe um valor de
x €la, +oo[ tal que f(x) = g(x) e, portanto, (f - g)(x) = 0.
A opcao (B) é verdadeira, como se pode constatar
pela observacao dos graficos das funcdes f e g em
10, al.

A opcao (C) é verdadeira, pois existe um valor de

x €]-a, af tal que f(x) = g(x) e, portanto, {éj (x)=1.

A opcao (D) é falsa pois, para x ]b, a[, tem-se que
f(x) <0 e g(x) >0, pelo que (f x g)(x) < 0.

Como um dos zeros de f é 3, tem-se:

1 -5 -2 24

3 3 -6 -24
1 -2 -8 0
Assim, f(x) = (x - 3)(x? - 2x - 8).
Tem-se ainda que:
2+V4+32

X-2x-8=0=x= oSx=-2vx=4

Logo, CS. =1-2,3[ U 14, +ool.

f'(x) = 3x2 - 10x - 2

O declive da reta tangente é
m=f(-1)=3x(-1)?-10x (-1) - 2 =11.
Assim, a reta tangente é do tipo t: y = 11x + b.
f(-1) = (-1 -5x (-1)2 -2 x (-1) + 24 =20
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Propostas de resolucao

O ponto de coordenadas (-1, 20) pertence a reta

tangente, logo 20 =11 x (-1) + b < b =31.

Assim, a equacdo reduzida da reta tangente ao gra-

fico de f no ponto de abcissa -1 é t:y = 11x + 31.

Recorrendo a calculadora grafica:

A
y

s

/ ° x
f

B(7,108)
Logo, a abcissa do ponto pedida é 7.

8. Opcao (B)

g'(x) = (Bx + 27f(x))" =

=((Bx + 2)?)f(x) + Bx + 2)*f'(x) =

2(3x +2) (3x + 2)'f(x) + (3x + 2)*f'(x) =

=2(3x + 2)3f(x) + (3x + 2)*f'(x) =
= 6(3x + 2)f(x) + 3x + 2)*f'(x)
Entdo, g’ (1) =6 x 3 x 1+ 2)f(1) + B3 x1+ 2 (1) =
=6x5x1+52%x3=105.

9.
(1)
i o(d)-

lim =

P
2

L1
4

B

lim L:

RS
2 X =

N

5-10x

_lim A@x+1)
ol L

2

= lim &=

=3 [x—%)4(2x+ 1)

. 5(1-29)
xl'fl 22 - D(2x + 1)
2

. 5 _
l'ﬂ [ 2(2x + 1)] -
2

-5
(2x%+1]

N

I
I
N[V
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v

9.2. Sex>1,
, 232+ 8x-10)
)= |22 +8x-10] _
® ( X2+x-2 ]
_ (22 +8x-10)(2+x-2) - (22 +8x-10)(x? +x-2) _
(X +x-2)
_(4x+8)(x?+x-2) - (2x?+8x-10)(2x +1) _
(% +x - 2)?
_ (4 +12x2 - 16 - (4¢3 + 18x? - 12x - 10) _
(2 +x-2)?
62 +12¢-6 _
(2 +x-2)?
_ -6(x? - 2x + 1) _
((x+2)(x - 1))
o k=172
(e +2)(x - 1))
___6
(x+2)7?
10. Opcao (A)

Sex <-1,afuncdo f é crescente, logo f'(x) > 0, 0 que
elimina as opc¢oes (B) e (D).
Sex>-1,afuncdo f é crescente, logo f'(x) > 0, 0 que
elimina as opgdes (B) e (C).

11
d(0,5) - d(0
111 tmvyg, o5 = %s-uol =
_6-0975x05x (4x052-4x0,5-15)-0 _
05
=156 km/h

11.2. d'(t) = (-0,975t(4t? - 4t - 15)) =
= (-0975t) (412 - 4t - 15) + (-0,975t)(4t2 - 4t - 15) =
= -0,975(4t - 4t - 15) - 0,975t(8t - 4) =
= -39t +39t+14,625 - 7,82+ 39t =
=-11,72 + 7,8t + 14,625
d(t) =0 -11,7t2 + 7,8t + 14,625 = 0

-78+V7,82-4x(-11,7) x 14,625
2x(-11,7)
-7,8+273
t=—£0 =202
< 234

5
St=-=—v t=15
6 \Y4

St=

Assim:

Sinalded’

Variacaode d’

d(1,5)=-0,975x1,5x(4x1,52-4x1,5-15)=17,55
A distancia maxima percorrida pelos amigos nessa
estrada foide 17,55 km, o que significa que nao per-
correram os 20 km. A distancia maxima foi alcan-
cada ao fim de uma hora e trinta minutos.



