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1. Nimeros complexos
Recorda - paginas6 e 7

1
a)

4+V(-4?-4x1x3

X-4x+3=0x=

2
oy At Va
2
@x:ﬁ
2
Sx=3vx=1
CS.=1{1, 3}

V(42 -4x1x4
2-dr+4=0cx=2% (4)22 4x1x4
o, A4xV0

2
ox=4
2
Sx=2
CS.={2}
X+2x=-5x2+2x+5=0
ey yo2% 222—4><1><5
®x=—2¢ZV—16
Equacdo impossivel em IR.
CS.=0
x2-5x+6=0

A=(-52-4x1x6=25-24=1>0

Logo, a equacado x% - 5x + 6 = 0 tem duas solucdes
reais distintas.

X+2x+1=0

A=22-4x1x1=4-4=0

Logo, a equacdo x? + 2x + 1 = 0 tem uma solucao
real.

X+dx=-13<x*+4x+13=0
A=4-4x1x13=16-52=-36<0

Logo, a equacdo x? + 4x = -13 ndo tem solucbdes
reais.

Capitulo 1 - Numeros complexos na forma algébrica
Tarefa - Novos niimeros - pagina 8
Sabemosquex+y=6 e xxy=13.

Assim:
a) LG-20-2)=xy-2x-2y+4=13-2(x+y)+4=
=13-2x6+4=5
ii.x?+)?=(x+y)?-2xp=62-2x13=10
fiL(x+3)y+3)=xy+3x+3y+9=13+3(x+y)+9 =
=13+3x6+9=40
b) Sabemosquex+y=6 e xxy=13:

Jx+y=6 [y=6—x Jy=6—x
| xxy=13 [xx(6-x)=13 | 6x-x2=13
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c)
d)

Jy=6—x

| -6x+1320
Resolvendo a equacdo de 2° grau x? - 6x + 13 = 0,
obtém-se:
- br+13=0ex= O EV (6N -4x1x13

2x1
6+V-16
2

S x=

Equacdo impossivel no conjunto dos nimeros reais, IR.
Portanto, concluiu-se que ndo existem nimeros
reais que satisfazem as condicdes do problema.
Investigacdo ao cuidado do aluno.
Voltando a resolucdo da equacdo x? - 6x + 13 =0,
e considerando agora que V-1 = i, tem-se que:

6+V-16

2
Lo 6£V-1xV16
2

6+ix4

x=0=Zix4
2

X-6x+13=0=x=

Sx=3+2ivx=3-2i
Assim,sex=3+2i,vemquey=6-x=6-(3 +2i) =
=3-2i.
Sex=3-2ivemquey=6-x=6-(3-2i)=3+2i.
Aplicando as operagdes com nimeros reais a estes
dois nimeros novos, e considerando que V-1 = i

(e consequentemente, i = -1), verifica-se que a
soma destes dois nUmeros é 6 e 0 seu produto é 13:

x+y=3+20+3-2i=6exxy=38+2)x(3-20)=
=32-(2)2=9-42=9-4x(-1)=9+4=13

Exercicios de margem - paginas 11 a 27

1
a)

b)

)62—4x+5=04:>x=_(_4)i (-4)2-4x1x5

2x1
P 4+\V-4
2
o= 4+ 2i
2

Sx=2+ivx=2-i

CS.={2+i,2-1}
3+V32-4x2x4

22 +3x+4=0x=

2x2
<:>x=_3’iT Vv 23i
<:>x=_i+\/ﬁivx=—i_ V23[
4 4 4 4
c.s.={_i+@i,_i_w3i}
4 4 7 4 4

P +1bx=0=x(x?+16)=0
&x=0v x?=-16
ox=0vx=+V-16
Sx=0 v x=24i
Sx=0vx=4i v x=-4i

CS.={0, 4i, - 4i}



d)

33+ 2x2+x=0
Sx(B3x?+2x+1)=0
ox=0v 3x2+2x+1=0

2+\V22-4x3x1

©x=0vax=
2x3
&x=0v x=¥
©x=0vax= Zig\éi
<x=0v x——l+ﬁi vx=—l—ﬁi
3 3 3
csS ={o,_l+ﬁi__l_ﬁi}
3 3 3 3

Para que k? -1 + (p + 1)i = 2 - 7i, tem de se verificar
k?-1=2Ap+1=-7.Assim:
k=3 Ap=-8e(k=V3 vk=-V3) Ap=-8

Re(z)=-2elm(z) =3
Re(z)=1lelm(z)=-1
Re(z) = 0 e Im(z) = 2027

z=52=5x(-1)=-5
Re(z) =-5elm(z) =0
1-V8i 1 2V2i 1 NG
= - = — == _-\2
e T VA

z=k?+(p-1)iéum numero real se Im(z) = 0, ou seja,
p-1=0<p=1ekéumqualquer nimero real.
z=k?+ (p-1)i € um imaginario se

Re(z)=0 A Im(z) =0, ou seja, k?=0 A p-1=0
ok=0Ap=l

2+8=0=2=-8c22=82
&z=V8i v z=-V8i
&z=2V2iv z=-2V2i
CS. ={2V2i,-2Vv2i}

22-2z2=-472-22+44=0

e, 2%V4-16 . _2+1V12
2 2
L_2+2V3i
2

oz=1+V3ivz=1-V3i
CS. ={1+V3i1-V3i
473 - 472+ 172=02(422-4z+17) =0
&z=0v 422-42+17=0
20y 7242 V16-272 V186‘272
2 +16i

z=0vz=
z z 8

1 . 1 )
©z=0 ==+ 2i ==-2i
z VvV z 2+ VvV z 2

CS.= {o, 1,1 2!}
273

6.

b)

c)

d)

e)

a)
b)

d)
e)

f)

10.
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Sejam M;, M,, M5, M,, M; e M, os afixos de z;, z,, z3,
zy, Zs € zg, respetivamente.

Im(z)
3 9M1
Mz,, 1o
_|2 ;---\/ISI Il
o=1.1-1 2 Re(z)
M, MA_; -------- M,

z=3+4i
lz2l=V32+42=V9+16=V25=5
z=1-1i

Izl =V12+ (-12=V1+1=V2
z=13i

lzl = V02 +132=V132=13
z=-9i

2l = V07 + (-9)2 = V92 =9
z=-12i

2l = V02 + (122 = V122 =12

Sejaz=a+bi.
‘Izl=5 J\/a2+b2=5 224+b2=25
Re(z)=2 & {a=2 < a=2
]lm(z)<o 1b<0 b<0
[b:\/ﬁ
<9 a=2
lb<o
Assim, z = 2 - V/21i.
Im(2)
[¢) 2 Re(z)
Vaikoep

z=-2-3i
z=1+1i
z=-2027i

z=5i2=-5logoz=-5.
z=%—\/§i, log02=%+ V2i.
z=-10

z=2+5i

—z=-2-5]
2-5i

=-2+5i

N
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b) Sejam P, P,, P; e P, 0s afixos de z, z, -z e -z, respeti- Sejam P, P, P, e P; os afixos de z, iz, i%z e i3z, respe-
vamente. tivamente.
z=2+5i_~P,(25) z=2-5i_~P,(2 -5) P(1, 1); Py(-1, 1); P,(-1, -1) e P4(1, -1)
—2=-2-50_~Py(-2,-5) -z=-2+5i_~P,(-2,5) Im(z)
Im(z)
P, P
P4.,,5:,,,,, P4 1
LT 10l i1 Re(s)
- PP
-2 O: 2 Re(z) : ?
pé’_’g """P2 b) O poligono [PP;P,P5] € um quadrado de lado 2, logo

asuaareaé4ua.

c) [PyP,PsP,] é um retangulo de largura 4 e compri-

to 10, logo de area 40 u.a. 15.
mento 15, logo de area4b tl.a L 3L __3i+4) _6i4120
- 2-4i (2-4i)(2+4) 22-(4i)?
a) z4z,=(4+0) +5i=4+6i —A2+60_-12+60_
4+16 20
b) zl+z3=(4+i)+[2—%iJ=6+%i __12,.6,_.3,3;
20 20 510
- 1.) .11, 1ot (oDl 1oi-isi
C) zZy+z3=50+|2+=i|=2+=1 b) l=( i)( l)= [l e
2 2 1+i @Q+)a-0) 12-2
12. Sejaz=a+bi. J1-2i-1_ 20
a) Paraz+z=2: 1+1 2
(a+bi)+(a-bi)=2=2a=2 0 V3+i_(V3+i)xi_V3i+i?_-1+V3i_
sa=1 2i 2ixi 2i2 -2
Por exemplo, z=1 + 7i. =l—ﬁi
b) Paraz+z=0: 2 2
a+bi)+(a-bi)=0< 2a= _ + 1 _ +1 _ o+ _ :
bi bi)=0<2a=0 g L _ 5+l _5+i _5+i_ 5 1,
ea=0 5-i (5-)(5+i) 52-2 26 26 26
Por exemplo, z = 5i. 16.
c) Paraz-z=0: a) =il 101 |4
(a+bi)-(a-bi)=0e 2bi=0 1 25
:ib_zo ) PMop--1 2014 |4
Por exemplo, z = 3. 2 503
c)  iBx(i5+51)=Bx(2+5)=
13. =-i(-1-5i)=
a) 3ix(2-4i)=6i-12i2=12+6i =i+50=-5+1
. 1 . , 3. o d) 24+ - 304043 4 (208 =2 x i1 - 3% + 25608 =
) [7—ljx(2+3l)=l+?l—2!—3l= —2i+3i+2562
=1+3_%i= = 256 + 5i
41
= —?l 17. N4 9= i8n+n j8n-n_
—in i-n —
) (\/§+i)2=(\/§+i)x(\/§+i)= _l+ll_
=2+V2i+V2i+i2= =ln+i—n=
=1+2V2i _inel
d) ix6-7i=ix(6+7i)=6i+72=-7+6i i
_@r+1_
14. in
a) z=1+i =ﬂ#
Z=i(l+i)=i+iZ=-1+i ! 3 ;
Pz P4)=-1x(1+0)=-1-1i Como n é impar, entdo, (-1)" = -1, logo
Prmcil4i)=-i-2=1-i (Ar+1_-d+1_g

in in
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18.

a)

b)

19.

a)

° brint("Poténcia de base i e expoente n")
n=int(input("n?"))
r=nk%4
if =

print("1")
elif r==1:

print ("i")
elif r==2:

print ("-1")
else:

print ("-i")

«« Poténcia de base i e expoente n
n?245
i

‘, brint("Poténcia de base 1 e expoente n")
n=int(input("n?"))
r=n%4
if r=0:

print("1")
elif r==1:

print ("i")
elif r==2:

print ("-1")
else:

print ("-i")

«« Poténcia de base i e expoente n
n?338
-1

° print("Poténcia de base i e expoente n")
n=int(input("n?"))
r=n%4
if r==0:

prant(=1.*)
elif r==1:

print ("i")
elif r==2:

print ("-1")
else:

print ("-i")

=+ Poténcia de base i e expoente n
n?439
-i

° br‘int("Poténcia de base i e expoente n")
n=int (input("n?"))
r=n%4
if r=0:

print("1")
elif r==1:

print ("i")
elif r==2:

print ("-1")
else:

print ("-i")

«« Poténcia de base i e expoente n
n?560

i |

(2-60)2=4-24i+36°=4-36-24i=-32-24]

b)

<)

d)

20.

21.

a)
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P+)P=Q+i)2x@+i)2x@Q+i)=
L+2i+)A+2i+PD)Q+10)=
L +i)=

4i

=421 +10)=
=-41+1i) =
= -4 -4
1+ wnﬁ:ﬁ:
(pelos calculos efetuados na alinea anterior)
-4 + 4i -4 + 4i

(C4-a)(-4+4)  (-472- @7
_ A4 __ 4 4,

=+ — =

T 16+16 2 32

1 1.
N Y
8 8
AL 1 1
3-i)%= =—— =
S A eyl (e
O-6i+2?2 (8- 602
= 1 = 1 =
64 - 96i + 36i2 28 - 96i
_ 284961 _ 28+96i _
(28-96)(28 + 961) _ 28 - (96i)2
_ 284961 _ 28 9 . _
784 +9216 10000 10000
7 6 .
==L 4+ 2
2500 625

Como i*° =% = -1, tem-se que z3 = ** x z; = —zy, isto &,
z3 € 0 simétrico de z; e, portanto, o seu afixo, B, sera
simétrico do afixo de z;, A, em relagdo a origem do
referencial. Portanto:

Im(z)
Be. 2V3
-2 (o] 2 Re(z)
B AVE ] — 3A

AB=z| +|zl=4+4=8uc

Calculo auxiliar

lzl=lzl=V 2+ (-2V3)=V4+12=4

Logo, Re(w) = %e Im(w) = V2 - 3.

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor 5
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b) 2z+3w=2(-1-V20)+3 [%+(\/§—3)i]=

22,

a)

b)

23.

=_2-2\6i+%+3\/§i-
+(-9+V2)i=

-(-9+V2)i=

+(9-V2)i

NlU‘! N|U'| N|U'I

3450 (3+5)(1-70)

1+70 @+7)Q-70)

_3-21i+50-352 _
12— (712
_3-16i+35_
1-4922
_38-16i _
50
_38_16;

50 50
_19 8.

25 25
Assim, Re[ 3+ Sij 19,

1+7i) 25
1-V2i)P=1-V2i)f=(@1-V2i)=
(1-2V2i+(V2i))(1 - V2i) =
(1-2V2i+29)1-V2i)=
(-1-2V2i)(1-V2i)=
1+ V2i-2V2i+2x (V2)'i2=

=-1-V2i-

=-5-V2i
Assim, Re((1 - V2i)’) =-5 e Im((1 - V2i)’) =

m[3+5@J=_i_
1+7i 25

-V2.

ki (ke x(k+) _ k% + 2ik + % _
k-1 (k-ik+i) k? - i?
_(k2-1) + 2ki _
kZ2+1
_k*-1 L2k
k2+1 k?2+1
Para que z seja um nimero real tera de se verificar
Im(z) = 0.
Assim:
2k 0 2k=0 A K2+120
kz+1 ST
condicao universal em IR

k=0
Para que z seja um imaginario puro, tera de se veri-
ficarRe(z) =0 A Im(z) = 0.
Assim:
k-1 _ N 2k 40
kz+1 kz+1
=k?-1=0 A k?+1=0 A 2k=0

condicao universal em IR

=k?=1 A k=0
sk=1v k=-1
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D ALl @i iaf
z, 4 4ixi 4
A+ 11,
-4 4 4
b) (z)Pxz=0Q+0)3x(2-30)=
(L + DXL+ D@2 -30)=
=(1+20+ ) +0D2-30)=
—2ix(1+D)@2-30)=
= Q2i+20)Q2-30)=
= (-2+20)2-30)=
=-4+6i+4i-6i°=
=-4+10i+6=
=2+10i
o Bz (A)-(2-3)_ -4i-24+3i_
i i i
20 (20
i i
_2i-2_1-2i_
-1 -1
=142

d B g, 2+430
) ZZ+5i8n+3 5 x i3
4 20304, 2430 i
i -Sixi
2i+;i 4,32
-5i2 5
_4i-3 23,22
5 5 5 5

i i(2 + 3i

e z---1 1-——1 - i2+3) __
R P TRk 7o T T
3420
4+9
16,11,
13713

=4i+

2i+ 32
22 - (3i)?
lsi+>-2-
13 13

=1+i- =1+i-

25.
a) -i+ilz=itz+le-i-
S 2zz=-1-1i
1 1.

Sz=-=-=]
2 2

z=z+1

1l+)z=5iQ+i)z=5i-3+i
-3 + 6i
1+i
_(-3+60)(1-1)
@T+0@-i
-3+ 3i+6i-60°
12-¢2

b) (3-i+

Sz=

Sz=




) z—lz—z—_,i(:)z(l—l)=2—_,[
i 3i
_ 2-i
3i(L-0)
2o
TIT3 3¢
oo 2=
3130
_ 2-0B-30)
FIT B33 -3)
6 - 6i- 30+ 302
Sz=—m T2
T3
e ,-6=-3-9i
18
1 1.
==-=i
=z 6 2
C.S.={l—£i}
6 2

26.
a) Lx3-3x?+3x-1=0

S-1)?*-2x+1)=0

Calculo auxiliar

1 -3 3 -1
1 1 -2 1
‘ 1 -2 1 ‘ 0

&x-1=0v x2-2x+1=0

22V (-22-4x1x1
2x1

Sx=1vax=

Sx=1v x=Zio
2
Sx=1vix=1vx=1
CS.={1}
il.x3-5x2+8x-4=0

S k-1)2-4x+4)=0

Calculo auxiliar

1 -5 8 -4
1 1 -4 4
‘ 1 -4 4 ‘ 0

ox-1=0v x2-4x+4=0

4+V(-42-4x1x4

Sx=1vax=

2x1
ox=1 vx=ﬁ
2
Sx=1vx=2vx=2
CS.={1,2}

b)

c)

iv.x>-x2+4x-4
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iii.x®-6x2+11x-6=0

S x-1)*-5x+6)=0

Calculo auxiliar

1 -6 11 -6
1 1 -5 6
‘ 1 -5 6 ‘ 0

&x-1=0v x2-5x+6=0

5+V25-4x1x6
2x1

Sx=1vax=

5+#£1

Sx=1vax=
x=1vx=3vx=2
CS.={1,2 3}

=0
& x-1)x*+4)=0

Calculo auxiliar

&x-1=0v x2+4=0
ox=1vxt=-4
ox=1vx=tV-4
Sx=1vx=2ivx=-2i
CS. ={1, 2i, -2i}

v.x3-5x2+17x-13=0

& E-1)E?-4x+13)=0

Calculo auxiliar

1 -5 17 -13
1 1 -4 13
‘ 1 -4 13 ‘ 0

&x-1=0v x2-4x+13=0
4+V16-4x1x13

Sx=1vx=

2x1
sSx=1 \/x=4ir2—_36
sx=1 vx=4i6i

Sx=1vx=2+3ivx=2-3i
CS.={1,2+3i,2-3i}

i. Uma solucdo real tripla.

il. Duas solucgdes reais (uma simples e uma dupla).

iii. Trés solucdes reais.

iv.Uma solucdo real e duas solugdes nao reais,
complexas conjugadas.

v. Uma solucdo real e duas solugdes nao reais, com-
plexas conjugadas.

As equacdes do 3° grau, de coeficientes reais, tém

uma, duas ou trés solugdes em C, sendo que, pelo
menos, uma delas é sempre real e as outras duas,

se nao forem reais, séo complexas conjugadas.

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor 7
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27.

3) ° print('ax"2+bx+c=08")

a=float(input('a?'))

b=float(input('b?'))

c=float(input('c?"'))

delta=b**2-4*a*c

if delta==0:
x1=(-b-(delta)**(1/2))/(2*a)
print('Solugdo: ',x1)

elseﬂ
x1=(-b-(delta)**(1/2))/(2*a)
x2=(-b+(delta)**(1/2))/(2*a)

3v  ax 2+bx+c=0
arl
b?2
c?l

Solucgdo: -1.0

print('Duas solugdes:',x1,"' e ',x2)

b) o print('ax”~2+bx+c=0")

a=float(input('a?'))

b=float(input('b?'))

c=float(input('c?'))

delta=b**2-4*a*c

if delta==0:
x1=(-b-(delta)**(1/2))/(2*a)
print('Solug¢do: ',x1)

else:
x1=(-b-(delta)**(1/2))/(2*a)
x2=(-b+(delta)**(1/2))/(2*a)
print('Duas solu¢des:',x1," e ',x2)

ax~2+bx+c=0

arl

b?-7

c?l2

Duas solugdes: 3.0 e 4.9

o

C) ° print('ax”2+bx+c=0")

a=float(input('a?'))

b=float(input('b?'))

c=float(input('c?'))

delta=b**2-4*g*c

if delta==e:
x1=(-b-(delta)**(1/2))/(2*a)
print('Solucdo: ',x1)

else:
x1=(-b-(delta)**(1/2))/(2*a)
x2=(-b+(delta)**(1/2))/(2*a)
print('Duas solugdes:',x1,' e ',x2)

o

ax~2+bx+c=0

arl

b?-6

c?13

Duas solugbes: (3-2j) e (3+23)

Aprende fazendo @ - paginas 28 e 29
28.

a) z+w=1Q-20+@+5)=10+4)+(-2+5)i=5+3i

b) 3z-2w=3(1-2i)-2(4+5i)=

=3-6i-8-10i=
=-5-16i
€ zxw=(1-20)x(4+5)=4+5i-8i-10i=
-4+10-3i=
-14-3i
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_1-2i_(1-20)(4-50) _4-5i-8i+102_

d == - = : . -
w  4+50 (4+50)(4-5i) 42 - (5i)?
_4-13i-10_-6-13i__ 6 _13,
16 + 25 41 41 41
e) 1_1 _ 1+2i _ 1420 _1+420_
2 1-2i (@-20)@+2) 12-(Q20)7 1+4
_1,2;
575
) 2-t_@-2ipp-—L _
o T
=1 -4j 4?_____K1;;29___=
T2 -2
. i - 202
=1-4i-4-t=24° _
17— (2i)2
=—3—4i—2+i=
1+4
—-3-4-2_ 14
55
-7 A,
5 5
29. .
a) (1—i)z—2i=i<:}(l—i)z=3i<:}z=13[i
o, 3i+i)
@-0)IT+)
<:>Z_3i+2f;i2
1-i2
o, _ 343
2
oz=-33
2

b) 22—&:%@2(2—0:1—,

3i
R
32-10)
<:>Z=¥
6i- 322
I 1
3+ 6i
_ (1-0)B-s)
(3 +6)(3 - 6))
3-6i-3i+602
ST T ()2
. 3-6-0i
=936
-3-9i
z=
9+36
PN
4545
oz=-L 1
15 5
cs_{-i-lu}
15 5



o) Bz+l=iz-ie-iz+1l=-z-i
S-iz+z=-1-1i

Sz(-i+1l)=-1-i
(:)z=_1_,i
1-i
(-«
@-0@+i
1-i-i- i
<:>z=—12_i2
oo l-2i+1
2
Sz=-i

CS.={-i}

VA-2x1x10
d) 2-2:410=0e,=2%2V4-4x1x10

2x1
<:>z=21 V-36
2x1
<:>Z=2i6i

<z=1+3ivz=1-3i
CS.={1+3i,1-3i}
e) 42-4224+5:=012(4z2-42+5)=0
©z=0v 422-42+5=0

4+V16-4x4x5

©z=0vz=

2x4
220 v s AEV-64
8
z=0v z=418i
<z=0v z=%+i v Z=%—i
c.s.={o,l+i,l—i}
2 2

30. Opcao (B)
z=V3% 4+ 7 =\V3B2+3=-V3-i
=V (-V3) + (-12=V3+1=2

31
a) _2+12i _(2+120)(1+30) _2+6i+12i+36i_
1-3i  (1-3)1+30) 12-(30)2
_2+18i-36_
1+9
_—34,18,_
10 10
7.9,
5 5
17 9
Re(z) =-=-elm(z) ==
@=-% @)=
S S CES ) N
) =5 101" 510065 + 10)
_ 5i+102 _
52_ (1002
- 10+5i _
25 +100

32.

34.

35.

Propostas de resolucao - Manual

- 10, 5
125 125
2 1.
=
25 25
2 1
Re =-—elm = —
(W) =-—zelm(w) =%
Sejaz = i3z
i3z=i3><—2+12.i=
-3i
=-ix [— 7,3 i] (pelos calculos efetuados na
5 alinea a))
9.
5 5
_92.,.17,
5 5
9 17
Re(3z) = = e Im(i®z) = =~
(2) =5 e Im(%) = 3
Opcéo (B)

@z=a+bi,comb¢0. Entdo:
z-1=(a+bi)-1=(a-1)+bi=

=(a-1)-bi=
=(a-bi)-1=
=z-1

Opcéao (B)

2/ =(bi)” =b7 " = b7 x (-i) = -b?i

Como b <0, entdo -b” > 0. Logo, o afixo de z7 encon-
tra-se na parte positiva do eixo imaginario.

Opcéao (A)
Seja w = x + yi um nimero complexo ndo nulo.

wx W _ (e p) x (r=yl) ) g
2 2 8

WX W

Logo, o afixo de
do eixo real.

encontra-se na parte positiva

£3-22492-9=0(-1)x(z?+9)=0
©z-1=0v 2+9=0
oz=1v 2=-9
Sz=1vz=3ivz=-3i

Calculo auxiliar

Z427+92-9=(-1)(+9)

Representando os afixos dos nilmeros complexos 1,
3ie-3iobtemos o triangulo representado na figura.

Im(z)

Re(z)

-3

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor 9
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O perimetro deste triangulo é (6 + 2 V/10) u.c.

Calculo auxiliar

" =1"+3 logo, £ = V10, (>0

36. Opcao (B)
j2n+3 —j2n y 3 = (iZ)” x (—i) - (_1)n x (—i)
Sené par:
(1) x () =1 x (-i) =-i
Se n é impar:
(D) x (i) = -1 x (-i) = i

37. Opcao (C)

z _a+bi_(a+b)A-i)_a-ai+bi-bi*_

i
wo 1+i Q+)A-i) 12-2

=a+b+(-a+b)i=a+b+b-ai
2 2 2
Assim, Re[i] =Melm(i) _b-a
w 2 w 2

zxw=(a+bi)(1+i)=a+ai+bi+bi’=
=(a-b)+(a+b)i

Assim, Im(z x w) = a + b.

22 = (a + bi)? = a? + 2abi + (bi)? = a? - b? + 2abi

Assim, Re(z?) = a? - b2

38.
a) Paraa= 57? tem-se:

z=tg[5—"‘] +2cos[5—”] i=
4 4
=1+2x[-$i}=

=1-V2i

Assim, para z = 1 - Vi ser solucao de equacdo

z Xz + 2077
1-2i

(1-V2)x(1-V20)+ 27 _4
1-2i

=1+ item que se verificar

+ 0.

Calculo auxiliar

2027 |4

3 506

(1-V20) x (1 - V2i) + 277 _
1-2i

(1-V2i) x (1+V20)+8 _
1-2i

12— (V2 -i

1-2i -

1+2-i_
1-2i

10 ©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

_B-D)x@+20)_
(1-20@+20)

=3+6i—i—2i2=
12 - (2i)?

=1+i

b) Paraz=tgo+2cosaiserumndmero real tem que
Im(z) = 0, isto &, 2 cos a. = 0.
No entanto, se cos a.= 0, entdo tg a, que é Re(z), ndo
se encontra definida e, portanto, o nUmero com-
plexo z ndo existe nestas condigdes.

Capitulo 2 - Nimeros complexos na forma trigono-
métrica
Tarefa - O radar - pagina 30

a) Im(2)
34>B
T E
S
3 Ol 1 3 Rl
—31>D
b) i eii
Ponto Distanciar | Angulo o (em radianos)
A 3 0
B 3 =
(o 3 e
D 3 32—n
JT
E _—
L V2 2 )

c)  Sim. Apesar de trabalharmos exclusivamente com
referenciais cartesianos e, portanto, com coordena-
das cartesianas, existem outros sistemas de coorde-
nadas, como é o caso do sistema de coordenadas
polares. Neste sistema, considera-se um eixo orien-
tado (eixo polar) e um ponto O nesse eixo (origem
ou polo).

Eixo
(origem)

Neste referencial, qualquer ponto P do plano fica
definido pela distancia deste a origem, r, e pela
medida 6, em radianos, do angulo orientado de vér-
tice O, que tem o lado origem sobre o eixo e o lado
extremidade OP. Assim, as coordenadas polares do
ponto, neste referencial, sdo (r, 6).



Por exemplo, o ponto E da alinea a) tem coorde-
nadas cartesianas (1, 1) e coordenadas polares

i)

Exercicios de margem - paginas 34 a 67

39.

a)

b)
c)
d)

e)

40.

a)

LT

i=

2i=2e?

o362
2026 = 2026€°
~2027 = 2027¢"

2+21=2\f[£+%1)

25 tonl3])-

= Zﬂe‘ 4

Calculo auxiliar

2+2i=V27+2°=V8=2\V2

p=V12+(V3)=V1+3=2
V3

tgh=-72 A hel°Qetg=V3 A 0e1°Q
Por exemplo,B:%.

Assim,1+\/§i=2ei§.

o=V VI (Ve =VIr6=\B= 22
tge-% ABeXQotgh=-V3 A 0e20Q
Por exemplo,6=23—”.

Assim, -V'2 + V6i = 2\@ei23_n.

o=V s (V3 -VE3-Vi2-2v3
tg9=¥ A 6639Q<:>tg6=? A 0e3°Q
Por exemplo,9=7—“.

Assim, -3 - /3= 23" 6.

p=V(-V12?+22=V12+4=4

2 V3
tg 0= ABe2XQetgh=-Y2A0e2°Q
V12 3
Por exemplo, 6 = Euy
6 . 51
Assim, ~\/12 + 2i = 4e 6.

f)
g)

41.

a)

b)

c)

d)
e)
f)

g)

h)

42.

a)

b)

43.

Propostas de resolucao - Manual

p=V22+(-22=V4+4=\V8=2V2
tgG:% AOedQertgf=-1 A 0edQ
Por exemplo, 6 = - —

Assim, 2-2i=2\/§e‘(7). .

3+i+3i2=

1-i2=1-2i+=

3+i-3=ize?
1-2i-1=-2i=

3
2e 2

eig-cos[ J+tsen[ ]=l ﬁl
2 2

\fZei (cos( +lsen[ljj
4 4
=vz[ﬁ+ﬁ.] _
2 2
=1+i
4el[_zj = 4[cos[— %} +i sen[— 1)] =
_4(ﬁ_ 1 1] =
2 2
=2V3-2i
392 3i
8ei2026m _ 8
8pi2027n — _8
]
9e 2 =-9j
I
el —cosﬂusenﬂ ﬁ—ﬁi
4 4 2 2
lzl =3 A arg(z) %
wl =3 A arg(w)=%=—%+ 2n

z e wsao iguais, pois ttm maédulos iguais e os argu-
mentos diferem de 2.

|z| =V8=2V2 A arg(z) = =

137 _
3

lwl =2V2 A arg(w) = —%+4n

z e wsao iguais, pois ttm maédulos iguais e os argu-
mentos diferem de 4.

Izl =V12=2V3 A arg( ) =

lwl =3V2 A arg(w) =

z e wndo sao iguais, pois tém modulos diferentes.
z=pe i{0+3)

w=1l+1i= \fe

z=w<:>pe[e+§J= Zei%
Sp=

=V2 A0=-"y2nkeZ
12

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor
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44. Sejam Ao afixodez Bo afixodeze Coafixode-z.  46. T ( ﬁ] A[n n] [ ,[)
i— i|-= i|=-= i|-=
iz a) zyxz;=2e8%x3e' Y=2x3e'® Y-¢6e" 8
a) z=¢€ T T (n T .3n
E:ei[izj b) zlx52=2el§x 3elz=2x3e((§+2)=6eT
=4+7 S_T[ N s N s . u U . U9
-z = el( ] = e‘ 4 € zxz= 3el(_2j % 32'[_2] —3x 3el(_z_2j _ 9el[_ij
Im(z) .A T ST T
o i= [ i~
5n A d) z;xz3=2e8x5i=2e8x5e?=
4, BV (Z, 2 {5m
4/\ - 1081[8 2] - :|_0el 8
O EE Rel) D -
" i €) zyxzyxz3= 2e 8 x 381(_2) x5e 2=
i(—l) iL ((_£+EJ 13_”
=6e 8 x5e?2=30e' 8 2/ =30e 8
b) . .
47. zxz=pexpe=
=px pei(e-e) _
= p2e=
= pz
48. Opgao (D)
A multiplicacdo de um nimero complexo por -i
Re(z) corresponde a rotagdo centrada na origem do vetor
que é a suaimagem vetorial segundo um angulo de
amplitude -90°.
B Assim, das opc¢des apresentadas, o afixo de -iz é z,.
c) z=3i= 32
7=3 ! ’%) 49. EL 3 7
z=3e 5 (3=, i
;(zwj i[_z) a) 2 _ 29_= 2el( 5 10) _ Zel 10
—z=3e'2 /'=3e'?2 z5 ‘[’1%]
Im(z) 5
344 265 ()
b) Z1-28 __2e'% 10/_2¢2
¥ = oh
o . T
/ 3 Re o - 39‘: _3e'10
-3¢B=C 2 ei(' 10)
d) Z=4=4ei0 i il-Z ( n = ( 2n
7 = 40 d) __6l: @:J _ 68!(_3+E] _ 621(_?]
-z = 4l 2 i-5)
Im(z)
50. Sejam A o afixo de z e B o afixo do inverso de z.
T
C /_,,\ A=B 1 el0 1 i[—%j
4 0 4 Re() ) =—s=3e
2e 4
Im(z) A
45. 2.
a) cosO-isen®=cosO+isenO=el?d v\ %
b) -cos@-isen®=-(cos0+isenp)=-eld=eilr+o) o 1‘/.'% Re(z)
n n ‘(E’e) 2B
) sen6+icose=cos[——9] +isen[——9] =e'?
2 2 1 o0 iz
b Z=—f -3
d) sene-icose=cos(—£+6)+isen[-£+9]= : ie‘('ij
2 2 3
el(_ % * 9] Im(z) 3\¢//‘.//;" B
Outro processo — . /)
DR = ) ¥
sen0-icosO=senO+icosO0=e'?2 ’'=e L% 5
45 Re(z)

alinea c)

12 ©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor



d)

51.

b)

<)

d)

52.

1_ e _lei(—%)
z iz 10
10e ?
Im(z)
1044
T C)
ol2
%“-g Re(z)
B
1_ e _ 4e0
z 1o
4
Im(z)
1
4 4
O| A B Re(z)
3 w3 . 3m
(3 )etsen(z ) €] -7
cos|—|+isen|=|| =e =e
7 7
(2x)5 10
(3e 5] =3% > =243 53.
(44 {16z (4n a)
(—1—\/§i)4=[29 3] =2% 3 =16e 3
Calculo auxiliar
p=l-1-V3il= V(1) + (-V3)'=2
tg0=V30 A 03°Q b)
Porexemplo,9=43—n.
8 iZ 8 8 )
[1+l] _ \[Ze 4 - [elf] - ei2r _ g0
1-i I-(_E)
4
V2e d)

. T
x
Sejaz=2e *eA o seu afixo.

P P
i=x2 i= . X
z2=2%* =4e ?esejaBo seu afixo.
. 3m e)

. T
B=2e4 -8 ‘e seja C o seu afixo.
iZxa .
#=2%* =16e"esejaD o seu afixo.
iZx5 [ _ f)
z2=2% % =32e “ esejaE o seu afixo.
Im(z)
c |B
s A
b o Re(z)
. 54,
E a)

L T
i
Sejaz=e 3eAoseu afixo.
2
=e 3 eseja B o seu afixo.

N N
w N
I ]
©_ ®_
x
N

3 i . .
= el" e seja C o seu afixo.
4 B
=e 3 esejaD o seu afixo.
5
=e 3 eseja E o seu afixo.

N
N
[
© -_

wla wla wla w]|a
x X X

[N
&)
]
®

Propostas de resolucao - Manual

. Re(z)

. 1 i3 .
SeJaz=?e 6 e A o seu afixo.

2

2= (%J 6" =%el§e seja B o seu afixo.
3 1) I%x3 1 i% . .
Z=15] e -5 e seja C o seu afixo.
4 Ty 2n
= (%J e =1—16e( 3 e seja D o seu afixo.
5 (Z.s L
z° = (%J et =%el 6 e seja E o seu afixo.
Im(z) B A
C L]
D.
Re(z)

i LT .3
= = =
nxz,=2e5x(-1+i)=2e 5xV2e 4 =
-19n

= Z\fZei(%+%) -2V2e 0

3 . 3m
(2 _2e°) _ 8e 5
2 i3_“ i3n
\fZQ 4 \/ie 4

(3n 3=m 7 3m

4V§el(5 7) 4\/§el[ zo]

SPENPEL M EEPRE

B 2’

.m\5
oz l2ds] 1t
=32 - 14i-i=
-32-1-=

(3+i)2_2=9+6i+i2_2=

2-i 2-i

18+6.i!12+'i[_2=

2-0D2+1)

(16 + 8i +12i + 6i° 2=
22_ 2 -
5

=2+4i-2=

_di—4e?

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor 13
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. . . . . 4n
b 3ie @88 3, @-P@-)-8xP i 2 pe” Re[ﬂ——]
1-i 1-i z
3, (A-4ieD@2-1)+8i 2>
1-i Para que *¥ seja um nimero real negativo, p tem
. i . z
~3i4+ 83 ‘4‘12 -t +8i_ de ser um nimero real maior do que O e
-
. 9—4—n—n+2kn,keZ(:)6=7—n+2kn,keZ
=314 273 3 3
1-i
3, 2230 _ 6. , N
=2t Q-Da+i) a) iéumaraizquartadel, poisi‘=1.
=3’i+2+2i—3i—3i2= b) 2+ iéumaraiz quadrada de 3 + 4i, pois
12-¢2 (2+10)?=3+4i
Z3ip 2 R+ 2=4+4i+2=4+4i-1=3+4i
2 1+iéuma raizde ordem 8 de 16, pois (1 + i)® = 16.
=%—%i+3i= (1408 =((1+0))¢=(1+2i+2)%= Qi) = 2% =16
= % + % L= As raizes quadradas de z = 2i sé@o 0os niUmeros com-
N plexos w = a + bi tais que w? = z, isto é:
=STe4 (a + bi)2 = 2i & a2 + 2abi + (bi) =

Calculo auxiliar

\/7 25 g_ﬂ_sx/—

& a? + 2abi + b?i2 =
< (a? - b?) + 2abi =

-b?2=0 {a2=b2
&

aZ

E =

tge:EAﬂel.QcHg0=l/\Bel.Q 2ab =2 ab=1

2

tg 0= 4 , por exemplo. = a=b v a=-b
ab=1 ab=1
55. (-4 a=b a=-b
= 2el[ 3] = v
a) Z = = al=1 b?
z+1 i4_“
2e 341 (4 condicao impossivel em IR
_ Ze(_?] _ a=b
= = &
Z(COS(‘M] +i sen[‘mD +1 a2=1
[-(_41] a=b a=b
2e 3 B = . v .
= AN - a= a=-
2[-l-ﬁi]+1
2 2 b=1 b=-1
[ 47:) Rt \

__2e 3 _ a=1 a=-1
-1-V3i+1 As raizes quadradas de 2i sdo os nimeros comple-
2e'( &) xosl+ie-1-i

V3
-4
_ 2e‘( 5 _ #=-1e (pe’)=e”
3 1{-2) <:>p4e(49 em
S &pt=1A40=n+2kmkeZ
=&el(_?ﬁ) e p=1 1/\6——+k—TE kez
3 4
. 5_]1: p>0 .
=¥e[( 6) Sek=0,ent50z0=e(4.

b) iwl=ze (pe)?=2e 3
4

<:>p€(29 Ze 3
op2=2 A 29=43—n+2kn,keZ

Sp=V2 A 6=23—Tc+kn,keZ

r>0

14 ©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

.3
Sek=1,ent5021=el4.
£
Sek=2entdoz,=e *.
2
Sek=3,entdoz;=e *.
[EE L O e
C.S.={e et ete 4}



b)

59.

60.

S-32e 6 (pe®)® = 32¢'¢
o poet = 32ei%
= p®=32 A 59=%+2kn,kez

Sp=2 A 6=l+&,kez
30 5

.
Se k =0, entao z, = 2e .

Sek=1entdoz = 2e .
Sek=2,entdoz, = 2e ©.

L
Sek=3,entdoz;=2e *.

4o

Se k=4, entdoz,=2e ¥,
i~ iﬁ iS_T( iﬂ iﬁ
C.S.={2e 30, 2e 30,2e ¢, 2e 39, 2e 30}

2=-2V3 4+ 6i

Calculo auxiliar
Sejaw=-2V3 + 6i.

p=V (-2V3)+6=V48

ABe2ZQetgh=-V3 A 0e2Q

tg 0=

2n

9=?, por exemplo.

.21
& (pel®y = V4ge 3

2
& ple = \/48e 3

& p3=V48 A 39=23—n+2krc,keZ
@p=m A 9=2§+23ﬁ,kez
@p=\6/4_8 A 9=2?T[+ Zgn,keZ
Sek=0, entEOZO=Wei%.

8n
Sek=1,entdoz, =V 48¢ 9.
.14n

Sek=2entdoz, = $/48e 7.
2n 8 l4n
CS.= {vﬁ 48e °,¥/48e °,¥/48e ° }

Opcao (B)

Os afixos das raizes indice 4 de w sdo vértices de um
quadrado centrado na origem. Das opcdes apresen-
tadas, apenas a (B) reline estas condicdes.

LT
V3-i=2e ¢
Calculo auxiliar
p=V (\/g)z+(flz:\/zl=2

1 V3
tgh=—= A 04 Qotgh=-—7"1r0€4Q

V3 3

T

=g por exemplo.

e

. " -z ~ ’
As raizes cUbicas de 2e ( 6j sd0 os nimeros comple-
X0S z; tais que:

—%+ 2kn

Z = \3/§el[ 3
Se k=0, entdo z, = %e‘[’ﬁj_

}, ke{0,1, 2}

b)

c)

Propostas de resolucao - Manual

-1ln

Sek=1 entdoz =V2e B.
231

~ 3 =T
Sek =2 entdaoz,=V2e 1.
Sejam A, B e C os afixos dos nUmeros complexos z,,
z; € z,, respetivamente.

B Im(z)

Sl “ Re(z)

C c

[ABC] é um triangulo equilatero centrado na origem.
-81 =8le"

As raizes quartas de 81e™ sao os niumeros comple-
X0S z; tais que:

(7 + 2kn

2= Va1e"a ], kel0,1,2, 3}

i(ﬂ+2kn)
oz=3e 4 ) ke{0,1,23}

Sek=0,entdoz, = 3e 4.
. 3n

Sek=1entdoz = 3e 4.
.51
L

Sek=2,entdoz,=3e *.
In

~ =
Se k =3,entdoz; = 3e 4.
Sejam A, B, C e D os afixos dos nimeros complexos
zo, 23, Z; € z3, Fespetivamente.

Im(z)

ol
"
>

WL

C R

[ABCD] é um quadrado centrado na origem.
iX
i=e? .
As raizes de ordem 6 de e 2 s&0 0s niimeros com-
plexos z, tais que:

%+2kn

Zk=\6/ie‘[ : J,ke{o,1,2.3.4,5}
i(n+4kn

12 j,ke{O, 1,2,3,4,5}

T

Sz=e

= i
Sek=0,entdoz,=e 12
.5
~ ==
Sek=1entdoz =e 12
i9_1[ .3n
Sek=2entdoz,=e =e
.13n
~ ==
Sek=3,entdoz;=e 2.
(17n
Sek=4,entdoz,=e 2.
2 7n
Sek=5entdozs=e 2 =e %,
Sejam A, B, C, D, E e F os afixos dos nimeros com-
plexos zy, z1, z,, 73, z4 € 25, respetivamente.

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor 15
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61.

62.

63.

Im(z)] op

[ABCDEF] € um hexagono regular centrado na origem.

Os moédulos de qualquer raiz de ordem 6 de w sdo
iguais. Neste caso, p = 3 e os argumentos das raizes
correspondentes a valores de k consecutivos for-

mam uma progressao aritmética de diferenga 2—n.
n

Neste caso, 2% = & .
6 3

.21

i2r
Assim, sez=3e 3 éumaraizde ordem 6 de w, entdo
as restantes cinco raizes sao:

+

A, B e C sdo os afixos dos nimeros complexos z,
z; @ z, que sdo raizes cUbicas de um determinado
nimero complexo.

Assim:

a

Z,= 3ei(_5J; ponto C(0, -3

n o 2n
_r.ir

Zo=38i( 2 3)=3ei%=3[cos[%]+isen(%D=

Como z; e z, sdo duas raizes consecutivas de um
certo nimero complexo, entdo os seus argumentos

diferem dez—n.
Assim:

I (_ljzz_ﬂigz_ﬂ:z_ﬂ:@nzé
6 6 n 6 n

(m 21 T
i|=+= i— .
Como z; = 2e (6 6j ez, = 2e % entdo as restantes
raizes indice 6 de z s&o:
i(£+2—ﬁj iL
z3=2e'6 6/=2e?

r=2e27%) _0et%

16 ©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

64.

b)

c)

zg+223-8=0
@Z3=-2¢v24+32
oB3=2v3=-4
& plelh = 260 v ple® - et
& (pP=V2Ar30=2kn) v (p=V4 A 30=n+2kn),
keZ
<:>[p=\3ﬁ A 6=&J v (p:\a/zl A 6=£+&j,
3 3 3
kez _ﬂ
. =
Se k=0, entdoz=V2e0 v z=V4e 3.
.21
Sek=1, entdoz=V2e 3 v z=Vder,
4x 5t
Sek=2,ent50z=\3/§e(3 v z=V4e 3,
2 am . x 5t
CS.= {%e“{%e( 3 ¥/2e 3,V4e 3,V 4ein /4e 3 }
PP+ =2+34+00

oB3=-1-i+1

eB=-

<:>p3e‘39=e_‘5

opi=1n 36=—%+2kn,keZ

oSp=1na 9=—%+%,kez

Sek=0,entdoz = el[_%).

LT
I
Sek=1entdoz=e 2
In

S.ek=2,ent510z=el 6,
([ m .t .7
CS. = {e‘[_g), eli, el?}

@ + )25 = 3i
5=
1+i
o5 3l 1=
1+i 1-i
o 5. 31=38
1+1
3 3.
&P =2 2
7T

Calculo auxiliar

3
tge:%A 0el’Qetg0=1A0e1°Q
2

tgo :%, por exemplo.

& poels = ¥ ei%

(:)pf’:ﬂ A50="L1 2k, keZ
2 4

5[3V2

A 6=l+2—kn,kez

5=
P 2 205



d)

65.

b)

Sek=0,entdoz=

Sek=1entdoz=

7x
Se k =2, entdo z = ﬁel 20
5n
Sek =3, entdoz=+ Me[ 4.
330
Se k = 4, entdo z = ﬁe‘ 20

2 - N2 7 N2 ,

5/3V2
2

z3-3z=0
©z3=3z
o (pe-)3 = 3pei®
& ple® = 3peif
opP=3p A -30=0+2kn, keZ
S p(P?-3)=0 A -40=2kn, keZ

efsrn' 5/3V/2 ei%}
2

a)

<:>[p=0/\6=k—n]v[p=\@/\9=%j,kel 67.

2

sep=0,entdoz=0

Se k=0, entdo z = V3e = V3.

L
p>0

Sek=1entdoz= \@ei5= V3.
Sek =2, entdo z = V3e" = -\/3.

.37
Sek=3,entdoz = V3e 2 =-\V/3i
cs. ={0, V3, V3i,-V3,-V3i}

b
lz-3-2il=3z-(3+2i)=3 )
Representa a circunferéncia de centro no afixo de
z;=3+2ieraio 3.

Im(z)
2 doen ,C
O 57 Reld
lz+3+2il<3&z-(-3-2i)|<3
Representa o interior do circulo de centro no afixo
dez; =-3-2ieraio 3.
Im(z)
........ " 0
-3 20 Re(z)
¢ -2

Propostas de resolucao - Manual

1<lz+5il<3ez-(-50)=1 A |z-(-50) <3
Representa a intersecdo do exterior da circunfe-
réncia (incluindo a fronteira) de centro no afixo de
z;=-5ieraiol, com o circulo com o mesmo centro
eraio 3.

Im(z)

o Re(z2)

c 3

z1=1+\/7i raio=3
z=0
|z - 2ol = [1+ V7i-0] =
=V1+7=
-V8
Como |z; - zol < 3, entdo o afixo de z; encontra-se

no interior do circulo de centro na origem e
raio 3.

lz+il=lz-1llez- ()l =]z-1]
Representa a mediatriz do segmento de reta [P;P,]
que tem como extremos os afixosdez; =-iez,=1.

Im(z)

Re(z)

lz-2-4il=|z+5-2il © |z- (2 + 4i)| = |z - (-5 + 2i)|
Representa a mediatriz do segmento de reta [P;P,]
cujos extremos sdo os afixosdez; =2 +4iez, =-5+2i.

L+i-zl<lz+2+ 2l & z-A+ )l <lz-(-2-2i)
Representa o semiplano aberto definido pela
mediatriz de [P,P,] e que contém o ponto P;, onde
P, e P,sao os afixosdez; =1 +iez,=-2-2irespe-
tivamente.

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor
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Im(2) b) arglz-1-2i =%<:>arg(z— (1 + 2i)) =%

Representa a semirreta com origem no afixo de

z; =1+ 2i e que faz um angulo de % rad com o
semieixo real positivo.

Re(z) Im(z) J\E
2
o P
68. o 1 Re(z)
a) Re(z) = 2 representa a reta vertical que passa no ‘ )
ponto das coordenadas (2, 0). c) —%sarg(z+1+31)s%<:>—%sarg(z—(—1—31))s£

Representa o angulo do vértice no afixo de

z; = -1 - 3i (P) cujos lados origem e extremidade
sdo as semirretas de origem em P; e que fazem um

Im(z)

angulo de - % e % rad, respetivamente, com o

semieixo real positivo.

Im(z)
o 2 Re(z) :
-1 0 Re(z)
i
4
b) Im(z) =-5representa areta horizontal que passano 7 P1‘> "'“jc """"""""""""""
ponto das coordenadas (0, -5). P R4
Im(z)
70.
o Re(z)
a) -2<Re(z)<3 A 1.1
z 3
-5 Calculo auxiliar
1 1 1 1
Z <§@H<§®|zl>3
c) Re@>3 Alm(z)=6
Im(z)
Im(z) 3 1
: —3'*—2 o] 3 Re(z)
0 3 Rel?) -
b)
69.
Tt
arg(z) = —
2) arg) =1

Representa a semirreta com origem em O e que faz

um angulo de % rad com o semieixo real positivo.

Re(z)
Im(z)
c) z-1+il<1
Fid
1
o Re(z)
Re(z)

18 ©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor



71.

72.
a)

b)

<)

d)

73.

74.

lzZl<4 A Re(z) <0 A lz+1]<|z+1]

Observe-se que a condicdo em variavel complexa
|z + 1] = |z + i| corresponde, em IR?, a bissetriz dos
quadrantes impares.

Assim, a area a sombreado é 3 da area do circulo
de centro na origem e de raio 4.

A=%xnx42=6nu.a.

lz-(3-30)<2 A —%sarg(z)so

z—[l+3i) =3A£sarg(z—(l+3i]]sn
2 2 2
6

O<arg(z-(2-4i)<

X
4

1<|z-il<2 Al<|z+ilg2

z-2+3i

—_— =1<:>|Z_2+3i|=|1+2i.—2|
1+2i-z

o lz- (2= 30) = |z - (1 +2i)

Representa a mediatriz do segmento de reta [AB],
onde A é o afixo de 2 - 3ie B é o afixo de 1 + 2i.

2lz-1l=z+2|

Sendo z = x + yi:

2|(x +yi) = 1] = [(x + pi) + 2|

& 2|(x = 1) +yil = (x + 2) + yil
&2VE-1)2+2=V(x+2)7 +)?
o (VE-17+22 = (Vi + 27+,

SAx2-2x+1+)y)=x2 +4x+4+)?

SA?-8x+4+ 42 =x? +dx + 4 +)7?
& 3x2+3)2-12x=0

S x?-4x+)?=0

Sx? -4+ 22 +)? =22

S x-22%+1y2=4

Representa uma circunferéncia de centro no ponto
de coordenadas (2, 0) e raio 2.

75.

a)

b)

c)

Propostas de resolucao - Manual

Re(z) - Im(z) <5

Sendo z = x + yi:

Re(x +yi) - Im(x +yi) <5< x-y<5
S -y<-x+5

<y2x-5

Im(z)
o 5 Re(z)
-5

zxz<4Re(z)
Sendo z = x + yi

(xx + yi) x (x - yi) < 4 Re(x + yi)
o x? - (yi)2 <4

o x?+)? < 4x

S x? -4y + 22+ )2 < 2?

S -2)P%+)y°<4

Im(z)

N.O

4 Re(z)

ZXz=-z-2
Sendo z = x + yi:

(c+ 1) x (x = pi) = =(v + p0) = (x = »0)
S x? - i)l =-x-yi-x+yl

o x?+)?=-2x
ox?+2x+1+)y°=1

o r+1)2+)2=1

2

£
]

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor
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9 Im(ziZ]Zl

Sendo z = x + yi:

m( 1 )21
X+yi+2

cﬂmEG:%T:ﬁ]zl

(x+2)- J>1
(x + 2) + yi) x+2) yi))

=y
( _+2)-yi ]21
=y

x + 2)?
xX+2 y i]zl
x +2)? (x+2)? +)?
R —|
< (x+2)2+)y?
S -yp2(x+22+1° A (v,y)=(-2,0)
S+22+12+y<0 A (xv,3)=(-2,0)

<:>(x+2)2+y2+y+(%]25[%]2 (x, ) = (-2,0)

2
<:>(x+2)2+[y+%j s%

Re(z2)

Aprende fazendo @ - paginas 68 e 69
76. Opcao (B)

Tem-se que:
B=-i
f=iP=-1
i=
e?=j
.37
17 .
e ?=-j

Assim, o numero complexo ¢ = -1 ndo é um imagi-
nario puro, mas sim um namero real.

77.

a) ei%=cos[%]+isen[%]=?+%i
b) \/Eei[_%] = \/f(cos[- %] +i sen[— %D -
o)
=1-i
c) Zei%ft:Z[cos[s_;‘)+1sen(53 D:
-2(3-22)-
=1-V3i

20 ©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

d)

f)

g)

78.

a)
b)

d)

e)

f)

g)

h)

4e'2 - 4[cos[1] + sen[ln =
2 2

=40+1i) =
— 4

V5ei" = V5 (cos m + i sen m) = V5 (-1 + 0i) = -\/5

In
lel2=i[ (7”]+lsen[7nn
6 6 2 2
1,
=—(0-1i0)=
¢ 0
--1
6

el=cosO+isen0=1+0i=1

i—e?
1=¢0
-V1l=V1len
i ael?)

1-i =\/§ei(_%)

Calculo auxiliar
p=VI+(-17=V2
tgh=-1 A 0e4Q

Por exemplo, 6 = —%

INE}

1,1, V2
4 4 4

Calculo auxiliar

=3 () - e e -

tg 0= 1A361Q

Por exemplo, 6 =%

1-V3i=2e 3

Calculo auxiliar

p=VI+(-V3)=Vis3=2

tgh=-V3 A 0e4Q

Por exemplo, 6 = —g

A
V2-V6i=2V2e 3

Calculo auxiliar

p= VIV + (Vo) = VZ+6-VB-2V2

tgh=V3 A 0e3Q

Por exemplo, 6 = —

. 51
. =
3+i=2e ¢

Calculo auxiliar
p=V (—\/§)Z+1z= V3+1l=2

go--Y3 aczrq

3
Por exemplo, 6 = 5:




79.

a)

80.

81.

b)

w=-1=e"

As raizes cubicas de w sdo os valores de w tais que:
1+ 2kn
we=V1 o5 J, kelo,1,2}
7+ 2kn
5% ¢ €{0,1,2}

@wk=e( 3

LT
Se k=0, entdo w, = e’

Se k=1, entdo w, = e~
5
Sek=2entdow,=¢e 3.

2
2-445-0cz=2% (-4)2-4x1x5
2x1
<:>z=4i V-4
2
o, 4+20  4-2i
2 2
Sz=2+ivz=2-i
CS.={2+i,2-1}

£#+2z2=0z2(*+2)=0
©z=0v 2=-2
©z=0v z=V2i v z=-V2i
={0, V2i, -V/2i}
26 +64=0c25=-64
As solucbes desta equacao sdo as raizes de ordem 6

do nimero complexo -64 = 64e'™, ou seja, 0s valores
z) tais que:
. l.[TL+2kT[
Zy = V 64 e 6
7+ 2kn

C}Zk=2e( 6

). ke{0,1,2,3,4,5}

], ke{0,1,23,4,5}

82.

83.

84.

b)

d)

e)

f)

g)

85.

Propostas de resolucao - Manual

e
Se k=0, entdoz, = 2e ',

P
Sek=1,entdoz = 2e 2,
]
Sek=2,entdoz,=2e °.
L7n
Sek=3, enté\oz3=2el 6.
L
Se k =4, entdoz, = 2e 2.
(1
Sek=5entdoz;=2e .
Snt In .3 lln}

C.S.={e62e22e 6 2e 6,2 2,2 6

Opcao (A)

|z + 2| = 3 define uma circunferéncia no plano com-
plexo de centro no afixo de z; = -2 e de raio 3.

Opcéo (D)
Seja z = pe®®. Entdo, 2z = 2pe’. Logo, arg(2z) = 0.

z=V3-V3i-= \@ei['ZJ
Calculo auxiliar

0= VIV3 + (V3 = V31316

-\V3
tg0=""= A 0efQetgh=-1 A 0e4Q
gh=—7 g

Por exemplo, 6 = —%A

Calculo auxiliar

_‘/(-\/g)ﬂ(_ljz_,/irl_ 4_q

PN 2) N2 47N~
1

2
ABelQetgh=
V3

A 953°Q©9=£+n

1
tg 0= —_ N
V3 6

2
Por exemplo, 6 = 7—”.

) 1l

z><w=\/5ei[_]><e6 \/_e( Ve 2

=, Veel B eali 8 el )
el

All 1 Ve
z \/gei(‘%) 6

Ve o1 g
#Al=(Vee' Y] +1=(Ve)'e' 4" 41=
=36el™ +1=-36+1=-35=35e"

%) ) ) (may (o

wo_ - - - 2)_ o3
5 3 — —
S
w= 1+l—\/e
As raizes quartas de w = \fe sdo os valores w, tais
que:
.[%+2knJ
[
=VV2e' * Jkef0,1,23)
n . 2kn
S wy = \fe[l6 jke{0123}
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86.

87.

88.

89.

. T
Sek =0, entdo z, = ¥/2e 1.
-9

Sek=1entdoz = ¥2e 1
17
Sek=2entdoz, = ¥/2e 1.

. 251
Sek=3,entdoz;= ¥/2¢ 1.

Opgao (B)

A regido a sombreado contém os pontos do plano
complexo que pertencem a intersecdo dos dois
circulos representados e cujo coeficiente da parte
imaginaria é negativo ou nulo.

lzZl<1 A lz-1<1 A Im(z) <0

Opcao (B)
1

w4+ — =

=)+ -———=

—elfn =

= elon 4 ei(-on) =

= cos(no) + i sen(nb) + cos(-nb) + i sen(-nb) =
= cos(no) + i sen(nd) + cos(nod) - i sen(nod) =

= 2cos(n0)

Sejaz=V12 - 2i.
Calculo auxiliar

p=V (VTZ)2+(—2)2=VTG=4

-2 2
tg=—= A 04 Qetgh=-
2V3

V12

@tgﬁ:—?A 0e4Q

ABedQ

Por exemplo, 6 = —%.

z= 491[_ %)

[

Para z" ser um nimero real positivo, entdo
arg(z") = 2km, k € Z, ou seja:

-nZ - 2km keZ & -nn=12km, keZ

6 on--12k keZ
Sek=0,n=0€elN
Sek=1n=-12¢IN
Sek=-1,n=12,12 é o menor nimero natural posi-
tivo tal que z" € um ntimero real positivo.

Representacdo de cos 6 - i sen 6 na forma trigono-
métrica:
cos 0 - isen O = cos (-6) + i sen (-0) = el
Representacdo de sen 6 + i cos 6 na forma trigono-
métrica: I
sen B +icosh = cos[l— 6) +i sen(ﬂ— 9] = e((Te]
Assim: 2
[cos 0 -isen 6]9 _ elt®
senB +icosO

22 ©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

b) ( 2+\/§i]2028_[%+%ij2026=

i2028ﬂ
—e 4 - 4 =
iz
— el _ o 2 _
=-1-i

Aprende Fazendo - paginas 81 a 85

1. Opcao (A)

s -~ T ents [1]1
earg(z) 7 entdo arg (z) 7 7

zl+i23+5=\/§etz+i3+5=
2-1i 2-1i

)l 3]) -5

2-

a)

_l+i-i+5_
2-i

6 2410 _

o etl_

2-0 2+i

_12+6i _
22412

12 6

-12,56;

5 5
(X (o
b) zlxzz=\/§e[4XZe[ 6 =
(m  5m
=2\/§el(z+ﬂ=

-13x

= 2\/§elf

Calculo auxiliar
p,= V(-V3)+1'=V3+41=2

V3 o
tgh,=-—= 1 6,€2'Q
Por exemplo, BZ=S?T[.

a; z=%—%i=el[_%1

Calculo auxiliar
R
V3

1.3
Z+Z—\/]_.-l

tgh= ABedQetg=-V3 A 0e4Q

2
L
Por exemplo, 6 = - 3

- T
-z . 3 . ~
Sez=e( 3]euma raiz cibica de w, entdo as restan-

tes serao:
(-2.%2) 2 (2.2
z=e 3 3=edez=e3 3=en
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b) Como z é uma raiz cibica de w, entdo z3 = w. —=i

If

) )3
Assim, w = [e ( 3JJ = el =1, & % =i, que é uma proposicao verdadeira.
4. Opcao (D) arg() =0
2=-le(-1)*=1 = % =0, que é uma proposicao falsa.
()P =-lel2=1

L
(24202 =4+8i+4i2=8ie (220 =4-8i+42 = -8i vt

(-2 + 202 =4-8i+4i2=-8ie (2 - 2i)?=-8i
Logo, -2 + 2ie 2 - 2isdo raizes quadradas do mesmo

< -1 =i, que é uma proposicao falsa.

nimero complexo. : I
P a) z=-2V3-2i-4e s
5. Calculo auxiliar
a) lz-2121 A lz-2/s2e1<z-2/<2 b= V2V3) '+ (2= VIZ 4 4= Vi6-4
R . . . tg 6= -2 Aee3?Qcptg9=ﬁAee37Q
b) |z-(3+D)<lz-2-2)e=z+3-i<|z-2+2i 2 3
Por exemplo, 6 = Iz
& I (5T
a) |zl<2 Assim, (z;)3= (4e ¢ ) =4% ' 6/ =6d4e 2
Im(z) b ooloi (-0-) _1-2is@_-20_ i(-3)
Z;= = = =—=-l=8
2 1+i @+DA-0) 212+1? 2

. T

(-
As raizes quadradas de z, = e( 2] séo os valores de
z) tais que:

—%+2kn

zk=\ﬁe‘[ 2 J,ke{O,l}

i(—£+ km

b) |z-2il=|z-2|
4 ),ke{O, 1}

Sz=e

Se k=0, entao, z = ei[_%j =

= cos(—%] +isen[—£} _V2 V2,

4 2 2
3n
Se k=1, entdo, z; = e =
=T =cos[3—”] isen[3—”] =—ﬁ ﬁi.
o argl)=3 4) ") T2 T
Im(z) 17—1.[ n & (21
o Z_4e’ =4e‘(?'7‘°‘] - 46‘[3 ~a)
23 i(£+a)
x e’
3 R Para ZL ser um nimero imaginario puro:
ez Z3
2n _m - 2n
d) Im()=2 3 a_2+kn,keZ<:) a=T 3+kn,keZ
JT
Im(z) <:>—a=—z+kn,keZ
sa=L4iknkeZ
2 6
5 10. .
Re(z) a) z-1-002-i=0Az2022=iAz20
z
7. Opcdo (A) As solucdes desta equacao sao as raizes quadradas
Sejaz=pe? com0<0< % do nimero complexo i = e 2,isto &, os valores de Z
) i[Z4kn
Entdio, 2z=2pe®e0<f <. que satisfazem z, = e£4 ) k{0, 1}
2 Sek =0, entdoz, = e
8. Opcao (B) i

. Sek=1entdoz =e
L.=i_i iZ [5_”
t C.S.={e4,e4}
< 1 =0, que é uma proposicao falsa.
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b)

c)

d)

11.

24 ©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

3+ (1+V3iz=0oz2+1+V3i)=
&z=0v 2=-1-V3i

Calculo auxiliar
we-1-V3i-26%
o=V (1Y +(-V3)=V1+3=2

Por exemplo, 6 = 43—7[

tge:-%% BexXQetgd=\3 A 0e3Q

As solucdes da equacdo z2 = -1 - \V/3i s30 as raizes

47'5 b)

quadradas do nimero complexo 2e 3, , isto &, os

nameros complexos Zy tais que:

43—7[4- 2k

2= ﬁe‘[ 2 J ke{o, 1)

. 2m

Sek=0,ent:§\0z0=\/_el .
(5

Sek = lent50z1-\/ 3,
{O V2e'? 3 \/e 3

2-i22-z+1i=0

12.

a)

Calculo auxiliar

‘ 1 0 —l‘O:r

< (z-0)(E#-1)=0

oz=iv =1

Sz=ivz=-1lvz=1

CS. ={i,-1,1}

B =7 e (pe)? = pel®
& p3 el = pelt®

p =p
&
30=-0+2km, keZ

p=0
= K v
9=7n,keZ

e — |
z=0é uma das solucdes

Sek=0,entdozy=el=1.

Sek=1,enté0z1=ei=i.

Sek=2,entdoz,=e"=-1.
. 3m
Sek=3,entdoz; = e 2 -

CS.={0,1,i-1,-i}

7 =4V3 4140

{p(pz—l)=0
=

40 = 2k, ke Z

p=1
6=k—n,keZ
2

13.

Calculo auxiliar

p=V(@V3)+4-\ei-8

tgo=—2
4

Por exemplo, 6 =%.

A eel‘.’Q@tg6=?/\ 0el’Q

b)

LT

4
As raizes de ordem 4 do nimero complexo 8e ¢ sao

os valores z; tais que:

%Jr 2k

Zk=%el[ 4

J, ke{0,1,2, 3}

i,k
<:>z,(=\4/§el[24 2),ke{0, 1,23}

Se k =0, entdo z, = /8 ei;_“.

Sek=1,entdoz = V8 el%n.

Sek=2,entdoz, = V8 ei%n.

Sek=3,entdoz; = V8 ei%.

i. A Im(z)

O Re(z)
B
ii. Se Aupaog = 12, entéo ﬁzx 4_12AB=6.

Assim, A(-4, 3) e B(-4, -3). Logo, z = -4 + 3i.

Se z; é solucdo da equagdo, entdo verifica

—ixzy=-2Z.

N
-ix16e 4 =-16e" *

el D167 ~ 16" 7
( m 3m Jt
(:»16el( i = 16e

T[
= 16e 4= 16e 4 , que é uma proposicdo verdadeira.
3n
. ‘T ~
As raizes de ordem 4 de z; = 16e * sdo os valores z;
tais que:

3%+ 2k

zk=\4/_e[ 4 ],ke{0,1,2,3}
3n kn

Sz= Ze[lé 2)  ke{0,1,2,3}

Os afixos destas quatro raizes de ordem 4(A, B, C
e D) sdo vértices de um quadrado de diagonal 4.
Assim, sendo ¢ o lado do quadrado, vem que:

4+ 2=4=22=16 = (2=
Logo, Ajppcp) = 8 u.a.
(1+3i)z1—i“"+i1°°=(1+3i)(2+i)—i1+i°=
1+4i 1+4i
2+i+6i+3-i+1 _
1+4i
__6i _6i(1-4i)_
1+4i 1+16
_6i-24i% _24,6,
17 17 17

As raizes de ordem 4 de um niimero complexo for-
mam um quadrado inscrito numa circunferéncia
centrada na origem do referencial.

Se z; € uma das raizes de ordem 4 de um nimero
complexo z, entdo as restantes raizes de ordem 4 do
mesmo nimero complexo sdo:

iy =12 +10)=2i+2=-1+2i
—z1=-Q+0)=-2-1i
—izy=i(-2-10)=-2i-?=1-2i



14.

15.

LT .
4

= 1
iz;=e?xe
Para que iz, seja um niimero real:

£+M=kn,kez<:>ﬂ=—£+kﬂ:,k€z
10 2

2 10

<n=-5+10k, keZ
Sek=0,entdon=-5¢IN.
Sek=1entdon=5¢€lIN.

nx i(£+ﬂ]
10_p'2710

Logo, n=5.
Opcdo (A)
Sejaz=x+yi
z-z2=0& (x+yl) - (x-»i)=0
< 2yi=0
<y=0

Condicao que define o eixo real:
Re(z) =0 < Re(x +yi) =0
x=0
lzZl =0 |x +yil=0
S Vat+1y2=0
ox2+y?=0
z+z=0 (x+y)+(x-y)=0
< 2x=0
<x=0

O circulo representado tem centro O e raio 2, visto
que |z| = 2. Sendo o hexagono regular e centrado
na origem, entdo os seis vértices sdo os afixos das
raizes indice 6 de um certo nimero complexo e 0s
seus argumentos diferem de 2?“ = %

Assim, uma condi¢do que defina o conjunto de pon-
tos a sombreado é:

<13z

lZl<2 A %s arg(z) < =

Calculo auxiliar

T T
5 3= 15

Calculo do raio da circunferéncia:

r=22+22=r’=8
&r=V8,r>0
or=2\V2

2| >2V2 A |z-2| =1z -2i|

Sendo P; o ponto de coordenadas (0, 2), o nimero

. JU

i
complexo do qual P, é afixo é z; = 2i = 2e 2.
As restantes raizes clbicas sdo:

(.2 In

zZ=2e‘(2 3j=2e'6=2[-%-%i]=-\/§-i
(7 2; ﬁ

z3=2e’(6+3J=2e’6 =2[%—%i]=\/§—i

Im(z;) = Im(z,) = -1
Assim, uma condicéo que define o dominio plano
élzl<2 A Im(z) < -1

d)

16.

b)

c)

d)

e)
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O lado do quadrado é V2. Logo, o raio é %

V2 =

|Z|ZT A —Zsarg(Z‘f'l)S% A
A 3—“<arg(z—1)55—7c

4
zZ=-z

Seja z =x + yi. Entao:
x-yi=-(x+yl) & x-yi=-x-yi

< 2x=0

ox=0
Condicdo que define todo o eixo imaginario.

Im(z)

lzZl<3 A Im(z) <0 A Re(z) <0

Re@) <2 A lIm(EZ)I <2 A |zl >1
& -2<Re(z)<2 A -2<sIm(2) <2 A |z]>1

Im(z)
2 .....
1
-2 -1.0 1 2 Re(z)
=
2
Tcargl) s v Im(z)sO} N
Im(z)
...... ~
: x4 -
QQJZ Re(z)
-2

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor
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17.

a)

b)

18.

e
=!—1+i[x[—i!=
i x (-i)
-
===
_Lei
1
=1+i=
=\/§elz

w = z;, pois arg(w) =%+ 2ks, k € Z e um argumento
dez, 6.
5

W # z5, POiS |w| = V2e |z, = 2.

P
. . i

Sejaz,=2e%ez =pe

iz ) o+

z, Xz, = pe 5><Ze‘9=2pe[ 5j

Para que z; x z, seja um namero imaginario puro,

tem que acontecer:

arg(z; x z5) =%+ kr, k e Z

Assim:
6+%=%+kmkez
=0=2-2 \knkeZ

2 5
<:>6=3—n+kn,keZ
10

1+\/§+i_ (1+\/§+i)(1+\/§+i)

1+V2-i (1+V2-)21+V2+i)
_ §1+\ﬁ+i!2 _

C@+V2P-iz
(@ V2P 421+ V2)ie 2 _
(1+\/§)2+1
_142V242-14(2+2V2)i _
1+2V2+2+1
_(@v2+2)@+) _
2\V2+4
_(@2V2+2)(av2-4) 4 4

(2V2+4)(2V2-4)

_4V4-8V2+4V2-8
(2V2)? - 42

1+0)=

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

19. 1° processo

l+cosB+isenf _1+e? 1+e9 _
l+cosO-isen® 14e0 1+ei®

2° processo

l+cosf+isenf _
l+cosB-isenB

_(1+cosB+isenB)(1+cosb+isen6) _

" (L+cos6-isen6)(l+cos6+isen o)
_ (A +cosO+isen0)? _

(1 + cos 0)? (i sen 6)?
(1 +cos6)? + 2(1 + cos B)i sen 6 + (i sen 6)* _
(1 + cos 0)? + sen?0

_(L+cos6)?+i*sen’d +2(1+cos6)senBi _
1+ 2 cos 6 + cos?0 + sen?0
1
(1+cosB)?-sen’6 + 2(1 +cosB)senBi_
2+2cos0

=1+2cosB+cosze—sen26+2’(1+g95’675en9i_

M~ =

~

2(1 + cos 0) 2(1 + cos®)
2 2
=cose+c056+2cose+isene=
2(1 + cos 0)
2
_2cos 6+2¢:056+i$ene=
2(1 + cos 0)
=,2/c056+(g0543+/1)+isene=

2(1+€056)

=CcosO+isenf=
= el®

£-722492-9=0(z-1)z+9)=0
©z-1=0v z2+9=0
oz=1v 2=-9

Sz=1vz=3ivz=-3i
3n

. TU .
. = =
oz=e0 v z=3e2vz=3e 2

Calculo auxiliar

Im(z)
3.
ol A Re(z)
3 A= 62L1 =3ua.



21. Opcao (B)
Como w tem o seu afixo na parte negativa do eixo

(-
imaginario, entdo w é do tipow = pel[ 2). Logo, as

raizes cUbicas de w sdo os valores wy tais que:
n  2kn

Wi =\3/§e‘[‘3*TJ, kel0,1,2)

Se k =0, entdo w, = %ei[_%].

Se k=1, entdo w; = %eig.

Se k =2, entdo w, =\3/§e1%.

Observe-se que o afixo de w; pertence a parte posi-

tiva do eixo imaginario. Logo, das opgdes apresen-
tadas, apenas a opcao (B) satisfaz esta condigao.

2. . | o))
a) MxB=(xz) eodx’=2e6x2e" 3
Calculo auxiliar

b= VI (VI V=2

tgh=V3 A 0el°Q

Porexemplo,ﬂ:%.

P

X
s2=16e ¢

As solucdes da equacédo sdo as raizes clubicas do

. T
I
namero complexo 16e ¢, isto &, os nimeros comple-
X0S z tais que:

%4— 2k

2=V 16ei[ 3

], k{0, 1, 2}
e
oz=V16e '8 3/ ke{0,1,2}
Se k=0, entdo z, = % 16eiﬁ.
.13n
Sek=1, entdaoz, =V T6e 1.
257
Sek =2 entdaoz, ="V T6e 1.

L . 13w . 25w
CS. = {v3 16e 18 V/16e 18,V/16e 18}

Propostas de resolucao - Manual

b) (Z:szn _|2

2n
Para que [51-] seja um namero real positivo, entdo
22

2n
arg((ﬁ—] J = 2km, k € Z, ou seja, % n=2kn keZ
7]
& n=6k keZ.
Para k =1, n=6 é o menor valor natural positivo de
n que verifica o pretendido.
c) w=a+bi+1-4i+ (20 =
=a+bi+1-4i-4=
=(a-3)+(b-4)i
Como o afixo de w pertence a bissetriz dos qua-
drantes impares Re(w) = Im(w), ou seja,a-3=b - 4.
Como |w| = 5V2, tem-se que:
Vi(a-3)+(b-42=5V2
{a—3=b—4

(@-3)2+(b-42=25x2

a=b-1
=
(b-4)2+(b-4)2=50
{a:b-l {
= =
2(b -4)2=50 (b-4)?=25
{a:b—l {a:b—l
= v
b-4=5 b-4=-5
a=9-1 a=-1-1
= v
b=9 b=-1
a=8 a=-2
= v
b=9 b=-1

Assim,z3=8+9i v z3=-2-1.

- 4n

w4 4n
whe 2 _ [\/5813J +2=(\/§)4el3 +2

i B i

Al

-
3%

it
_2-2V3i+2_
-i

23
a)

-ixi
_-2V3i _

-2

_2V3_

1
=23

2\V/3 éum nimero real, como queriamos demonstrar.
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b)

24,

b)

Sejaz=-1+i.

Calculo auxiliar
p=V(1)+1"=V2

th:—%/\ 0eZQetgh=-1 A 0e2Q

Porexemplo,ﬂ:%‘.

Como p = V2, V2 é o raio da circunferéncia repre-
sentada. x

I
As raizes cubicas de w = \/2e 3 sdo os valores w, tais
que:

A§+2kn]
Wk=\3/\/§e'[ > kef0,1,2)
(&, Zkn
(:»wk=\%e[(9 3J,ke{0,1,2}

Se k =0, entdo w, = $/2e'9.
Assim, arg(w;) = %

Logo, uma condicdo em C que defina a regido assi-
nalada é:
1< V2 A Z<argl) s%ﬂ

‘ z

<3 A arg(z):%,kez
@% 3 A arg(z)=%,kez

<zl <3 A arglz :k—n,keZ

Sek=0,arg(z) =0.
Sek=1,arg(s) = %
Sek =2, arg(z) = m.
Sek=3arglz) = 37”
Im(z)
3L
370 3 Re(z)

IMiz-2)>zxz Alz-2z|=4

Sejaz=x+yi

Im((x + yi) = @ = yi)) > (x + pi) x (x - yi) A
A e +yi) - G-yl =4

& Im2yi) > x2 - (i)? A [2yi] = 4

S2y>x2+)2 A (2y=4 v 2y=-4)

ox?+1?P-2y<0 A (y=2 v y=-2)

&xX2+y?-2y+1<1 A (y=2 v y=-2)

&xX%+(p-12<1 A (p=2vy=-2)

Im(z)

Nao existe nenhum ponto do plano complexo que
satisfaca a condicdo pretendida.

28 ©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

Osarg(z—2—31)s% A Re(z)sé} v
v {—%s argl)<0 A Im(x) = -3 A Re(z)sé}
Im(z)
.4

1 B A
P
2

ON,/ & 6 Re(z)

8

,,,,,,,,,,, I

>
P

Exercicios-Tipo Exame - paginas 86 a 88
1.

B-4zxz+10-2i=0
& (V2e)P -4x2+10-2i=0
& (V2)? el = -2 4 2i

. 3m
& V8el® =\/ge 4
=V8=V8 A 39:3775+2kn,kez

[
condigao universal

@6=£+&,kez
4 3

Como 0 e }o,l{,e=£.
2 4
i
Assim, z =V 2e 4.
Como z € uma das raizes sextas de um certo nUmero
complexo w, entdo z6 = w.

wez=[VaeE]
-(Vaye'-

3
=8e 2 =
=-8i

Calculos auxiliares

czxz=(V2e") x (V2e") =

- (Vyer
2e°
2

- 3
c-2+2i=V8e *
[-2+2il=V(2)+2=V38
tge:%/\ ae2’Q

0 =3T“, por exemplo.




2.

Opcéo (D)

=—1+\f31—%i—%=

V3 1),

-(2-2)+(v3- 1)

Re(w)=-1-§ e Im(w):\@—%
M_Re(w)=—l—£
2 2
WoW )= V3 -1
2i 2

22 +i02-2i3

" [%[49i%+ Zeis?“]]u - [\/8 V|
[
[

Calculos auxiliares

x s
A 5 7 . o Sn] . [571])_
4e”’ +2e 4[cos(3)+tsen(3)j+2[cos[—3 +isen 3))=

1)1

) 2772
=2+2V3i+1-V3i=
=3+V3i=
-Vize*

3+V3il=V9+3=V12
tg9=?/\ 0ellQ
B=%, por exemplo.
2240y -2 =204+ 4i+ (A1) -2 =
—2( +4i)-2i=
=6+8i-2i=
—6+6i=
-\V72¢*

PA=wef=en

Pretendemos determinar as raizes quartas de e,

que sdo do tipo:

7+ 2km
2=V1ixe 4 ,ke{01,2 3}

k=0\,~zo=l><eiz %4'%!.

.31[

(5

In
k=3vZ3=lxel4=%—%'
cs={ﬁ+ﬁi_ﬁ+ﬁ,_ﬁ_ﬁ~

2 2 2 T2 2 2

ﬁ_ﬁ,}
2 2
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4.
4.1 Opcéao (A)
p=V32+42=\25=5

Logo, 5 é o raio da circunferéncia de centro na ori-
gem e que passa em A eem B.

Como o comprimento do arco AB é 5?“ tem-se:
am_ —axSoa=L
6 6

Entdo, 2% = ™ logo, n = 12.
n 6

Sejazgo nUmero complexo cujo afixo é B.

ZB—zxe (3+4l)[605[%j +isen[%)] -

=(3 +4l)[£+%lj

_3V3 .3, VB0 22
2 2

=—2+%\f3+i[%+2\f3]=

_3V3-4 .3+4V3

2 2
3V3-4 3+4\@]
2 2 )

Assim, as coordenadas de B sdo (

42 Re(zxw)= % N Re[ée‘“ x % ei“] - %

x l ei(rx+ﬂ)j - l
4

ei(20) ) —

= Re[6

[

< Re(2e
(

& Re(2 cos(20) + 2 sen(2a)i) = %

'_'+-h

& 2 cos(20) ==
4
< cos(2a) = %

& cos?o - senZa = %

(1 - cos?a) =

<:>2c052a—1=%

& cos?a - %

& 2 coslo =2

Comoae }r, 32_3'5

Assim:

senZo=1-costo=1-—2 =L

16 16
V7

Entao,sena =+

37 \7

Comoae}n,—[,sena:——.
2 4

z=6el" < z=6(cos o +isena)
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5. Opcao (C)

Como o tridngulo [OAB] é equilatero, entdo os pon-
tos A e B sdo os afixos de dois nimeros complexos
com o mesmo maddulo e cujo argumento difere de

Z rad.
3

Assim, sendo A o afixo de um nimero complexo
z = pe'% entdo B é o afixo do nimero complexo

2o pei(6+§].
Tem-se que:

pei[m%) = pel® x e‘% _

= pe® x [cos[%] +i Sen[%]j -

=zx[%+%i]

6. zl=\/§e‘z+ {2031 =
= \fz [cos(l] +isen[£j] + {4%507+3 2
4 4

- 2[ﬁ+ﬁi]+i3=
2 2
=1l+i-i=
Zz:ei(e)
Assim:

z1+2,=1+el0=
=1+ cos(-0) + isen(-0) =
=1+cosO-isen6
|z, + 2,12 = (V/(1 + cos 0)2 + (-sen 6)?)* =
=1+2cos0+cos’0 +sen?0 =

1
=1+2cos6+1=
=2+2cos0
Como, para qualquer valor real de 6, se tem:
-1<cosf<1l
entao:
-2<2cos6<2
e:
0<2+2cosb<4
isto é:

|z, + 7,12 €10, 4]

7. Sejaz=pe®.
2=z & (pe)? = -(pe)
& plei@) = _(peil-t)
& pei@) = peil-0+m)
Spl=p A 20=-0+n+2kr keZ
S p?-p=0 A 30=n+2km keZ

ople-1)=0 A 6=%+%,kez
Sp=0v [p:l A 9=£+&,keZJ
3 3
Sz=0v [p:l A 9=£+&,keZJ
i 373
i=
k=0_.1e3
k=1\/1€in

(5
k=2_-1e 3
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9.
9.1 W=21X(Zz)2 =(2—!'19)><(1—i)2_

Ajoasc) = 2 x Ajopg) = 2 %

lz+i2+]z-1i?<20

Slx+yi+ i+ x+yi-i?<20

S+ +Dil2+x+(-1)i*<20

o (Va2 (p+12 + (Va2 + (y-1))* <20

o+ +1)2+x2+(-1)%<20

S22 +)2+2p+1+)2-2y+1<20

2% +2)2<18

o x?+)?<9

Logo, o afixo de z pertence ao circulo de centro na
origem e de raio igual a 3.

% 1+2i
_(2-)x (1-2i+ )
1+20

(-3 x1-2i-1)

1+20
@+ x(-2) _

1+2i
_—4i-2%

1+2i

_2-4i_
1+2i

_(2-4i)1-20) _
1+ 20)(1-2)
_2-4i-4i+8 _
12 + (-2)?
_2-8i-8_
1+4

e £ (5 B
5 5 25 25
T
25
=V4-=
=2
Seja 6 = arg(w); 0 € }—n, - %{ pois a parte real e a

parte imaginaria de w séo ambas negativas.



9.2

10.

11.

_8

5 4
tgo=—2 -2
g N

5

Uma vez que a funcdo tangente é continua e estrita-
mente crescente em }-n - ?{ e que tg[— 3%] =1,

como %> 1, podemos garantir que - %T“< 0<- %

—z;xz=-(1-1i)x e =
=(-1+i) xe@ =

- \/eif—“) x ei26) =
-\V2e (G=)

Calculos auxiliares

l+il = V(L) +17= -2

- Seja pumargumento de -1 + i:

tg)= <=1
-1 B é um angulo pertencente ao 2° quadrante
Re(w) <0 A Im(w)>0

B=n—£=3— por exemplo.
447 ’

s
Assim, -1 +i=V2e *.

-z, x z @ um numero imaginario puro se

3n+2(9——+krc keZ.
4 2

Desta forma:

3'—T[+29=£+krc,keZ(:)ZG:ﬂ——+k7c kez
4 2 2 4
<:>29=-%+kn,keZ

©0=-T, k2“ kez

€ [O, %} logo, para k =1, tem-se que 0 = 3n
Assim, o valorde 6 € {0%} paraoqual-z,xzéum
ndmero imaginario puro é 3?“

Opcéo (C) i[_ﬂ
z=-4i=4e

N
—

iz
6 _

).

zx e‘% = 4el[_gj

X

e

L +

(-
=4xel[ J

e 5] sisel-5])-

={%_%;}

o a

=4xe

wla Nl:l

Comecemos por escrever V3 -inaforma trigono-
meétrica:

V3-il=V(V3) +(-12=Va=2

Seja 6 um argumento de V3-i

0= 13 o \3[3 6 é um angulo pertencente
0
Re(w)>0 A Im(w) <0 ao 4° quadrante.
= Z por exemplo.
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Assim, V3 - i= 2ei(_%).

4e‘( 56?) 4;[_%]
_105%
2
_1E
2
1%
2

Sabemos que w é uma das raizes quintas de um
certo namero complexo z, logo, z = w°, de onde
resulta que:

[Ze 23“]5 = [%]Se (55 =

12.

121 w=7; + 212, - 6(1 + i)? =
=-2+3i+4+7i-6x2i=
=2-2i

Calculos auxiliares

cz,=-2+3i

L _3-1_(-0a-0)_
D140 Q+D@-0)
3—3i—i+iZ 3-3i-i- 1

czz,=(-2+3)x(1-20)=
=-2+4i+3i-6/'=
=-2+7i+6=
=4+7i

C@L4iP=1+2i+7=1+20-1=2i

lwl=V22+22=V8=2V2
Seja 6 um argumento de w:

_2—2 =-1 6 é um angulo pertencente

ao 4° quadrante.

tg 0=
Re(w) >0 A Im(w) <0
=- % por exemplo.

Desta forma, w = 2\/§ei(_2).
.3

=

2 e? |
2L - i,
= [ei(@]n [e‘('g)r
3
_ ez _JFF
%)
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Calculos auxiliares

Lo

k443 _ 3

i =i=-i

. T . e e . T
Z]=COS? —lSel’l? =COSE +lsen —? =

YEL.
e[(2 5)éum imaginario puro, se 3T NT_T L kr
2 5 2
Desta forma:
Jm,m_x, kn, k e Z ofn_n_3m, kn, ke Z
2 5 2 5 2 2
@M=—2—n+ kr, keZ
5 2

<:>%=—1+ k,kez
<n=-5+5k ke”Z
Atribuindo valores inteiros a k:
k=0:n=-5+5x0=-5 (-5¢IN)
k=1:n=-5+45x1=0 (0elN)
k=2n=-5+5x2=5
5€IN, logo, 5 é o menor nimero natural positivo nde

11
modo que 211" seja um nmero imaginario puro.
Z3

Teste Final - paginas 89 a 91

1.

Opcéo (B)

z=a+\/§ai,a>0

lz2l = Va2 +(V3a)f = Va2 + 3a2 = V4a? = 2|a| = 2a

V3a
a

tg 0= ABelPQetgh=V3 A 0e1°Q

0= % por exemplo.
z= 2aelg

i£)? i3
2=(2ae 3) =23xade 3 =8ae"

iz 3 1
. 4e ¢+ 8e © } _
V24((2 + i)? - 3 - 10i)

4[cos[%) + isen[%]] +8[cos[5?n] +isen[5§]] "
VA2 + P2 +1)-3-10) )
4[ﬁ ' 1]+8[—£+ix%} .

2 "% 2
\V24((4 + 4i - 1)(2 + i) - 3 - 10i)
=[ 2V3+2i-4V3+4i T:
V/24((3 + 4i)(2 + i) - 3 - 10i)

=[ -2V3 + 6i ]1:
V/24((6 + 3i + 8i - 4) - 3 - 10i)

_ [ -2V3 + 6i jlz _
V24(2 +11i - 3 - 10))

Calculo auxiliar

[-2V/3 + 6il = V12 + 36 = V48
tg o=

6 o -3 o
ABe2ZlQoetgh=— A 0€2'Q
V3 V3

otg0=-V3 A 0e2Q

0= ZTT[ por exemplo.
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Opcéo (C)

z=ad+bi a>b>0
Z_z_abl g py G+bE_, pi

i i i2
=-ai+b-a+bi=(b-a)+(b-a)i

[ I D
<0 <0

b-a<0,poisax>b.

Logo, o afixo de £ - Z pertence ao terceiro qua-
drante. !

Opcao (B)
z; =1el0 = e© AB = AE = 2T
iz _ >
z,=1le > =e? OA=1
(%) 3 .
zg=1le' */=e' ° OB=1
ENE -
Z+zz=€ > +e = OE=1
=cos[2—”j +isen 2—”] +cos[—2—“J + isen(—z—“] =
5 5 5 5
Im(z)

2n
/ """" \5
o) Re(z)
,,,,,,, / 2n
5

e ) so(3F)co 2)-ocnf2 -
5 5 5 5
=2 cos[z—nj

5

pr=V(1)2+(-V3)=V1+3=2

tg 0, =

3 A 0,€3°Qo tg0,=V3 A 0,e3°Q

0, = % por exemplo.

4
Logo, z; = 2e 3.




2">0,VnelN

(z1 x z,)™ € um namero real positivo se ==
keZ <n=15k keZ

k=0._.n=0

k=1._-n=15

O menor valor de n natural positivo é 15.

2n n = 2k,
15

27 2n _ 2¢;

O _AN RN _ N un-4g
4 4 n 4 n
i(3n Z_n] i57(
z,=3e'4 4/=3e 4
(.2
Z3=3e 4 =3e 4 5 Tn

= =
n =4 e as restantes raizes sdo 3e 4 e3e 4.

((l+d)xi=-i+4i>=-4-i
(-4-)xi=-4i-2=1-4i
(1-4)xi=i-42=4+i
As restantes raizes quartas de z sdo: -4 -i, 1 - 4i e
4+

p i ; 2n 2n
+)xe3=2+0)x [cos(?) lsen[ 3 D

(2+l)x(—%—ﬁl]

2
=—1+\/§i—%i+ﬁi2=
=[-1-§]+[vg-%]i

23] (+5-3)
As outras duas raizes clbicas de z sdo:

) (e (102 (-3

Opcao (A) -
OB? = OA? + AB2 < OB2 = OA? + OA2
& OB2=2 0A?
& OB=V20A
=V2x0A

25l = V2 x|z = V2 x V(-2)2+12= V2 x V5 = V10
Sejam 0 e 6, os argumentos ndo negativos minimos
de z; e z,, respetivamente.

0,=0, +%
2 1 4

10.

11.

12.

Propostas de resolucao - Manual

zz=zlx\/iel%=(—2+ )x V2 [cos[%) +isen[%]] =
=(-2+)xV2 [%+%1] =

=(-2+0)x@Q+0)=
—(-2-2i+i+D)=
-3

Assim, Re(z,) = -3.

z2=8lz2°-81z=02(:*-81)=0
&z=0v #=81

As raizes de ordem 4 de 81 sdo de forma:
0 + 2km

et

-3e 2 ,kef{0,1,2 3}
3e‘° 3

J ,ke{0,1,2, 3}

21_392 3i

2 = 3e‘“= —3
3

z=3e 2 =-3i
<z=0vz=3vz=3ivz=-3vz=-3i

CS.={0, 3, 3, -3, -3i}
Op¢ao (C)
1<l-(1+2)/<2 A —%<arg(z—(l+2i))s%
<:>1S|z—1—2i|$2/\—%1<arg(z 1-2)< 2
3n
Im(z - 6i) x Re(i x z) < -|-8i] A Z<arg() 7
Substituindo z por x + yi ha condicao
Im(z - 6i) x Re(i x z) < - |-8i| obtemos:
Im(z - 6i) x Re(i x z) < - |-8l]
< Im(x + yi - 6i) x Re(i x (x - yi)) < -8
< Im(x + (v - 6)i) x Re(xi +y) +8<0
S @p-6)xy+8<0
-6y +8<0
& 2<sy<4
Calculo auxiliar
2 6+V36-4x8
y—6y+8=0<:y=f
6+2 + +
N NG/
oy=4vy=2 2 4 *

Intersetando a regido definida por esta condicado

com aregido definida por—<arg() obtém-se
o trapézio:
Im(z)
4
2
—4 ;2 0 2 4 Re(z)
A=4‘2LS x2=12ua.
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