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3. Funcoes
Recorda - paginas6a 9
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a) VA-V-8=V64-(-2)=8+2=10
b) V2°+V(-7)2=1+V49=1+7-8
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a)  25000(1 +0,02n)
b)  25000(1 +0,02)"
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Capitulo 1 - Funcao exponencial
Tarefa - Os fungos - pagina 10

a)

t (tempo decorrido, p (nimero, em milhares, de

em dias) fungos por cm?® de agua)
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16
5 32
L 6 64 )

b) Segundo o modelo definido pela funcdo afim,
P(t) = 2t, a variacao sofrida em cada intervalo de um
dia seria sempre a mesma (2 milhares). No entanto,
nao € isso que acontece - quanto maior é a popu-
lacdo de fungos, maior é o aumento por unidade
de tempo. O aumento da populagdo de fungos ndo
se verifica a uma taxa constante; o que é constante
em cada um destes periodos é a variacao relativa:
se no primeiro dia a populacéo duplicou, o mesmo
acontece nos dias seguintes, isto &, P(t + 1) = 2 x P(t).
De um modo geral, podemos expressar o nimero,
em milhares, de fungos, por cm? de 4gua, ao fim de
t dias, por P(t) =1 x 2%,

c) i.As 21 horas do dia 2 de setembro de 2020 corres-
pondemat=15.
Assim, P(1,5) = 2% = 2,828 milhares.

ii. As 15 horas do dia 3 de setembro de 2020 corres-
pondem at=2,25.
Logo, P(2,25) = 22% = 4,757 milhares.

iii. As 9 horas do dia 31 de agosto de 2020 corres-
pondemat=-1.
Assim, P(-1) = 271 = 0,5 milhares.

Exercicios de margem - paginas 10 a 24
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10.
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Opgéo (B)

f(k +x) = 100 x f(x) < 10K+ = 102 x10*
= 10k+x= 102+x
sSk+x=2+x
k=2

fO)=2=bxa’=2<b=2
fé crescente se a > 1.

f0)=3e=bxa’=3<b=3
fé decrescentese 0 <a < 1.

[12=b><c12 Ja2b=12 J
= =
124=bxa3 laxazb=24 112a=24
J22b=12 Jb=3
= =
1a=2 1a=2

E(0) =3,97e7%9%0=3,97 x 1 = 3,97 mg/m{

C(2) - C(1) _ 3,97e799%2-397e09
2-1 1
=-0,96
O resultado obtido (-0,96) significa que, durante a
segunda hora, a concentragdo de medicamento no
sangue decresceu a uma taxa média de, aproxima-
damente, 0,96 mg/m¢ por hora.

tmvy 5 =

Q(0) = Que** & 2000 = Q,e°
2000 =Qyx 1
& Q= 2000

Q(t) = 2000ekt
Pretende-se determinar Q(60).
Sabe-se que Q(20) = 6000, ou seja,
2000ek* 20 = 6000 < e2% = 3

_ kx 60 _ 20k)\3
Logo, Q(60) = 2000e = 2000 x (L)

3

= 2000 x 33 = 54 000

Assim, apés 1 hora existirdo 54 000 bactérias.

y 91
—/z’ ,,,,,,,,,,,,,,

1.-

o X

0i(¥) =glx) +2=e"+2
O grafico de g, obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma translacdo associada ao vetor (0, 2).
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b)

d)

11.

b)

Y 92
1

-1

O] X

9,(0) =glx-1)=e"*
O grafico de g, obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma translacdo associada ao vetor (1, 0).

y 93
e-1

-1 O| x

gs(v) =glx+1)-1=e+*-1
O grafico de g; obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma translacao associada ao vetor (-1, -1).

y

O X

94
gs(x)=-gx) +2=-e"+2
O grafico de g, obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma simetria relativamente a Ox, seguida
de uma translacéo associada ao vetor (0, 2).

t=0,T(0)=20+60e0%1x0=20+60xe’=80
O café é-nos entregue a 80 °C.
T =60 20 + 60 et =60

o e-011t _ 40
60

2
< -011lt=In| =
[3)

o3

-011

St=

t= 3,686

3,686 min =3 min + 0,686 min

0,686 x 60 =41s

Quem gosta de beber o café a 60 °C, tera de esperar,
aproximadamente, 3 minutos e 41 segundos.

T(2) - T(0) _ 20 + 60 e**12 - 80 _
2-0 2
=-592
T(4)-T(2
t.m.V.[zl 4] = J—H—z =
_20+60e011x4_ (20 + 60 e011%2)
2

tmv 5 =

=-4,75

Isto significa que, nos dois primeiros minutos, o café
arrefeceu a uma taxa média de, aproximadamente,
5,92 °C por minuto, enquanto que, nos dois minutos
seguintes, o café arrefeceu a uma taxa média de,
aproximadamente, 4,75 °C por minuto.

Conclui-se, assim, que o arrefecimento do café foi
mais acentuado nos dois primeiros minutos.
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d)

12.

a)

b)

13.

Se deixarmos o café arrefecer durante muito tempo,
a temperatura do mesmo tendera a aproximar-se
da temperatura ambiente - neste caso, 20 °C.

P(t) = P, ekt

1960—t=0

1975—t=15

ou seja, P(0) =3 e P(15) = 4.

“P(0) =Py ek*0 <3 =Pye® < Py =3

« Utilizando x como variavel independente, e recor-

rendo a calculadora numa janela de visualizacao
adequada, obtemos:

V1= 3815):
V=4
y

1
4 H
o 0,019 x
Assim, k = 0,019

Sendo Py =3 e k =0,019, P(t) = 3e%01,

Pretende-se determinar t tal que P(t) = 40.
Utilizando x como variavel independente, e recor-
rendo a calculadora numa janela de visualizacdo
adequada, obtemos:

y; = 30019

2=40

y

o 136 x
t =136 e 1960 + 136 = 2096

Assim, de acordo com este modelo, a terra atingira
a sua capacidade maxima em 2096.

40
P(t)=—30 _
® 1+Cet
1960 —t=0
1975 —t=15
ou seja, P(0) = 3 e P(15) = 4.
pO)=—20 __3-_40 _3,3c-40
1+ Cekx0 1+Ce
<:>C:£
3



14.

a)

- Utilizando x como variavel independente, e recor-
rendo a calculadora numa janela de visualizagdo
adequada, obtemos:

p=—=>30
1437 g15e
3
y,=4
y V4
4 H
o 0,021 x
Assim, k = 0,021.

Sabe-se que Q(11,7) = 10, isto &, 30 e *117 = 10,

Utilizando x como variavel independente, e recor-
rendo a calculadora numa janela de visualizacao
adequada, obtemos:

y, =30 e 17

y,=10

y

10

Ol 0,094 x
Assim, k = 0,094.

Sendo A = 30 e k = 0,094, tem-se Q(t) = 30 e 00%4,

Pretende-se determinar t tal que Q(t) = 15, ou, de
forma equivalente, e 0094t = ;5 isto &, e-0.0%4t = ; .

Utilizando x como variavel independente, e recor-
rendo a calculadora numa janela de visualizacao
adequada, obtemos:

y; = @009
y -1
279
y
1
\\ i3
o 7,374 x

Assim, a semivida desta substancia é de, aproxima-
damente, 7,374 dias.

15.

a)

16.
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Ae‘°°94x (t+1)

Q(t"‘l): ©-0.094t - 0,094 - (-0.0940) _
Q(t) /( 0094t
70 094 0 9
Q(t+1)= 0,9 Q(t)
Q(t+1)=(1-01)xQ(t)

Q(t+1)=Q(t)-01Q(t)
Por dia, a quantidade Q de massa de einstéinio-253
diminui 10% (aproximadamente).

Sabemos que dado um capital inicial C, e aplicando-
-se juros compostos a taxa anual de r, tem-se que o
capital disponivel ao fim de nanos é igual a C(1 + "
C;=9000,r=0,02,n=1ano

9000(1 + 0,02) = 9000 x 1,02 = 9180 €

Assim, o capital acumulado ao final de um ano é
9180 €.

9000(1 + 0,02)%° = 9000 x 1,02%° = 10 970,95€

O capital acumulado ao fim de dez anos € 10 970,95 €.
C,=9000(1 + 0,02)" = 9000 x 1,02"

C,> 9000 < 8500 x 1,02" > 10 100

Recorrendo a calculadora grafica, obtemos as seguin-
tes partes das representacoes graficas das funcdes
definidas por f;(x) = 9000 x 1,02* e f,(x) = 10 100.

M2000 v

 — (5.8220074619,10100)
£1(x)=9000- (1.02)*

£2(x)=10100

0

¥ x

Ao fim de 6 anos, é possivel obter um capital acu-
mulado superior a 10 100 euros.

Pretendemos determinar o valor n, tal que
P(2n;) = P(n;) - 370, com 8 < n; < 20.
Usando x como variavel independente:
180 000 x 0,0025 x (1,0025)12x 2

fi(x) =
) (1,0025)12%2 -1
f (x) = 180000 x 0,0025 x (1,0025)' _ 37,
’ (1,0025)12 - 1
y N
1027,89
© 19,22 ¥
12 x 19,22
P(19,22)= 180000 x 0,0025 x (1,0025) 102789

(1 0025)12 x 19,22 -1
A prestacao sera de 1027,89 euros.
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Aprende fazendo (1) - paginas 25 a 27

17.
a)

20.

21.
a)

1
Ao fim de um ano: 2000[1 + %) = 2026 euros

4
Ao fim de quatro anos: 2000[1 +%] = 2106 euros

Opcéo (C)

Sabemos que dado um capital inicial C, e aplican-
do-se juros compostos a taxa anual de r, tem-se
que o capital disponivel ao fim de n anos é igual a
C@a+nn

C;=2000,r=0,013

2000(1 + 0,013)" = 2000 x 1,013"

h(5) = 585 + 15e16%5- 6 x 5 = 555
Apo6s 5 segundos da abertura do paraquedas, o
paraquedista encontrava-se a 555 metros de altitude.

Pretende-se determinar t tal que h(t) = 40.

Utilizando x como variavel independente, e recor-
rendo a calculadora numa janela de visualizagao
adequada, obtemos:

Jy = 585 + 1516 _ 6x
Vo= 40

y )
6001

|

o 90,83 x

Assim, x = 90,83, ou seja, 91 segundos, isto é, o para-
quedista atingiu uma altitude de 40 metros apos,
aproximadamente, 1 min e 31 segundos.

n
C,=10000 x (1 + %05] & C, =10 000 x 1,0075"

C; =10000 x 1,0075* = 10 075 euros
Juros pagos mensalmente:

0,75
100 x 12
O capital acumulado seria 0,26 euros superior a
opcao descrita inicialmente.

12
10 000 x [1 + ) = 10 075,26 euros

Opcéo (C)

Se y é a quantidade ap6s t anos, entdo apds 5 anos
hay =y, x 0,88° = 0,5277 y,, ou seja, ha, aproxima-
damente, 53% da quantidade inicial.

D(0) =12e007x0 =12 e D(12) = 12e7%%7 %2 = 10,432
A densidade populacional no centro desta cidade
é 12 milhares por km?, e a 2 km do centro a den-
sidade populacional é, aproximadamente, 10,432
milhares de habitantes por km?.
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b)

22.

o
-

Pretende-se determinar x tal que D(x) = % isto &,

12e79%7x = ¢, ou, de forma equivalente, e 07+ = % .

Recorrendo a calculadora numa janela de visuali-
zacdo adequada, obtemos:
-0,07x

n=e
y —l
272
y

o 9:9 x
Assim, x = 9,9 quildbmetros.
D(x + 1) _ 1/2’6-0,07(x+1) _

D(x) l/fe‘°'°7x
@-007x-007
P2
— @-0.07x-0,07 +0,07x
=e%, Vxe R
Opcéao (A)
bu+3v = bu X b3v = bu X (bv)3 -
=2x5=
=250
1
e = b2 = (bu)z =22=4

t=0, p(0) = 0,89(0,01 + 0,99 x 0,85°) = 0,89
Segundo este modelo, a probabilidade de um indi-
viduo recordar a sequéncia imediatamente apos ter
sido mostrada é 89%.

Pretende-se determinar t tal que p(t) = 0,5.

Utilizando x como variavel independente, e recor-
rendo a calculadora numa janela de visualizacdo
adequada, obtemos:

J, = 0,89(0,01 + 0,99 x 0,85Y)
Vo= 0,5

y
0,89

0,5

o 3,6 x

Assim, x = 3,6 segundos.



<)

p(t)>0,6
;= 0,89(0,01 + 0,99 x 0,851

Vo= 0,6
p(t)

0,89
0,6 \

g

o) 2,46 t

A probabilidade é superior a 60% durante, aproxi-
madamente, 2,46 segundos.

24,

b)

25.

b)

g(t) = 15,3 x 0,886¢
2012 + 1 =2013 anos corresponde a 2,013 milhares
de anos.

q(2,013) = 15,3 x 0,8862013 = 12 (dmg)
Devera ser encontrada 12 dmg, aproximadamente.

Pretende-se determinar t tal que g(t) = 11,3.

Utilizando x como variavel independente e recor-
rendo a calculadora numa janela de visualizacao
adequada, obtemos:

y, =153 x 0,886*
y,=113
y

11,3

@) 2,504 x

Assim, x = 2,504, ou seja, a idade das sepulturas era,
aproximadamente, 2504 anos.

x+1
150 ooo[ﬂj
Clx+1) _ 25 _
C X
150 ooo[ﬁj
25
x+1-x
- [2_7) _27 _ 1,08
25 25

A valorizacéo do andar é 8% por ano.
O valor inicial do apartamento é:

0
C(0) =150 ooo(%) =150 000

Assim, pretende-se determinar t tal que C(t) = 300 000.
Utilizando x como variavel independente e recor-
rendo a calculadora numa janela de visualizagdo
adequada, obtemos:
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27"
=150 000| ==
N [25]

y, =300 000

y 1
300 000

(0] 9 X

x =9, ou seja, o Pedro terad de esperar 9 anos para
que o apartamento duplique o seu valor inicial.

Capitulo 2 - Funcao inversa
Tarefa - O niimero desconhecido - pagina 28

a) 4x-2=10—4x=12-—>x=3
A Laura pensou no numero 3.

b .
) Numero Resultado do jogo Reulia d: iozgo
pensado dalLaura (4x- 2) | do Diogo ( 2 ]
0 -2 0
2 6 2
L 5 18 5 )

c) O jogo do Diogo é a operacgdo inversa do jogo da
Laura, ou seja, enquanto a Laura aplica f(x) = 4x - 2,
o Diogo aplica g(L) = L+2 3da jogo “anula” o
efeito do outro. 4

d)  fx)=4x-2

_x+2

4

g(x)

Exercicios de margem - paginas 29 a 37
26.
a)  Como Ayadrado = [% entéo | = V36 =6 cm.
b) Como V,, =@ entdo a="V8 =2 cm.
) nrf=9neri=9

Como r >0, entdo r = \V/9, ou seja, r=3cm.

27.

a) P¥=-32ox=V-32cx=-2
CS.={-2}

b) x=1l6ox=+V16ox=1+2
CS.={-2,2}

) x1°=0<:>x=1\0/6<:>x=0
cS.={0}

8.

a) 162=V16=4

1
b) 643=V64=4
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b)

<)

30.

31.

b)

d)

1
814=V/81=3 32,
2
273 =V/272 =N/(32 =V/(39)?=9 )
3
167 =V/163 = V(2% =V/(2%)* = 8
7
164 =V/167 = V(2% =V/(27)4 = 27 = 128
J1
et L1
952 25
g3_1_1_1
1 3
o7 Ve 2
1
gl a1 1 _1 b)
2 V81 3
a1 _ 1 _ 1 _ 1 _1_1_1
2 Neaz Nee o1z 120 24 16
643 64 (29 2 53
Opcao (B)
Das fungdes apresentadas, a Unica que ndo é inje-
tiva, isto é, que a objetos diferentes pode corres-
ponder imagens iguais, € a que se encontra na
opcao (B).
Por exemplo, 3 = -3 e 32 = (-3) c)
f é injetiva.
y /f
3.
X
g nao é injetiva.
y
|/ )
}/
X
h é injetiva.
y
X
33.
a)
i éinjetiva.
y 1
Vi
X
b)
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Observando as respetivas representacoes graficas,
concluimos que:

flx) =x?-2
y
f
O X
2
[0, +oo[, ou seja, k = 0.
f(x) = (x - 2)2
Yy
f
O 2 X
[2, +o0[, ou s€ja, k = 2.
f(x) = x? - 6x + 9 = (x - 3)?
y
f
o 3 X
[3, +oo[, ou seja, k = 3.
f(x) = -(x + D)(x - 3)
y
N 3
(0] 1 X

[1, +oo[, ou seja, k = 1.

i.f(5)=2x5-3=10-3=7
ii. f-1(5) = 4, pois 2 -3 =5 2x = 8 &> x = 4
iii.f‘l(—4)=—%,poist—3=—4<:)2x=—l<:>x=—

N

iv.f‘1(0)=%,poi52x—3=0<:>2x=3<:>x=%

2x‘3=y‘:’2’5=y+3@x=%3.Logo,f-l(x)=x;3.



34.

35.

36.

37.

38.

39.

Dt:=R
dx+l=yox= L
Assim, f-1(x) =u.
Di:=R

D’f—1= |R

X+2=y&x=2-y
Assim, f1(x) = -x + 2.
Di2=R

Opcao (B)

Sabemos que os graficos cartesianos das fungoes f
e f-1 sdo simétricos em relacdo a reta de equacdo
y = x. Das opcdes apresentadas, tal so se verifica
na opcao (B).

i.f(2)=(2-1)2%2+2=3
iL(x-12+2=2(x-1)2=
iii.(x-1)2%+2=3(x-1°=
S x - 1—1 vx-1=-1
Como o dominio da funcao f é [1, +oo[, entdo so
podemosterx-1=1,e, assim,x=2.

0<:>x—1=0<:>x=1

Como a funcao f tem dominio [1, +oo[ e contradomi-
nio [2, +oo[, entd0 D1 = [2, +o0[ € D’s1 = [1, +ool.
(k-1P+2=yo@x-1P2=y-2x-1=xVy-2
Comox=21x=1+Vy-2

Assim, f1(x) =1+ Vx- 2.

Como a funcao f tem dominio [-2, +eo[ e contrado-
minio [-1, +oo[, entdo D1 = [-1, +o0[ € D1 = [-2, +o0].
Comecemos por transformar a expressao x? + 4x + 3
numa expressao do tipo (x - h)? + k, e depois resol-
ver, em ordem a x, a equagao y = (x - h)? + k.
224+3=(x+2?-4+3=
=(x+2)2-1

X+dx+3=x2+4x+22-

Assim:
(x+2)%- =y+loex+2=tVy+1l

ox=-2xVy+1

1=y (x+2)?

Comox=2-2,x=-2+Vy+1
Assim, f1(x) = -2+ Vx + 1.

iLf(2)=(2-2P+1=1

ilL(x-2P+1=2x-2P=1ox-2=1<x=3

ii.(x-2P+1=9 (x-23=8cx-2=V8
Sx-2=2x=4

Como a funcao ftem dominio IR e contradominio IR,

entdo D;=Re D= RR.

(x—2)3+1=y<:>(x—2)3=y—1<:>x—2=\3/ﬁ_
Sx=2+ \B/Jfl

Assim, f1(x) =2 + Vx - 1.

Como a funcdo f tem dominio IR\{2} e contradomi-

nio IR\{1}, entdo D;: = IR\{1} e D’. = R\{2}.

Propostas de resolucao - Manual

x+2=y<:>x+2=y(x—2)<:>x+2=yx—2y
x-2
Sx-yx=-2y-2
ox(l-y)=-2y-2
-2
1-y
o y+2
y-1
Assim, f1(x) = 2+2
x-1
Aprende fazendo @ - paginas 38 e 39
40. Opcao (C)
305 3,5 9,10 19
a4xa6_a4 6 alZ 12 a12=\/al9
41. Opcao (C)
2x3 3x2
V2 xV/5=""V23 x \/51x2=¥/8 x ¥/25 =
=V/200

42.
a) Opcao (B)
F=%C+32, onde F = 356.

Assim, 356 = % C + 32, logo:

%C=356—32<:>C=324x%<:>C=180

b) Opcao (C)
9

Fe2ce3202 >
5 5

(F-32)x3

C=F-32C=

43.

b) V= ;"nr3<:>r3

o

44. Opcéo (D)

1 111
3 2 Sx=x=
VVa-= [[az}] =a? %2 3=q¥?

45,

a) flx)=-3x+4,D;=R
D‘f—l = Df = IR
-3x+4=y<:>—3x=y—4<:>x==L_34
Assim, f1(x) = %
D =R
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b)

d)

46.

47.

48.

-—* _p =R {l}
90 =571 D=\
, 1
Dy:=Dy= R\(Z]
X =y x=22y-yox-2xy=-y
2x-1
x1-2)=-y
ox=—20_
1-2y
ox=—2_
. 2y-1
Assim, g7(x) = ———.
o051
1
D..=R\{=
g \{2}
h(x) = x? + 5, D, = IR~
D’h-l=Dh=|R_

X+5=yox=y-5cx=+Vy-5e comoxelR,
vem que x =-Vy - 5.

Assim, h"}(x) = =V/x - 5.

Dpa =15, +oo]

j&)=Vx+1,D;=R*

Dja=D;=R*

Vx+1l =y \/)_c=y -1
x=(-1)%comy-1>0,isto & comy>1
Assim, j* (x) = (x - 1), comx > 1.

Dja =11, +oof

Opgéo (D)

Sabemos que os graficos cartesianos das funcdes f
e f~1 sdo simétricos em relacdo a reta de equagao
y=2Xx

Das opgdes apresentadas, tal sé se verifica na
opgao (D).

Opgao (C)

Seja Veupon = a’e Veubo s = b,
Sabe-se que Vpo5 =2 x Viypo a LOEO:
b3
@

3
= [2) =2
a

bP=2xa}e—=2

@%x/z

Como a fungéo f tem dominio [3, +oo[ e contrado-
minio [1, +oo[, entd0 D1 = [1, +oo[ € D’y = [3, +oo].
Comecemos por transformar a expressao x? - 6x + 10
numa expressao do tipo (x - h)? + k, e depois resolver,
em ordem a x, a equacao y = (x - h)? + k.

X2 -6x+10=x2-6x+32-32+10=

=(x-3)0-9+10=
=(x-3)2+1
Assim:
k-3\ +l=ye (x-3P%=y-1
<:>x—3=i\/)f1
¢>x=3i\/ﬁ

Comox=23,x=3+Vy-1
Assim, f1(x) =3+ Vx-1.
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Capitulo 3 - Funcao logaritmica
Tarefa - As dobragens até a Lua - pagina 40

12 etapa
0 01
1 0,2
2 04
3 08
4 16
L 5 3,2 )
2?2 etapa
E(n)=01x2"
32 etapa

384 000 km =384 000 x 1 000 000 mm =

=384 000 000 000 mm = 3,84 x 10 mm

42 etapa

Pretende-se determinar n tal que 0,1 x 2" = 3,84 x 10},
0 que é equivalente a 2" = 3,84 x 10%2,

52 etapa
y
—n
3,84 x 10"
o 40 x
n=41,804

Serd, entdo, necessario dobrar a folha 42 vezes para que
a sua espessura atinja os 384 000 km.

6?2 etapa

Colocando log,(3,84 x 10%2) obtém-se, aproximadamente,
41,804.

7? etapa

O valor n = 41,804 é o valor aproximado de dobras que
teriam de ser feitas para responder a questao.

Como n é a solucdo da equacdo 2" = 3,84 x10? e
n = log,(3,84 x 10'?), conclui-se que n é o valor a que é
necessario elevar a base 2 para se obter 3,84 x 1012

82 etapa Ao cuidado do aluno.

Exercicios de margem - paginas 42 a 56
49.
a) log, 64 =6, pois 2° = 64.

1 o9 1
b) log,|=|=-1, 27l==,
) ng[z] pois >
1 l
c) log3\/§=?,pois 32-V3.

d) logz{%) = -2, pois 472 = 1_16



1 -5
log1 32 = -5, pois [—) =32.
3 2

log. 5 25 = 4, pois (V/5)* = 25.
logye1, 1 =0, pois 20120 = 1.

log,01, 2012 = 1, pois 20121 = 2012.
log;,(12%0) = 10, pois 1220 = 1220,
3log3 81 _ 81

x+1>0sx>-1
Logo, x € ]-1, +ool.

2x>0=x>0
Logo, x e IR*.

X>0e=x<0v x>0

Logo, x € IR\{0}.

x? + 1> 0 Condicao universal em IR
Logo, x € R.

2-x>0-x>-2ox<2
Logo, x € -, 2[.

31+log3x — 31 x 3log3x =3x
43 logax — gloga(v) — 43

56 logs x - 2 logs x — 54 logsx _ 5log5(x4) =x4

logs(9%) = log5(3%) = 2x

b
13 = log,(21) = log, 8192 )

13 = log,(3*) = log; 1 594 323

13 = logs(5%3) = logs 1 220 703 125

13 = log(10™) = log 10 000 000 000 000
13 = In(e®)

13 = 2log 13
13 = 3log: 13
13 = Glogs13
13 = 10lg13

13=¢h13

55.

O grafico de g, obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma translacdo associada ao vetor (0, 2).

Propostas de resolucao - Manual

=
i

O grafico de g, obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma translacdo associada ao vetor (1, 0).

i 'y

—1OTQ/E3 X
x=-1 (

O grafico de g; obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma translacdo associada ao vetor (-1, 0),
seguida de uma translagao associada ao vetor (0, -1).

94

O grafico de g, obtém-se a partir do grafico de g
segundo uma simetria em relacdo a Oy, seguida de
uma simetria em relacdo a Ox.

Dy =R* Dy =R
Equacao da assintota: x = 0
Dy, = 11, +00[ D’g2 =R
Equacdo da assintota: x =1
Dy, = ]-1, +oo[ Dy, =R
Equacao da assintota: x = -1
Dy, =R D’QA =R

Equacao da assintota: x = 0

- Se o ponto (0, 2) pertence ao grafico de f, entao
f(0) = 2.
- Se o0 ponto (1, -2) pertence ao grafico de f-1, entdo

f(-2) =1
{f(o)=2 {loga(0+b)=2 {b:az
=3 =3
f(-2)=1 log(-2+b)=1 -2+b=a

_ a+2=a? a?-a-2=0
o = o
b=a+2

a=2 a=-1
= v
b=4 b=1

Mas -1 ¢ ]1, +oo[, logoa=2eb = 4.
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56.

58.

a)

59.

60.

f(x) = loga(x + 1)
2 1 -3

f(7) = log1 8 = log1 [—) =-3
2 2\ 2

Assim, A(7, -3) e B(O, -3).

7x3 21
Logo, Ajgao) = % =S

a.

log,x=4ox=2x=16
Inx=5ex=¢e°
Inx=1sx=e
Inx=0ex=1
Inx=-2ox=e7?
logx=3 < x=10%3 © x=1000
4 =3x=log,3
10°=4ox=log4
e'=6ox=1In6

e'=-2

Condicao impossivel, logo nao existe qualquer
valor de x que satisfaca a igualdade.

H(100) = 221 -02x100 _ 221-20 _ 2 horas

H(d)=8 & 22t-02d g
sy 221-02d _ 23
<21-02d=3
< 0,2d=18
< d =90 decibéis

1 8 37
log(2V/10) -3 log[ﬁ] - log[EJ =

=log2 +log V1 —%(logS—loglO)Hog[lioJ =

_ 1 -1 1

=log2+ > log 10 3 log 8 + 3 log 10 +
+log3-logl0=

=log2—%log(23)+log3+ (%+%—1) log10=

=log2—%log2+log3—%x1=
1
=-=+log3
6" %8
A. Afirmacao verdadeira. Por exemplo, log[l—lo] =-1
B. Afirmacao falsa. Sea>0e b <0, entdo % <0e
log[%j nao existe.
C. Afirmacao falsa. Sea<0eb <0, entdo L>0e

log[%] existe.

D. Afirmacéo falsa. Por exemplo, se
= -2, f(x) = log(|-2|x) = log(2x) tem dominio IR*.
E. Afirmacédo falsa. Por exemplo,2>0e3>0e
log 2 + log 3 = log 5.
F. Afirmacéo falsa. Por exemplo,2>0e3>0e

log 2:log 3 = log[%].
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61.

b)

0

d)

62.

a)

b)

d)

G. Afirmacao falsa. Se a> 0, log(\Va) = log(a®®) e ndo
(log a)°>.

log, 12 + log, 20 - log, 15 =

= log,(4 x 3) + log,(4 x 5) - log,(3 x 5) =

=log,4 +log, 3 + log, 4 + log, 5 - log, 3 - log, 5 =
=2+2=4

%log5161—log5[%]=
=log5[165] - logs 4 + logs 5 =
=logs4-logs4+1=1
IN64-2IN4+5In2-In@27) =
=In(2%)-21n(2)+5In2-71In2=
=6In2-4In2-2In2=
=2In2-2In2=0

log3[2726 x 3% x V243 _
V/81 x 9%

5
33x26 321y 32

= log; — =

33 x 32%50
El
99\ 32
= [og3 ﬁ =

4
33 X 3100
El
2

3

4
3x3

]

= log;
3

N|uv

= log;

w w
wN

N

= log3[3

6

IN125=1In(5®)=31In5
25
In[—] =In25-InV5=
V5 1
=In(52)—ln(52j =
=2In5-Lins=
2

=éln5
2

IN65-21InV13=1n65-In13 =
=|n[§]=|n5
13




63.

a)

64.

65.

a)

log,(bc®) = log, b + log,(c®) =
=log,b +3 log,c=x+3y

log, (b—zj = log,(b?) - log, c =
¢ =2log,b-log,c=2x-y
log,(aV/b) = log, a + log,(Vb) =

=l_0ga£+ log (b%] =1,
log, b g X

N

2*=3e,comox+y=2cy=2-x vemque:
26=3V¢2=327%

32
2¥ ==
= T
S2%x3=9
S 6=9
o x=log,9
_In9
x=-"7
Iné

D; = {x e R: x? > 0} = IR\{0}

Dy={reR:x>0}=R*

Como D¢ Dy, entao as funcdes f e g ndo sdo iguais.
y y

f o

_1\0/1 x 0/1 gx

D;={xeR: Vx> 0} =R+
Dg={xe|R:x>0}= R+

1 1
g(x) =5 logx = log(xZJ = log(V5) = f(x)

Como D= D, e g(x) = f(x), entdo as funcdes f e g sdo
iguais.

Ds={x e R: x(x + 2) > 0} = ]-o0, =2[ U ]O, +o0[

Calculo auxiliar

Dg={xe|R:x>0 A X +2>0}=]0, +o0]
Como Ds = Dy, entdo as funcdes f e g ndo sdo iguais.
y y

= =
_\o/ X O/ X

d)

66.

a)

b)

d)

67.
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D= {erR: x >o} = J-o0, ~2[ U ]0, +oo]
X+2

Calculo auxiliar

Dy={xeR:x>0 A x+2>0}=]0, +oo[
Como Dy =D, entdo as funcdes f e g ndo sdo iguais.

] |

-2 Of‘x o X
; .

D=R*
log(x®) + log(Vx) - log(x?) =

=5[ogx+%logx—2[ogx AxeD=

=3logx+%logx AxeD=
=%l0gx A xeD

D={xeR:4-x>0 A 4+x>0}=]-44]
IN(4-x)+In(4+x)=
=In[4-x)(4+x)] A xeD=

=In(16 -x?) A xeD

D ={xelR: 25x > 0} = IR*

41n2 +%ln(25x) -

=In(24) +In(V25x) A xeD =
=In(16 x5xVx) A xeD=
=1

n(80Vx) A xeD
D=IR*
2logx+3=
=2logx+log1000 A xeD=
= log(x?) + log 1000 A xeD =
=1og(1000x?) A xeD
D={xeR:|x|>0 A x+2>0}=
={xeRix=0 A x>-2}=]-2,0[ U]O, +o0[
2 loglx| - log(x + 2) =
=loglx|? - log(x +2) A xeD =
=log(x?) - log(x+2) A xeD=
=log[ X j/\xeD

X+

f(x) = log(10x%) - log x =
=log 10 + log(x®) - log x =
=1+3logx-logx=
=1+2logx, VxelR*
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b) fix)=11<1+2logx=11

< 2logx=10
< logx=5
ox=10°
68.
a) D={xeR:3x+2>0 A 2x+5>0}=

5

={xe|R:x>—é A x>——}= }_2,.,.00{
3 3

2
loge(3x + 2) = logg(2x + 5)
S3x+2=2x+5 A xeD
<x=3 AxeD
CS.={3}

b) D=fxeRix+1>0 A x2+x>0}=]0, +oo[

Calculo auxiliar

X¥+x=0=x(x+1)=0=x=0vx=-1

¥ +x>0 & xel-00,-1[U]0, +oo]

log,(x + 1) = log,(x? + x)
ox+1l=x*+x A xeD
ox?=1 A xeD
©kk=1vx=-1) AxeD

CS.={1}
) D={xe|R:3x—5>0}=}%,+o{
INGx-5)=In7

< 3x-5=7 A xeD
©3x=12 A xeD
<x=4 AxeD
CS.={4}

d D={xeR:x*-3x-10>0 A 2-2x>0}=]-o0,-2[

Calculo auxiliar
\V9- -
'xz—3x—10=0@x=w

37

X =

ox=5vx=-2

-2\-/5
x=3x-10>0 & x el-o0, -2[ U ]5, +oof

2-%>0 2> lsxoxel-o1]

log(x? - 3x - 10) = log(2 - 2x)
&x2-3x-10=2-2x A xeD
ox2-x-12=0 A xeD

V1 - B
<:>x=1i 124x 12 A xeD
<:>x=1i2—49/\xeD
<:>x=1§7/\xeD

k=4 vx=-3)AxeD
CS.={-3}
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D={xe|R:2x+1>O}=}—%,+oo{
logs(2x+1) =4
& 2x+1=3* A xeD
< 2x+1=81 A xeD
& 2x=80 A xeD
©x=40 A xeD
C.S. ={40}
D={xeR:2x?+3x-1>0}=
o0 S3-VI7[ ]34 VIT
a4 L) 4

Calculo auxiliar

3+V9 A% 2% (D)
b2+3x—l=0®x=w

-3+V17
T g

N/

3-V17 N\ L3+V17 ¥
z 4

2x2+3x—1>0<:>xe}w,_3_4—17{u}Lﬁﬁw[

logs(2x? +3x-1)=2
& 2x2+3x-1=9 A xeD
& 2x2+3x-10=0 A xeD

-3:V9-4x2x(-10)

S x= ) AxeD
<:>x=_31-4—89 A xeD

cs _{—3—\/89 —3+\/89}

T 4 4

D={xelR:2x2+5x+4>0} =R

Calculo auxiliar

-5+V25-4x2x4

4
-5+V-7
4
-

22+ 5x+4=0x=

X =

condicao impossivel em IR

22+5x+4>0<xelR

log,(2x? +5x +4) =4

& 2% +5x+4=2* A xeD
& 22+5x+4=16 A xeD
& 2% +5x-12=0 A xeD

-5+ V25-4x2x(-12)

o x= AxeD
4
e ypo22VI12L - p
4
<:>x=% AxeD

<:>(x=—4 v x=%j A xeD

CS. = {-4, i}
2



h)

69.

b)

<)

D ={xelR: (x-1)?> 0} = R\{1} e)
logs((x - 1)) = 2

& Kx-1)?=5 AxeD

& @x-1=5vx-1=-5) AxeD

k=6 vx=-4) AxeD

CS.={-4, 6}

D={fxelRix-2>0}=]2, +oo[

103 log(x-2) _ 125

& 1086 -2° =53 A xeD

& x-23=5 AxeD

©x-2=5AxeD

sx=7 AxeD

CS.={7}

D={xelR:3x+2>0 A x2>0}= f)

= }—%,O{ U 10, +oo[

2 logs(3x + 2) = logs(x?)

& logs(3x + 2)? = logs(x?) A xeD
& Bx+2?=x> AxeD

& Bx+2=x v 3x+2=-x) A xeD
©((2x=-2 v 4x=-2) A xeD

S lx=-1 vx=—l] A xeD

cs= 13 g

D={xelR:x2-9>0 A x-3>0}=]3, +oo[

Calculo auxiliar

¥-9=0=x=9=x=13

X-9>0&x€el-00,-3[U]3, +oo]

IN(x*-9)-In(x-3)=0
& In(x?-9)=In(x-3) A xeD
©x2-9=x-3 A xeD
ox2-x-6=0AxeD

1+V1-4x(-6

S X =
2

X

A xeD h)

1+5
2
o x=3vx=-2) AxeD
CS.=¢0

D=R*

o x= AxeD

%logx+log3=log5
& log(Vx) = log5-log3 A xeD

<:>log(\3/)_c)=log(%] A xeD
@\3/;:%/\ xeD

3
<:>x=[£J AxeD

3
<:>x=& A xeD

27
c.s;{ﬁ}

27
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D={xeR:x+3>0 A x>0}=R*
log(x + 3) + log x = log 28

< loglx(x +3)] =log 28 A xeD

< log(x? + 3x) =log 28 A xeD

&x?+3x=28 A xeD

< x?+3x-28=0 A xeD

-3+V9-4x1x(-28)

o x= A xeD
2

@“_HT V121 = D

<:>x=% AxeD

Sk=-7vx=4) AxeD

CS. ={4}

D={xeR:x+1>0 A x>0}=R*
log(x +1) - log x = log 3

< log(x+1)=log3+logx A xeD
< log(x +1) =log(3x) A xeD
ox+1=3x AxeD

& -2x=-1 AxeD

f<:>x=l AxeD

CS.= {%}

D={xelR:x>0 A 2x>0}=R*
log, x + log,(2x) = 4

<:>log2x+l£gzgz—xz=4 A xeD
log, 4

@log2x+l—0322£§)-=4 A xeD

< 2log, x+logy(2x)=8 A xeD
& log,(x?) + log,(2x) =8 A xeD
& log,(x* x2x) =8 A xeD

< log,(2x’) =8 A xeD

& 23=28 A xeD

&x3=128 A xeD

©x=4V2 A xeD
cs.={av/2}

D=IR*

logdx - log,x-2=0
Considerando a mudanca de variavel log, x = y,

temos:
yz_y_2=0(:)y=1i\/1£4>< 2
143
Sy=
Y=

Sy=2vy=-1
Voltando a substituir y por log,(x), vem que:
(log,x=2 v log,x=-1) A xeD
k=22 vx=2Y AxeD

(:)(x=4 v x=%] A xeD

CsS. = {4, l}
2
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i)

log\5(3x% - 4x - 17) = log,5(2x? - 5x + 3)
D={xelR:3x2-4x-17>0 A 2x2-5x+3>0}=

ey i

Calculos auxiliares
4+V16-4x3x(-17)
6
4+V220
6

3 -4x-17=0x=
Sx=

X =

4+2V55
6

2+ VSS

x=

\ /.

2W\/2+ﬁx

\/25-
S o5x 4320yt Y25 4x2x3

220
110
55
11

= u NN
[y

log\5(3x% - 4x - 17) = log\5(2x? -

& 3x2-4x-17=2x>-5x+3 A xeD

& x2+x-20=0 A xeD

-1+V1-4x1x(-20)
2

S x= AxeD

-1+9

o x= AxeD

S k=-5vx=4) AxeD
CS.={-5,4}

i) logllr+2) x (x-7)] + log[);

+2J=2
-7

D={xe|R:(x+2)(x—7)>O A %w

=]-00, =2[ U7, +oo[

5x +3)

}=

Calculos auxiliares

(x+2)x-7)=0x=-2 v x=7
(x+2)(x-7)>0x<-2 vx>7

AN

> >0ex<-2vx>7

x€l-00,-2[ U7, +oo[
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70.

b)

log [(x + 2) x (x - 7)1+log[x+§J 2

< log {(x+2) (x- 7)[x+§ﬂ=2 A xeD
o log(x+2)2=2 A xeD

& ((x+2)2=102 A xeD

S (x+2=10 v x+2=-10) A xeD

& (x=8vx=-12) A xeD

CS.={8,-12}
=R=D%_,
3-4e"=ye-4er=y-3
~_3-
ew=2"V
< 4
& -x = |n[3__2]
4
Sx= -In[?’—_z]

Calculo auxiliar
3-x

2 >03-x>0x>-3ex<3

f1]-c0, 3[— IR
x I—>—In[3 —x]

4

1

={xelR:2-8x>0}= }OO'Z{ =D'p

5-1In(2-8x)=
<In(2-8x)=5-y
&2-8x=e""7

5-y_
e o8 2

Assim, g(x) = eD 1=1R.

e i

xl—>

8
Dh = |R\{O} = D’h-l
1 1
10" +3=y <10 =y -3
=log(y - 3)
1

log(v - 3)

Assim, h7(x) = ﬁ

Dpa={xeRix-3>0 A log(x-3)=0}=
=13, +oo[\{4}

X =

Calculo auxiliar
loglx-3)=0e=x-3=1=x=4

h™: 13, +oo[\{4} — IR\{O}
1
= log(x - 3)



71.

a) P(t)=axb!
Como se sabe que a populacéo esta a aumentar a
taxa de 10% ao dia,entdob=1+0,1=11.
Assim, P(t) =a x 1,1%
Como se sabe também que ao fim de dois dias
existiam 605 formigas, isto &, 0,605 milhares, entéo,
tem-se que P(2) = a x 1,12, ou seja, 0,605 = a x 1,17

0,605 1

ea="rca==.
112 2

Assim, P(t) = % x 1,1, com t > 0.

b) P(t)=3<:>%xl,1f=3

=11'=6

o t=log;, 6

=t=19
O numero de formigas é igual a 3000 ao fim de 19
dias, aproximadamente.

Aprende fazendo @ - paginas 58 a 61
72. Opcao (A)
Iln b

Perimetro=2Ina+2Inb=2(Ina+Inb) =
=2 In(a x b)

+—>
Ina

73.
a) D={xeR:x?-1>0}=]-00,-1[ U], +00[

Calculo auxiliar

¥-1l=0exr=1lex==%1

_1\_/1 X

¥-1>0ex<-1vx>1l

log,(x*-1)=2

< log,(x*-1)=log, 4 A xeD
ox?-1=4 A xeD
=x2=5AxeD

(:)(x:\/g vx=—\/§) AxeD
cs.={-V5,V5}

b) D={xe|R:3+5x>0}=}%,+°{

Calculo auxiliar

3+5x>0<:>5x>—3<:>x>—%

log1(3 + 5x) =0 < log1(3 + 5x) = log1 1
2 2 2

<3+5x=1 A xeD
S 5x=-2 A xeD

2
Sx=-= D
X 5 AN XE

cs- (-4

c)

d)

e)

f)

g)
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D={xelRix?-4x+3>0}=]-00,1[ U]3, +oo[

Calculo auxiliar
4+V16-4x3

2-4x+3=0x=
x?-4x + Sx >

4+2
2
©x=3vax=1

X¥-4x+3>0=x<1lvix>3

Sx=

log,(x*-4x +3) = %

< log,(x?-4x+3)=log,2 A xeD
ox2-4x+3=2 AxeD
Sx2-4x+1=0 A xeD

_4+V16-4x1x1

S > AxeD
x=¥ A xeD
<:>x=4i2;\@ AxeD

©x=2+V3 A xeD
cs.={2-V3,2+V3}
D={xeR:ix+1>0}=]-1, +oo[
loglx+1)=1

&x+1=10 A xeD
©x=9 AxeD

CS.={9}
D ={xeR:x>0}=]0, +oo]
Inx-In4=1

<lInx=Ine+IndA xeD

< lInx=In(4e) A xeD

Sx=4e A xeD

CS. = {4e}
D={xelR:x>0}=]0, +o0[

3logz 2 +logzx=-1

< log; 8 + log; x = logs(3™) A xeD
< logs(8x) = log%%} A xeD

<:>8x=% AxeD

1

Sx=— A xeD
24
c.s;{i}
24

D={xeR:ix>0 A 2-x>0}=]0, 2[
INnx+In(2-x)=1In5

< In(2x-x)=In5 A xeD

& 2x-x*=5 A xeD

& -x2+2x-5=0 A xeD
-2¢v24-20 .

Sx= xeD

condigao impossivel em IR

CS.=¢g
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h)

)

74.

75.

76.

77.

D={xelRix>0}=]0, +o0]
5=log,x

ox=4° A xeD

< x=1024 A xeD

C.S. ={1024}

D={xeR:x>0}=]0, +oo[

log,x=16

ox=21% A xeD

& x=65536 A xeD

C.S. ={65 536}

D={xrelR:ix>0 A x=1}=]0, +o[\{1}
log, 16 =2

& x?2=16 A xeD
Sk=4vx=-4 ArxeD

CS. ={4}

Opcao (B)
logb[%] =log,b-log,a=1-c

Opcao (A)
Infex) =y < ex=¢"
ox=
e

ox=e1
Assim, f1(x) = e*~ 1.

Opcéo (D)

Calculo auxiliar

- A abcissa de A corresponde ao zero de f:
f)=0= log x=0=x=1
Logo, AC = 2(k - 1).

- f(k) = log, k=1

A_ACxfk) _2(k-1)x1 _ 4

2 2

A(p)=-0,52+0,55Inp,e**<p<ert
1,3 m corresponde a 130 cm.
13=-052+055Inp<=13+052=055Inp
<=182=055Inp
= 182 =Inp

0,55
182

& p=edss
& p=27kg

O irméo do Pedro pesa 27 kg.

A(2p) - A(p) = -0,52 + 0,55 In(2p) - (-0,52 + 0,55 In p) =
=-052+0,55In(2p) + 052 -055Inp =
=0,55[In(2p) - Inp] =
=0,55[In(2p) + Inp - Inpl'=
=055x%xIn2=
= 0,38

A(2p) - A(p) = 0,38

A(2p) = A(p) + 0,38

Quando o peso duplica a altura aumenta 38 cm,

aproximadamente.
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78.

79.

b)

c)

100,4(m -M) _ d?
100
100,4(—1,44 -145) _ d_Z = 100,4 x(-2,89) — d_Z
100 100
< 102 x 1071156 = d?
& 100844 _ (2
< d=V10%4% poisd>0
s d = 100422
d =3 parsec
100,4(m -M) _ d?
100
d2
<:>0,4(m—M)=log[—J Ad>0
100
[1%)
oSm-M= 1100/ Ad>0
4
10 d?
-M==2xlog| 4 _ d>0
om 7] og( 100 ] Ad>

@m—M:%x[log(dz)—logIOO] Ad>0

@m—M=%[2logd—2] Ad>0

om-M=5logd-5Ad>0
&M=m-5logd+5 A d>0
oM=m+51-logd) A d>0

2 (596 x 101
R(5,96 x 1016) = 2 |og[ 296 x 10| _ g5
(5,96 x10%) = 3 Og( 10%4 J

A magnitude do terramoto de Sao Francisco de 1906
foi, aproximadamente, 8,3 na escala de Richter.

E
L] -ea

E
1o4v4j =26

- 10%

R(E) = 6,4 @é log[

& log(

E
104,4
& E=10%4x10%¢
& E=10"
Aenergia libertada pelo terramoto da india de 1993
foi 10 joules.

=4

E = 4,2 x 10V, logo, a sua magnitude foi
4,2 x 10V
104,4
de Richter, logo, a sua intensidade sera I:

R(4,2 x 10Y) = % log( ] = 8,815 na escala

-8815=_InL
In 10

<1Inl=8,815In10
o | = 8815110
< 1=653130552,6

Assim, a intensidade do terramoto de Lisboa de
1755 foi 7 x 108.

R=_Inl_
In10



80.

a)

b)

d)

f(x) = 3v+1
Di=D's2 =R
fx)=y=3+1=y
ox+1l=logyy
o x=-1+logsy
Logo, f(x) = -1 + log; x.
Dfr ={xelR:x > 0} = R*
-1 R*— R
x -1+ logsx
g(x) = 2 + log(x + 4)
Dy=D'gr={xeRix +4>0}=]-4, +oo
gx) =y 2+loglx+4)=y
o logk+4)=y-2
ox+4=10"2
ox=-4+10-2
Logo, g1 (x) = -4 + 10*-2,
Dsr=R
gL IR—]-4, +oof
xXF—-4+107-2
h(x)=1-6 x 4%+3
D,=D}2=R
h() =y 1-6x42+3=y
S6x4¥3=1-y

e g3 1=y
6
& 2x+3= log4[1—;-¥]
-3 +lo [1__.Z]
84 6
ox=
2
—3+log4[1gx]
Logo, h'l(x) = 5 .

Dy = {erR: 1;)‘ > 0} = ]-o0, 1]
h™2: ]-c0, 1[ — R

—3+log4[1gx]
X
2

j(x) = 6 + 3 logg(x -2)
D= D'J--1={xe|R:x— 2>0}=1]2, +00]
jx)=ye=6+3logsx-2)=y

o logs(x-2) = %6

y-6
ox-2=53

y-6
&x=2+53

X

-6
Logo,j*(x)=2+5 3.
Di2=R

JER — 12, 400

6

xF»2+53
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81.
a)  C(6)=1,86« 6x1,054%6-1386

©1,056x4- 186
‘ 6

=1 —6A = loglyos [1’786]
1,86
l0g1 05 (T]
SA=—— — -
-6
Logo, A=4.
b) C(t)=tx1,057%
C
38 1 C(t) = t x 1,05
o 10,2 t

10,2 horas = 10 horas + 0,2 hora

0,2 x 60 =12 min

Recorrendo a calculadora grafica, descobrimos que
a concentragdo de Stopdor é maxima 10,2 horas
apo6s a administracdo do medicamento. Assim, o
Tomas, tendo tomado o Stopdor as 8 horas, devia
ter tomado o 2° medicamento as 18 h 12 min
(8h+10h +12 min) e ndo as 15 horas como tomou.
Conclui-se, assim, que ndo cumpriu com as reco-
mendacgdes do médico.

82. Opcao (B)
Ina=2-InbsIna+Inb=2
s lIn(axb)=2
oaxb=e?
_e
oa= 5
83. Opcao (D)
logs(2b) =x < 2b = 5

<:>b=i

2

elogsa=yea=5
Logo,axb=5}'x—x=5x+y
2 2

84.
a)  C(x)=aeb
C(0) = 45000 < a x e° = 45 000 & a = 45 000
C(1) = 45000 x (1-0,2) & €” = 0,8 < b = In(0,8)
Logo, b = -0,223.
Assim, C(x) = 45 000 x e 0223,
b) Ck) = 45 000 o 0223 _ 1
5 5
-0223x = |n[%]

o2

-0,223

Logo, x =7,217.
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Calculo auxiliar
0,217 x 365 = 79,025

Passados 7 anos e 79 dias, o carro vale a quinta
parte do seu valor inicial.

o,zzs[x + %)

C [x + —] -
9 12) _45000e
Cx) 45 000 e~0223«

0,223 - 0,223 x % +0,223¢

_0223x = 1
=0,982

Calculo auxiliar

1-0,982=0,018

O carro desvaloriza cerca de 1,8% por més.

85.
a) D={xeRx?-7x+12>0}=
={reRix<3 v x>4}=]-00,3[ U4, +oof

Calculo auxiliar
7+V49-4x12

2
711

xX-7x+12=0x=

Sx=

Sx= 4vx 3

\ /.

xlog(x?-7x+12) =
o xloggx?-7x+12)-x=0 A xeD

o x[loggx?-7x+12)-1]=0 A xeD
&x=0 v logg(x*-7x+12)-1=0] A xeD
&x=0 v logy(x®>-7x+12)=1] A xeD

<:>[x 0 v logg(x*-7x+12) = log, 6] A xeD
(x=0v x?-7x+12=6) A xeD

[ 0 +\V49-4x6
X = vV X= f

[x va—7 SJAXED

)/\xeD

=0vx=6vx=1) AxeD
C.S.={O, 1, 6}

b) D={xeR:|x+1|-3>0}=]-00,-4[U]2, +oo]

Calculo auxiliar
x+1]-3>0=|x+1]>3

©rx+1>3 vr+l<-3

ox>2vx<-4

log,(Ix + 1] - 3) =

o logy(x+1]-3)=log,2 A xeD
olx+1l-3=2 A xeD
Slx+1l=5 A xeD

©Sx+1=5vx+1=-5 AxeD
S(x=4vx=-6) AxeD
CS.={4,-6}

c) D={xeR:ix>0}=R*
logix-5logox+1=0

(:)loggx—%log3x+1=0 A x€lR*
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d)

86.

Calculo auxiliar

_ log, x _ log, x

log, x log, 9 2

Consideremos a mudanca de variavel log;(x)
Entao:

5

y2—7y+1=0<:>2y2—5y+2=0
<:>y=5i V25-4x2x2
4
5+3
oy===2
7T

1
Sy=2 ==
y vy 2
Substituindo y por log; x, tem-se que:
logsx=2 v log3x=% A xeR*

<:>(x=9 vx=\/§) A xelR*
5.={9,V3}

=y

D={xeR:ix”>0 A x°¢)>0 A x*>0}=R*
% log(x'°et) - log (x°) + 4 =0
1
& log(x'°e))7 ~5logx+4=0 A xeD
1
& log|x7 g J 5logx+4=0 A xeD
< log(x'°e") - 5logx+4=0 A xeD
< logxxlogx-5logx+4=0 A xeD
< (logx)2-5logx+4=0 A xeD
<:>logx=512ﬂ AxeD
<:>logx=5§3 A xeD
< (logx=1v logx=4) A xeD
< (=10 v x=10000) A xeD
C.S.={10,10 000}
f(x) = log,(x* - 3x + 2)
={xreR:x2-3x+2>0}=
={xelRix<1l v x>2}=]-00,1[ U]2, +00[
Calculo auxiliar
x1—3x+2=0c>x= 9 4x2
ox= 2vx 1
_ 1
90 = 1-log,x
Dg={xeR:x>0 A 1-log;x=0}=]0, +oo[\{7}
Calculo auxiliar
1-log,x=0olog,x=1ox=7
h(x)=l0 x+1
1-2¢

Dp={reRix+1>0 A 1-2%0}=]-1, +co[\{0}

Calculo auxiliar
1-2=02'=1ox=0




b) f(x)=0
& log,(x*-3x+2)=0
©x?-3x+2=1 A xeDy
& x?-3x+1=0 A xeDy

= [x: 3_2\/5 v x=3+2\/§] A x €Dy
oxo3V5  34V5
2 2
f tem dois zeros: x = 3-V5 9x=3+\/§
2 2

g() =0

1

1-log,x
Condicao impossivel, logo g néo tem zeros.
h(x)=0
o log11 g(xzj 1) _ 0

o logys(x+1)=0 A xeDy
Sx+1=1 A xel-, +oo[\[0}
Sx=0 A xel-1, +o[\{0}

0 ¢ Dy, logo h ndo tem zeros.

C) Dlg=Dgf1
ﬁ:y@%:l—logﬂc
<:>log7x=1—l
1_l
Sx=7
Assim: 1

1-=
g*(x)=7 *eDg=IR\{0}, logo D’ = R\{O}.

87.
L _logga__ 1
3 logya log,b log,b

b) logn[logn( \V m” = logn[logn“nﬂﬂﬂ =
= logn[logn[n%n =

- tog, | - log () = -3

C) anb = (blogb(a)‘“b' pois a = blogsa
= p/nbxlogya _
In xln_a
=b b, poislog, a=

Ina
_phna Inb

Capitulo 4 - Funcao composta
Tarefa - O automavel - pagina 62
1.
a)  Vamos calcular C(v) para cada valor de v.
« Para v = 60 km/h:
C(60) = 0,0005 x (60 - 80)2 + 5 =
=0,0005x 400 +5 =
=02+ 5=
=5,2¢/100 km
- Para v = 80 km/h:
C(80) = 0,0005 x (80 - 80)2 + 5 = 5 £/100 km
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+ Para v =100 km/h:

C(100) = 0,0005 x (100 - 80)? + 5 =
=0,0005 x 400 + 5 =
=5,2¢/100 km

+ Para v =140 km/h

C(140) = 0,0005 x (140 - 80)? + 5 =
=0,0005 x 3600 + 5 =
=18+5=
= 6,8 ¢/100 km

b)  Usamos agora a funcao A(c)
*Parac=5,2:

AG,2) =299 _ 9615 km
52

_ 5000
=t

Parac=>5:
A(5) =5‘;ﬂ= 1000 km
- Parac=6,8:

A6,8) = 2090 _ 7353 km
6,8

c) Pretende-se calcular A(C(x)).
Sabemos que C(x) = 0,0005(x - 80)% + 5.

5000
A(C(x)) = A(0,0005(x - 80)2 + 5) = — 2000
(€0 = A (= 80)° +5) = 5 5005 (c - 80 + 5

Z C(v) (em €/100 km) | A(C(v)) (em km)

60 52 = 961,5
80 50 1000
100 52 = 9615
L 140 6.8 =7353 )

3. Aexpressdao A(C(v)) representa a autonomia do vei-
culo em fungdo da velocidade média.
Observe-se que, com a velocidade v determinamos
0 consumo através da funcdo C. Esse consumo é
depois usado na fungdo A, para calcular a autono-
mia, por isso, A(C(v)) diz-se uma funcdo composta,
pois a “saida” da fungdo C é a “entrada” da fungéo A.

As grandezas relacionadas por esta funcdo com-
posta sao, entao:

- velocidade média (km/h);
+ consumo médio (€/100 km);
- autonomia (km).

Exercicios de margem - paginas 63 a 65
88.
a) 9(f(2)=9(4)=9

)
b) f(9(2)=f(3)=7
o g(f(0)=9(5=12
d)  f(g(0)) ndo existe, pois 0 ndo pertence ao dominio
deg.

e) f(g(5)) = f(12) = ndo existe, pois 12 ndo pertence ao
dominio de f.
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86

89.
a)  i(goN(-2)=9(f(-2)=9(2x(-2) +3)=g(-4+3)=g(-1)=
—(-12=1
i 9)(V3)+ @0 | - fa(v3) + [ 12 -
~(V3)+g[2x 1 +3)-
=f(3)+g(1+3)=
=2x3+3+9g(4) =
=6+3+4%=
=9+16=25
b) Dy f={xeDf(x)eDg={xeR A 2x+3€lR}=

(9o N(x) = g(f(x)) = g(2x + 3) = (2x + 3)* = 4x* + 12x + 9
Conjunto de chegada: R
Df,g={xeDg g(x) eDd ={xeR A x*€lR}=IR
(fog)(x) = fg(v) = f(x?) = 2x* + 3
Conjunto de chegada: R

c) A composicdo de fungdes ndo é comutativa, pois,
na alinea anterior, (g - f)(x) = (fo g)(x).

90.
a)  (fog)x)=flg(x)) =f(-3x +2) = 4(-3x + 2) -
=-12x+8-1=-12x+7
b) (9= () =g(f) = gldx - 1) =-3(4x - 1) + 2=
=-12x+3+2=-12x+5
c)  (fof)x)=f(f(x)) = f(4x-1) =4(4x-1)-1=16x-4-1=
=16x-5

d)  (9°9)x) =g(glx) =g(-3x+2) =-3(-3x+2) + 2=
=9%-6+2=9x-4

91.

a)  (feg)lx) =flgk)) = fle>+1) =
=In(2e>+1) =
=In2+In(e¥>+1) =
=In2+3x+1=
=3x+In2+1

={xeR:xeD, A g(x) eDg =

=fxeR:xeR A e¥*1elR*} =R

b) (g~ ) =g(fx)) = g(In(2x)) =

—e3IN@)+1_ g3In(@y) « ol —

Dr.q

=en@) xe=(2 )3xe 8ex3
Dy.r={xeR:xeDs n f(x) €Dy
={xreRxeR* A In(Z)eIR =R+

92. Opcao
) = f(2) = 2, 0 que exclui a opgao (D).
) = f(2) = 2, 0 que exclui a opgao (A).
(fog)(-1) = f(g(-1)) = f(1) = 0, 0 que exclui a opcao (C).

Aprende fazendo @ - paginas 66 e 67

93
a) Dy.s={xeR:xeD; A f(x) Dy}
={x e R\{2}: f(x) € R} = IR\{2

(900 =g(fe) =g 3| 2 2+

N“"’II
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94.

b)

95.

b)

96.

97.

b)

_2x+2+3(kx-2) _

x-2
_2x+2+3x-6_
x-2
_x-4
x-2
={xeR:xeD, A g(x) eDg =

~{xelR: g(x) e R\(2)} = IR\{— %}

Dfog

Calculo auxiliar

g(x)EIR\(Z}@2x+3xZ@Zr#—l@x#—%

2x+3+1_2x+4
fo =i =f2x+3) =" o=
(-9 =flgt) =f2x+3) =5 " =75 =57

Df.g={xeR:xeD, A g(x) eDg=
={reRxeR A 10°*2eR*} =R
(F- 6)09) = flg(x) = (10°+2) =

= log(107+?) =

=x+2
Dy.r={xeR:xeD; A f(x) eDg}=

={xeR:xeR* A logxeR}=R*

(g - ) = g(f(x)) = g(log x) =

= ]Qlogx+2 _

=10lex x 10?2 =

=100x

°g

Por exemplo, g(x) = x? e f(x) = In x.
(fo g)(x) = flg(x)) = f(x?) = In(x?)

Por exemplo, g(x) = Inx e f(x) =

(Fo )0 = fge) = flin2) = -

(fog)(x) =6x+9 < flgx)) =6x+9

Opgéo (C)
(h™-g)(2) = h'(g(2)) = h™(3) = -2

Calculo auxiliar

9(2):23—%x22+%x2+4=3

h(x)=3&-2x-1=3e-2xr=4cx=-2

Dp=Ds.g={xelR:ixeDy A g(x) eDg =
={reRixeR A gx)eR*}=]-1,1[

procuramos os valores de x para
os quais a funcdo g é positiva

Pretende-se determinar os valores de x para os
quais h(x) =
Assim:
h(x) =0 & (fe g)lx) = 0 = flg(x)) = 0
O zero da funcdo f definida por log, x € 1, ou seja,
f(1)=0.



99.

100.

101.

Pretendemos, assim, determinar os valores de x
para os quais g(x) = 1. Por observacdo do grafico,
vem que x = 0.

Opgéo (B)
(gefkx) = 2f(x)=2 v fx)=3

Sx=1vix=2

2 & g(f(x) =

Logo, x {1, 2}.

Opcéo (B)

Seja x > 3. Entdo, (f- g)(x) = f(g(x)) = f(1) = 2, pelo
que o grafico da funcdo composta f - g sé pode ser
o grafico representado na opcao (B).

Opcéo (D)
< (g f1)(9) =g(f(9)) = g(5) = 5, pois, para qualquer
x > 3, tem-se que g(x) = 5, j& que se verifica
g(-x) = g(x), qualquer que seja x €IR.
Calculo auxiliar
f(9) = 5, pois f(x) =

(f1eg)3)=fH9(3)) =

Calculo auxiliar
- g(3) =g(-3) = 5, pois g(-x) = g(x), qualquer que sejax € R.
< FY(5)=3, pois f(x) =5 &> 2x -1 =5 & x = 3.
“(fog)(9) =f(g(9)) =f(5)=2x5-1=9
° (fc g)(3) = f(g(3)) = f(S) =2x5-1=9

9o 2x-1=9=x=5

fi(5) =3

Aprende Fazendo - paginas 74 a 77

1.

a)

Opcao (D)
2K _ K -
log, ik log,(2¥) - log, 8=k -3
Opgéo ()
O ponto P(3, 81) pertence ao grafico de f, logo
f(3) = 81, isto é:
eiln3_-8] e®)=81<39=8lca=4
Opgéo (B)
g(x)=2e*-3
y=2et-3e2e =y+3oe=Yt3 o |n(L3]

Assim, g1(x) = In[x ; 3].

Opcao (A)

(h-9)(2) = h(g(2)) = h(2e? - 3) =
=In(2e?-3+3) =
=1In(2e?) =
=In2+In(e?) =
=In2+2

Assim, a afirmacdo | é verdadeira.

(g°h)(2)=9g(h(2) = g(In(2 + 3)) =
=2e"5-3=
=2x5-3=
=7

Assim, a afirmacdo Il é verdadeira.

Opcao (B)

Di={xelR:e-e*=0 A x>0}=IR"\{1}

e-e'=0se'=¢
x=1

5.

b)

b)
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Opgédo (B)
log,(a® x Vb) = log,(a®) + logy(Vb) =

=3+ loga[bEJ =
=3 +—logab =

S
2

f()=—2+log(2 7x)
={xelR:2-7x>0}=

Calculo auxiliar

2—7x>0¢:—7x>-2<:»x<§

-2+log(2-7x)=y = log2-7x) =y +2
©2-7x=10""2

& -Tx=10""2-2

oy 2-10772
7
X + 2
Assim, f1(x) = 2-1007 Dt =R.
fLIR— }oo, 1[
7
2-10+2
=
g 7
10f0) = 10-2+log2-7x) =
=102 x 10le@-7x) =
- @2-79-=
100
_2-7x oo }w’;{
100 7
fln(3)) =1 -el+2/n3 =
=l-exe?n3=
=l-exem)=
=1l-ex32=
=1-9e
Di=R =D
f(x)zl_el+l‘c

1_el+2x=y<:>_el+2x=y_1
<:>e1+2x=1_y

ol+2x=In1-y)
@x=ln 1-y)-1

2

Assim, f1(x) = In1 —2x -1
Dii={xelRi1l-x>0}=]-o0, 1[

fl]-c0, 1[— R
= InQ-x)-1
2
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a)

Opcéo (A)
flna)=e"a+12ema-1=q+ 12" -1 =
=a+12at-1-=
=a+ 1z _ 1=
a
_a’-a+12
a
Opcéo (C)
(g f)(0) = g(f(0)) = g(e® + 12e° - 1) =

=9g(12) =2 - log,(12?) =

=2-log,144 =2 - log,(2*x 3?) =
=2-(log,(2%) + log,(3%))=2-4-2log,3 =
=-2-2log,3

f(x) =g[— l] e +12e -1=6

o ev+12e*-7=0
= (@)2+12-7e =0

e=20,VxelR
= (e)?-7e+12=0
7+V( 7P -4x1x12

& e'=
2x1

7+1
2
Se'=3ve=4
Sx=In3 vx=In4

S et =

Calculo auxiliar

1 1) [1}
of-3)-2-tog -5 - 210855 -

=2-log,(2) =
—2-(-4)=
=2+4=

=6

CS.={In3,In 4}

Opcéo (B)

log, [%J =8 < log, a - log,(b?) =8
< log,a-2=8
< log,a=10

L -10 < 1080 _ 19
ogp(a) = log, b

1

< log, b

1
log, b= -1
& og, 10
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10.

a)

b)

11.

12.

P(t +1) _ 1500 e®2t+)

P(t) ~ 1500 %2
eO,Zt+0,2
02t

— @02t+02-02t _

- 02

=1,22
Observe-se que P(t + 1) = 1,22P(t), ou seja,
P(t + 1) = P(t) + 0,22P(t), o que significa que, a cada
dia que passa o nimero de utilizadores desta apli-
cacdo esta a crescer a taxa de, aproximadamente,
22%.

f(-1) = 1500 e & P(-1 + k) =1500 e
& 1500 e021+K = 1500 e
o e021+K _ g
<02(-1+k)=1
<-1+k=5
sSk=6

Opgao (A) s
(In(@) + In(@) + In(a%)) x (In 36) =M%l -
_In(@?) _
In(6?)
_121Ina _
T 2In6
_glna_
In6é
=6log, a

h(t; + 5) = 1,35 x h(t;)
Utilizando x como variavel independente:

h(x + 5) =1,35 x h(x)
o 24 24

1+ 16,24e70160+5) 1+16,24e016¢
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora:

1) 24

=135x

M T 11 16,24e0760+9
24

fz(x)=1,35)(m, x>0

y

17,15 ;
f, Z

o 18,15 X

t, =~ 182



13.

14.

a)

b)

15.

a)

log,(Va+4+Va-4)=
eVa+d+Va-4=2b
&(a+4)-(a-4=2*(Va+4-Va-4)
Sa+d-a+4= zb( a+4-Va-4)
&8=2(Va+4-Va-4)

o Vara-Vai-L
sVa+4-Va-4=23b
Assim:

log,(Va+4-Va-4)=log,(2>-?)=3-b

P(0) = 1200 (\/%jo =1200
P(7) = 1200 (\/%7

P(7) - P(0) = 1200 (\ET - 1200 = 3760

O aumento foi de 3760 unidades, aproximada-
mente.

3) t c)
P(t)=1200( ?) 1200 152=

In(1,5)
_1zoox(e'n15) ~1200xe 2
k=ﬁ32L51<:>k=o,203

P(t) = 1200 e0203t

1200 e9203t = 3600 < 0203t = 3600
1200
> 0203t _ 3

< 0,203t=1In3

In 3
0,203

t = 5,412 dias
5,412 dias = 5 dias + 0,412 dia
0,412 x 24 = 10 horas

01/07 02/07 03/07 04/07 05/07 06/07
Il

0 1 2 3 4

As 10 h, aproximadamente, do dia 6 de julho.

t=0
350 350 _ 350
—_— =50
1+6e9 146 7
50 chimpanzés.
k=-0,2
350 _
1+6e02
350

1+6e02

350 70 - 420702t _
1+6e02

., 280 - 420e02 _

1+6e02

< 280 -420 702 =

-70=0

OAl+6e02x0
|

condicdo universal em IR

I Il
é 5412 (I, t 16.
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< 280 =420 702

o 280 _ o

420
e e02t_ 2

< t=2,027 anos
2,027 anos = 2 anos + 0,027 ano
0,027 x12=0,324

Janeiro Fevereiro

0 0,324 1 2 3
Em janeiro de 2024.

350 _ + 350
1+ 6 ek 1+6e%
= 350

1714610
350

=504 —>2Y

2 * 1+6e%
y

350,0

109,2

10 k

k=-18 v k=-01

Paraxe }O,E{:
2

h(x) = 3 logg,(1 + sen x) + log,(1 - senx) + log,(4 senx) =
=3 log,(1 + senx) +log,(1-senx) + logs(4senx) _

log, 64 log, 2
_3log+senx) log,(1 - sen x) + log,(4senx) _
log,(4°) 1

2

=3 M +log,(1-senx)+2log,(4senx) =

1+senx)+logy(l-senx)+2logy4senx)=
-sen%) + 2 log,(4 senx) =

cos? x) +log,((4 sen x)?) =

cos%) + log,(16 sen?x) =
= log,(16 sen?x cos%) =

= log,(4?( sen x cos x)?) =

= log,(4?) + log,((sen x cos x)?) =

=2+ 2 log,(sen x cos x)

084

=lo
= log,(1
= log,
= log

g4

/\/\AA/\A

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

89




Propostas de resolucao - Manual

Teste Final - paginas 78 a 81
1. Opcao (A)
Comecemos por determinar a abcissa do ponto A:
f(x) = 0 & log(2x + 10) = 0
<& 2x+10=1 A 2x+10>0

<:>x=—2 A Xx>-5
2

A abcissa do ponto A é - %

Determinemos a ordenada do ponto B:

f(0) = log(2 x 0 + 10) = log(10) = 1

B tem ordenada 1.

Por fim, determinemos a ordenada do ponto C:
g(0)=-2°248=-4+8=4

C tem ordenada 4.

Assim, a area do triangulo [ABC] é igual a:

9
4-1)x=
2 27,

2 4
2. Opcao (D)

log, [%] =6 < log, a-logy(b?) =6
s log,a-2=6

< log,a=8
o l0ga_g
log, b
1 =
log, b
< log, b = 1

8
log,(b) -b’ logb[%] =2log,b - b‘“’gb[%] -
—2x i [lr -

8 2
_2_1_
-5 5"
-1
"~ 8
3.
31 P(t+1) _1500 e03(t+1) _
P(t) 1500 %3t
e0,3t +0,3
e03t -
— @03t+03-03t _
— 03
=135

Observe-se que P(t + 1) = 1,35 P(t), ou seja,
P(t + 1) = P(t) + 0,35 P(t), o que significa que, a cada
dia que passa, o numero de individuos desta colo-
nia esta a crescer a taxa de, aproximadamente,
35%.

3.2 f(-1) = 1500e < P(-1 + k) = 1500e
& 1500 e%31+K = 1500e
e e03(1+k _ o
©03(-1+k)=1

<:>—1+k:13—0
13
k=13
eK=3
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I. Area no inicio: A(0) =1,5xe®x (0+2)2=15x4=6
Logo, I - b).
Il. Queremos A(x) = A(0) < A(x) = 6
S 150 (x+22=6
Resolvendo graficamente na calculadora, obtém-se
a solucdo nédo nula:
x = 5,0257 anos

[EXE]:Show coordinates

1.5%(e"(-. ?:x)]"t_(x-}-z)’

' IN
X=6,026724836 _ ¥=6 !
A parte “extra”, para além de 5 anos, é:
(5,0257 - 5) x 365 = 0,0257 x 365 = 9,3896 = 9 dias
Logo, Il - a).

.

@ [EXE]:Show coordinates
Wl=1.b6x(e~(-.bx))x(x+2)2

X
{=2, | . ¥-=8.8290106688 X
Logo, Il - b).
Logo, IV - c).

Assim, a resposta correta é: 1 - b); Il - a); 11l - b); IV - ¢)

Observa que:

+3=3%

27 =33

-0 Ultimo termo é 32"~ 1L,

Logo:

a,=1In(3Y) +In(33) + In(3%) + ... + In(32"-1) =
=IN3+3IN3+5IN3+..+(2n-1)In3=
=(1+3+5+..+(2n-1))In3.

Comol+3+5+..+(2n-1)éasomade ntermos
de uma progressao aritmética:

1+3+5+...+(2n—1)=%xn=n2

=(1+3+5+..+(2n-1))In3=
=n?In3
Provamos, assim, que a, = In 3 x n?.

Opcéao(A

(fog)lx) =0 f(g(x)) =0
< f(e) =0
se=1ve=3
<x=0vx=In3

CS.={0,In 3}



O valor total que se prevé obter com a venda é
dado pelo produto do preco de cada unidade, p,
pelo nimero de unidades vendidas, N(p).

Assim, o valor total, em funcéo do preco, é dado
por p x N(p), e o preco que permite obter um valor
total igual a 360 milhares de euros é a solucdo da
equacao p x N(p) = 3600.

Utilizando as capacidades graficas da calculadora,
e utilizando x como variavel independente:

y1=x x (3000 02 - 0,8p + 40

¥, =3600

[E [EXE]l:Show coordinates
il =(3000x{e~(-.26xx))-.8x+40)xx,[2,
F2=3600
INTSECT
= = bid
x=7,78

Assim, o preco de cada tablet, para o qual o valor
total que se prevé obter com a venda dos tablets
seja igual a 360 milhares de euros, é 7,78 centenas
de euros, ou seja, 778 euros.

Opcao (B)

Sabemos que os graficos cartesianos das fungdes f
e f-1 sdo simétricos em relacdo a reta de equacdo
y=x

Das opcdes apresentadas, tal sé se verifica na
opcao (B), sendo esta a resposta correta.

Recorda - paginas 82 a 86

f(x) =x3 - x
f@-f(-1) _6-0_,
2-(-1) 3
1
2-
fo)=2-—
1.5
fQ-fy) __ 2 __3__1
2-(-1) 3 6 2
Opgéo ()
2y+x=3<:>y=——x+%
A taxa média de variacdo de f, entreae b, é o
declive da reta secante AB, onde A(q, f(a)) e B(b, f(b)),
s 1
que é >
llmi—u—l lim =2 2x=1_ iy = =1)°
x>1 x-1 x>l X- x>1 x-1
=lim (-(x-1))=0
x—>1
Assim, f’(1) = 0.

b)

c)

d)

b)

c)

d)

Propostas de resolucao - Manual

fx) - f P o
tim f6 = 1) _ i, = lim =
xo-1 x-(-1) i x4+ vo1lx+1
—lim Lo

x—>-1 X

Assim, f’(-1) = -1
x+2_4 x+2-4x+4

lim £ =@ _jm X2 _im x-1 =
x>2 x-2 x>2 X- X2 x-2

: -3x+6

= lim —272 -

2 (x-1x-2)
—lim_3&=-2) _
is2(@-1)x-2)

—lim-—=3__
xs2x-1
--3
Assim, f'(2) = -3.
Opcéo (D)

O valor de f’(a), derivada da funcdo f no ponto de
abcissa a, é o declive da reta tangente ao grafico
de f no ponto de abcissa a, que, por observacao
grafica, € um declive positivo. Assim, das opcdes
apresentadas, sé 1 satisfaz a condicao.

f'(x):[-x + 23 -5x+2J=-4x + 6x? —10x+%
vy [ 5x ) (5x) x (2x+3) - 5x x (2x +3)' _
f'(x) = = =
2x+3 (2x + 3)?
_5x(2x+3)-5xr%x2 _
(2x + 3)?
15
(2x + 3)?
f:(x)=[£]=(2)'><x—22><(x)'=0—22><1=_L2
x x x

Outro processo

1232
oe23]-

=3x(x-5]2x[x-5)'=
xX+2 xX+2

_3x[X-5 zx(x— x(x+2)-(x-5)xx+2) _
=3 [x+2] (x +2)?
=3x(x—5) Ix(x+2)-(x-5x1_
(x +2)? (x +2)?
3(c-52x7 _
T (424
_21(x-5)
T e+ 24
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e) f{x)= [(—x+1)x xflj'=

=(—x+1)'xxfl+(—x+1)x[x51]'=
o 1x . (2 x(r+1)-2x(x+1)
-1 x+1+( +1) +(x+1)2 :
2 -2
=_x+1+(_x+1)(x+1)2=
_ 2x+1) 2(=x+1)
T+ 1)?2 (k41?2
2 -2+2x-2 _
N (x+1)? B
-4
T (x+1)2
) Fe)= [(3x P _42)2]' _
=((Bx +x%)?) x x_42)2+(3x+x2)2x [—(x _42)2] =
=2(3x +xA)?! (3x+x2)'x#+(3x+x2)zx
A x(x-2-4x(x-27? _
(-2
=2(3x +x?) (3+2x)xﬁ+(3x+x2)2x
0-4x2x(x-2)x(x-2)
(-2)*
=83x"('xxi 2)32*'2)6 +(3x+x2)2><J—2_86)_C;)%1 =
_83Bx+x?) (3+2x) (x—2)+—8(3x+x2)2=
(-2 (x-2)°
_8Bx+x)[3+29) (x-2) - Bx+x7)] _
(x-2)
_8@x+x?) (x*-4x-6)
(x-2)

6. Opcao (B)

o

3 .2
7. f)=X+X _6x-2 D;=R
3 2
f'(x):[x?3+x7z—6x—2] =x>+x-6 Dy=R
f'(x)=0

-1+V12-4x1x(-6)

2

xXt+x-6=0x=

2
Sx=2vVvx=-3

Sinal de f’ +
Variacao

92 ©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

Calculos auxiliares
3 2
3= B (3228
3 2
2 2 28
f(2)=?+7—6x2—2=—T

f é estritamente crescente em ]-co, =3[ e em ]2, +oo;

f é estritamente decrescente em ]-3, 2[; % é ma-

ximo relativo em x = -3; - 23—8 é minimo relativo em

x=2.

Capitulo 5 - Derivadas
Tarefa - As tangentes - pagina 87

1
a) fx)=2¢
X f(x,) ‘ Declive da tangente f'(x,)
-1 0,500 0,347 0,347
0 1,000 0,693 0,693
1 2,000 1,386 1,386
L 2 4,000 2,773 2,773 )
b) f(x)=27*
-1 0,370 0,368 0,368
0 1,000 0,993 0,993
1 2,700 2,682 2,682
L 2 7,290 7,241 7,241 )
c f(x)=271
X ‘ f(x,) ‘ Declive da tangente f'(x,)
-1 0,369 0,368 0,368
0 1,000 0,997 0,997
1 2,710 2,702 2,702
L 2 7,344 7,322 7,322 )

2. Parece existir um valor de a €[2, 3], aproximada-
mente, a = 2,718, para o qual a fungao f(x) = a* coin-
cide com a sua derivada.

Exercicios de margem - paginas 88 a 107
1. Opcao (B)

h(x) = e™

R(x)=0

Logo, h’(1) = 0.

a) f)=(6x*+¢eY) =

(6x7) + (e =

12x + e*

(2?2 +3x)x e =

(2 +3x) x e + (x? + 3x) x (&%) =
=(2x+3)xe +(x?+3x)xe' =
=e"(2x+3+x%+3x) =

=e" (x?+5x+3)

b)  g'()



<)

d)

d)

b)
<)

f)

g)

vy [(2x) _ (2%) x e = (2%) x () _
R = [e_] _ = _
_2xe'-2xxe_

(e?

() =(Inx+e) =(Inx) + (e = % rer

((x)=(e*"7) =(2x-7) e¥~7 =2e>"7
1Y’ )1 1
J) = e*j = (lj er--Lle
X X
k() =(3e*Vr+x?) =
=3(x+\/3;)’ e+ Viy 2x=

1
=3[1+ ]e“\/;+2x
2Vix
2 ’
() = (In(e? + 2)y = &2+ 2 2x

X2+2 x*+2
£(x) = (10%)’ = 10% In 10
g0 =2 +Inx)y=2"In2+L1

X
R(x)= (3 +x3) =3"In3 + 3x?
‘(x)=(e*Inx) =

=(@) Inx+e(Inx) =
1

=e'Inx+e'x—=
X

= e*[lnx+l]
X

j@)=(rInx) =
=xInx+x(Inx) =

=Inx+xxl=
=1+Inx

=5 -
xInx-x(Inx)’ _

(In x)?

Inx—xxl
X

(In x)?
_1+Inx
" (Inx)?

() = (logy o = —1—

= () -
=(2x+3) ex*3=

- 2e2x+3
£(0) = 2¢2
f(0) = &3

Assim, a equacao reduzida da reta tangente ao gra-
fico de f no ponto de abcissa 0 € y = 2e3x + 3.

b)

6.

a)

b)

d)
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Fx)=2 o 2024322

<:>e2x+3=1
S 2x+3=0
ox=-3
2
f[—iJ=e°=1
2

1=2x[—%)+b<:>b=4

Assim, a equacdo reduzida da reta tangente ao gra-
fico de f, que é paralela a reta de equacéo y = 2x, é
y=2x+4.

f2)=In(L+29)=1In5
fix)=(In(1+x?) =
_(@+xy

1+x?
_ 2x
1+x?

f'(x)_ 2x2 _4

T1+22 5

In5=%><2+b<:>b=—§+ln5

A equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de

femx=2ey=2,-8 .ins.
575

IN5=-2x2+beb==4+In5
4 2

A equacdo reduzida da reta normal ao grafico de f

emx=2éy=—%x+%+ln5.

fl)=@>7) =
=(2x-7)x2%"7xIn2=
=2In2x2%"7

g'(x) = (1034 =

(2 -3x+4) x 107" ¥+4x|n10 =

(2x-3)x 10¥-3+4x In 10

(log,(-2x + 1)) =

_ (2x+1)y
T (-2x+1)In2
2
(-2x+1)In2

- (o2 -

h'(x)
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94

d)

e)

g

h)

f'(x) = (% + 5x)°) =
(x? + 5x)? x (x? + 5x)’ =
(¥ + 5x)% x (2x + 5) =
(6x + 15) (x? + 5x)?
gl =3 =

=(x2+5x) x 3"+ xIn3 =

=(2x+5)x3**>xIn3

3
3

f'(x)=(3senx+4) =
=(3senx) +4' =
=3 cosx

f'(x) = (x* - cosx) =
= (x?)’ - (cos x)' =
=2x+Senx

f'(x) = (sen (5x + n))’ =
=(5x +m) cos (5x + ) =
=5 cos (5x + n)

F) = (cos(Zx) j _
_ (cos(2x))" x x = (cos(2x)) x x' _
_ —2sen(2x) x x - cos(2x) _
x2
_ _ 2x sen(2x) + cos(2x)
x2
f'(x) = (sen3(5x))’ = 3 sen?(5x) x (sen(5x))' =
=3 sen?(5x) x 5 x cos(5x) =
=15 sen?(5x) cos(5x)

f'(x) = (senx + cosx)’ = cos x - sen x

Fx) = [cos;c]' _ (cosx)’ x sen x - cos x x (senx)’ _

senx senZx

_ =Senx x Sen x - COS x X COS X _

sen?x
_ -Sen’x - cos’x _
senx

1

senx
F(5) - (cos(+?) - 3 sens) -

= (cos(x?))' - 3 x (senx)’ =
-(x?) sen (x?) -3 x 2senx x (senx)’ =

=-2x sen(x?) - 6 sen x cos x

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

i)

i)

10.

a)

b)

f'(x) = (tgx xsenx)’ =
=(tgx) xsenx + (tgx) x (senx) =

= 5- X Senx+tgxx cosx =
COs“x

_senx 1 L Senx
COoSx COSx COSx

X COS X =

=—tgi+tgxxc05x=
COSx
=t
gx[COSx +COSxJ
, , 2
f(x)=(tg(2x)+x) =m+l
f(x) = x3 e
Df=|R

fx)= (P e”) =
=@ xer+x¥x (e =
=3x%e™ - x3er =
=e?(3 -x)
Dy = R
fx)=0=e*xx’3-x)=0
<e*=0vx?=0v3-x=0
I

condigdo impossivel em IR

&x=0vx=3

0 3 +00
+ +
+ 0
+ 0
eiecio | a1y

Calculos auxiliares
+f(0)=0°xe’=0

27
M) =P xe =2

f é estritamente crescente em ]-o, 3[ e é estrita-

mente decrescente em ]3, +oo; 27 é maximo rela-

e3
tivo parax = 3.

g(x) = In(-x? + 8x)
Dg={xelR:—x2+8x>O}=]O, 8[

Calculo auxiliar

X+ 8r=0x(-x+8)=0=x=0 v x=8

/N

/

8_x
)

G0 = (In(-x2 + 8y)y = X2+ 80 -2x+8

X2 +8x -x%+8
Dy =10, 8l
g =0 ‘sz_+8 -0

-x% + 8x

©-2x+8=0 A xeDy
Sx=4



11.

n.d.

d| + |+ | + |nd
Sinaldeg’ K8 + 0 - n.d.

/ Max. \. nd

9(4) )

Variacao de g JjKeH

Calculo auxiliar
g4)=In(-42+8x4)=In16

g é estritamente crescente em ]0, 4[ e é estrita-
mente decrescente em ]4, 8[; In 16 & maximo rela-
tivo parax = 4.

h(x) =x - In(1 - e™)

Dp={xeR:1-e*>0}=R*

Calculo auxiliar
l-e">0e-e">-lee <l
o -x<inlexs0

K = (x - In(1 - e™)) =

- Q-e
l-e™
_q__e*r _
T 1l-er
_1-2e™
T l-e
D, = R*
K =0olz28"_g
1-e~

=1-2e*=0 A xeDy
= 2e*=1 A xeDy

(:)8"‘:% A x €Dy

N[

@—x:ln[—] A x €Dy

N[

@x:—ln[—] A x €Dy

Sx=1In2

Calculo auxiliar
h(In2)=In2-In(1-e™M?) =

=In2—|n(1—em(%)) =
=In2—|n(1—%)=

=In2+In2=21In2

h é estritamente decrescente em ]0, In 2[ e é estri-
tamente crescente em ]In 2, +o[; 2 In 2 é minimo
relativo de h parax=1In 2.

R(t) = 4t €016t D, = R+

R'(t) = 4(t' x @016t 4 t x (e7016t)) =
= 4(e 01t — t x 0,16e7016) =
= 4e016t (1 - 0,161)

12.
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R'(t) = 0 < 4e70%6t (1 - 0,16t) = 0
& 4e0t -0\ 1-016t=0
||

condigao impossivel

< 1=6,25

Sinal de R’

oo [T N

A populagdo de roedores é maxima apos 6,25
semanas do solsticio de inverno. Como o tempo
de inclinacdo dos ovos de falcao é cinco semanas,
para que o nascimento de filhotes de falcdo coin-
cida com a época em que a populagdo de roedores
é maxima, os ovos deverdo ser postos apos 1,25
semanas do solsticio de inverno.

Max.

fx) - 46 1n(2x)
D:;=[05; foo[
Fx) = (4,6 MXEJ -
_ 46 x (N == In(2x) x ¥’ _
2 x-In(29)x1

2x
=46 x > =

X

1-In(2x

=4,6><4xz_l
FW)=0e46x 121020 _g

X

<1-In(2x)=0 A xeDy
< In2x)=1 A xeDy
& 2x=e A xeDp

e
Sx=—
2

min.

Variacdo de f

£(0,5)
J
Calculos auxiliares
46In1
- f(0,5) = o5 -0
461n (2 x 5]
f[g]_ 2) _46x1 92
2)° e e e
2 2

f é estritamente crescente em }0,5; %{ e é estrita-

mente decrescente em }% +oo{; 0 é minimo relativo

parax=0,5; 3.2 é maximo relativo parax = % .

e
Como % = 1,4, entdo é com 1,4 anos de idade que
as fémeas geram o maior nimero de individuos.
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b) tmvpg= f44 - 22 = "(x)=(2xInx+x)=2xInx) +x =
h =(2x) Inx+(2x)(Inx)' +1 =
46In8 461In4 1
4 2 =2Inx+2xx— +1=
= = X
2 =2lnx+2+1=
=2Inx+3
46xLtin8-46xLing o
B 2 B 15.
1 1 a) Como se observa pelo grafico apresentado, f' é uma
4,6 x In[84] -4,6 In(42J funcdo negativa em todo o seu dominio, logo, f é
= 2 = estritamente decrescente, pelo que, dos valores de
x assinalados, é em x; que f assume o menor valor.
1
46 84 b)  Pelo mesmo motivo da alinea anterior, € em x; que
= x| = f assume o maior valor.
2
4 c) Porobservacao do grafico de f’, conclui-se que, dos
1 . . ) .
= valores assinalados, é em x; que f’ atinge o menor
=231In Q_;KJ = valor.

d) Pelo mesmo motivo da alinea anterior, dos valores
] assinalados, & em x, que f” assume o maior valor.

e) Como o grafico apresentado diz respeito a funcdo
1 f’, tem-se que os declives das retas tangentes ao
'] grafico de f’, nos pontos de abcissa x;, x5, x3, x4 €
xg, correspondem aos valores de f”(x;), f”(x,), f'(x3),

] f"(x,) € f'(xs).
Assim, e como em x3 e em x5 a reta tangente ao
grafico tem declive igual e negativo, conclui-se que

13. . . o . é em x; e em x; que f” assume o menor valor.

2) “(x) =& :3x _‘4) - 130x +6x f)  Pelo mesmo motivo da alinea anterior, conclui-se
F7(x) = (10x* + 6x)' = 40x° + 6 que, dos valores assinalados, é apenas em x; que a
f""R—R reta tangente ao grafico de f’ tem declive positivo,

x> 40x3 + 6 logo, é em x; que f” assume o maior valor.

b)  f”(x) = (40x3 + 6)' = 120x2
f”(x) =0 120x2 =0 < x = 0 16. Opgao (A)

X=0¢&o0 tnico zero de . Por observacdo da representacdo grafica de ¢/,
sabe-se que:

0 f(x) = (1202 = 240x d
fV)(x) = 240
f(x) = 0
n=6

7w N | /)
14. Completando a tabela anterior, e sendo g’ uma fun-
a) f()=Inx ¢ao continua, tera de se verificar:
)= (Inx) =+
X
() = [i] __1 Sinal de g” +
2
* * / Max. \ min. / J

b) gl)=e>

g'(x) = (e%) = 2e¥ Das opgdes apresentadas, apenas a representacao

grafica que se encontra na opcdo (A) verifica todas

1) = (De2Y — el
g"(x) = (2e*) = 4e as condicoes.

c)  h(x)=sen(3x)

h'(x) = (sen(3x))’ = 3 cos(3x) 17. Opcao (D)
h”"(x) = (3 cos(3x))’ = -9 sen(3x) (x) = 4 - 2
d) ix)=x*Inx f'x)=0=4-x*=0x=-2 v x=2
‘() =(2Inx) =% Inx +x*(Inx) =
= 2vInx+ P x L= Sinal de f”
=2xInx+x

Sentido das
concavidades
do grafico de f
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18.

19.

a)

b)

O grafico da funcao f tem a concavidade voltada
para baixo em ]-o0, -2[ e em ]2, +oo[ e tem a conca-
vidade voltada para cima em]-2, 2[, apresenta dois
pontos de inflexao nos pontos de abcissas -2 e 2.
Das opgdes apresentadas, apenas a representacao
grafica que se encontra na opgao (D) verifica estas
caracteristicas.

Opcao (C)
f'x)=x+3
f'x)=0=x+3=0x=-3

Sinal de f”

Sentido das concavidades
do grafico de f

Assim, -3 é a abcissa do ponto de inflexdo do grafico
def.

fx) = 2x3 + 6x2 - 5x + 1 D;=1R
f'(x) =6x2+12x -5 Dy =R
f'(x) =12x +12 Dy =R
() =0e12x+12=0ex=-1

Sinal de f”

Sentido das concavidades
do grafico de f

Calculo auxiliar
f(-1) = 10

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo
em ]-oo, -1[ e tem a concavidade voltada para cima
em]-1, +oo[. Tem um ponto de inflexao de coordena-
das (-1, 10).

g(x) =x +% D, = R\{0}
g =1+ 4 xxx—24xx' _
-1- % Dy = IR\{0}
” 4 4 xx?-4x(x2)
g (x)=(1—7j =0- (22 =
_0-8x
= -
8
=3 Dy = IR\{0}

Sinal de g”

Sentido das concavidades
do graficode g

O grafico de g tem a concavidade voltada para
baixo em ]-co, O[ e tem a concavidade voltada para
cima em ]0, +oo[. Ndo existem pontos de inflexao.

Propostas de resolucao - Manual

20. Opcao (B)
() =0
o (=102 - 4) [x2+%](x+1)2=0

o r-12=0v2-4=0v x2+%=0 v (k+12=0
L

condigdo impossivel em IR

Sx=1lvx=2vx=-2vx=-1

-2 -1 1 2 | 4oo
- -1 =1 =10+ |+ |+
ol - -|=-/l=1=101| +
.2 1
X .,_? + 0+ |+ |+ |+ |+ + ]+
(x + 1)2 + + 0 + + + + +
Sinal de f” 0|+ 0] +]0]-10]+
Sentido das
concavidades Pl | U U |PL|N|PL|U
do grafico
de f -

O grafico de f tem trés pontos de inflexao.

21. ,
a) fu(x)=(1+|nxj _
x
_(@+hx)x-@Q+Inx)x _
2
lxx—(1+lnx)
= X =
2
1-1-Inx
= =
- _Inx
==

oInx=0 A x2=0 A xelR*
ox=1

Sinal de f”

Sentido das
concavidades
do grafico de f

O grafico de f tem a concavidade voltada para cima
em ]O, 1[ e tem a concavidade voltada para baixo
em ]1, +oo[; tem um ponto de inflexdo de coordena-
das (1, 0).

22.
a) fx)=(2+x+2)e™ D:;=1R
) =(P+x+2) xe "+ (X +x+2)x(e™) =
=(2x+1)xe¥-(?+x+2)e*r=
=e*(2x+1-x*-x-2)=

=e* (-x?+x-1) Dy =R
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') = (@) x(x*+x-1) + () x(x?+x-1) = c) hx)=x*-2Inx D, =R+
=-e" (X +x-1)+ev(-2x+1)= R()=(2-2Inx) =2v-2x L Dy, = R*
e (x?-x+1-2x+1)= X
=e™ (x2_3x+2) Df"= |R h"(x) _ (Zx_z xlj' _
f'"x)=0=e*(x?*-3x+2)=0 x
e =0vx2-3x+2=0 22-2 1)
=2-2x —7 =

condigao impossivel

3+V(-3)2-4x1x2 -2 2 D.. = R*
o x= =L+ — h =
2x1 x?
<=>x=1\/x=2 h“(x)=0<:>2+%=0
L
condicdo impossivel em IR, logo h” ndao tem zeros.
Sinal de f”
Sentido das
concavidades : ”
do grafico de f Sinatde
Sentido das
Calculos auxiliares concavidades n.d.
- f(1) = 4et do grafico de h
- f(2) = 8e2

O grafico de h apresenta a concavidade voltada
O grafico de f tem a concavidade voltada para cima para cima em todo o seu dominio.

em]-o,1[ e em]2, +oo[ e tem a concavidade voltada
para baixo em]1, 2[.
Existem dois pontos de inflexdo de coordenadas

Nao existem pontos de inflexao.

23.

1,4e7) e (2, 8e7). . '
(1, 4e™) e (2, 8e7) a) Q(t)=[1_t23t4j=
b) g()=(Inx)? D, =R* +
, . _ Bt +4) -3t +4) _
g() = (N0 = - v -
=2Inxx(Inx) = 312412 - 612
=2|r'|xxi Dg,=||:{+ - (t2 + 4)? =
o _3t2-12
g’ =202 - i+
X
, , ) 3x32-12_ 15
In -(In Logo, Q(3) ==———===—-=0,09.
2 80.QB) =257 50 =1
1 Apds trés dias da descoberta do surto, o nimero de
T xx-Inxx1 pessoas contagiadas esta a aumentar aproximada-
=2x——= mente a taxa de 9 pessoas por dia.
X
1-Inx . "y 3t2—12j'=
= 2 X T Dg" = |R b) Q (t) [(tz + 4)2
. _ _Br-120(t2 + 42 - B2 -12)((P + 42 _
g'()=0e2x1=INx_g = e -
©1-Inx=0 A xeDgy _ 6t(t? + 4)2 - (3t2 - 12)2(t2 + 4)2t _
&Inx=1 A xeDy (2 +4)*
ox=e _ (2 +4)[6t(t? + 4) - 4t(3t2 - 12)] _
(t2 + 4)*
_2t[3(t? + 4) - 2(3t2 - 12)] _
nd. (2 +4)

o _2t3t2+12 - 6t + 24) _
.a. + + + (tz + 4)3
| o] - a3

Sentido das P (t2+4)°
concavidades R ) - N 2
an gle) "(¢ =0<:>2t!—3t +36!=0

do graficode g ) Q') (t2 + 4)3
Calculo auxiliar = Zt(_3t2 + 36) =0 A (tz + 4)3 =0
gle)=(nep=1 e

condigdo universal em IR

O grafico de g tem a concavidade voltada para cima < 2t=0v -3t2+36=0

em ]0, e[ e tem concavidade voltada para baixo em

- 2 _
le, +oo[. Apresenta um ponto de inflexdo de coorde- et=0v =12
nadas (e, 1). ot=0v t=2V3 v t=-2V3
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Comot>0,entdo, t=0 v t=2V3. )= ([e_xm =3x (ﬁ)z x [ﬁ] -

(-3t2 + 36)

X X
x4

Variacao de Q' Hully! / Max. \ Y, B x*

O maximo de Q' é atingido quando t =2V/3.Como  j)  j(x)
2V3 = 3,5; conclui-se que o momento em que a . )
doenca esta a alastrar-se mais rapidamente é 3,5 i) = [ x j _ X' xCosx-xx(cosx) _

dias, aproximadamente, ap0s o seu aparecimento. cosx cos’x
_COSx+xsenx
2
Aprende fazendo (§) - paginas 109 a 113 cos'x
24 , ,_(cosx+1)  -senx
k) kKx)=( 1) = =
a) dx)=(e**1) =(2xr+1) xe¥+l=2ex+1 ) () = (incos x + 1)) cosx+1 cosx+1
B b - e+ 1y - QY 2 D U= (Y = (e senay e
2x+1  2x+1 = (1 + cos x) ex*senx
) c()=QQe*+2x) =
=2x(x¥) xe*+x' x2xIn2= 25. Opcao (A) )
— —4xe 4 27xIn 2 Fl)-g etk 1. 1 1
1 x+k x x+k x
A~ Sx+k=x
d)  d@=(n(nyy=(na'_* 1 ok=0
Inx Inx xInx
1)) [ 5 J ; 1 e
e eW=|In=||="XL-X __X__=2
)oel ( [ x ]J 101 @ %
X X
Sinal de h”
) )= (e log,3) = _ ,
= (e%)' x log,(3x) + e* x (log,(3x))’ = Sentu:l: c:;; f?g:f;v;ldades
= 4e* x log,(3x) + e* x ?m:’w =
c 27. Opgao (B)
— 4x e4
= 4e x logy(3x) + xIn2 O Unico grafico que apresenta mudanca de sinal no
) ponto de abcissa 2 é o grafico da opcao (B).
8 ot=(1z) -
& 28. )
_(nx)' xx* - (Inx) x (x%)' _ a) )= -2x2+2 D;=R
(%2 12
1 a4 3 f =4_x3_4 Xy
xxx Inx x 4x ) 12 X 3 X
S ,
x® f"(x)=3%—4=x2—4
3(1 -
=w= f'x)=0=x?-4=0x=2 v x=-2
_1-4Inx
=
) ( 1]' Sinal de f”
’ — — 2| —
h)  h()=(VIn(5x) = | (In(5x))2 | = Sentido das
1 _1 concavidades U 14
=5 (In(5x)) 2 x (In(5x))" = do grafico de f -3 -3
1 « 1 “ 5 O grafico de f tem a concavidade voltada para
7 In(5x) ox cima em ]-o0, =2[ € em ]2, +oo[ e tem a concavidade
1 voltada para baixo em ]-2, 2[, tem dois pontos de
T on /In(5x) inflexdo de coordenadas [-2, - %J e [2, - %)
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100

f@):i;i D; = R\{-2}
,x=x+2—(x—3)= 5
Fe) (x + 2)? (x + 2)?
F7(02) = -5x2(x+2) __-10
(x+2)* (x+2)3

f"(x) 2 0, V x e R\{-2}

Sinal de f”

Sentido das concavidades
do grafico de f

O grafico de f tem a concavidade voltada para cima
em]-o, -2[ e tem a concavidade voltada para baixo
em ]-2, +oo[, ndo tem pontos de inflexdo.

X
f(x) = =3 D;=R
F( )=Zx(x2+2)—x x2x_ 4
(x2+2)? (x? + 2)?
A%+ 22 - Ax x 2(x% + 2)2x
- (2 +2)4 B
_4(x2+2)-16x2 _
T2+ 23
_-12x%+ 8
T (2 +2)3
" -12x%* + 8
f'x)=0 < i
&-12x2+8=0 A (x*+2)0°=0
I
condicao universal em IR
o2=Z
3
ox=Yb . V6
3 3
V6

3

Sinal de f” 0 0
Sentido das Pl Pl
concavidades N 1 v 1
do grafico de f 4 4

O grafico de f tem a concavidade voltada para baixo

em }—oo, —%{ eem }% +oo{ etem a concavidade
voltada para cima em }—%%{ tem dois pontos
de inflexdo de coordenadas (—ﬁ,ij e [ﬁl]
3 4 3 4
fx) =& Dy=R\0}
f'(x) _ [i] _ (e")'x -e‘y _ e'x-e* Df’ _ |R\{0}
X xz xz
CHESE
X
_(ex-e)x?*-(e"x-e)x?) _
(x?)?
_(ex+e'-e)x?-(e*x-e")2x _
= . =
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29.

b)

(ex)x-(e*x-¢e9)2
3
_e(¥-2x+2)

3
f”(x) = 0 em IR\{O}:
X (-2
M:O@ex(xz—2x+2)=0/\x3¢0
¥ S@=0v2-20+2)=0 A 320
I I |

Dy = R\{0}

condigao impossivel  condigao impossivel

f”ndo tem zeros.

e’(x*-2x +2)

Sinal de f”

Sentido das concavidades
do grafico de f

O grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo em ]-eo, O[ e tem a concavidade voltada para
cima em ]0, +oo[. Ndo apresenta pontos de inflexdo.

f(x) = e3x -1

Calculo auxiliar

f(x)=1@e3"1=1<:3x—1=0q:>x=% P[%,l]

f’(x) = (e3x—1)' - 3e3x—1
Seja t a reta da equacdo y = mx + b, onde

1
m=f‘[%) =3e3 3 l=3.

P[% 1] pertence a reta t, logo:

l=3x%+b<:)b=0

Assim, y = 3x é a equacdo reduzida da reta tangente
ao grafico de f no ponto de ordenada 1.
Seja n areta de equagdo y = mx + b, onde

P[% lj pertence a reta n, logo:

1.1 1 10
1=-2xtibob-1+Lep-10
3><3+<:> +9<=> 9

Assim,y = - %x + % é a equacao reduzida da nor-

mal a curva representativa da fungdo f no ponto de
ordenada 1.
g(x) =0 < log(x*-3)=0

ox2-3=1 A x €Dy

ox?=4 A xe Dy

©Kx=2vx=-2) AxeD,

’ ! x2_3l
g'(x) = (log(x? - 3)) =(2_3)x|n10=

- XX
(x*-3)In10



30.

*Emx=2:

Seja t a reta de equacéo y = mx + b, onde
4

In10"

P(2, 0) pertence a reta t, logo:
4 2+bob=-—8_
In10 In10
4 8
In10" " In10
reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 2.
Seja n a reta de equacdo y = mx + b, onde:

1 _ In10

m=g'(2)=

0=

Assim, y = é a equacdo reduzida da

9(2) 4
P(2, 0) pertence a reta n, logo:
0=-1n10 5 . pepIniO
4 2

In10 10
4
normal a curva representativa da funcéo g no ponto

de abcissa 2.

é a equacao reduzida da

Assim,y = - In210

cEmx=-2:
Seja t a reta de equacdo y = mx + b, onde
m=g(-2)=-"

In10

P(-2, 0) pertence a reta t, logo:
-4y ()+bob=-—L_

In10 In10

Assim, y = - 4 8 44 equacao reduzida da
In 10 In 10

reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa -2.
Seja n a reta de equacdo y = mx + b, onde:
___1 _Inl0
g-2) 4~
P(-2, 0) pertence a reta n, logo:

0="10, ()sbeb-1n10
4 2

In10 . In10,
4 2

normal a curva representativa da fungdo g no ponto

de abcissa -2.

Assim, y = é a equacao reduzida da

bx-2y=7<-2y=-6x+7

7
<:>y=3x—7
fx)=3@x-e7) =3
=l+e™r=3
cer=2
-x=1In2
Sx=-Iln2

f-In2)=-In2-et"2d=_n2-2
-In2-2=3x(-In2)+b

©b=-In2-2+31In2

©b=-2+2In2

ob=-2+In4

Assim, a equacao da reta tangente ao grafico de f,
e paralela a reta de equacgdo 6x - 2y =7, é
y=3x-2+In4.
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31. Opcao (D)
f(x)=0 = (2x+1)e**=0
©2x+1=0v e’** =0

-1
Sx= >
1 1 1
f[—%]:e“ 2= 4ze

Logo, a reta de equacdo y = e ndo é tangente ao
grafico de f.

g()=(nxy=L20vxeD,
X
Logo, a reta de equacdo y = e ndo é tangente ao
grafico de g.
l><x—|nx
R =06 F——=0e21 X0
X
©1-Inx=0 A x2=0
ox=e
he=ﬂ=l e
@="g =3
Logo, a reta de equacdo y = e ndo é tangente ao
grafico de h.
j0)=008X2"€ _0oe(r-1)=0 A 22%0
Sx=1
i1=L5-e
W=7

32.

L
b) C(t)=0o12e 2[1—%t]=0
©12e2=0vi1-Lt-0
I
condigdo impossivel

St=2

1
1-—-t

Sinalde C’

Variacao de C [liylls8 Max.

J

Observa-se que a fungdo é estritamente crescente
em ]0, 2[ e é estritamente decrescente em ]2, +oo|,
logo, sdo necessarias 2 horas, ap6s a ingestao
do alcool, para que o nivel no sangue comece a
decrescer.
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33. 21 ,
P(t)=|—2= | =
3 P [1 +25 e‘°'3f]
_ 21 x (142503 - 21 x (1+25e03) _
(1 + 25 e03t)2

_0-21x(0+25x(-03)e®)
(1 + 25 e703¢)2

157,5 e 03t
(1 + 25 e03t)2
Assim, P';(10) = 1,556.
Quando t = 10, a planta 1 esta a crescer a taxa de
1,556 centimetros por dia.

, 20
Po)=|—22 |-
A [1 +17 e‘o'éf]

_ 20" x (1+17 e08) - 20 x (1 + 17 e08ty _
(1+17 e 08ty

_0-20x17 x (-0,6)e0%t _
(1 +17 e-06ty

204 e 08t
(1+17 e06)2
Assim, P',(10) = 0,466.
Quando t = 10, a planta 2 esta a crescer a taxa de
0,466 centimetros por dia.

. 21
b Pretende-se determinar t tal que ————— =
) e 25 e0m
- 20
1+17 e 08t

Utilizando x como variavel independente, e recor-
rendo as capacidades graficas da calculadora numa
janela adequada, obtemos:

y
19,999

21 ;
25e%% + 1.
20
17 %641

-5 o 20,711 x

As coordenadas, arredondadas as centésimas, do
ponto de intersecdo pretendido séo (20,711;19,999).
Assim, as plantas atingem a mesma altura passados
21 dias de terem sido plantadas.

c)  Apos, aproximadamente, 21 dias de terem sido plan-
tadas, as duas plantas atingiram a mesma altura.

, 157,5 e03t
P.(21) = Az e ” 0,26439

204 e0¢t

——————=0,00069

(1 +17 02

Como P'4(21) > P',(21), conclui-se que, no momento
em que as duas plantas atingiram a mesma altura,
era a planta 1 que estava a crescer mais rapidamente.

P'5(21) =
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34.

a)

b)

35.

36.

f(x)=In2
slinx-Inx?>+1)=In2 A xeR*
<lInx=In2+In(x2+1) A xelR*
slinx=In(2x?+2) A xeR*
Sx=2"+2 A xelR*

& -2x2+x-2=0 A xelR*

<:>x=—1i 1—4)((—2))((—2) /\x€|R+
2x(-2)
@x:M A xelR*
-4
L 1
condigdo impossivel
CS. =0
£(0) = (Inx) - [In(2 + 1))’ =
12
x x*+1
_xX2+1-2%
X +x
2
X+l Dy = R+
X+ X

fx)=0=-x>+1=0 A x*+x=0 A xelR*
o -x2=-1 A x(x?+1)=0 A xelR*

ox2=1 A x=20 A xelR*

Sk=-1vx=1) AxelR*

n.d.

n.d. + 0 -
Variagao de f X8 /! Max N

f(1) Y,

Calculo auxiliar

f1)=In1l-In2=-In2

f é estritamente crescente em ]0, 1[;
f & estritamente decrescente em ]1, +oo;
f(1) = -In 2 € maximo relativo (absoluto) de f.

Opcao (A)

Sabe-se que:

< h(0) = 2;

< h'(0) é o declive da reta tangente ao grafico de
h no ponto de abcissa 0. Como esta reta é para-
lela a bissetriz dos quadrantes pares, entdo o seu
declive é -1. Assim, h'(0) = -1;

- h”(0) =0, pois, em x = 0, o grafico da fungdo h muda
o sentido das concavidades.

Assim, h(0) + K'(0) + h"(0) =2+ (-1) + 0 =1.

Opgéo (C)
Por observacao do grafico de g, sabe-se que g(a) <0,
g'(a) <0eg”’(a) > 0. Assim, g'(a) x g”(a) < 0.



37. Opcao (B)

g'(x) = (cos® -senx) =
=2cosx(-senx)-cosx=
=-25enxCcosx - CoSx

g(n)=-2senmcosm-cosm=1

Logo, a equacdo daretatédotipoy=x+b.

g(n) = cos?’(n) -senm =1

O ponto de coordenadas (r, 1) pertence a reta t.

Assim:

l=n+beob=-n+1

Entéot:y=x-m+ 1

Sey =0, entdo:

O=x-nt+lex=n-1

As coordenadas do ponto de intersecdo da reta t

com o eixo das abcissas sao (r - 1, 0).

38. A concentracdo maxima de antibiético ocorre pas-
sadas 2 horas de ter sido administrado, logo, nesse
momento, a taxa de variacdo é nula, isto &, C'(2) = 0.
Como C'(t) = (At e™*t) =

=A(t' x ey tx (ek)) =
=Ale ™+t x (-k) x e) =
=Ae*(1-kt)
vem que:
CR)=0=Ae*(@1-2k=0
=Ae?*=0v 1-2k=0
I
condigdo impossivel
k= 1
2
Como também se sabe que a concentragdo maxima
€ 10 microgramas por mililitro de sangue, parat =2,
vem que: 1,
C2)=10=Ax2xe 2?2 =10
A= 10
2e’t
< A=>5e

- In(t+1)Y
3 R(M)= [ﬂtﬁl) i
_(nt+1))x(t+1)-In(t+1) x (t+1)
(t+1)?

’

11x(t+1)—ln(t+1)

(t+ 1)

_1-in(t+1)

(t+1)?
R() -0 12+ g
(t+1)?
<1-In(t+1)=0 A tel0,5]
sIn(t+1)=1 A tel0, 5]
ot+l=e A tel0,5]
st=e-1 A tel0,5]
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:
Sinalde R’ +
VEUETEGEC Y min.

e-1=17

E aproximadamente aos 2 anos de idade que a
crianga atinge a sua maior capacidade de aprendi-
zagem.

RI(f) = (1 = In(t + 1)] _

(t+1)?

(L-In(t+ 1)) x (t+1)°- (1= In(t + 1) x ((t + 1))
((t+2)%?

’

“]_‘1><(t+1)2—(1—In(t+1))x2(t+1)

(t+1)* h
-(t+1)-2(t+ 1)1 -In(t+1))
(t+1)*

=—1—2+2In!1.‘+1!=

(t+1)°

=—3+2In§t+1)
(t+1)°

—3+2|n§t+1}=0

(t+1)°
< -3+2In(t+1)=0 A tel0,5]

R'(t)=0 <

(:)In(t+1)=% A telo,5]

3
ot+l=e? A tel0,5]

3
ot=e?-1 A tel0,5]

Sinal de R”

Max. .
min

Variacao de R 1 . -002)

Calculos auxiliares
“R(0)=1
“R(5) = -0,02

Como o maximo de R’ é atingido em t = 0, isto sig-
nifica que, para este modelo, 0 momento em que
a capacidade de aprendizagem estd a aumentar
mais rapidamente é logo apés o momento do nas-
cimento.
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Capitulo 6 - Funcdes continuas e derivaveis
Tarefa - Os vizinhos - pagina 114

O que acontece as

= . . | Representacdo | . on
Func&o|Dominio p imagens na vizinhanca (Imagens
gréfica
do ponto...
Pontos do | Pontos do
grafico grafico
de f,com de f, com
abcissas abcissas
cada cada
y vez mais vez mais
préximas de | proximas de
3 0, pelo lado |0, pelo lado
f D,=R o direito, tém |esquerdo, f0)=3
1 r ordenadas |tém
/T cada ordenadas
vez mais cada
proximas vez mais
de 3. proximas
lim ) =3 |91
0 lim fx)=-1
x>0
Pontosdo |Pontos do
grafico grafico
deg,com |deg, com
abcissas abcissas
cada cada
y vez mais vez mais
proximas de | préximas de
21e 1, pelo lado |1, pelo lado
g Dy=R 5 f1 direito, tém |esquerdo, |g(1)=2
: X ~
2l ordenadas |tém
cada ordenadas
vez mais cada
préximas vez mais
de -2. proximas
lim g(x) = -2 de -2.
ol lim g(x) = -2
x>
Pontos do | Pontos do
grafico grafico
de h,com |deh,com
abcissas abcissas
cada cada
y vez mais vez mais
préximas de | proximas de
3, pelo lado |3, pelo lado
h | D,=R direito, tém |esquerdo, | h(3)=0
ordenadas |[tém
o 3 7| cada ordenadas
vez mais cada
proximas vez mais
de 0. proximas
lim h(s)=0 |90
vl lim h(x)=0
x—=3
Pontosdo |Pontosdo | A
grafico grafico fungao
de j,com de j,com jnao
abcissas abcissas esta
y cada cada definida
vez mais vez mais no
proximas de | préximas de | ponto
i |b,=IR\o} 0, pelo lado |0, pelo lado | de
direito, tém |esquerdo, abcissa
ol F ordenadas |tém x=0.
cada vez ordenadas
maiores. cada vez
lim j() = +o0 malo'res.
add lim j(x) = +e
\ x>0 /
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Exercicios de margem - paginas 115 a 148
40.
a)  Dy=IR\{4}
D's=]-e0,1]U ]2, 5]
b) i lim1 f(x)=0
ii. lim f(x)=2
x—>1"

iii. lim f(x) = —oo

X = —o0

iv. lim f(x)=5
x—>4"
c f1)=1
lim f(x)=2

x—>1*

Como f(1) = lim f(x), entdo ndo existe limite no ponto

x—>1*
de abcissa 1.
4 ¢ Dy
« lim f(x)=5
x—>4"

Como 4 ¢Dse lim f(x) =

x—>4"
limite no ponto de abcissa 4.

« lim f(x)=5

x—>4

lim f(x), entdo existe

x—>4

41. Como lim f(x) =

x—> 1"
equacdox =1 éuma assintota vertical ao grafico de f.
Umavezque lim f(x)=3e lim f(x)=-2,entdoas

X —> —oc0 X —> 400
retas de equagdes y = 3 e y = -2 sdo assintotas hori-
zontais ao grafico de f.

lim f(x) = -0, entdo a reta de

x—>1"

y
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 3|
f
42.
a)  lim (f+g)x)= lim f(x)+ lim g(x)=+c0+0=+c0
X —> +00 X —> +00 X > 400
b) lim (fxg)x)= lim f(x)x lim g(x)=-2x3=-6
lim f(x)
¢ lim (—](x)=""’4—=l=o
x4 g lln’l_ glx) oo
43. 3 3 3
a) xlirToo f(X)=xli>r?eo x2+1=(+w)2+1=;=0
lim gi)= lim [x3 —A] = (+00)3 -2 oo -0=1to0
X —> +00 X —> +00 X +00



b)

44,

a)

b)

<)

d)

g

h)

)

45.

b)

lim fi
. M X —> 400 (X) 0
lim X2 2 -0
i 90) T lim gly)  +eo
X — +00
lim g(x)
lim ) _xowe ™7 _doo
X —> +00 f(x) lim f(x) 0"
X —> 400
lim (4 +x?+5x-2) =
x—-1
=4x (-1} +(-1)?+5x(-1)-2=
=-4+1-5-2=
=-10
lim (2—3)=(—oo)2—3=+°°—3=+°°
X —> —o0
lim * +3_(coP+3 - oo
Ym0 =2 -2 -2
X 0
lim 2 =7-0=0
l+3 L+3 0+3
lim X =1x -=*2_0
X —> +00 X (+°°)4 +00
. 2x 2x5 10
lim = = =10
»53-V9-x 3-V9-5 3-2
. 2 2
L -4 __
Y30
. 2 2
lim =< -t
51 (x-1)2% 0* *
. 1
L X =
MI-x 0
Calculos dos limites laterais:
- lim ==X —Lzl_——oo
x»>1+1l-x 1-1* 0
ST P S S S

is1 1-x 1-17 0
Como os limites laterais sao diferentes, conclui-se

~ . . X
que ndo existe lim ——.

x—>1 -

. 2

lim ——-%
x—2 4 _xZ 0
Calculos dos limites laterais:
lm 2.2 .2,
i 4-x2 4-4 0

) 2 2 2

< lim =—=—=""=+to0
oy 42 4-4 "0 "
Como os limites laterais sao diferentes, conclui-se
ue ndo existe lim —— .
q x—2 4_x2

lim f(x)= lim (*-x)=-8+2=-6

x—>-2 x—-2

lim f(x)= lim (x*-3x+1)=

X —> 400 X —> 400
- lim {x4[1—%+%j} — o0 x (1= 0+ 0) = oo
X —> 400 X X

c)

d)

46.

a)

b)

f)

g)

h)

f)

g)
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lim f(x) =

X —> -0

lim (3 -x)= lim (x(x?-1)=

= —00 X (+oo) = —00

lim f(x) = lim (x**-3x+1)=1

x—0* x—>0"
lim f(x) = lim (*-x)=0
x—0" x—>0"

Como lim f(x) = lim f(x), entdo ndo existe lim f(x).
x—0* x—0 x—0

. 5x_2x
l = =
anlx2+2x+3 1+2+3 2

lim Si = lim [3] = 400

X —> +00 X > +00

5-2 1

lim 22 tim &< lim [%) -0

X —> +00 32x X —> 400 9X X >+

20 _20 _

lim = 4
M 10+5 5
lim —2 -2 _9
y>-0 D¥+1 400

1 01 1

li = =
M g3 373

lim [(3 - 4x) x 2*] = o0 x (+0) = —o0
35

2=
x

lim (2°-3+5 = lim sz[ XZ)=2+°°=+oo

X —> 400 X —> 400

lim (2-3log,x)=2-3log,8=2-3x3=-7

x—>8

lim (log; x)? = (-0)? = +o0

x— 0"

lim l—Og—=ﬁ=+o¢

x—>0" X" =X 0

lim In(9 - x?) = In(0*) = -eo

x—-3*

lim (In(3x-1)-In(2x+4)) = lim |n[3x-1J=

X —> +o0 X —> +o0 2x+4

3

xInk+1)-xInx+4 _

lim
X > +00 X
= lim In[M]+ lim 4 -
X —> 400 X x>0 X
=In1+0=0
lim xIn(x+1)-xIn(x?+3)+4 _
X —> +00 X
= lim In &] lim & -
X —> +00 [x2+3 +x—>+oo X

1+l
= lim In X 1+0=
X — 400 x4 =

X

=1In(0*) = -o0
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h)

48.

49.

50.

51.

52.

106

lim 2-Inx _ %'1?;
oo 3Mx+l e g 1 3
Inx
i lim f(x)=-1 lim f(x)=1
-1 o
ii. lim f(x) = -2 lim f(x) = -2
;(I)l=_1 x—>1
i lim f(x) = 0
lim f(x) =0
-0

i. Afuncdo f ndo é continua em x = -1, pois ndo existe
lim f(x),jaque lim f(x)= lim f(x).
x—-1 x— -1 x—-1*
ii. Afuncdo f ndo é continua emx = 1, pois, apesar de
existir lim f(x), lim f(x) = f(2).
x—>1 x—1

iii. Afungdo f é continua emx = 2, pois existe lim f(x)
e lim f(x) = f(2). ¥=2
x—>2

a¢ Dy, logo ndo faz sentido falar de continuidade de
fema.

lim g(x) = b = g(a), logo a fungdo g é continua em a.
x—>a

A funcdo h nédo tem limite quando x — a, logo nédo
é continua em a.

A funcédo i ndo tem limite quando x — a, logo nado
é continua em a.

lim j(x) = b = j(a), logo a funcdo j é continua em a.
x—a

A funcdo k ndo tem limite quando x — @, logo ndo
é continua em a.

As representacdes graficas que dizem respeito a
fungdes continuasemasdoageaj.

limev-1=e%=1

x—>1

lime-1=e%=1

x—1*

fl)=e

Emx =1, a funcdo f ndo é continua, visto que, ape-

sarde lim f(x) = lim f(x), isto &, existir lim f(x) e
x—>1* x—>1

x—> 1"

serigualal, tem-se que lim f(x) = f(1).
x—>1

lim h(x)= lim (e¥+2)=e%+2=3

x—0 x—0
lim h(x) = lim log(Vx +10¢) = log(\/0 + 10°) =
x—>0" x—>0*
=log(10%) =3
Como lim h(x) = lim h(x), existe lim h(x) e é 3.
x—>0" x—>0" x—>0

h(0) = log(V0 +10¢) = 3

Como Llim h(x) = h(0), conclui-se que a funcao h é
x—0

continuaemx = 0.

Para que f seja continua em x = 1, tem de existir
lim f(x) e lim f(x) = f(1).
x—1

x—>1

lim (4k - sen(x - 1)) =4k -sen 0 =4k - 0 = 4k = f(1)

x—>1
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53.

54.

b)

d)

lim (2x+Inx)=2+In1=2+0=2

x—>1"

Assim, 4k = 2, ou seja, k = %

* Em ]-oo, 1[, a funcdo f é continua, uma vez que,
neste ramo, esta definida por uma funcéo polino-
mial.

+Em ]1, +oo[, a funcdo f é continua, uma vez que,
neste ramo, esta definida pelo quociente de fun-
¢des continuas, cujo denominador ndo se anula
no intervalo considerado.

- Estudemos emx = 1:
lim(x2+4x-5)=1+4-5=0=f(1)

x—>1

v-1_ 1-1_
im& -1 e""=-1_ 7 7_9
x—>1* X 1

A funcao f é continua em x = 1, visto
lim f(x) = lim f(x) = f(2).
x—>1 x—>1"

Conclui-se, assim, que f é continua em todo o seu
dominio R.

2
lim X2=2 _

_ m(x—3)(x+3)_ .
x%34x'12 x—3

4(x - 3)

Outro processo
Utilizando a Regra de L'Hépital, no levantamento
da indeterminagdo, obtemos:
(g]
2_9 (0
lim =2 =" lim &£-2_2
x3 4x-12

lim x*-5x+6 _ lim (x-2)(x-3)

¥ xz—%x+1 ¥2 (x—Z)[x—%J

x-3 -1 2

Outro processo

Utilizando a Regra de L'Hopital, no levantamento
da indeterminacao, obtemos:

x2-5x+6 [%]

lim = lim ﬂ=i=—%
xazxz_%x+1 x—>2 ZX—? %
lim )62—5x+6= lim (x-2)(x-3) _
x—2 X - x—>2 x-2
— lim (r-3)=-1
x—>2

Outro processo

Utilizando a Regra de L'Hopital, no levantamento
da indeterminacao, obtemos:

x> -5x+6 [Ej lim

lim -5 1
x—=2 x-2 x—2 1 1
lim X —5x+36= lim [x—2[[x;3[=
x—>2 (X—Z) x—2 (x_z)

—lim 23 o

2 (x-2)27 0t



e)

55.

b)

Outro processo
Utilizando a Regra de L'Hopital, no levantamento
da indeterminacdo, obtemos:

x2—5x+6[%} 2x-5 -1

lim 2=2X%0 "7 |jm 22 = __
xlI;nZ (x_ 2)3 x|~r>nZ 3(x— 2)2 x1 0+ ®
lim X253 +6 _ iy &-2)&-3) _ |, 2=3
o2 (=27 a5z (=27 aS2x-2
Limites laterais
Lox2-5x+6_ oox-3_ -1
l. w=l —_— == -0
w2 sk —2 0
lim ©2=5x+6 _ i x=3_-1_ .
x> 2 (X—Z)Z Y2 X— -

. x2-5x+6 . x’-5x+6 -
Como lim * L ent
OmoerT; o2y ¢er2> w27 entdo
50 oxi . x?-5x+6

te lim 2 22X+5
nao existe XLrnZ o2y

— 2
lim {(3_1))< 1 }=lim (-1 +x+1) _
x—>1 -X x—>1 -(x—l)
= lim (x?-x-1)=-3
x—>1

Outro processo

Utilizando a Regra de L'Hoépital, no levantamento
da indeterminacao, obtemos:

lim [(3—l)x11

x—>1

9
lim 892 _ |im x_8 __g
x40 d-x X —> 400 i—l -1

Outro processo

Utilizando a Regra de L'Hopital, no levantamento
da indeterminacao, obtemos:

lim 8x-2 [;j lim -8

= =-8
X 400 -X X400
2.1, 1
2 _ 2
lim 2’ -7x+1_ lim X X =£=2
X —> -0 xz‘l X — -0 l_i 1

Outro processo
Utilizando a Regra de L'Hopital, no levantamento
da indeterminagdo, obtemos:

oo

lim 2x2—7x+1[5] l 4x-7[§] lim 4

m = i =2
X —> —00 xz—l X —> -0 X X —> -0
x+—+l
3 2
lim X +5xz+1= lim X Xt _
X —> —c0 3-x X —> —c0 3 1
=-
X
=—00+0+0=+oo
0-1

d)

56.

a)

b)

57.

a)

b)
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Outro processo
Utilizando a Regra de L'Hépital, no levantamento
da indeterminagdo, obtemos:

(= [i]
3 - 2 =
lim X=X+ - +5x;1 20 i 35 D jm &
X —> -0 3_-x X —> - —4X X —> - —2
C2® e
2
lim =X— = lim =_1 =_1 -0
X —> +00 X3 - X —> +o0 1 +00 -0
X-—
X

Outro processo
Utilizando a Regra de L'Hdpital, no levantamento
da indeterminagdo, obtemos:

e 5 5

lim - 2 C D im 2 -2
X— 400 X7 — X400 3X x> 400 OX +00
5]
. +1_p3l0) | x+ 1
lim & € o lim & e
x—>2 X - x—>2 1
[2
0
lim @=L 2 |jjm @xna_, 4
x—0 X x—0

=% —==-"(ndo éumaindeterminacdo)
x—3 X 3 3

o
lim0 _9‘3;1 [g}l lim &=L -1
x—

1 1

= xl=x
3,00 x 3773
L 1

Limite notavel
Utilizando a Regra de L'Hépital, no levantamento
da indeterminacao, obtemos:
0
e -1 [§] et e 1

1 ..
= = | - =
3,.M3 7373

lim

x>0 3x

0
. .
im =€ 2 im 2@ =D __ im €-1_4
x—0 X x—>0 X x—0 X
L 1
Limite notavel
Utilizando a Regra de L'Hdpital, no levantamento
da indeterminagdo, obtemos:

1_ex [%} -er
lim = lim —=-1
x—0 X x—0 1
5
3x 0 X
lim &1 2" (jm 3€7 _3e0-3
x—>0 X x—>0
(o
)
lim = = 4x lim X oax— L
x>0 € - x>0 € — “me—
x—>0 X
Limite notavel
=4x%=4

Utilizando a Regra de L'Hopital, no levantamento
da indeterminacao, obtemos:
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e e5 [%j ex
e) lim = lim =—=¢°
x—>5 X~ x5 1
x-1 [%) 1
f) lim = lim —=1
x—1 Inx x—>1 L1
X
3) .
g) lim In(x+2) '° lim xX+2 -1
x—-1 x+1 x—-1
o 2x5 2
li x 5* - i _
3) xlnjw3x10x+1 xlnjw 1
3x 2+ —
5x
= lim =0

x> 400 00 + 0

b) lim (7*-3)= lim [7[1-(%}):

X —> +00 X —> 400
=+°°(1—O)=+oo
2 X
#{2-(3))
c) lim 32 iy 3
X —> - * X —> - SX
- lim [ij x lim Kl-[iJ”
X —> -0 X —c0
=+oox(—oo)=—oo
d) lim szr lim [ij + lim [lj -0+0=0
X —> +00 5 X — 400 X > 400
. er
o m e
: e" 0
0 lim e = g =0
2013 q
lim X— == -
g) xlnjoo e’ +00 0
7
h) lim (e*xx’)= lim x_=i=o
X —> +oo x> 400 €F +00
5_ 7x X
) lm 3223 lim 2 23— (+eo) = -0
X >+ X X 400 X
2 X
(-3
Dootm 22, 3
X —> +00 X X —> 400 X
= lim =—x lim [1—(£j]=
x—+00 X X —> +00
=+°°X(1—O)=+oo
v _cx 5[[%] —1]
K lim 222 lim
X > +o0 x? X —> 400 x2

o5 3)
m S tm (3] -1)-
=+oox(0—1)=—oo

) lm &0 iy e+10 i 1
X —> —c0 X X —> —c0 X x— -0 X
0410, 1
= + =
+00 —00
=0+0=0
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m)

q)

59.

a)

b)

d)

60.

lim w= lim e_'2‘+ lim ++ lim %:
X —> +00 X x—>+00 X x—>+00 X x—>+00 X
=+00+0+0=+0c0
e 15
lim (erxd = lim 2= 2 (jm &2 2
X —> -0 X —> -0 > X —> - -e~
2] =)
o lim 120 i 2D i 2L
X —> -0 X —> - -e~ X —> - e~
224y
400 )
L] -er 1o
lim - =" lim —% = lim e*=e% =e* = +o0
x—>0" L x—0* _i x—0*
X x2
lim (2532 = lim 2 = +e0
X —> +00 x—>+00 X
lim e_X{:] lim _e_x£:] lim e—_x(:]
X —> -o0 x4 X —> —o0 3 X — —c0 12x2
- lim =& :} lim &-_€7_
o 24y T N 28T 24 T
lim 2=1+INx_ g jim L jm X
X —> 400 —-X x—>400 X x40 X
=-5+0+0=-5
Inx
lim =<M"Y _ i X -0 _
oo X2+ 4x + 3 s q 4 3 1+0+0
+—+—2
X X
In(x3) 3Inx _ 3 Inx 3
lim i -2 lim &2X_2 40=0
X>4e0  2X Xo>4e0  2X 2 tHhee X 2 8
lim In(4x%) _ lim In4+In(?) _
X —> +00 X X —> +00 S5x
- lim M4, jm 30y _
X—>+00 DX x40 DX
0+ timnx_3 90
x>+ X 5
im MY im X im X
X —> +00 x—>+00 X x> 400 €F
—0xL -0x0=0
400
1y 1
x x?
lim 2 =" lim ——= lim SR
x—0* l x—0* 1 x—0* 1
. 3 %
21
=lim —X = limx=0
x—0* 1 x—0*
X2
Opgao (C)

Uma vez que a reta de equacdo x = 2 € uma assin-
tota ao grafico de f, que f é positiva em todo o seu



61.

62.

a)

dominio e que D; = |-, 2[, tem-se que

lim f(x) = +oco.
x—> 2
1 1
Logo, lim ——=—=0.
g x—>2" f() +00
D; = R\{-3, 3}

A funcao f é continua em IR\{-3, 3}, pois é o quo-
ciente entre duas fungdes continuas (@ambas poli-
nomiais).

Apenas as retas de equacdes x = -3 e x = 3 sd0 can-
didatas a assintotas verticais ao grafico de f.

; L2 -2x-12 12
lim f(x)= lim &&= —=2_>2_
x~|>n—13' (X) x~|>n—13' xZ - 9 0+ e
Areta de equacgdo x = -3 é assintota vertical ao gra-

ficode f.

lim f(x) = lim 22=2x0=12 _ i 2672 -x-6) _
o3 P rs3 x2-9
- lim 2(x - 3)[x+2) !x+2} 1_=£
xo3 (x-3)(x+3) x_>3— x+3 6 3
2 _
lim f(x) = lim 2¢ 22x 12 _ i 2 — 6) _
x—3* x—3* X° - x—3* X _9
- lim 2(x - 3)(x+2! 2(x+2) _ é
o3 (x=3)(x+3) )H3 x+3 6 3

A reta de equacao x = 3 ndo é assintota vertical ao
grafico de f.

=R\{-1, 1}
A funcdo g é continua em IR\{-1, 1}, pois é o quo-
ciente entre duas funcdes continuas (ambas polino-
miais).
Apenas as retas de equagdes x = -1 e x = 1 sdo can-

didatas a assintotas verticais ao grafico de g.
. -1

lim = lim 22— == -4

x—>-1 g( ) xo>-1-1- X2 0-

Areta de equagdo x = -1 é uma assintota vertical ao
grafico de g.

. . 1

lim g(x) = lim —X— == = 4oo
x%l‘g() x%l‘l—xz o+
Areta de equacdo x = 1 é uma assintota vertical ao
grafico de g.
D,=R
A funcdo h é continua em IR, pois é o quociente
entre duas fungdes continuas (ambas polinomiais).

Logo, ndo ha assintotas verticais ao grafico de h.

2x*-2x-12 [E} ;

= === = lim
x?-9

Calculo idéntico quando x — —co.

Conclui-se, assim, que a reta de equagdo y = 2 é

assintota horizontal ao grafico de f quando x — +e0

e quando x — -0,

lim

X —> 400 X —> 400 X

[Qj 1 1
lim = lim =—=—=0
X —> +00 - x? X400 —2X -0
@)1 1
lim —X— = lim —=— =
e 1 -2 X -0 =2X 400

c)

63.

64.

65.

66.

67.
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Conclui-se, assim, que a reta de equagdo y =0 é
assintota horizontal ao grafico de g quando x — +oo
e quando x — —co.

ro-w 3x2+1 - 6X PRI

Conclui-se, assim, que o grafico de h ndo tem assin-
totas horizontais.

Opcao (B)
Como a reta de equacdo y = x - 1 é uma assintota
ao gréafico de f e D; = IR*, entdo

lim (f(x)-(x-1) =0« lim (f(x)-x+1)=0.
Opcéao (D)

Como a reta de equacdo y = 2 é uma assintota ao
grafico de f, e D;= R*, entdao lim f(x) =

) 1 _l X —> +00
oo, UM "2

Opcéo (C)

Como lim (fx)-x+4)=0«& lim (f(x)-(x-4))=0,

tem-se que a reta de equacdo y = x - 4 é assintota
ndo vertical (obliqua) ao grafico de f quando x— -o0
e, portanto, lim f(x)= lim (x -4) = -co.

Tem-se também que m = lim ﬁ)—Q=l e
x—>-0 X
b= lim (f(x) - x) = -4.

X —> —o0

Opcao (C)

Uma vez que Dy = IR*, e que a reta de equacdo
y = 2x+4 éuma assintota ao grafico de g, tem-se
que lim 90 _ 2eque lim (g(x)-2x) =4

x> 400 X X —> 400

Logo, lim {999 x (g(x) - Zx)} =

X 400 X

= lim 90 lim (g(x)-2x)=2x4=38.

X400 X X —> +00

Opcéo (B)
Como areta de equagdo y = -2x + 3 é assintota ndo
vertical ao grafico de f e D; = R+, tem-se que:
« lim f(x)= lim (-2x+3)=-o0
X —> 400 X = 400
‘m= lim fo) -2
x> +00 X

b= lim (f() -

X 400

(-29) = lim (f(x) + 20) = 3

X —> +00
Assim:

lim x(fx) +2x) +1 _
f(x) -

~ lim (i % (F(x) + 20) +

X —> +00 f(x)

X —> 400
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68.

69.

a)

110

= lim Xx lm () +29) + lim -t =

X —> 400 f(x) X — +00 X —> 400 f(X)
L ] 1 |
1 b
m
1 1
——?X3+:—
=—%+O=
__3
2
Dy = R\{1}

Assintotas verticais

Afuncéo f é continua, por se tratar do quociente de
fungdes continuas. Portanto, sé a reta de equagdo
x=1¢écandidata a assintota vertical ao grafico de f.

o2 -x 1
lim £&2-x_ 1 _
e T
o2t -x 1
lim & —2- — -
on x-1 0

Areta de equacdo x = 1 é assintota vertical ao gra-
ficodef.

Assim, a reta de equagdo x = 1 é a Unica assintota
vertical ao grafico de f.

Assintotas nao verticais

X —> +0

2x% - x (o
m= tim {8 (m 221y &ox
x—> 400 X X —> +00 X X —> 400 xZ_x
2]

S 4
= lim =——= = lim ==2
x> 400 2X =1 x> 400 2

= lim (f(x) - my) = lim [2" x zx]=
X = 400 x—>+400 \ X~
2 2 =
- lim 2x% - x = 2x° + 2x _ lim —X (J
X —> +00 x-1 xqu—l
- lim L-1
X —> 400 1

Concluimos, assim, que a reta de equagdoy=2x+1
é assintota obliqua ao grafico de f quando x — +co.
Como os calculos sdo idénticos quando x — —co,
tem-se que a reta de equacgao y = 2x + 1 também é
assintota obliqua ao grafico de f quando x — —co.

D={xelR:1-e*=0}=IR\{0}
Assintotas verticais

. . v 1 1

lim f(x) = L e __ 1 _ 1 __

xL)ng)* (X) xl~>n(1)* 1_ex 1—1+ O_ «
. . v 1 1

lim f(x) = | e __ L1 _1_ .
lim f) = im === =

A reta de equacao x = 0 é assintota vertical ao gra-
ficodef.

Como a funcao f é continua no seu dominio, IR\{0},
o seu grafico ndo admite mais assintotas verticais.
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b)

Assintotas horizontais
(=
lim ()= lim —&— 2

X —> 400 Yoo L — €

1]
g.
|

1
g.
|

1

A reta de equacdo y = -1 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — + e a reta de equagao
y =0 é assintota horizontal ao grafico de f quando
X —> =00,
D={xeR:x>0 A Inx+1=0}=

=10, +oo[\{e"!}

Calculo auxiliar

Inx+1=0eInx=-1lex=e?

Assintotas verticais

lim g(x) = lim InGc) + 4 [EJ

x— 0% xosor INnx+1

3inx 4

In +In
lim X nx_
=0 Inx 1

nx, L

Inx Inx

Il
§.
|

A reta de equacédo x = 0 ndo é assintota vertical ao
grafico de g.
NG +4 _In(e!)+4 _

tim $g(x)= tim cnx+1  -1t+1
(L) (2]
e e
=—3+4=l=+oo
0* 0*
3 13
lim g(x)= Llim I?rsxx)++14=ln(_i_)+14=
(1) (1)
e e
=—3+4=i=_w
0" 0"

Areta de equagdo x = % é assintota vertical ao gra-
ficodeg.
Como a funcdo g é continua no seu dominio,

10, +oo[\{%}, o seu grafico ndo admite mais assin-

totas verticais.



70.

Assintotas horizontais

lim g(x)= lim M[E}

v INX+1

X —> +0
3lnx 4
b
= lim In x Inx _
X —> 400 Inx+i
Inx Inx
4
- l.lm |nx=
X —> 400 4
Inx
4
34+
_ ++oo=3+0=3
1+i 1+0
400

A reta de equacao y = 3 é assintota horizontal ao
grafico da funcdo g para x — +c.

Dado que o dominio da funcdo é limitado inferior-
mente, o seu grafico ndo admite assintota horizontal.
D ={x e R: x = 0} = IR\{0}

Assintotas verticais

1.1
lim h(x) = lim e* =e*~=0
x—0" x—0"

1.
lim h(x) = lim e* =e* =+
x— 0" x—0*

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de h.

Como a fungdo h é continua em IR\{0}, o seu grafico
ndo admite mais assintotas verticais.

Assintotas horizontais

1.1
lim h(x)= lim e* =e%l=e
X —> -0 X —> -0
A reta de equacdo y = e é assintota horizontal ao
grafico da funcdo h para x — —co.
1.1
lim h(x)= lim e* =e%*l=e
X —> 400 X —> +00
A reta de equacdo y = e é assintota horizontal ao
grafico da funcdo h para x — +oo.

Ds = {x €R: x = 0} = R\{0}

Assintotas verticais

1 1
lim f(x) = lim [x+e~"] =0+e% =e"™ =+
x—0* x—0*

1
lim f(x)= lim (x+e*)]=0+e

x—0" x— 0"

1
O =e>~=0

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao gra-
ficodef.

Como a fungao é continua no seu dominio, IR\{0}, ndo
existem mais assintotas verticais ao grafico de f.

Assintotas nao verticais
1
x+er

m= lim KJ—Q= lim

x—>+00 X X > +o0 X
1
: x  ef
= lim |=+=—|=
x> 400 | X X

b)

0
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1+ 1s 14021
400 400 1
b= lim (fx)-1xx)= Llim [x+ex—x]=

X > 400
1

= lim ev=¢e=1

X —> 400

X —> 400

Os calculos para x — -o sdo idénticos e obtém-se
domesmomodom=1eb=1

Assim, a reta de equacdo y =x + 1 é assintota obliqua
ao grafico de f para x — +o0 € para x — —co.

Dy={xeR:x>0 A logx-2 s 0}=IR"\{100}

Calculo auxiliar

logx-2=0¢logx=2e x=102

Assintotas verticais

lim g(x) = lim 0 __o

x— 0" x— 0* lOgX—2=—°°—2=

Areta de equagdo x = 0 ndo é assintota vertical ao

grafico de g.

i ; 100 100

lim = lim — % _V_ .
x —100* 90 xr>100 logx-2 2*-2 0O*

. 100 100

lim = lim —* 2% _YW_
x—100- 90 x>100 logx-2 27-2 0O

A reta de equacdo x = 100 é assintota vertical ao
grafico de g.

Nao existem mais assintotas verticais ao grafico de
g, visto a funcdo ser continua no seu dominio.

Assintotas nao verticais

X
m= tim 99 (im logx-2 _
x—>+400 X X —> 400 X
. 1 1
=l r == =0
x_l,njoo logx-2 +00-2 400
b=li -0x) = li ;:]
x J)Tw (g(X) X) x ~I>n-;]vo lOg X = 2
= 1 = 1 =
l.|m lng—Z l.lm [logx_l]
X > +00 X X > +00 X X
1 1
= =— = 400
o+

lim 198X _ |jm 2
X —> +00 X
Como b ¢ R, conclui-se que o grafico da funcéo g
nao admite assintotas nao verticais para x — +oo.
Dado que o dominio da funcdo g é limitado infe-
riormente, ndo faz sentido averiguar a existéncia
de assintotas ndo verticais para x — —oo.

x—>+00 X

Dh={xe|R:l>O A x¢0}=]0,+00[
X

Assintotas verticais in(1 w}

. 1 . n[;] . [?

lim |xIn|=|+3x|= lim —+ lim 3x =
X

x—0* x— 0" x— 0"
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-1
x2
1

= lim —*— =
x—0* _i
xZ
1

= lim —%X =
x—0* 1
X2
= limx=0

x—0*

A reta de equacado x = 0 ndo é assintota vertical ao
grafico da funcao h.

Nao ha assintotas verticais, visto a funcao ser con-
tinua no seu dominio (IR*).

Assintotas nao verticais
xIn l) + 3x
m= lim M}—Q= lim —*/

x—>+40 X X —> +00 X
= lim {In[i]+3]=
X —> 400 X
=In(0%) + 3 = —oo

Como m ¢ IR, conclui-se que o gréafico da funcéo h
nao admite assintotas ndo verticais para x — +oo.

Dado que o dominio da fungdo h é limitado infe-
riormente, ndo faz sentido averiguar a existéncia
de assintotas ndo verticais para x — -co.

d)  D;={xeR:(x-1)?>0}=IR\{1}

A

Assintotas verticais
lim i(x) = lim In(x - 1)? = In(0*) = -0

x—1 x—1

Calculo auxiliar

A reta de equacdo x = 1 é assintota vertical ao gra-
fico de i. Ndo existem mais assintotas verticais, visto
a funcao ser continua no seu dominio IR\{1}.

Assintotas nao verticais

m= lim Mz lim Il(x__lﬁz

x—>+00 X X —> 400 X
- lim M[Ej
X —> +00 X
2
_im 212 g
X —> 400 1 +00
b= lim (i(x)-0x) = lim In(x-1)?=+
X —> +00 X —> 400

Nao existem assintotas ndo verticais ao grafico de
iquando x — +co.

m= lim Mz lim Il(x__lﬁz

x—>-00 X X > -0 X

_ U 2Mnke-1] _

X —> —oo X

-2 lim In(-x+1) [EJ
X

X = —o0
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71.

a)

b)

1
_2lim—"t o2
b= lim (i(x) - 0x) = lim In(x - 1)? = +oo

Também nédo existem assintotas ndo verticais ao
grafico de i quando x — —oo.

D;=R
Assintotas verticais
lim f(x) = lim e*=¢e%=1=f(0)

x— 0" x>0

lim f(x) = lim (Inx) = -

x—0* x—0*

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de f.

Ndo existem mais assintotas verticais ao grafico de
f, pois a fungdo é continua nos restantes pontos do
seu dominio, isto &, IR\{0}.

Assintotas nao verticais

m= lim f@_ im hx_g

x— 400 X x—>+00 X
b= lim (fx)~0xx)= lim Inx=+o00
X —> 400 X —> 400

Como b ¢ R, verifica-se que ndo existem assintotas
nao verticais ao grafico de f para x — +co.

m= lim fld _ lim e—x=i=0
x—>-0o X x—>-o X —00
b= lim (fx) ~-0xx)= lim e*=0

A reta de equacdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de f para x — -oo.
Dy=R
Assintotas verticais
Inx -0

lim g(x) = lim —=—=-c0
x—0* x>0 X 0+

xliﬁng, g(x)=9g(0)=0

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao gra-
ficodeg.

Nao existem mais assintotas verticais ao grafico de
g, pois a funcdo é continua nos restantes pontos do
seu dominio, isto &, IR\{0}.

Assintotas nao verticais
Inx

RS =3

. . X . (oo
m= Llim 913_‘2= lim = lim In_x =
Xx—>+00 X X—>+00 X x40 X
= lim "X im L-0x0-0
x40 X x> 400 X

b= lim (gi)-0xx)= lim NX_g

X —> +00 x—>+00 X
A reta de equacgdo y = 0 é assintota horizontal ao
grafico de g para x — +oo.

2

m= tim 99| im *2 .

X —> —c0 X

x—>-o X



72,

a)

) )
=1 r - (x_]=
i M L
= lim 1=1
X —> -0
2 2
-l X1 -1 x‘-x +2x]_
b= tm [1£5-1xx) = um [Zo2 2
. 2x [Ej
= | =
X~I>nl° [x_zj
= lim (ﬁ]=
X —> -0 X
= lim 2=2
X — -0

A reta de equacéo y = x + 2 é assintota obliqua ao
grafico de g para x — —co.

Assintotas verticais

A funcéo f é continua em IR, por se tratar do pro-
duto de funcdes continuas, logo o Gnico candidato
a assintota vertical ao seu grafico é a reta de equa-

caox =0.
o1
_% : [_l} e~
lim f(x) = lim £~ = lim X =
x>0 x>0 1 x>0 [1]
X X
1 ‘% 1
=€ e x
= lim &£ = lim =
x—>0" _i x—>0 -1
2
et
= = —00
-1

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao gra-
ficode f.

Assintotas nao verticais

1
e X
1
X 11
m= lim ft) _ lim == lim e *=e ~=¢e=1
x> -0 X X — -0 X > —o0
1
b= lim (f(x)-x)= lim [&-x|=
X > - X — -0 l
X
0 1 -%
e *-1[\0 2 €
= lim = lim =
X > -0 l X —> —o0 _i
X ¥2
1
x 0
= lim |8 =& -1
X —> -0 -1 -1

A reta de equagdo y = x - 1 é assintota obliqua ao
grafico de f quando x — —co.

Sex =0, entdo:
f'(x)=(n(x+1)-In(x+2) =
) 1 1 1
fW=2-3"%

f(1)=In2-In3= In[%]

1 1

x+1 x+2

c)

73.

74.
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2)_1 -inl2) -1
In[3)_6x1+b<:>b_ln[3] 5

A equacdo reduzida da reta tangente ao grafico de

f no ponto de abcissa 1 éy=%x+ In[lJ -1

3) 6
V3
—tg300= 22

Se x < 0, entao:
1y
fx)=xe *| =

J1 _1y
=x'e “+x|le *| =

e

y

7 _V3
Y 3

(-1,39; 0,58)

e
A abcissa do ponto é -1,39.

Tem-se que lim (f(x) - x) = 0. Logo, a reta de equa-

X —> +oo

¢do y = x é assintota obliqua ao grafico de f.

Assim, lim K)—Cl=l.

x—>+00 X

lim M:

x—>+00 X

lim M=

X —> 400 X

lim ﬂ)—52+ lim e

x—>+00 X

m

x—> 400 X

=1+ (+00) = +o0
Comome¢IR, o grafico de g ndo tem assintotas obli-
quas quando x — +oo.
Dado que o dominio de g é limitado inferiormente,
nao faz sentido averiguar a existéncia de assintotas
nao obliquas para x — —co.

Umavezque lim g(x) = -, entdo a reta de equagao
x—>-1

x = -1 é assintota vertical ao grafico de g.
Afuncao g é continua no seu dominio, que é ]-eo, -1,
logo ndo ha outras assintotas ao grafico de g.

im 96)-2¢ 1 iy 90 _1_1
M T2 MM T2
oL lim @ _q
x—>-00 X
o lim 9% _4

x—>-00 X
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75.

114

Por outro lado:
lim (gx)-mx+1)=3 < lim (gx)-mx)+1=3

X —> =00 X —> =

& lim (glx)-mx)=2,meR
Logo, areta de equacdo y = 4x + 2 é assintota obliqua
ao grafico de g.

x2-1
*Di={xelR:x?-1=0}=R\{-1, 1}

() = 0 > =X
e

=0=x?=0 A xeDy
<x=0 A xeDy
f tem um Unico zero:x =0

« Assintotas

lim f(x) = i ===

x I—>r];|].* (X) x I—)”Z.I]_‘ xZ -1 o0 «
. . X 1

xll—>nzll.‘ f(X) N xll—>n;_ xZ -1 B F -

A reta de equacdo x = 1 é assintota vertical do gra-
ficodef.

Como Llim f(x)=i_=—oo e
x—-1* 0

xlinjl‘ f(X) - % T
pode concluir-se que a reta de equagdo x = -1 é
também assintota vertical ao grafico de f.
N&o ha mais assintotas verticais, pois verifica-se
que a fungdo é continua no seu dominio.

| e E
Como lim f(x)= Llim =

X —> 400 X —> 400 x2-1
conclui-se que a reta de equacdo y = 1 é assintota
horizontal ao grafico de f, para x — +o0, €, como
lim f(x) =1, conclui-se que, para x — -oo, a assin-

X -0

tota é a mesma.
ity [ ) 6 x(2-1) -2 x ((2-1)
(- :

. 2x
lim ==1,
x> 400 2X

2= (2 - 1)2
_2x(¥2-1)-x?x2x __ -2x
R
Dy = R\{-1, 1}
f'x)=0
= -2x=0 A xeD¢
<x=0

VELETET)
def /

Calculo auxiliar

0?2
f0) = 57— =0

f é estritamente crescente em]-o,-1[eem]-1,0[ e
é estritamente decrescente em ]0, 1[ e em |1, +oo|;
0 é maximo relativo para x = 0.

0= -
(-20)' x (2 - 1)? - (-2x) x ((6* - 1)?)
e
20 - 12+ 2x x 2(x* - 1) x 2x
-1 -
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76.

(2 -D)-2(2-1) +8x* _
(x* - 1)t
(232 +2+8x%) _
R T
_ 6xP+2
S (2-1p
f"(x)=0
& 6x?+2=0 A xeDyp

Equacdo impossivel em IR

Sentido das
concavidades
do grafico de f

O gréfico de f tem a concavidade voltada para
cima em ]-co, -1[ e em |1, +oo[ e voltada para baixo
em]-1, 1[.

- Representacao grafica

y

glx)=e"-e~>

*Dg=R

cZeros:gix) =0 e =e"ox=-xx=0
- Assintotas

A funcéo é continua em IR, visto tratar-se da dife-
renca de funcdes continuas, logo o seu grafico ndo
tem assintotas verticais.

m= lim 99 _ (im [ﬂ]=

x—>+400 X X —> 400 X
. ex . e
= lim —- lim
x> 400 X X400 X
I

Limite notavel
0
= 400 — —— = 400
+00
Como m ¢ IR, conclui-se que o grafico de g nao
apresenta assintotas ndo verticais para x — +o, 0
mesmo se pode concluir para x — -0, pois:

o (2)

X
m= lim M: lim & - lim =
x—> -0 X x— -0 X x—-0 X
e
-0 im &)L

]
-0  x3-0 X



-0- lim =&~ -

X —> -
=0- (—oo) =
=+ ¢ R
‘gdx)=(e"-e") =e"+e~ Dy =R
Como g'(x) > 0, V x € R, conclui-se que g’ é estrita-
mente crescente em todo o seu dominio.
“g'(x) =(e*+ ey Dy =R
J'x)=0=e*-e*=0

S et=e™
SSx=-x
<x=0

Sinal de g”

Sentido das concavidades
do graficodeg

Calculo auxiliar
g0)=e’-e®=1-1=0

O grafico de g tem a concavidade voltada para
baixo em ]-, O[ e voltada para cima em ]O, +oof;
tem um ponto de inflexao de coordenadas (0, 0).
- Representacao grafica
y

h(x) = In(e* - 1)
*Dp={xeR:e"-1>0}=R*

Calculo auxiliar

e-1>0ee>1x>0

*h(x)=0 A xeDy

< In(er-1)=0

se-1=1

sSet=2

<x=1In2

h tem um Unico zero:x = In 2

- Assintotas
lim h(x) = lim In(e*-1) =In(1*-1) = In 0* = -
x— 0" x—0*
A reta de equacgdo x = 0 é assintota vertical ao
grafico de h.
Este ndo apresenta mais assintotas verticais ja que
a funcao h é continua no seu dominio.

m= tim "M@ _ im M[?
X

X400 X

X —> +oo
1Y
- lim (Inge, 1)) _
X —> +00 X

<)
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e -1
) e’ -1
= lim =
X —> +00 1
-
xl)n-?ooex_l
- lim &£ -1
X —> 400 e’
b= lim (h(x)-1xx)=
= lim (In(e*-1)-x) =

]
§.

1]
§.

1]
=
=
+
t 3
—
S5
o
=
+
=l
—
=
|
\L
|
=
~—
]

Assim, conclui-se que a reta de equagdo y = x é
assintota obliqua do grafico de h quando x — +oo.
) ,_(er-1) er
*h'(x)=(In(e*-1)) = ==
(9=(n(er-1y == e
Como h'(x) > 0, V x € D;, entdo verifica-se que h é
estritamente crescente em todo o seu dominio.

" er
) = [ex_lj -
(&) x (e -1)-e"x(er-1)
(er-1)
_e(er-1)-e"xe* _
) (er-1)? -
_e(e-1-¢) _
T (er-12
_e
(e -1y
Como h”(x) < 0, V x € D;, verifica-se que o grafico
de htem a concavidade voltada para baixo em IR*.

Dy = R*

- Representacao grafica
y

[SIE}

i(k)=2x+1+e
-D,=R ]
- Zeros:i(x) =0 2x+1+e 2=0ex=-373vx~-163

- O grafico de i ndo possui assintotas verticais, visto
tratar-se de uma funcdo continua (soma de fun-
¢Oes continuas) em R.
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m= lim & _ y 2c¢lve?
X400 X X —> 400 X
- lim 2x+l_

]
g
|
]

= lim ~— 7 4= =
X —> 400 +00
=2+0=2
b= lim (i(x)-2x)= lim 2x+1+e’7-zx]=
X —> 400 X —> +00
= lim 1+e'7]=
X —> 400

=l+e==1+0=1

Areta de equacdo y = 2x + 1 é assintota obliqua ao
grafico i quando x — +co. [ )

m= lim & im 2+1, i, el
x—>-00 X X —> -o0 X x—>-c0 X

' [e_%]
- lim ﬁZx_ﬂ‘-lL_'_ lim -
X

X —> - X —> - X
X
1,3
L2 . 2
= lim =+ lim —=
X —> -0 X —> -0 1

=2—%x(+oo)=—oo

Como m ¢ IR, conclui-se que ndo existe assintota
nao vertical ao grafico de i quando x — —oo.

ci(x) = [Zx +1+ e_%) =

=2—%e-7 D, =R
, 14 0o
l(x)=0<:>2—?e =0o=e =4

Sinaldei’

<

Calculo auxiliar 214
(-2Ind)=-2x(-2Ind)+1+e 2 =
-4Ind+1+en4=
-4Ind4+1+4=
=5-4In4

i é estritamente decrescente em ]-o, -2 In 4[ e
estritamente crescente em ]-2In 4, +oo[;5-41n 4
€ minimo absoluto parax=-21n4.

() = [z-le'%]=0—lx [-l] e 7o

Di" = IR

{"(x)>0,VxeD, logo o grafico de i tem a concavi-
dade voltada para cima em IR.
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- Representacao grafica

i y

<5 4ina x

Aprende fazendo @ - paginas 152 a 157

77.

78.

a)
b)
<)

d)

e)

f)

g)

h)

)

k)

Opcao (D)

lim f(x) = +co

x—>2

lim f(x) = -2 =f(2)

x—2*

lim f(x)=-2 e lim f(x) = +oo, logo
lim f(x) = lim f(x).

lim f(x)=2

x—2"

lim [f(x)]2 = (~00)2 = +co

x— 2"

. 1 1

lim —=—=0

) T e

lim Vf(x)=V-1=-1

lim K)—Q=L=—oo

x>0 X 0-

lim [3*(5x-2)+8]=3°(0-2)+8=6
x—>0

lim (22-5=2"5=16

x—3

A -4 L (2-2)(2°+2) " B
Mo~y - lm@.2=4
. e'+x +o

i T

lim &*3_5 _¢

X — - X i

. 1 1

L -
x—l>r?oo 7¥-15 +00

oo 6437 6
lim 5 =5="3
o7 1_2

lim (3*+*2) = lim 38 3 g
lim l+lnx_1+0_1

r>1 x+2 1+2° 3

lim [(x-1)Inx] =-1x (-e0) = +o0

x—0"

lim [(1-x)Inx] =-c0 x (+00) = —c0

X = 400



)

P)

80.

81.

82.

83.

a)

b)

<)

84.

lim (log,(3x +1))=log,4=2

x—1

lim log(l-e)=logl=0

X —> -0

lim In(5*-7)= lim [5* (1 - [%j]] ~In(0*) = ~oo

X —> —o0

lim log(1 - log, x) = log(1 - (-o0)) = +o0

x—0*
N log, x
im &+1084x _ |im _ log:4
X —> 400 I-ngx X > +o0 logzx
. 6 1
=1 2=
xlrl(logzx 2]
85.
1 1
0372 a)
Opcéo (C)

Em todas as opgdes encontram-se representadas
fungdes continuas em IR\{2}, tais que lim f(x) = -3,
x—>2"

que lim f(x) = - e que lim f(x)=-1.

x—2* X — -0
Apenas na funcao cuja representacdo grafica é a

da opcao (C) se tem que lim [f(x) -x] =1, ou seja, b)

que a reta de equacdo y = x + 1 & uma assintota ao
grafico de f quando x — +co.

Opcéo (B)
lim -&-_-_€ _
T T e

Opcao (B)

x—>5

Opcéo (B) <)
. 2 2
lim —%— - %
0900~ weo

Opcao (B)
lim (g X h)(x) =-1x (—oo) = 400

(o3
lim (g x h)(x) = -1 x (+0) = -0

X +00

. _g_ =-{-oo= .
)L”}[h](") o "

= 400

d)

Opcao (B)
Para que a funcao f tenha limite no ponto de abcissa
3, tera que se verificar lim f(x) = lim f(x).

x—3 x—3*
i fo0 o lim (Ko k) kK
xllr?—f(x)'xlln}[ 3 2]"( 2°2
lim f(x) = lim [—VS’x—x] -
x— 3t x— 3" x_3
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\/:‘Ex—x>< V3x +x _

= lim
o3 x-3 V3x +x
. 3x - x2
= lim ——=
r-3 (x - 3)(V3x +x)
- lim —=26=3)  _
x->3 (x-3)(V3x +x)
= lim — =
x>3 V3x+x
3.1
6 2
Assim —=—%<:>k=—1
|.|m x+1 [%] |.|m x+1 _
voa xX2-2x-3 . (k+1)x-3)
. 1 1
= lim =-=
x—-1 X—3 4
Calculo auxiliar
x2—2x—3=0®x=212&®x:—1vx:3
Assim, x2 - 2x -3 = (x + 1)(x - 3).

R
lim | ——] =
xﬁ+m(3x—x3 X
ok
= lim I 5 N
X = +00 X
e
X
1-L1 .
= lim 3 X -2 |--1-0=-1
X —> +00 S 1 X
x2
) 3 o)
lim —— X =2¢ 2y Xx=2)
2 X2 -6x2+12x -8 o2 (x-2)3
: 2
= lim—— =% _ 4
o -2 0T
Calculo auxiliar
1 -6 12 -8
2 2 -8 8
‘ 1 -4 4 0
Assim:
X -6x" +12x-8=(x-2)(x' - 4x+4) =
=(-2)(x-2=
=(x-2y
lim B-1 [%] lim (x-1) 2 +x+1)
x—=1 (x_l)Z N x> 1 (X_l)z N
. 2 1 3
o ljm X+x+1_3 __
o1 x-1 0
Calculo auxiliar
1 0 0 -1
1 1 1 1

Assim, x’-1=(x-1)(" +x+1).
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3 _ 3_ (2] ) 4+x _ p4 i 4(px _
e lm [1-%+" %]:1-0+ im =12 b) lim &€y e -1)
Yo oo 3 ox-x X 4o0 X = X x>0 X x>0 3x
4 x
x3[1—i3j - & lim &L
=1+ lim ~ *J - x>0 X
T 3( 1 j A
X 5 - 1 Limite notavel
X ot 1 ot
1-L1 3 T3
=1+ lim 1 r -
-l lim €212 [e—l ij:
xZ C) x—0 x3 x—0 X 8 X2
=1-1=0
tim &t im L o1kl
2 4 x>0 X x>0 X o+
—— = x4 1-— [
f) lim x(x—4) [:) Llim [ x) _ Limite notavel
X — -0 .X—4 X — -0 )C—4 [ \
9]
y1-2 d) lim &=L 2 lim [e"_‘lxl]=
= lim X _ x>0 X x>0 X X
X —> -0 x-4 1 1
— = lim &2« lim £ =
-x ]__i x>0 X x—>0 X
= lim —4X= Limite notavel
X —» =00 1__
x[ x] “1xlimL
x—>0 X
4 L
“Vi-+ 1 1
= lim ——— X _ N&o existe, pois lim — =+ e lim = = -co,
X —> —c0 4 x—>0" X x>0 X
- e-1
X Assim, ndo existe lim =—=.
(f] x>0 X
g lim (x+3)(§x+25)(3x—7) = 9 tm e-1_e-1_(e2-1(e+1) _ ., 4
x> 400 2 +xt+1 M1 e 21
- lim 6x3+l9x2—32x—105= [2\
X > 400 23 +x2+1 . ox2-110J
f)  lim N =
x3[6 19 32 105] +o1 In(x?)
= lim x_ x ¥F)_ Mudanca de variavel
SR ettt
rox Se x— 1, entdo y — 0.
19 32 105 ) v _
i ST - lim €521
= lim =—=3 yo0 Y
oo 5 11 2
x 3 g lim Inx+1) _
x—>0 3x
9 ‘s
h) lim—x+2_2(gj lim [Vx+2-2 Vx+2+2]_ Mudanca de variavel
2 2-% a2 2-x Vit2+2) y=lhhx+l)oe=x+lox=e-1
2_4 Sex— 0, entao y— 0.
= lim —— = - 1y 1.1 1
x - ==l == x—==
»2@2-2)(Vx+2+2) 3,0e-1 3713
= lim x-2 = s
w52 (2-x)(Vx+2+2) h)  Llim Inr+1)° _ lim 3In(x+1) _
x—0 X x>0 X
- lim—=2 -1 )
T2 Vx+242 4 Mudanca de variavel
y=Ix+l)oe=x+lox=e-1
86. =
X _ X _ Sex— 0, entdoy— 0.
a) lim 3e 3=lim 3e-1) 1
x>0 2x  y50 2 =3 lim—2Y—-3x==3
. yoo0e -1 1
=%x lim & _1=

x>0 X i) l.lm In!x+3) _

L x>-2 X+2
Limite notavel
3 3 Mudanca de variavel
=?X1=3 y=Inx+3) e e=x+3=x=e"-3

Sex— -2, entdoy— 0.
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y—>0 er-1
i) lm == lim (ixL]=
yo4ee INX ¥ 5o \ X Inx

X
= lim & x lim X =
x—> 400 X x>+ INX

L 1

Limite notavel

1

= (+oo) X —— =
lim 10X

x—>+00 X

Limite notavel

=+oox&=+oox(+oo)=+oo

X

k) lim =,
X400 X

I

Limite notavel

= 400

) tm DX i ('”—xx%]:
x—>+00 X X —> 400 X X
= lim In_xx lim %:
x—>400 X x> 400 X
L
Limite notavel
=0x0=0
87. 1
a) '9(0)=§
. . e -1 . er-1 X
Ll o0t (555 - o (S5
. -1 . x
= lim & ( =
xl—>n(1)’ X xxl—>n8’ er_l
L
Limite notavel
RV S
lim et-1
x—>0 X
- 1 N S
20 _
lim © 1 1x2 2
2x—> 0"

) . 1 1 1 1 1 1
© l. = |. = | = ===
i 9= 1m (1543 Togtoy 3" 3

11
=0+===
272
Como lim g(x) = lim g(x)=g(0),afuncdo g é conti-
x—0 x—0*
nuaemux=0.
x72_1
b)  lim h(x) = li € -
) »Ln; ) an; -4x3 - 9x% + 6x + 64
-1 0
=—==—=0
8 8
2 _ + —0o
lim h() = lim NGZ=4) _In(07) -
x—2* x—2* X—3 -1 -1

Como lim h(x) = lim h(x), ndo existe lim h(x) e,
x—>2 x—2* x—>2

portanto, a funcdo h ndo é continua emx = 2.

88. Opcao (D)
Como lim g(x)=-4e lim g(x) = 2, entdo as retas
X —> =0 X —> 400
de equacgdes y = -4 e y = 2 sdo assintotas horizontais
ao grafico de g. Logo, o grafico de g ndo tem assinto-
tas obliquas, ja que tem duas assintotas horizontais.

89.

a)

b)

90.

a)

b)
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Nao ha dados suficientes para concluir que o gra-
fico de g ndo tem assintotas verticais; o grafico de
g pode ter assintotas verticais.

Opcao (C)

A assintota obliqua ao grafico de f contém os pon-
tos de coordenadas (-3, 0) e (0, -3), pelo que a sua
equagaoéy=-x-3.

Assim, lim (f(x)-(-x-3))=0

x —> o0

& lim (f(x) +x+3) =0.

Opcéao (D)
lim [i—1]= lim - —1-1 _1_2
X — —00 f(x) X — -0 ﬁ)_{,‘l _1

X

Areta de equacdo y =-2 é uma assintota horizontal
ao grafico de f.

D; = IR\{3}
Assintotas verticais

Afuncéo f é continua, por se tratar do quociente de
funcdes continuas. Portanto, s6 a reta de equacao
x =3 é candidata a assintota vertical ao grafico de f.

. 2_5x-3 -9
lim X =7 __
oy x-3 o 7
. 5x-3 9
lim * 9.
R

A reta de equagdo x = 3 é assintota vertical ao gra-
fico de f e é a Gnica assintota vertical.

Assintotas nao verticais

X —> +o0

x2-5x-3 (2J
m= tim f&__x=3 _yn x—25x—3\f
x> 400 X X x—>+00 X -3x
3
. 2x—5[ ) 2
= lim = lim ==1
x~l>+oo2x_3 V~I>+oo 2
2 _ _
b= lim (f() - mx) = lim [m—h}
X —> +00 X —> +00 x-3
— lim x2=5x-3-x+3x _
X —> +00 x-3
= lim —‘2x_3[§]
X —> +00 x—3
- lim Z2-22
X > 400

Concluimos assim que a reta de equacdoy=x-2 é
assintota obliqua ao grafico de f quando x — +oo.
Como os calculos sdo idénticos quando x — —oo,
tem-se que a reta de equacdo y = x - 2 também é
assintota obliqua ao grafico de f quando x — —co.

Dy=R
Assintotas verticais
O gréfico de g ndo tem assintotas verticais, visto

tratar-se de uma funcéo continua em IR (quociente
entre fungdes continuas).
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Assintotas nao verticais

2+e 3]
m= lim 99 _ (jm —& _ |im 2*€ 2
x—>+00 X X —> +00 X x>+ XE
- lim (i+lj=i+i=0+0=o
¥ 400 (XY X +00 400
b= lim (g0)-0xx)= lim (2+—e] -
X —> 400 X —> +00 e’
- lim [2 +9—Xj= lim 2+ lim 1=
x> to0 \ €F e* x>t €5 x4
-2 ,1-0+1-1
400

A reta de equacdo y = 1 é assintota horizontal ao
grafico de g quando x — +co.

. X X . (0 x o0)
m= lim 90) _ lim 2+€_ (im [2 +£] =
x40 X x> 400 XEF x> 400 \XEY X
- lim 24 tim L2 tim 2 40-
¥ +0 X€Y  x 5ie0 X x> 400 XEF
=X
=2 lim &=
x40 X

Mudanca de variavel
X=yEx=-y
Se x — —o0, entdo y —» +oo.
. v . v
=2 lim &-=-2 lim &=
y o0 7Y Yo Y
Limite notavel
=-2 % (+oo) = —00
Como m¢IR, o grafico de g ndo tem assintotas ndo
verticais quando x — —co.

c) Dp=R*
Assintotas verticais
lim h(x) = lim (Inx +e!~%) =In(0*) + e =
x—0* x—0*
=—-00 4+ @ =-00
A reta da equacéo x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico de h. Nao existem mais assintotas verticais, ja
que a fungdo é continua no seu dominio.

Assintotas nao verticais y ]

m= tim &) - im —Inx+el_xL:
X

X400 X X —> 400

. Inx . elx e 0
= lim —+ lim =—=0+=—=—"=0
x—>+0 X x— 40 X +00  +00
I

Limite notavel

b= lim (h(x)-0xx)= lim (Inx+e' )=

X —> +00 X —> +00
=400+ €™ =400+ 0 = +oo0

Como b ¢ R, conclui-se que ndo ha assintotas ndo

verticais ao grafico de h quando x — +. Dado

o dominio de h ser IR*, ndo faz sentido averiguar

a existéncia de assintota ndo vertical ao grafico

quando x — -co.

91. Opcao (B)

3 q
—a?
m= lim & _ |jm 3x ax2= im X -4
x> 400 X X 400 AX + 2X x—>+00 A 2
—+2
X
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Quando x — -o0, 0s calculos sdo idénticos e obtém-
-se 0 mesmo valor.

Para que a assintota obliqua ao grafico de f seja
paralela a bissetriz dos quadrantes impares:

m=1<:>—%=14:>a=-2

92. Opcao (B)

Calculo auxiliar

r é perpendicular a reta de equagdo y = - %x +1, logo é do tipoy =2x+b,
b eR.

Como r é assintota nao vertical ao grafico de g, entdo lim 9t =2

x40 X

lim f0+90) _ jy f0 i 9 _

X —> +00 X

x>0 X x>+ X

- lim M@ 504222

X —> +00 X
93. Se o grafico de f admite uma assintota de equacao

y=2x+b,entdo lim M:Z.

x—>+00 X

Assim:

lim K’ﬁl:z@ lim M=z
3x° + 4x

xs[a+i+%]
o lim — % XY/ _5

o x5(3 +i]

x—>+400 X X —> 400

4

< lim ——=2
X —> 400 340

a
=4 )
3

sa=6

_6x° + 3x* + 8x
Logo, f(x) = R I

b= lim (f)-2x)= lim (M—Zx]=

Yo too X o> oo 3x*+4
— lim 6x° + 3x* + 8x - 6x° - 8x _
3x*+ 4

. 3x4
= lim ——=
e XM+ 4

= lim 3—x4=

X —> +00 4
x4 3 +—
X

~—

= lim
X —> +00 3+

94. lim g(x) = lim f=1_
x— 0" x— 0t X 0+
Logo, a reta de equacdo x = 0 é uma assintota ver-

tical ao grafico de g.

Tem-se que:
lim (f(x) + 2x) = -1 lim (fx) - (-2x))+1=0
< lim (f(x) - (-2x) +1)=0

o lim (f(x) - (-2x-1)) =0

X —> 400
Logo, a reta de equacgdo y = -2x - 1 € uma assintota
obliqua ao grafico de f.



Assim, lim ﬁ)—Q=—2.

x> 400 X

Entao:

lim g(x) = lim fo) -1 _

X —> 400 X —> +00 X
_tim 0 i L0222
x—>+400 X X —>+00 X

Logo, areta de equacéo y = -2 é uma assintota hori-
zontal ao grafico de g.

Capitulo 7 - Resolucao aproximada de equacées
Tarefa - Adivinha o niimero - pagina 158

a)

A melhor estratégia é escolher sempre o nUmero
que fica no meio do intervalo de valores possiveis,
pois permite reduzir o nimero de possibilidades o
mais rapidamente possivel.

Em cada tentativa, o intervalo de valores possiveis
é, aproximadamente, reduzido para metade.

i. No inicio do jogo existem 100 nimeros possiveis
(de 1a100).

ii. Assumindo que se escolhe sempre o nimero do
meio do intervalo, o nUmero de valores possiveis
evolui aproximadamente da seguinte forma:

Tentativas Valores possiveis

0 100
1 50
2 25
3 13
4 7
5 4
6 2
7 1

ili. Procuramos o menor nimero natural n tal que
2" >100.
26=64<100
27=128>100
Logo,n=7.

iv. Bastam 7 tentativas para garantir que se acerta
no ndmero, usando a melhor estratégia pos-
sivel. Isto acontece porque, a cada tentativa,
o nimero de possibilidades é reduzido para cerca
de metade.

Exercicios de margem - paginas 159 a 177
95. Afuncdo g ndo é continua em [q, b].

Por exemplo:

y
[ a<b
L ‘ g(a)=-1
_ | 1 g(b) =2
a x g(a)xg(b) <0
N

96.

97.

98.

Propostas de resolucao - Manual

e nao existe nenhum niimero real x talquea<x<b
eg(x)=0.
Ou, por exemplo:

y

e ndo existe nenhum niimero real x talquea<x<b
eg(x) =0.

- h é continua em [1, 2], visto tratar-se de uma fun-
¢ao polinomial.
ch(1)=-1*+12-1+4=3>0
h(2)=-23+22-2+4=-2<0
h(2) < e < h(1)
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, podemos
concluir que a equacao h(x) = e tem, pelo menos,
uma solucdo no intervalo ]1, 2[.

As 10 horas de um determinado dia corresponde
t =0, logo as 11 horas e as 11 horas e 30 minutos
do referido dia correspondemt=1et =15, respe-
tivamente.

Sabe-se também que P esta expresso em milhdes
de bactérias.

Assim, pretende-se provar que 3te]1; 1,5[: P(t) = 0,5.
A funcao P é continua em [1; 1,5], visto tratar-se de
uma funcao racional.

2
P(1) = ——=———=—=0417
@) 2x13+410 12

_ 5x(L5)? 45
PL.5) = 2x(153+10 67 0672
Logo, P(1) < 0,5 < P(1,5).
Entao, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se
que existe, pelo menos, um instante t €]1;1,5[ tal que
P(t) = 0,5.

As dez horas de um determinado dia corresponde
t = 0, logo as onze horas e ao meio-dia do referido
dia corresponde t=1 et = 2, respetivamente.

Sabe-se também que P esta expresso em milhdes
de bactérias.
Assim, pretende-se provar que:
Jtell, 2[1P(t)=05
+ A funcdo P é continua em [1, 2], visto tratar-se do
produto de duas funcées continuas em R (t — t?
et e, logo continuas em [1, 2].
*P(1)=12xe1=0,368
P(2) =22 x e2 = 0,541
ou seja, P(1) < 0,5 < P(2).
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se
que existe, pelo menos, um instante t e]1, 2[ tal que
P(t) = 0,5.
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99.

100.

101.

- h é continua em {% 1}, visto tratar-se da soma

de duas fungdes continuas (a funcéo identidade e a
funcdo logaritmica de base e).

-h[l)=l+|n(l] L imEey-L-1-1-¢e_o
e e e e e e

h()=1+In1=1+0=1>0
h[%jxh(l)<0

Assim, pelo corolério do teorema de Bolzano-Cauchy,
podemos concluir que a fungdo h tem, pelo menos,

um zero pertencente ao intervalo }% 1{.

Seja f a funcdo definida por f(x) = e* - x - 2.

Provar que a equacdo e* = x + 2 tem, pelo menos,

uma solucdo no intervalo ]-2, -1[ é equivalente a

provar que a funcdo f tem, pelo menos, um zero no

intervalo ]-2, -1[.

Assim:

- fé continua em [-2, -1], visto tratar-se da diferenca
entre duas fungdes continuas em R (x — e* e
x — x + 2), logo continuas no intervalo [-2, -1].

‘f(-2)=e?+2-2=0135
f-1)=e1+1-2=-0,632
ou seja, f(-1) x f(-2) < 0.

Pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy, con-

clui-se que a fungao f tem, pelo menos, um zero no

intervalo ]-2, -1[, isto é:

Jcel-2, -1 f(c)=0

<3dcel-2,-1ec-c-2=0

< 3dcel-2,-1ef=c+2

n=e

Vy=x+2

O ponto P, intersecdo do grafico da fungdo x > e*com
o grafico da fungdo x —> x + 2, no intervalo ]-2, -1[,
tem coordenadas P(-1,841; 0,159) (com aproxima-
¢ao as milésimas).

Assim, x = -1,841.

A funcdo g é continua em [0, 1], por se tratar da
diferenga entre duas fungdes continuas (uma que é
o produto de uma constante pela funcdo f e outra
constante).

g(0) = 2f(0) - f(1) = 2f(0) - 3f(0) = -f(0) > O

g(1) = 2f(1) - f(1) = f(1) = 3f(0) < O

Logo, g(0) e g(1) tém sinais contrarios. Entdo, 0 € um
valor intermédio.

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos
quedce]l0,1[: g(c) = 0.
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102.

103.

104.

105.

1
"= 5
Dy = {x eR: g(x) = 0}
Se o dominio de h fosse o intervalo [q, b], significaria
que nao existia nenhum valor c no intervalo ]a, b[
tal que g(c) = 0.
No entanto, como g é continua no intervalo [a, b],
g(a) = 4 e g(b) = -2, ou seja, g(a) x g(b) < 0, pode
concluir-se, pelo corolario do teorema de Bolzano-
-Cauchy, que existe, pelo menos, um namero real
c €la, b[ tal que g(c) = 0.
Logo, h ndo pode ter como dominio o intervalo [a, b].

Seja g: [1, n] » R a funcéo definida por

g(x) = f(x - 1) - f(n - x).

A funcdo g é continua em [1, n], por se tratar da
diferenca entre duas fungdes continuas (ambas sdo
a composta de f com uma funcao afim).
g(1)=f(0)-f(r-1)=0

g(n)=f(n-1)-f(0) =0

Logo, g(1) e g(n) tém sinais contrarios. Entdo, 0 é um
valor intermédio.

Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos
que:

Jcell nl:g(c)=0
odcell,nlfc-1)-f(t-c)=0
s3dcell,nlf(c-1)=fln-c)

Observe-se que, provar que existe ¢ €]0, 2[ tal que
f(c) = c é equivalente a provar que existe c €]0, 2[
tal que f(c) - c = 0.

Consideremos a funcéo g definida, em [0, 2], por

g(x) = f(x) - x.

- g é continua em [0, 2], por se tratar da diferenca
de duas fungdes continuas em [0, 2] (a fungdo f e
a funcao identidade).

-g(0)=f(0)-0=2-0=2
g2)=f(2)-2=0-2=-2
9(2) <0<g(0)

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos

que:

Jcelo, 2[:g(c) =0, ouseja,Icelo, 2[: f(c)-c=0,

isto é,3cel0, 2[: f(c) = c.

Observe-se que, provar que existe c €]a, b[ tal que
f(c) = g(c) é equivalente a provar que existe c €]a, b[
tal que f(c) - g(c) = 0.
Consideremos a funcdo h definida, em [a, b], por
h(x) = f(x) - g(x).
+h é continua em [q, b], por se tratar da diferenca
de duas fungdes continuas em [aq, b].
- h(a) = f(a) - g(a) <0, pois g(a) > f(a).
h(b) = f(b) - g(b) > 0, pois f(b) > g(b).
h(a) x h(b) <0
Logo, pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy,
concluimos que 3 cela, bl: h(c) =0, ou seja,Icela, bl:
f(c) - g(c) = 0, isto é, 3 c €]aq, b[: f(c) = g(c).



106.

Iteracao

Intervalo

[3;4] 3 4 35 - 05

[3:3.5] 3135 | 325 - 0,25

[3;3,25] 3 3125 + 0,125

[3125;3,25] |3125| 3,25 | 31875 - 0,0625

[3125;3,1875]|3,125|3,1875| 3,15625 0,03125<0,05

107.

a)

108.

Como o erro maximo é inferior a 0,05, pode-se
tomar como aproximacdo de = o ponto médio do
ultimo intervalo: nt = 3,15625

O programa implementa o método da bissecdo
para encontrar um zero (raiz) da fungao

f(x) = x* - 5x2 + 2x - 3, no intervalo [0, 5], com erro
absoluto maximo inferior a 0,000 001.

Como f(0) = -3 e f(5) = 7, ha mudanca de sinal, logo
existe uma raiz real nesse intervalo. Portanto, o pro-
grama deve devolver uma aproximacdo dessa raiz.

fo def bissecaw (f,a,berre): )

i FLa)"f(B) > o
print{ "A func3o tem imagens com o mesmo sinal nos extremos deste intervale® )
exit (a)
while bea » 2%erro:
cafaeh) /7
if fla)*F(cy<o:

bec
elif fla)*Fc)rp:
ac
slse:
return ¢
Feturn €
def f{x):
return x**3-54x"*202°x:3
print (bissecoo (,0,5,0.000081))

(= a.710623035894165 J

fo def bissecao (F,a,b,errad:
if Fah™fib) » 0:
print{ "A funcio tem imagens com o mesmo sinal mos extremos deste intervalo® )
exit (0)
while b-a » 2*erro:
cefasb}/z
if fla)*fe)en:
[
elif fla)*flelse:
8-t
else:
return ¢
return ¢
def £x):
return x**2-2
print (bissecao (f,1,2.0.0091)}

e LLA141845703125

O método de Newton-Raphson para f(x) = sen x é:
_ M) _

senx,
Xn+1=Xn fr(x ) =AnT =
n

oS x,,

X, - 18 x,

Estimativa inicial: x; = 3,1400
Tabela das iteracdes:

Supondo x; = 3,14:

Iteracao

L2

Apds duas iteracdes, a aproximacao da raiz é
n = 3,141593.

X=X~ 18 (xn)

3,140 000 | -0,001 593 3,141 593

3,141 593 | 0,000 000

3,141 593 J
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109. Opcao (B)
Como a fungdo g é continua nos intervalos [0, 1],
[1,2],[2,3] e [-1, 0], basta averiguar em qual destes
intervalos as imagens dos extremos sdo uma infe-
rior a 9 e a outra superior a 9.
g(0)=20+30=2
g(1)=2+31=5
g(2)=22+32=13
g(3)=22+3%=35
g(1)=21+37= %
Como g(1) =5<9eg(2) =13 > 9, entdo, conclui-se
que no intervalo ]1, 2[ a equacéao g(x) = 9 tem, pelo
menos, uma solugao.
110.
a) Sex <3, entdo:
f(x) =2 @%= 2o x=6¢l-c,3]
Se x > 3, entdo:
fx) =2 ox+2=2ex=0¢]3, +o0[
Logo, V xR, f(x) = 2. Em particular, V x € [0, 4], f(x) = 2.
0
b) f(0)=—==0
) f0)-3
f4)=4+2=6
Logo, f(0) < 2 < f(4).
< lim f(x)= lim ==1
x—3" x—3"
< lim f(x)= lim (x+2)=5
x—3* x—3*
Como lim f(x) = lim f(x) e 3 €Dy, entdo f ndo é
x—3 x—3*
continua emx = 3.
Assim, como a fun¢do ndo é continua em [0, 4], ndo
é garantido que exista x € [0, 4] tal que f(x) = 2, ape-
sar de f(0) < 2 < f(4). Logo, a veracidade da proposi-
¢ao da alinea anterior ndo contradiz o teorema de
Bolzano-Cauchy.
111.
a) Sejafa funcao definida por f(x) = x> - 2.
lteracio Intervalo
0 o]
1 1,2 1 2 15 1375 0,5
2 [1,15] 1 15 125 -0,0469 0,25
3 [1,2515] |125| 15 | 1375 0,5996 0125
\_ 4 (1,251,375 | 1,25 | 1,375 | 1,3125 0,26099 0,0625 )

b)

Como o erro maximo de 0,0625 é inferior a 0,1,
. ~ 3

pode tomar-se como aproximacdo de V2o ponto

médio do ultimo intervalo:

1,25 +21,375 13125
Funcao e derivada:
f(x) =x3-2
f'(x) = 3x2
Recorréncia:
Xn+1=Xn~ %(J_Cﬂl
)
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Calculos
*xo=15
f(1,5)=1,5% -2 =1375
F(15) =3 x 1,52 = 6,75
- 12 iteracao
v =15- % — 1,2962962962962963
f(r)) = 0,17827566935934547

- 2% iteracao

A1,
0,17827566935934547
=1,2962962962962963 - — =
3x(1,2962962962962963)
=1,2609322247417485

f(x,) = 0,004819285792566408
Aproximacdo ap6s duas iteracoes é:
Fnewt = X = 1,260 932 224 741 748 5
Erro absoluto a raiz verdadeira:

|¥yewt - V2| = 0,001 011 174 846 875 3

112. Opcao (B)

< A opgao (A) é falsa.
Contraexemplo: f(x) =x2 + 1

- A opcdo (B) é verdadeira.
Seja f uma funcao polinomial de grau impar defi-
nida por f(x) = ayp, 1 X"+ + Ay + o+ Ggx + A,
com dy,,;1>0.
Entdo, lim f(x)=-cce lim f(x) = +co.
A funcao f é continua em IR, por se tratar de uma
funcdo polinomial. Em particular, f é continua em
qualquer intervalo fechado de nimeros reais [q, b]
tais que f(a) < 0 < f(b).
Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, 3 ce]a, bl:
f(c) = 0.
A demonstragdo para o caso em que d,,,; <0 é
analoga.

- A opcéo (C) é falsa.
Contraexemplo:

A opgao (D) é falsa.
Contraexemplo:

fla)

_/ i
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113. A funcdo g é continua em [-3, 0], por se tratar da

114.

115.

b)

c)

soma de duas fungdes continuas.
g(-3)=f(-3)-3<0,pois1l<f(-3)<2

= -2<f(-3)-3<-1.

g(0) = f(0) > 0, pois 1 < f(0) < 2.

Logo, g(-3) <0 < g(0).

Entdo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,3ce]-3,0[:
g(c)=0.

A funcdo h é continua em [-1, 1], por se tratar de
uma fungdo polinomial.

h(-1)=a+1

h(1)=a-1

Logo, h(1) < a < h(-1).

Entdo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy,3ce]-1,1[:
h(c) = a, ou seja, o grafico de h interseta a reta de
equagaoy = a.

Justificar que a reta r interseta a curva c em, pelo
menos, um ponto, no intervalo [0, 1], é equivalente a
provar que a equacao f(x) = 5 tem, pelo menos, uma
solucdo no intervalo [0, 1]:

- f & continua em [0, 1], por se tratar da soma de
duas funcdes continuas em IR e, portanto, conti-
nuas em [0, 1].

<f(0)=5°+5x0=1
f(1)=5*+5x1=10

Ou seja, f(0) < 5 < f(1).

Pelo teorema de Bolzano-Cauchy, pode concluir-se

que existe, pelo menos, um nimero c €]0, 1[ tal que

f(c) = 5, isto &, f(x) = 5 tem, pelo menos, uma solucao

no intervalo 10, 1[.

Provar que o ponto de intersecao, referido na ali-

nea anterior, é Unico, é equivalente a provar que

f(x) = 5 tem uma Unica solucao no intervalo [0, 1]

ou, de forma equivalente, que a funcado g definida

por g(x) = f(x) - 5 tem um Unico zero nesse intervalo.

Observe-se que:

fx)=5<f(x)-5=0<9g(Kx) =0

Ficou provado na alinea anterior, pelo teorema de

Bolzano-Cauchy, que existia, pelo menos, uma solu-

¢ao. Esta é Unica, visto a funcado g ser estritamente

crescente em todo o seu dominio [0, 1].

g(x)=5"+5x-5
g(x)=(5"+5x-5) =
=5 In5+5>0,Vxel0,1]
i. Intervalo inicial: [0, 1]
Valores iniciais
g(0)=-4<0
g(l)=5>0



Ponto | Sinal
Iteracao| Intervalo médio | de
m | g(m)
1| oy o | 1| o5 | - 05
2 | sy | o5 | 1| oms | o« 025
3| 05075 | 05 | 075 | 0625 | + 0,125
4 | 050625 | 05 | 0625 | 05625 | + 00625
5 |[0505625]| 05 |05625| 053125 | + | 003125
6 |(05053125] 05 (0531250515625 - | 0015625
7 [ggigf.j’ 0,5156250,53125 (05234375 00078125 <001,

Como o erro maximo de 0,0078125 é inferior a 0,01,
pode tomar-se como aproximacéao do valor preten-
dido o ponto médio do ultimo intervalo:

x=05234375

ii. Estimativa inicial: x, = 0,5
g(x)=5In5+5
Calculo de g(0,5): g(0,5) = -0,2639320225
Calculo de ¢’(0,5): g’(0,5) = 8,5988125778

- 05 - ~0.2639320225
17" 85988125778
. 0,2639320225
Quociente: —8,5988125778 =0,5306940081

Entao, x; = 0,5306940081.
x=0,530694008 1

d) - Método da bissecao:
Foram necessarias sete iteracdes para garantir um
erro absoluto inferior a 0,01.
- Método de Newton-Raphson:

Foi necessaria apenas uma iteragdo para obter uma
aproximagdo com precisdo comparavel.

116. f(x) = fx + 1) & f(x) - f(x + 1) = 0
Seja g(x) = f(x) - f(x + 1).
A funcéo g é continua em [a, a + 1], por ser a dife-
renca entre duas fungdes continuas.
g(a) =f(a)-fla+1)=-fla+1)<0
gla+1l)=fla+1)-fla+2)=fla+1)>0
Logo, g(a) <0 <g(a + 1).
Assim, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, pode con-
cluir-se que:
Jcela,a+1[g(c)=0
o3dcela,a+1[:f(c)-flc+1)=0
< 3dcela a+1[:f(c) = flc+1)

117. A funcao f” é continua em IR, em particular, é con-
tinua em [a, b].
Como as retas tangentes ao grafico de f’, nos pontos
de abcissas a e b, séo perpendiculares, entdo tem-
-se que f”(a) x f”(b) = -1, ou seja, f’(a) e f”(b) tém
sinais contrarios, pelo que 0 é um valor intermédio
entre f”(a) e f”(b).
Conclui-se, entdo, pelo teorema de Bolzano-Cau-
chy, que f” tem, pelo menos, um zero emla, b[.
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1.

Opcéo (A)

Sinalde f’

Variacao de f

Sinal de f”

Sentido das
concavidades
do grafico de f

Opcao (A)

Sinal de h”

Sentido das
concavidades
do graficode h

Opcao (C)
lim g(x)= lim g()

x— 0" x—0

< lim (k+In(e+x)= lim
x—0°

=
x—0 X

2x _
ek+Ine+0)= lim [e 1x2)
250\ 2x
2 _
ok+l= lim &1
2x—> 0" X

x 2

Limite notavel
Sk+1l=1x2
sk=1

Opcéo (C)

Variacdo de h

Nestas condicdes, e sendo a funcdo continua em
todo o seu dominio, pode concluir-se que h(x) = 1
tem duas solu¢des: uma no intervalo ]-6, -1[ e outra
no intervalo ]-1, 3[.

Opcao (C)
P ¢ o ponto do grafico de f de abcissa a, logo P(a, f(a)).

Como lim fla+h)-fl@) 0, conclui-se que f’(a) = 0.

h—0 h
Como lim fl)-Fla) -1, conclui-se que f"(a) = -1.
x—a X -

Como f’'(a) =0 e f"(a) <0, podemos concluir que f(a)
é um maximo relativo da funcéo f.

'(0) = 0, pois, em x = 0, a funcao f é diferenciavel e
apresenta um maximo.

Assim, g(0) x f'(0) = 0, pelo que a afirmacao | é falsa.
x+1 +oo

Hm ge) = tim S =T
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Logo, o grafico da funcdo g ndo admite uma assin-
tota horizontal quando x — +e e a afirmacéo Il é
falsa.

: . ox+1 -0
xli)nlo g(x) xlinlo f(x) 0*
Logo, o grafico da fungdo g ndo admite uma assin-
tota horizontal quando x — -0 e a afirmacao Il é
falsa.
A fungdo f é continua em IR e ndo tem zeros, logo
a fungdo g é continua em R, por se tratar do quo-
ciente entre duas fungdes continuas em IR, cujo
denominador ndo se anula. Assim, o grafico da fun-
cdo g ndo admite assintotas verticais e a afirmacao
IV é a afirmacdo verdadeira.

F(x) = % (ve?) = % (e +xe*)=2 (1+2)
Df' = |R

- f*@ uma funcado continua, por se tratar do produto
de duas fung¢des continuas. Em particular, f’ é con-
tinua em [0, 1].

-f‘(0)=e—0(1+0)=%<1

il
2

2
f‘(1)=971(1+1)=e>1
f'(0)<1<f(1)

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos
que 3 c€]0, 1[: f'(c) = 1, isto &, existe, pelo menos,
um ponto cuja abcissa pertence ao intervalo ]0, 1],
no qual a reta tangente ao grafico da funcao f nesse
ponto tem declive igual a 1, ou seja, é perpendicu-
lar a bissetriz dos quadrantes pares (y = -x).

f(x) =% g(x) = In(x + 2) + 4
D;=R Dy =1-2, +oo]
y
f
g B(0, b)
Alay, ay) b = 4,69
B
Aay, ay)
5 k a; =179
Aone) = OB x abczissa de A _ 469 ; 179 _ 42 ua.

Equacdo:x*-3=0

Funcdo: f(x) =x3-3

Intervalo inicial: [1, 2]

f(1)=13-3=-2<0

fQ)=23-3=5>0

Como f(1) x f(2) < 0, existe, pelo menos, uma raiz no
intervalo [1, 2].
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Ponto | Sinal
Iteracao| Intervalo médio | de
m
L2 1 2 15 + 05
1,15 1 15 1,25 - 0,25
[1,25,15 | 1,25 15 1375 - 0,125
[1,375,15] | 1,375 15 1,4375 - 0,0625
[14375,15] | 1,4375| 15 146875 | + 0,03125
[1,4375; +
146875) 1,4375 | 1,46875 | 1,453125 0,015625
[1,4375;

L 1,453125) 1,4375 |1,453125|1,4453125 0,0078125 <0,01)
Erro absoluto: 14531252—_14375 =0,0078125<0,01
Uma aproximacdo da solucdo dex®>-3=0,comerro
absoluto inferior a 0,01, é x = 1,445 312 5.

9. Opcao (B)

M.V 4 = In(V/3)
f(4) - f(0 4
=In(V/3
740 (V3)
In(8 + k _lnk_ln(\4/§)
4
o |n[8 : k] - 41n(V3)
& In[8 Z k] =In(¥3)*
8 +k
In =In3
UL ]
8+k
i
<8+ k=3k
k=4

10. Opcao (B)

f'(x)=0

Sinal de f”

Sentido das
concavidades
do grafico de f

o -3)?+1)x-2)2=0
©x?-3=0vx?+1=0v (x-2)%=0
ox2=3vixl=-1vx-2=0

condigdo impossivel em IR

ox=V3vx=-V3yvx=2

O grafico de f tem dois pontos de inflexao.



12.

13.

O grafico da fungdo h” obtém-se do grafico da fun-

¢80 g” por uma contragao vertical segundo fator%,

seguida de uma simetria em relacdo ao eixo Ox e
posteriormente de uma translacéo associada ao
vetor u(0, 1).

Opcéo (D)

f' & estritamente decrescente em ]0, 5[, logo f”(x) <O,
V x €[0, 5]. Assim, o grafico de f tem a concavidade
voltada para baixo em ]0, 5[.

Opcéo (B)

lim f(x)= lim Y1=X_
X — —o0 x—>-00 X=X
e
- lim —x X/ _
X —> -0 X—XZ
1 1
Y T
lim r T
x>0 —x(-1 +x)
S I S
lim ¥ x
e —x(-1+2)
1.1
. X2 x
= lim =
X — -0 -1+x
-9 o
Logo lim f(x) eR.
lim f(x) = lim M
x—>1* x—>1*
e
= lim
xo1 (x- lx
=lm12x‘1=3;=ﬂn
xo1 x+1 2
lim ()= lim Y1=X_
x—>1 x—>1 X—X
= lim [ '1_x]=
x—>1 1-x
= lim [*]:
-1 \x(1-x)V1-x
= lim [ 1 J=i=+oo
-1 \xV1-x 0*
Logo, lim f(x)=f(1)e lim f(x)= lim f(x).
x—>1 x—>1 x—>1*
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14. A funcao f é continua em ]-oo, 4], por se tratar de

15.

16.

17.

uma fungdo racional.
Para que a funcdo f seja continua em x = 4, tera de

se verificar lim f(x) = f(4).
x—>4
k-4 k-4
@-%-2" 3
T T k?-x k-4
xll—>n1’ f(x) N xll—[r)l’ 8 -X N 4
. . -4
< lim f) = lim —2X==2 =
x4t () x4 \/2x+1-3
= lim x-4 \/2x+1+3
ot (V2xr1-3 V2xel+3)
- lim (x—4)(\/2x+l+3)=
X 4 2x+1-9
— lim (x—4)(v2x+l+3)=
x4 2(X—4)
- lim \/2x+1+3=3
x4 2
Logo:
2 _
"4—4=3@k2—4=12
= k2=

k=4 v k=-4
Como se pede o valor de k positivo, entdo k = 4.

Opcéo (D)
A afirmacéo (A) é falsa.

Contraexemplo: f(x) =

1
xX+1
A afirmacéo (B) é falsa.

Contraexemplo: f(x) =

1
xX+1
A afirmagao (C) é falsa.

Contraexemplo: f(x) = 2+l

A afirmacédo (D) é verdadeira.

Por exemplo: f(x) =

1
xX2+1

Opcéo (A)
Sendo f uma funcéo de dominio IR* e y = -5 a equa-
¢do da assintota ao grafico de f,entdo lim f(x)=-5.

X —> +00

Assim:

In(lJ lim In[l] .
lim =/ _xowe AX) IO e
X —> +00 f(x) lim f(x) -5 -5
Opcao (B)

A afirmacédo (A) é falsa.

1
Contraexemplo: f(x) = { x se x=0
1

se x=0

A afirmacéo (B) é verdadeira.

1
Por exemplo: f(x) = { T 0

1 se x=0
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18.

19.

A afirmacéo (C) é falsa.
1

Contraexemplo: f(x) ={ e 0
1 sex=0

A afirmacédo (D) é falsa.

Contraexemplo: f(x) = xzi 1

Opgéo (B)
léDf

. 1

lim X=—==0
x—1* f(x) —00
lim L=L=0

o1 () e

. X
Logo, xI.I—ITZ'I. m =0.

Opcéo (C)

O grafico de f é simétrico do grafico de f em rela-
¢do a bissetriz dos quadrantes impares.

Logo, se as assintotas ao grafico de f sdo as retas de
equacdesx=1ey=-2, entdo as assintotas ao grafico
de f1sdo as retas de equacbesx=-2ey=1.

Assintotas verticais

lim f(x)= lim
x— 0+ +

lim ()= lim 2% -3 _ o
x—>1
A reta de equacdo x = 1 é assintota vertical ao gra-
ficodef.

Como a funcao f é continua em IR*\{1}, o seu grafico
ndo admite mais assintotas verticais.

Assintotas nao verticais

y=mx+b,mbelR (x— +o)

1

-3

m= lim ﬂ)—Q= lim e = lim 13=0

.
x—>+00 X X —> +o0 x —> +00 €

b= lim [f(x)-0x] =

X —> +00

lim &
x—>+00 X
=e3xi=e3x0=0
+00
A reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal ao

grafico de f quando x — +oo.
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b)

<)

d)

f é continua em]1, +oo[, pois, neste intervalo, é defi-
nida pelo quociente de duas funcdes continuas:
uma que é uma funcao afim e a outra que é a com-
posta de uma fungdo exponencial com uma funcéo
afim; em particular, f é continua em [4, 5].

f4)=2 - 1472

(5) < —f[%] < f(4)

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos
que:

celd 50 = —f[%}

e 3Iceld 5l f(c)+ f[%] -0

Em 10, 1, f(x) = I-:’]—xx

vy (3%) Inx-3x(Inx)
Fe) = (Inx)2

3xInx-3xx 1
I
(In x)?

_3(nx-1)
(In x)?
Como (Inx)?>0,Vxe€]0,1[e3>0,Vxe]0,1[, osinal
de f’ depende apenas do sinal de (In x - 1).

INnx-1<0,Vxel0, 1] isto ¢ f'(x) <0, V x €]0, 1[.
Logo, f é estritamente decrescente em 0, 1[.

Em [1, +oof, f(x) = xe3 -~

f'(x) =x'e3 " +x(e3%) =
=3 Y +xx(-l)xe3 ¥ =
=e3*(1-x)

') =) x1-x)+E )x1-x)=
= x(1-x)+( ) x(-1) =
=-e3 " *(1-x+1)=
=-e3"*x(2-%)

f'x)=0 A x21

o-e3"2-x)=0Ax21

& (-e3*=0v 2-x=0) A x21
L 1

condicdo impossivel

Sx=2Arx21

Sentido das
concavidades
do grafico de f

f(2) = 2e3-2=2e



20.

21.

O grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo em ]1, 2[ e tem a concavidade voltada para
cima em ]2, +oo[; (2, 2e) é ponto de inflexao.
Sejay=mx + b a equagdo reduzida da reta tangente
ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa 3.
m=Ff3)=e3"3(1-3)=-2xe’=-2

y=-2x+b

0 ponto (3, f(3)) = (3, 3) pertence a reta, logo:
3=-2x3+b&3=-6+bo9=>b

Assim, y = -2x + 9 € uma equacao da reta tangente
ao grafico da funcéo f no ponto de abcissa 3.

f(x)=2+4x-7
ffx)=2*In2+4
Aplicando o método de Newton-Raphson:

f
Xns1=Xn~ %én%
n
12 iteracao
1

Xo =

f(1) =2*+4x1-7=-1,0000
f(1)=2In2+4=53863
-1,0000
5,3863
22 jteracao

x, =11857
f(1,1857) = 0,0175
f'(1,1857) = 5,5767

x=1- ~1,1857

3 _0,0175
Y= L1857 -0 267
x,~1,1826
32 jteracao
x,=1,1826

f(1,1826) = 0,0003
f/(1,1826) = 5,5733
0,0003

~1,1826 -
i 55733

x;=1,1826
Apds trés iteracdes do método de Newton-Raphson,
obtém-se x = 1,1826.

Opcao (C)
Sejam f e g as funcdes seno e cosseno, respetiva-
mente.

f'(x) = (senx)' = cos x
(5 -eo(5) -3
[3 cos 3 >
Um vetor diretor da reta r, tangente ao grafico de f
no ponto de abcissa % pode serri(2, 1).

g'(x) = (cosx)' =-senx

o[5)--se(5) -

Um vetor diretor da reta s, tangente ao graficode g
no ponto de abcissa % pode sers(-2, V3).
IFll=V22+12=V/5

Is11="V (-27 + (V3] = V7

22.

23.

24,

b)
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Fs=-4+V3

Seja o 0 angulo formado pelas retasres.
-4 + V3|

V5x\V7

Logo, a. = 67°.

Cosa =

Opcéo (B)
Determinar o nimero de tangentes ao grafico de f
que sdo paralelas ao eixo Ox é o mesmo que deter-
minar o nimero de zeros da funcao f’, derivada de f.
f'(x) = (x +senx)’ =1+ cosx
ffx)=0=1+cosx=0

o cosx=-1

Sx=n+2kn keZ
A equacéo f’(x) = 0 tem uma solucdo em cada um
dos intervalos [0, 2n), [27, 4x), ..., [98%, 100x). Entdo,
a equacao f’(x) = 0 tem 50 solucdes.

Opcao (D)

D; = R\{-a}

Assintotas verticais

A funcao f é continua em IR\{-d}, por se tratar de

uma fungdo racional.

Sé areta de equacdo x = -a é candidata a assintota

vertical ao grafico de f.

X -a (x-a)x+a)
x+a

= lim

xX—-a

lim f(x)= lim

xX—-a xX—-a

= lim (x-a)=-2a

xX—-a
Quandox— -a*, os calculos sdo idénticos e obtém-
-se 0 mesmo valor.
Areta de equacdo x = -a ndo é uma assintota verti-
cal ao grafico de f.

Assintotas horizontais

@2
Y-
2_q2

im fe) = lim =%~ lim X ot
X —> +o0 x40 X+ A x>t q a
X
a2
a? T

lim f(x)= lim X = lim SRS
X —> -0 xo>-o X+ 0 X —> —00 1+£
X

O grafico de f ndo tem assintotas horizontais.

P(O) = e05x0-0015x0 _ 704

P (%)
64,5 : n=e

0,5t-0,015¢t*

(@) 16,7

t (dias)

O pior momento da epidemia ocorreu aos 16,7 dias
(aproximadamente) e a percentagem de doentes
era 64,5% (aproximadamente).
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<)

b)

130

P(t) <1< e05t-0015% c 1 A t>0
e @05t-00152 _ 00 A t>(
< 0,5t-0,015t?<0 A t=0
< -0,015t?+ 0,5t <0 A t20

<:>[t<0vt>13ﬁ}/\t20
100
ts =
=1> 3

Calculo auxiliar
-0,015t2 + 0,5t = 0 & t(-0,015t + 0,5) = 0
< t=0 v -0,015t=-05
0,5
0,015

ot=0v t:ﬂ

- 0 100\ - ¥
3

ot=0vt=

%dias =33 dias +%dia

%x 24 = 8 horas

A epidemia encontra-se erradicada 33 dias e 8 horas
apos o inicio do estudo da epidemia.

P(10) = 05 <10-0015x100 _ g5-15 _ @35 339

Aimnor) =MT

g = e

g'(a) = -el-?¢éodeclivedaretar.

y=-el"%+b

Como (a, g(a)) = (a, e*~9) pertence a reta r, vem que:

el-9=-el"dxa+boel"%+el"9xa=b
oel-%(1l+a)=b

Assim, r:y=-el~¢x+el-9(1+a).

Logo, M(0, e*~ %1 + a)).

Sabemos entao que:

MO =¢e!-9(1 +a)

PN=el-¢
ON=a
Logo:
A(a)zel‘“(1+2a)+e1‘“xa
C}A(a)=mxa
<:>A(a):e1‘“(a+2)a
2
l-a (A2
Ala) = & a‘ + 2a
oA =22+ 20)

>

a

a
I

x [(e1~% (a? + 2a) + e~ (a? + 2a)'] =

Q

(@?+2a)+et-(2a+2)] =

X

o
©

%

el-%(-a?-2a+2a+2)=

el-a(-a?+2)

N[ Nk Ne N
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26.

27.

a)

b)

% el-25 0,V aelR, logo, o sinal de A’ depende

apenas do sinal de -a? + 2.

A‘(a)=0<:>%e1‘“(—a2+2)=0 A aeR*

<-02+2=0 A aelR*
o al=2 A aelR*

& (a=+V2) A aeRe
sa=V2

Sinal de A’ d. 0

1-V2
AVZ)- €2V _pvi1.v)
A é estritamente crescente em 10, V2| e é estrita-
mente decrescente em |\V/2, +oo[.
el-V2(2 + 2V/2) é o valor maximo que a area do
trapézio [MONP] pode assumir.

Opgao (C)

Das opcoes apresentadas, f(1) € maximo relativo de
f apenas nas opcdes (A) e (C); destas, é apenas em
(C) que se verifica f'(x) constante se -2 < x < 1.

lim f(J = lim **8X _ (im [1+£gij=
x—=0 x—>0 X x>0 X
= lim [1+—Senx j:
x—0 COSXx XX
—1+ lim 80X, jm L __
x—>0 X x—>0 COSXx
| I

limite notavel

=1+1x%=l+1=2
lim () = lim [(v+ 1)e~] = (0 + 1)ed = 1
x—0* x— 0

lim f(x) = lim f(x), ou seja, ndo existe lim f(x).
x—>0 x—0* x—>0

f ndo é continua em x = 0.
Em R+, f(x) = (x + 1)e™
Assim:
flx)=(x+1)e*+(x+1)(e?) =
=e*+(x+1)x(-1)x(e¥)=
=e*(1-x-1)=
=-xe™
Comoe™>0,VxelRe-x<0,VxelR* entdo f'(x) <0,
V x €R*, logo f é estritamente decrescente em IR*.

Sejay = mx + b a equacao reduzida da reta pretendida.

m=f'(-n) ) )
EmR- f.(x)=(x+tgx) xx—z(x+tgx)xx _
x
[ +Coszxjxx—x—tgx
= = =
X
—F-t
JéJrcoszx f-tgx
= — =



28.

-1 _tgx_ 29
xxcoslx x2 ’
ol 0 1 2
-t x (-1)? (-m)? n
ASSim,y:—lx+b.

- Calculo de b:

flom) = 2EICm)

Como (-m, 1) pertence a reta tangente, vem que:
=—%x(—n)+b<:>l=l+b<:>b=0

Assim, y = - %x é a equacao reduzida da reta tan-

gente ao grafico de f no ponto de abcissa -.

Em-m, O, f() = L o X+ 18X _ 1
X

X X
t
J o Xrigx
X
1
Ya=—
X

N

1-0,526

As coordenadas do ponto I, com aproximacdo as
milésimas, sdo (-1,903; -0,526).

A reta s é tangente ao grafico de g no ponto de
abcissa a. Logo, a sua equacao reduzida é do tipo
y=g(ax +b.

Como (a, g(a)) € um ponto da reta s, entao:
g(@)=g'(a) xa+b < b =g(a) - ag'(a)

Logo, s:y = g'(a)x + g(a) - ag'(a).

A reta r é tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa a. Logo, a sua equacao reduzida é do tipo
y="f(a)x+b.

Como f'(x) = (g(x) +x + 1) = g'(x) + 1, entdo
fl@=g(@+ler:y=(g(a+1)x+b.

Como (a, f(a)) = (a, g(a) + a + 1) € um ponto da retar, b)
entdo:

g@+a+1=(g(a)+1)xa+b

o b=g(a)-ag(a)+1

Logo, r:y =(g'(a) + 1)x + g(a) - ag’(a) + 1.

Entdo:

g'(a)x +9g(a) - ag'(a) = (9'(a) + 1)x + g(a) - ag'(a) + 1
sg@x=(@@+1)x+1

sd@x=g@rx+x+1

<x+1=0

Sx=-1

Conclui-se assim que as retas r e s se intersetam
num ponto de abcissa -1.
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)

0
e¥-1l+x [2

2x _ ’
lim f() = lim lim €221+ _
x—>0 x—>0" X x—0" X
2x _
- lim 26720+ 1 _5e0,7-3
x—0 1
lim f(x) = lim 3x-21nx)=0-21n0=+o0
x—0* x—0*

A reta de equacdo x = 0 é assintota vertical ao gra-
fico da funcao f.

N&o existem mais assintotas verticais, visto a funcao
ser continua no seu dominio, [R\{0}.

- Assintotas nao verticais
m= tim &) _ jpm 3x=2Inx_
X

x—>+00 X X —> +00
_ lim [z_m] _
x>0 \ X X

- lim 3-2 lim "¥_3_2,0-3

X —> 400 x>+ X
limite notavel

b= lim (f(x)-3x)= lim 3x-2Inx-3x)=

X —> +00 X —> +00
= lim (-2Inx) = -c0
X —> +00

Como b ¢ R, ndo existem assintotas ndo verticais ao
grafico de f quando x — +co.

m= lim ﬂ’—Q= lim %[:]

x—>- X X —> -c0

£3)

= lim
v X2 x?

[ez“1]+ lim [lj _0-1.0-0

= lim >
X x—> -0 X +00

X —> -0

b= lim (f()-0xx)= lim [&] =

X — -0 X — —o0 X

A reta de equacdo y = 1 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — —co.

Seja g a funcdo definida por g(x) = f(x) + x.

- Afuncdo g é continua em [-2, -1], visto ser a soma
de fung¢des continuas: f no intervalo [-2, -1] encon-
tra-se definida pelo quociente entre funcdes con-
2_1 + x]

X

tinuas (xl—»e ex —x éafuncdo iden-

tidade e, portanto, também continua.

_4_ _
- g(-2) = f(-2) + (-2) = % -2 =-0509
2-1-1
g(-1) = f(-1) + (1) = ==
Isto é,g(-2) x g(-1) < 0.
Pelo corolario do teorema de Bolzano-Cauchy,
conclui-se que:

-1=0,865
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Jcel-2,-1[g(c)=0
s 3dcel-2,-1:fc)+c=0
s 3dcel-2, -1l f(c) =
) y1=ex_—1+xsex<0
X

Y2=7X

o] 1,6

Assim, x = -1,6.

30. g)=x-1ogKx)-x+1=0
Seja h(x) = g(x) - x + 1.
A funcado h é continua em [g(a), a], por ser a soma
de duas fungdes continuas.

h(g™(@) = glgH(a@) -gH(a) + 1 =
=a-gHa)+1=
=-g(@)+a+1

h(a)=g(@)-a+1

Como g(a) <a -1, vem que:

-g(a)>-a+1

-g@+a>1

-gl@)+a+1>2

h(g™(a) >2
e, portanto, h(g(a)) > 0.
Logo, h(a) < h(g™(a)).
Assim, pelo teorema Bolzano-Cauchy, pode con-
cluir-se que:
Jcelg™a) al: h( )=0
o 3dcelgi(a),alglc)-c+1=0
&3 celg(a) al:g(c) =

Exercicios-Tipo Exame - paginas 197 a 200
1. N(t) = 60 40 In(kt, + 1) = 60 & In(kt, + 1) = %
3
skt +1=¢?
3
skt;=e?-1

Durante a venda, houve um instante t; em que o

nimero de bilhetes vendidos foi igual a 6000 uni-
3

2
dades. O valor de k é igual a €= Ly

1
40 In(5t + 1).

Como k = 5, entdo N(t) =
N(t, +2) = 1,2 x N(t,)
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Utilizando x como variavel independente:
N(x+2)=1,2x N(x),0<x <28

Calculo auxiliar
O<x+2<30 A 0<x<30
&-2<x<28 A 0<x<30
<0<x<28

f1(x) = 40 In(5(x + 2) + 1)
f,(x) = 1,2 x 40 In(5x + 1)

40- In(5+ x+1) |

£2(x)=1.2-

£1(x)=40- In(5- (x+2)+1)
(2.651,127.549)

x
0 28

2,651 minutos = 2 minutos + 0,651 minutos

0,651 x 60 = 39 segundos

t, corresponde aos 2 minutos e 39 segundos apos
as 10 h da manha.

Existe um instante t,, a partir do qual, passados dois
minutos, o nimero de bilhetes vendidos aumentou
20%. O valor desse instante t, é igual a 2 minutos
e 39 segundos, com os segundos arredondados as

unidades.
@ = 5 _ 200
N =405 7 =5re1
N'[l] =200 _ 200 _ 10 centenas de bilhetes
5 5 2
=+1
5
por minuto.

Aos 12 segundos, o numero de bilhetes vendidos
esta a aumentar a uma taxa de 10 000 bilhetes por
minuto.

A resposta correta é:1-a); Il - ¢); lll - a); IV - ¢)

2. Em]2, +oo[:
glx) = % log,(2x - 4) + % log,(2x + 4) - el =
= log,(V2x - 4) + log,(V2x + 4) -
= log,(V2x -4 x V2x + 4) - log, 2=
= log,(V4x? - 16) - log, 2 =

_[ogz[ > =

= log,(V/x2 - 4), como queriamos mostrar.

3. Opcao (A)
log,(axb) =8 < log,a+log,b=8
< 1l+log,b=8
& log,b=7



= log, 1 - log, (Va3 b) =

loga[
0- log,(Va?b) =

1
vor)

31
-log, \a° b> ) =
1
logaa5+loga b®

1
= -log, 05 - log,\b 5]

1
=———§logab=

Opcao (D)
(feh)(@) = F1(h'(2)) = F(0)

fr) =0 Inx-1)=0x-1=1x=2
f(2) =0 f1(0) =2

Logo, (f1°h)(1) = 2.

lim f(x) existe se lim f(x) = lim f(x).

x—0 x— 0" x>0

“lim () = lim Sentka) [ )

x—>0" x—>0" er+2-ge?

~ lim k cos(kx) _

e +2 -

Il o|lo

x>0

- lim () = lim ['"—j&l)
x—0* x—0*

=1+ lim —
x—>0" X

=1+ lim =
x—0* -2x73

=1+ lim
x—0* i

3

=1- lim X

=0t 2X

2

=1- lim X

x—0* 2

=1-0=
=1

lim f(x) existe se Lz =1, ou seja, k = €2
e

x—0
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5.2 EmM]O, +oof:
P = ('”%u] —(2inx+1) -
x

=@?Inx)+1 =
=2xInx+x2x—==
=2xInx+x=
=x(2Inx+1)

f'(x)=0

x2INx+1)=0=x=0 v 2Inx+1=0

Sx=0v Inx=—l
[ 2

«IR*

~x=e

N[

Variacdo de f

Calculo auxiliar

f(e%) = (e%)z x |n(e>%) +1=

1
f é estritamente decrescente em }O, e 2[ e é estri-

1
tamente crescente em }e 2, +oo[; 1- 2_1e é minimo
1

relativoemx=e 2

6. Opcao (A)
fécontinuaemx=0seesdse lim f(x)= lim f(x) =
_ (0) x—0" x—0*

« lim (2senxcosx)=2sen0cos0=0=f(0)
x—0*

2
lim [ —5enGx) el
20 cos? [%—x]

=l|mﬂ3il k[]

x—0 Sen 2x
2
- lim 6x cos(3x?) ke
x—0 \2Senxcosx

]
—

3
3x cos(3x?) ) [g
Sen x cos x

3 cos(3x?) - 3x x 6x sen(3x?) v ke
COS X x COS X — Sen x x sen x

Il
.3

Il

=

> 3
/_\/—\/ﬁ

3 cos(3x?) - 3x x 6x sen(3x? )J +k=
coszx senx
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Como 3 + k =0 < k =-3, conclui-se que o valor de
k para o qual f é continuaem x =0 é -3.

Pretende-se determinar a amplitude do intervalo
la, 4a], isto é, 4a - a = 3a.

Sabemos que a é tal que B(4a) = B(a) - 10.

Usando x como variavel independente, e recor-
rendo a calculadora grafica, obtém-se, no intervalo
[0, 10]:

100
h6) = 1525 eovm
100
F9) =375 25 o5 ~ 10

y

Olo,478 10 X

Assim, a = 0,478 e 3a = 1,434, isto &, 1 minuto e 26
segundos (0,434 x 60 = 26).

f'(x) = (cos x + sen x)’ = -sen x + COS x

g'() = (x?) = 2x

Consideremos a funcao h, definida em IR, por

h(x) = f'(x) - g'(x) = -sen x + cos x - 2x.

h é continua, por se tratar da soma de funcdes con-
tinuas.

Em particular, h é continua em [O, %}

h(0) =-sen0+cos0-2x0=1

3]sl reol3) -2ngetos
|

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos
que:
Jce }O, %{ h(c) = 0, ou seja:
Jce }O, %{ f'(c) - g'(c) = 0, isto &:

Jce }O, %{ f'(c) = g'(c)
Provamos, assim, que existe, pelo menos, um

2
c é paralela a reta tangente ao grafico de g emc.

ce }O,ﬂ{ tal que a reta tangente ao grafico de fem

A afirmacao | é falsa, pois o dominio da funcao
fo g é o conjunto dos valores reais de x tais que
xeDy A g(x) eDgouseja, xelR A glx) eR™.

Por observagdo do grafico de g, sabemos que a fun-
¢do g é positiva em ]-1, 0[ U ]2, +oo[, ou seja, é este
o dominio da funcédo f° g e ndo IR*.
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10.

A afirmacao Il é falsa, pois lim o) _ %@ ===
X

x—0* 0*
=-cog lim 90 _ lim M=g'(0),que sabemos
x>0 X x—>0 x-0

ser um nimero real negativo, pois o declive da reta
tangente ao grafico de g no ponto de abcissa x =0
é negativo.

Assim, lim K)—Clx lim M: +00 @ N30 —oo,

x—>0" X x>0 X

A afirmacéo Il é verdadeira, pois a funcdo f x g é
continua em {%%} visto tratar-se do produto de

funcdes continuas neste intervalo, e também se

verifica que (f x g)(%] 0<(fx g)[%], pois:

(fxg)(%] =f(%] xg(%] =In(i]xg[i]>0

(fxg)(%] =f(%] xg[%J =@x@<0
>0 <0

Assim, ficam reunidas as condicdes de aplicabili-
dade do teorema de Bolzano-Cauchy, que permite
concluir que a fungdo f x g tem, pelo menos, um
. 1 3

zero no intervalo |=,=|.

53
Assintotas horizontais
Como o dominio da funcdo h é IR-, calculemos o
limite quando x — —oo:

lim hx)= lim MEx)-x+re
X

X —c0 X—> —c0
= lim [M__xl_i+£j=
s X X X
— lim &) gy jm &2
X —> —c0 X x—>-00 X
= lim M11—1+e—_m=
X — —oo X e
1
- lim 2-14+9 -
X —> - -
=0-1+0=
-1

A reta de equacdo y = -1 é assintota horizontal ao
grafico de h quando x — -oo.

Assintotas verticais

Como a funcéo h é continua em todo o seu dominio
IR-, apenas a reta de equacédo x = 0 pode ser assin-
tota vertical ao grafico da funcéo h.

lim h(x) = lim NG -x+et_

x—0" X
_In(0)-0+e°_
0-
_-°-0+1_
o0

x—0"



11.

12.

13.

A reta de equacdo x = 0 é a Unica assintota vertical
ao grafico de h.

Sejamo declive da reta secante ao grafico de g nos
pontos de abcissas a e -a.

o ") 3]

2a

m-9@-g

_ -
a-(-a

=

-a+k (a+k)x(-a-k)
2a

a+k k))] _In[gglgz]

-k a-k
+ j 2|n[a+k]

2a

In

Q

In

Q
~

[—aat'%( flo=bxta )
r
:

Q

'"(a+t]

D={xeR:12e"-16>0}= }m[%),m{

,COmo queriamos demonstrar.

Calculo auxiliar
12 e‘—16>0©e*>%®x>ln[§]

Em }In(%},w{:
In(12 e - 16) = 2x + In 2
& In(12 e -16) = In(e®) +In 2
< In(12 e -16) = In(2 x e%)
=12e°-16=2xe*
o -2e¥+12e°-16=0
se¥-6e+8=0
6+V36-4x8

2

S et =

e 6%2

=4 v e=2
In4 v x=1In2

& el
S X =

Calculo auxiliar
4
=<2

3
In[%] <In2

CS.={In2,In4}

A primeira proposicéo é falsa, pois, para que a reta
de equacgdo y = 4 fosse assintota ao grafico de f
quando x — +oo, lim f(x) teria de serigual a 4. Tal

é contrariado pela informacao dada no enunciado,
lim (f(x) +x) = 4.

X —> 400

De lim (f(x) +x) =

X —> +00

4, podemos concluir que

lim (f(x) - (-x))-4=0,isto &, lim (f(x)-(-x+4))=0

X —> +00 X —> 400

e, portanto, o grafico de f admite assintota obliqua,
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quando x — +, Cuja equacdo éy=-x+4e

lim f&) =-1.

x—>+400 X

i {2 4)

x4 -

lim ﬁ)—Q=—2

x—-2 x—> 400 X

o lim f!x!x!f!x!+4!x(

x—o-2 (X - 2)()( + 2)

o lim 6, llmi)—CL 2

x—>-2X~ x>-2 X+2

“1)=-2

@ f(_
@ﬂ—Lx lim l_u_z =2
-2-2 x—>-2 X-— (

(1) Como f é continua em -2, logo lim f(x) =
x—>-2
2) 4

f(-2).
x f(-2) =2

(2 ) Como f é diferenciavel em -2, entao

lim LU—Z _f(2) o f(-2) =2

x—>-2 X-
f'(-2) = 2, pelo que o declive da reta tangente ao
grafico da funcGoemx=-2¢ 2.
A proposicdo Il é falsa, pois a reta de equagao
y=-2x-8temdeclive -2 e, pelo exposto, ndo pode
ser tangente ao graficode femx=-2.

Teste Final - paginas 201 a 204

1

Comecemos por representar graficamente a fun-
¢ao C, definida por y = 15 e determinar a solucéo
da condigdo C(t) > 15.

[3ran [@] X

d etiqueta )

£1(x)= 105( 0.2 x_g™

(0.166,15)

J £2(x)=157

10,6 - 0,166 = 10,434
0,434 x 60 = 26
Apods a administracao da referida dose terapéutica,
o paracetamol produz efeito terapéutico significa-
tivo, durante 10 horas e 26 minutos, com os minu-
tos arredondados as unidades e considerando a(s)
coordenada(s) relevante(s) desse(s) ponto(s) arre-
dondada(s) as milésimas.
C'(t) =125(-0,2 e %%t 4+ e7)
C(1) =125(-0,2 02 + ) = 26
Uma hora apo6s a administracdo dessa determi-
nada dose terapéutica de paracetamol, a taxa de
variacdo instantanea da funcéo C, aproximada as
unidades, é 26 mg/¢/h.
lim C(t)= lim (125(e %% -e)) =
t— +o0 t— 400
Com o passar do tempo, a concentracao de para-
cetamol, em miligramas por litro de sangue dessa

125(0-0) =0
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determinada dose terapéutica de paracetamol,
tende para 0 mg/¢.
A resposta correta é: 1 - b); Il - ¢); lll - ¢); IV - a)

2.1 Paraque fseja continua emx = 1, é necessario que
f(1) = lim f(x)= lim f(x).
x—>1 x—1*

4-4x @ lim =4

- lim f(x)= lim -4
x> 1 ro1 xe'-e r>1 €Y +xe’  2e
__2
e
-f(l)=2x12xe‘1=%
Como lim f(x) = f(1), f ndo é continua emx = 1.
x—>1
2.2 Em]], +oo[:

f'(x) = (2x2 e™) = (2x2) e + 2x% (e™) =
=4xe™ -2 e =
=e™ (4x - 2x?)
f'(x) = (e (4x - 2x?)) =
=(e™) (4x-2x?) + e (4x - 2x?)' =
=-e ¥ (4x-2x) +e*(4-4x) =
e  (-dx+ 2%+ 4-4x) =
=e™(2x* - 8x +4)
f'x)= 0= e (2x?-8x+4)=0
oe*=0v 2x?-8x+4=0
[ I—
equacao impossivel em IR
Sx?-4x+2=0
4+V(-42-4x1x2
2x1

—X=

S X =

ox=2+V2vx=2-V2
xe]l, +oof, logo, f"(x) =0 & x=2+V2

4+2\?2
2

Sentido das
concavidades
do grafico de f

O grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo no intervalo |1, 2 + V'2[ e tem a concavidade
voltada para cima no intervalo |2 +\/2, +eo[; apre-
senta um ponto de inflexdo de abcissa 2 + V2.

3. f(x) = (-6xe* ) = (-6x) x e* =" + (-6x) x (€4~*) =
—6x et 4 (-6x) x (4-x) x et =
—6x et 4 (-6x) x (-2x) x 4+ =
“6xet " 112x2 x et =
=et " x (12x2-6)

136 ©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

flx) =0 e* " x (12x2-6)=0
oet¥=0v 12x2-6=0
L 1

equagao impossivel em IR

= 12x%=6
1

2 _ =
=X 2

:

Variacdo / Max. \. min. /
def Yy,
f é estritamente crescente em }—oo, - ﬁ{ eem
}% , +oo{ e é estritamente decrescente em
}— % , %{ apresenta maximo relativo em
x= —%e minimo relativo emx=ﬁ.

Sentido das
concavidades
do grafico de f

Desta forma, a opcao (A) esta errada, pois o gra-
fico de f tem a concavidade voltada para baixo em
1-2,-1[, logo, ndo é possivel o grafico de f ter a con-
cavidade voltada para cima em ]-, O].

A opcao (B) também esta errada, pois f’ é crescente
em J-oo, -2|.

A opcéo (C) esta correta, pois, em 13, +oo, f’ & cres-
cente.

A opcao (D) esta errada, pois, em ]-1, 3[, o grafico
de f tem a concavidade voltada para cima.

51 Em]L, +oof: g(x) = 4x - 2 In(x - 1)
g é continua em |1, +oo[, logo, a reta de equagdox=1
é a Unica candidata a assintota vertical ao grafico
deg.



5.2

lim gx)= lim (4x-2In(x-1))=4-21In(0* =

x—>1* x—>1*

=4—2x(—oo)=+oo
Areta de equacdo x = 1 é a Unica assintota vertical
ao grafico de g.

‘m= Llim qu)—Q=

x—>+400 X

- lim 4x-2In(x-1) _

X —> 400 X

- lim P-zﬂﬁfiﬂ=

X 400

~4-2 lim InG=1) @

X —> +00 X
1

—4-2 lim 221

X —> 400

. 1
=4-2 lim =

x~l>+oox_1
=4—2xi=

+00
=4-2x0=
=4

b= lim (gx)-4x)= lim (4x-2In(x-1)-4x)=

X —> 400 X —> 400
= lim (-2In(x-1) =
X —> +00
=-2In(+o0) =
= —00
Como o valor obtido ndo é um namero real, con-
cluimos que o grafico de g ndo admite assintota
nao vertical quando x — +oo.
. 1 2x X
Em]-c0, 1[: g(x) = Tee
g’(x)=%x2ez"—e*=%e2x—e"
” 1 2x 2x X
g (x)=?x22 -et=e¥-¢
0e=er-e=0e'(e"-1)=0
ee'=0ve-=1
[ —

g'(x) =

equagao impossivel

Sx=0

Sentido das
concavidades
do graficode g

Calculo auxiliar

O grafico de g tem a concavidade voltada para
baixo em ]-eo, O[ e tem a concavidade voltada para
cimaem]0, 1[.
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(O, - %J sdo as coordenadas do ponto de inflexao

do grafico de g.

Uma equacgdo que permite resolver o problema é
V(2m)=0,96 V(m),0<m< 2.
Utilizando x como variavel independente:

2158 2158
1-0,24e02x% 1-0,24e0%
Recorrendo as capacidades graficas da calcula-
dora:

=0,96 x

2158
V1= 1702400255 05¥=2
2158
- 2158 o,
¥,=0,96 x T o24e T 0<y

y

o) 0,912 2 x

Assim, o instante em que, com trés casas decimais,
V(2m) = 0,96 V(m), € 0,912.

Desta forma, a amplitude do intervalo é:
2x0,912-0,912 = 0,912 minutos

Tem-se que 0,912 x 60 = 55, pelo que a amplitude
do intervalo é 55 segundos.

Para que exista lim f(x), € necessario que

x—>1

lim f(x) = lim f(x).

x—>1 x—>1*
. . 5x-4 5x1-4 1
« lim f(x) = lim = = =
x—1* (x) xal‘l—e_x 1‘9_1 1_£
1 e ¢
e-1 e-1
e
lim f() = lim <=1 [%) lim —2___
x—>1 ~ _x—>1 _QZx—Z N x—>1 ‘2 er—Z -
-2 _3

Como lim f(x) = lim f(x), pode concluir-se que ndo

x—1* x—> 1

existe lim f(x).

x—>1

A proposicao | é falsa, pois, como o grafico de f tem
a concavidade voltada para cima, entéo f”(x) = 0.
Em particular, f(0) = 0.

A proposicao Il é falsa, pois lim ﬁ)—Qx lim ﬁ)—Q=—1.

x—>+00 X x>0 X
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Sinal de f” 0 0

10.

Note-se que m, = lim ﬁ)—Cle

x> 400 X
m, = (0) = lim f0=fO) _ j, fl)
x>0 X = x—>0 X

Como as retas t e p sdo perpendiculares, entao
mp x m; = -1,

Opcao (A)
Sejam a e b (a < b) as abcissas dos pontos de inter-
secao do grafico de f” com o eixo Ox.

Por observacao do grafico de f’, podemos concluir
acerca do sinal de f” e, consequente, variagdo da
funcéao f'.

Desta forma, temos que:

def’ relativo relativo

Variacao /' Maximo \ minimo /' J

Sendo a e b valores positivos, o Unico grafico que
esta de acordo com a tabela é o que se apresenta
na opgao (A).

flx) =x*-2
f'(x) = 4x3
X1 = 1

12 iteracdao — x,:
3 1

X = 7 x1+ PIVRE

22 jiteracao — x:

1
2 x (1,25)3
32 iteracao — x,;

X3= % x 1,25+ =0,9375+ 0,256 = 1,1935

1

W = 0,8951 + 0,2941 =
x (1,

=1,18923

Xo= % 11935 +

42 iteracao — x::
1

3
3411892341
BTy T 2% (1,18923)°

=0,8919+0,2973 =
=~ 118921

Portanto, apos 4 iteracoes (a partir de x; = 1), obte-
mos, aproximadamente, x = 1,18921.
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