5. Primitivas imediatas e integrais

definidos
Recorda - pagina 60
1.
a) )= +x*-2x2+4x-1)=
=5x*+3x2-4x+4
R R
o R =(Vx)= [X%J' -
1.3
= ?x =
!
3V
d)  '(x)=(senx-cosx) =(senx) -(cosx) =
=cosx - (-senx) =
=COSx +senx
e) j'(x) = (cos (3x)) = -sen(3x) x (3x)’ = -3 sen(3x)
f) kK@) =((2-1e)=@r2-1)xe +(x?-1)x (e’ =
=2xxe +(x2-1)xe =
=e*(x*+2x-1)
) l]><)c2—|nx><2x
B me- (1] - : a
_x-2xInx _
Bh g
_1-2Inx
x3
h)  n'(x) = (sen(2x?)) = cos(2x3) x (2x3)' =

= cos(2x3) x 6x% =
= 6x% cos(2x3)

Capitulo 1 - Primitivas imediatas e integrais

definidos
Tarefa - O Spotify® - pagina 61
a) i.12 minutos ii. 12 minutos
iii. 12 minutos iv. 12 minutos
b) M(t) =12t
c) M'(t) = 12. A Joana ouviu musica a uma taxa cons-
tante de 12 minutos por hora, ao longo da tarde.
d)
Tempo
(em horas) 0 1 2 3 4 W
Taxa de audicao
v(t) (min /h'g 0 6 | 12 | 18 | 24 J
e) Ovalorv(2) = 12 significa que, ao fim de 2 horas, o
Jodo ouvia musica a uma taxa de 12 minutos, por
hora, e, ao fim de 3 horas, ouvia mudsica a uma taxa
de 18 minutos por hora.
f) A Joana ouviu musica sempre a mesma taxa

(12 min/h). O Jodo comegou por ouvir menos
musica e foi aumentando a taxa de audicdo ao
longo do tempo.

h)
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of 1 % 3 4
(em h)

Para que j'(t) = 6t, a funcdo j tem de ser da forma

j(t) = 3t? + k, com k constante, pois j'(t) = 3t? + k)’ =

=6t+0.

Como sabemos que j(0) = 0, entdo 0 = 3 x 0% + k.

Assim, k = 0.

Logo, j(t) = 3t2

Exercicios de margem - paginas 62 a 72

1.

N

b)

b)

F(x) = %x“ é uma primitiva da funcao definida por
f(x) = 3, pois F(x) = % x 4x3 = 3 = f(x).
G(x) = %x“ + 2 é uma primitiva da funcao definida

por f(x) = x3, pois G'(x) = % x 4x3 + 0 =x3 = f(x).

SeF-G=7,entdao F -G =0.
Entao:
Fx)-G(x)=0=G{Kx) =F() <Gk =x

F(x) = x* € uma primitiva da funcao definida por
f(x) = 3x%, pois F’(x) = 3x% = f(x).

(x) = x> + n € uma primitiva da funcao definida por
f(x) = 3x%, pois G'(x) = 3x? + 0 = 3x? = f(x).

)

H(x) = x3 - 5 é uma primitiva da funcao definida por
f(x) = 3x%, pois H'(x) = 3x% + 0 = 3x? = f(x).
y G
:f;;;::;: X
-5

[Eende=3[s2de+ [1dr-
=3xx2+1
2+1

3
=3i+x+c=
3

+Xx+C=

=x+x+¢celR

FQ)=7=22+2+c=7
<10+c=7
Sc=-3

Logo, F(x) = x3 + x - 3.

Jde=2x+c,celR

7
Jxédx=x7+c,ceIR
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4
(o) I4x3dx=4jx3dx=4xT+c=x4+c,celR

1 - x1 1
d — dx= 2dx=2—+c=-—=+c¢ceR
) IXZ Ix =t S tace
1 3 , 3
e) I\/;dx=jx2dx=x—+c=—x2+c,celR
377

2

f) J'(x2+x)d.x=x?3+x72+c,celR
g) I(3ex+1)dx=3ex+x+c,celR

h) I(2c05x+5)dx=2senx+5x+c,ceIR

12
i) I{£—4x11+senx] dx=|n(|x|)—4’i—2—c05x+c=

X

le
=In(lx]) -=-cosx+c,ceR
3

—

) I(X+3)2dx= (x? + 6x +9) dx =

2
+62

—+9%+C=
2+x+

+3x2+9%+c celR

w|t, w|t,

4 e e’
k = = - = - -
) -[[x ¥ 5 3]dx 4 In(lx]) + > 3x+¢ celR

S

1
) I\%dx:ZIx_zdx=2%+c=4\/;+c,celR
X

2

5
3 3 5
m) J-x\/;dx=J’x2dx=ﬁ+C=£x2+C,Ce|R
5 75
6 2
a) L4xdx=%x4=1zx4=48

y
y=4x
20+
4
O 1 5 x

2
D [d-ix3,222.9,, 1

3 9 2 x
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a)

b)

b)

10.

a)

b)

d)

[ Gt + 290 de=3 [ w2 gt d=
-2 -2 -2
=3x2+2x10=26
[ 60 -gwydv=[ e[ gt d=
-2 -2 -2
=2-10=-8
Com base nos dados do enunciado, ndo é possivel
5
determinar o valor de L f(x) dx.

W2-315=(52-3)-(12-3)=22-(-2)=24
e +4x]"S=(e"6+4In6)-(e"2+41In2)=
=6+4In6-2-4In2=
=4+4(In6-1In2)=
=4+4In3

In2

jo (e +3) chx = [e* +3x]"? =
=(€"2+3In2)-(e’+0) =

2+3In2)-1=

=1+31In2

je[i+3]dx=[lnx+3x]i=

tix =(lne+3e)-(In1+3)=
=(1+3e)-(0+3)=
=3e-2



g)

11.

12.

s n

Iz (senx +3) dx =[-cosx + 3x]g=
0
- [-cos[%] ¥ 3—] - (-cos 0+ 0) =

2
3n
“10+3% | (-1 =
[+2] @)
—3—n+1
2

g

F (cosx +4) dx=[senx+ 4x]g=

° [sen[ 3o 22]-0001-
=1+2n

2 2
i (5x2+3)dx={5—x3+3x} -
0 3 0

[uéjo
3

:£+6:

3 13.

1 1
i (x3+4)dx={x—4+4x} =[l+4]-0=£
0 4 o |4 4

Calcular a area da regiao do plano formada pelos
pontos P(x, y) do plano tais que

Osx<E A O<y<4x+cosx
3 kg
corresponde a determinar Ij (4x + cos x) dx.
Assim:

Ij (4x + cosx) dx =

z
=[2x2 + senx]} =

= [Z[EJZ +sen[%]] -(2x02+sen0) =

3
22 V3 o (.
9 2
= 2_1-!:2+ﬁ ua
9 2

Calcular a area da regido do plano delimitada
pelos graficos das funcdes definidas por f(x) = x* e
g(x) = -5x + 6 corresponde a determinar
b
I ((-5x + 6) - x?) dx, sendo os limites de integracao,
a
aeb, as abcissas dos pontos de intersecao da para-
bola comareta. Afuncdo aintegrar é a funcdog-f,

pois, neste intervalo [a, b], a reta encontra-se acima
da parabola.

14.
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Intersecdo de f(x) = x2 e g(x) = -5x + 6:
xX2=-5x+6=x2+5x-6=0
-5+V52-4x1x(-6)
2x1
Sx=-6 vx=1

Assim, determinemos Jlé ((-5x + 6) - x?) dx:
[ (5xs6)- ) ae-

=J-1 (-x? - 5x + 6) dx =

-6

3 1
={-x—-5—x2+6x} =
2

S X =

3 -6
S 5x1 o] oo (6P 5 x(-6)
3 2 3 2
+6><(—6)]=
19
===-(-54)=
9 (sa)
_ﬁula
6
y
16

/_2 o) z\fx

Calcular a area da regido do plano delimitada pelo
grafico da funcdo definida por f(x) = -x* + 16 e pelo
eixo das abcissas corresponde a determinar

b
j (-x* + 16) dx, sendo os limites de integracdo, a e

b, as abcissas dos pontos de intersecdo da curva
y=-x*+16 com o eixo das abcissas.

x*+16=0=x*=16
Sx=-2vx=2

2
jz(-x4+16)dx=
e
= —?+16X =

-2

= [—2?5+16x2]— [-%Lsusx(-z)] -

_128 (_128)_
5 5
=256 a
5

4_7-5
A=J‘3 Losxs Lo | Lcosx+3||di-
3 2 2 (2 2

4
=I£3 2dx=
3

4_7-[
=[2d; =
3

_8m_2mn _

3 3
=2nu.a.
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Aprende Fazendo - paginas 78 e 79 6.

1. Opcao (D)
Ixzdx=x?3+c,ce|R

a) I(3x2—2x+1)d.x=x3—x2+x+c,ce|R

b) I(senx+c05x+2027)dx=
=-cosx +senx+2027x+c celR

7.
X x 2
c) I € oy dx=i—5i+C,Ce|R
3 3 2
14
d) I[%_'_XBJd_x=|n(|x|)+)§-—4+C,C€|R
3. s
a) If(x)dx:J.szdx=sTx+C,CelR
F(1)=4<:>%+c=4 8.
<:>c=4—é
3
ec=L
3
5% 7
Logo, F(x) = — + —.
0go, F(x) 3 +3
b) I2c05xdx=25enx+c,celR
Como F[%J =1, vem que:
25en[%]+c=1@2%+c=l
sc=1-V2
Assim, F(x) =2 senx +1- V2.
0 Jfde=f 3243 de-
=x3+3sz+c,ceIR
F)=toa1+34ic=1
2 2 2
1 1 9
c==—-= .
T
<c=0
2
Logo, F(x) =3 + 32~ |

4.  Opcao (C)
chos x dx =[sen x]g =
= sen[ﬂJ -sen0=
2
=1-0=
=1
5.  Opcao (B)
f(x) = sen(x?)
Folx) = jo sen(t?) dt

Pelo teorema fundamental do célculo,
Fo'(x) = f(x) = sen(x?).
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M(t) = | M) dt =
- [ 0.4t - 0,005 dit -
% £
-04L 0005t 4=
2 3

=O,2t2—0'%£t3+c,celR

MO0)=0<c=0
M(10) = 0,2 x 102—0'%&@03 - 18 itens
Opgéo (B)
[* gy ce=[" () + 1) dv=
L9Wa=], -
4

=J.72f(x)dx+'r_121dx=

=3+[X]‘_‘2=

—3+4-(-2)=

-9

Calcular a area da regido do plano delimitada
pelo grafico da funcdo definida por f(x) = -x? + 4x
e pelo eixo das abcissas corresponde a determinar

Ib (-x? + 4x) dx, sendo os limites de integragao, a e
b? as abcissas dos pontos de intersecdo da curva
y =-x% + 4x com o eixo das abcissas.
W +dx=0x(-x+4)=0
ox=0v-x+4=0
ox=0vx=4
4

4
I (—x2+4x)dx={—x—3+2xz} =
0 3

0

=[—4—3+2x42]—(-0+2><0):

Calcular a area da regido do plano delimitada pela
parabola de equacdo y = -x? + 4x e a bissetriz dos
quadrantes impares (y = x) corresponde a determinar

J (-x? + 4x - x) dx, sendo os limites de integracao,
aae b, as abcissas dos pontos de intersecéo da para-
bola com a bissetriz dos quadrantes impares. A fun-
¢do aintegrar € a funcao definida por y = —x? + 4x - x,
pois, neste intervalo [a, b], a parabola encontra-se
acima da reta.

y
Sy

&\x

y=-x2+4x




10.

11.

X +4x=x=-x2+3x=0
o x(-x+3)=0
x=0v x+3=0
Sx=0vx=3

3
Assim, determinemos jo (=x? + 4x - x) dx.
I3(—x2+4x—x)d.x=I3(—x2+3x)d.x=
0 0
i, {_x_3+3_xzr=
3 2 Jo
3 2
=|-32,.3%3 -(-0+0) =
3 2
27,27
3 2

-2 ua
2

Calcular a area da regido do plano a sombreado

b
corresponde a determinar JO (2-e9dx,sendoba

abcissa do pontos de intersecdo do grafico da funcao
fcom a reta de equacdo y = 2. A funcdo a integrar é
a funcdo definida pory = 2 - e¥, pois, neste intervalo
[0, b], a reta encontra-se acima do grafico de f.

’ f
5
4
3
2
-3 -2 -1 Ol In21 2 3 x

e=2sx=1In2 2
Assim, determinemosj‘0 (2-eY)dr.

1.
In2
j'o (2-e)dv=[2v-el?=
=(2In2-¢e"9)-(0-¢%=
=2In2-2-(-1)=
=2In2-1=
=In2?-Ine=
=|n[i]
e
Zeros de f:
flx) = x?-2x+3
fx)=0 = -x*-2x+3=0
ox-22VAr12 N

ox=-3 vx=1
Abcissa do vértice da parabola definida por

y=-x?-2x+3: _32+1=—1

Eixo de simetria: x = -1

Equacdo da reta tangente no ponto de abcissa -3:
f'(x)=-2x-2

f(-3)=6-2=4

ty=4x+b

0=4x(-3)+b=0sb=12
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ty=4x+12

AN

1\ X

Assim, pretende-se determinar:
-1
L (4x +12) - (-x2 - 2x + 3)) dx

(4x +12) - (—x -2x+3))dx=

|
i

-3
-1
=j3 X2+ 6x +9) dx

_ {%3 +32+ 9{1 _

=[%L3+3x(-1)2+9x(-1)]-(%Laux(3)2+
+9x(—3)]=

=[—%+3—9] [ 237+27 27]

-2ua

Exercicios-Tipo Exame - paginas 80 e 81

Opcao (B)
[ va-e-ma

A funcao definida por y = V'4 - (x - 1)? representa
uma semicircunferéncia da circunferéncia definida
por (x - 1)? + y? = 4, ou seja, a circunferéncia de raio
2 e centro em (1, 0).

Os limites do integral correspondem aos extremos
do segmento [-1, 3], que & um diametro da circunfe-
réncia. Logo, o integral pedido corresponde a area
de um semicirculo de raio 2:

A=’T_r2=L22=27E

2 2
Opcao (D)
Dadoj x) dx = 6, e sendo g(x) = 3f(x) + 1, entao:
j'_23g(x)dx=J' (309 + 1) d =
_3I dx+I 1dv=
=3><6+[x]f3
=18+(2-(-3))=
=18+5=
=23
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3.
31

3.2

5.

3
Uma primitiva é F(x) =j(e"—x2)dx= ex—x?+ ¢ celR.

“Contém a origem”, ou seja, F(0) = 0:

F(O)=O<:>e°—%+c=0<:>1+c=0<:>c=—l

= _[ (-8x%) dx + I (6x3) chx + I (3) dx =

5 4 2
=_8xx?+6xx7+x—2+c,celR

8 5+ix“—L+c,ce|R
5 2 2x?
Opcao (A)
Parabola:y = 2x? + 2
Reta:y=2x+6
Pontos de intersecdo da parabola com a reta:
2% 42=2x+6=2x*-2x-4=0
ox2-x-2=0
S Kx-2)x+1)=0
x=-lex=2
A funcdo a integrar é a funcdo definida por
¥ =(2x + 6) - (2x? + 2), pois, neste intervalo, [-1, 2] a
reta encontra-se acima da parabola.
Area
A=’ [(@c+6)- @2 +2)]de= [ (-2 + 20+ 4) che =

2
-1 -1

Consideremos a decomposicdo de quadrilatero
[ABCD], como assinalada na figura abaixo:

y

(0] X

Assim, a area pedida é igual a soma da area A com
a area B.
Comecemos por determinar a equacao reduzida da
reta AB.
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-2 1

Mar = = - —

76-1 5
y=—lx+b

Como o ponto A(1, 2) pertence areta: 2 = - % +b

oil_p
5
AB:y=—lx+E
5 5

Agora vamos determinar a equacao reduzida da
reta CD:

5-6_-1_1

Mmen=-—-—— = =
®71-4 33
y=%x+b

Como o ponto D(1, 5) pertence a reta: 5 = % +b
P

3
CD:y=lx+]‘—4
3 3

Assim, a medida da area de A é dada por:
J"‘{l 14 1 11} B

=X+ |- |-=x+= =
13 3 5 5

4 4
=J- [ix+£]dx={ixz+ﬂx} =
1( 15

15 15 15 |1
N B ENT IR VAN D BNV R
15 15 15 15
2212 41 171
15 15 15
Determinemos a equacao reduzida de reta BC:
_6-1_5__ 5
Mo~ 462772
y=—%x+b

Como o ponto B(6, 1) pertence areta: 1 = —% x6+b
<1+15=beb=16

BC:y=-%x+16

Procedendo de forma analoga, obtemos a medida
da area de B:

F[-§wo]- (-4

. 6
=I [_§x+ﬂjdx= {—§x2+gx} =

4 10 5 20 5 14

= —§x62+ﬁx6 - —§x42+ﬁx4 =
20 5 20 5

207 184 23

5 5 5
Desta forma, a area da figura é igual a
ﬂ+§=16u.a.
15 5

Comecemos por determinar, no intervalo [0, 2x], os
pontos de intersecdo do dois graficos.
l+cosx=1+senx< cosx=senx

Em[0, 2nlix=" e x=2F
4 4



Assim:

e

Ioz((l +cosx)-(1+senx))dx+
St

+ [ (@ senx) - 1+ cos ) dr +
)

+ for (@ cos ) - (1+ sen ) cr =
4

T 5z

=J'04(c05x-senx)cbuj4 (sen x - cos x) dx +

g

|

27
+I_,m (cos x -senx)dx =

. 5n

z 4
=[senx+cosx]j +[-cosx-senx]; +
2n 4
+ [senx + c05x]5_,[ =

=(\/§—l)+(\/§+\/§)+(1+\/§)=
=V2-1+2V2+1+V2-=
=4\2ua.

7.  Sabemos que:

-f(0)=5ef’(0)=0

- f(0)=-3

< f7(x) = 24x - 12

- Comecemos por determinar uma expresséo ana-
litica de f”:
() = | (24x-12) dr = %’“2 ~12c+ ¢y eR
Como f"(0)=0<c¢; =0
Logo, f”(x) = 12x% - 12x.

- Determinemos uma expressao analitica de f’:

P - [ (122 - 129 dx=%x3—%xz+ ¢, ¢, eR
Como f'(0)=-3 < ¢, =-3
Logo, f'(x) = 4x3 - 6x% - 3.

- Determinemos uma expressao analitica de f:
f(x)=I(4x3—6x2—3)dx=4Tﬁ—6Tx3—3x+c3,c3elR
Como f(0) =5 <> c3=5.

Logo, f(x) =x* - 2x3 - 3x + 5.

Teste Final - paginas 82 e 83
1. Opcao (B)
ISCOSde=5ICOSxdx=SSenx+C,Ce|R

2. Opcao (B)
2
I ,V 4-x2dx
Afuncdo y = V4 - x? representa uma semicircunfe-
réncia de raio 2.
Logo, o integral é a area do semicirculo delimitado
por essa semicircunferéncia:
B C S S L
2 2
3.  Opcao (D)
(beZeb=-1)

I(3ex+2xb)dx=J'3exdx+J-2xbdx=

4.
41

4.2

6.2
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=3[ erder2 0=

b+1
=3y+2xg 1+qceR
+

[fef+3g0)de=2 [y dv+3 [ g0 o=
0 0 0
_2x6+3x2=18

[F) - gt v = [ 1) e - [ g) e =

0 0 0
=6-2=4

Opcao (B)

Como _[31 f(x) dx = 5 e g(x) = 2f(x) - 1, entao:

J o de= [ @ft) -1 e
2f fde- 1de-

=2><5—[x]§l=
=10-3-(-1) =
=10-4=6

F(x)=I(senx+c05x)dx=—c05x+senx+c,ceIR

O grafico contém a origem, ou seja, F(0) = 0:
FO)=0e-1+0+c=0ec=1
F(x)=senx-cosx+1

[owde- [ des [eder fx2a

4
=x—+2x3—i+C,Ce|R
4 X

4
x—+2x3—l+C,CE|R
4 X

Opcéo ()
Pontos de intersecao
X+6=3x+6=x2-3x=0
<Sx=0vx=3
No intervalo [0, 3], a reta esta acima da parabola,
logo:

3 2
A=j0[(3x+6)-(x +6)] dx =

3
{1;} _
2 3 0
- [ﬁ-g} -0=
2
=2ua
2

Equacoes das retas

Reta AB: declive 1-2_ 1
X 4- 4
=-=—+2
y=-gt
RetaBC:declive6’1=£
6-4 2

5
=25-9
y=3x
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Reta CD: declive 6-5_1
. 6-0 6
=X 45

y=g+

Area por integrais (topo menos base), em duas partes:
4 6
A=I £+5—[—1+2 dx+I X5_[25-9]|de=
0l6 4 416 2
4 x X 5 x 5
=I Z+5+=-2 dx+I Z+5-(=Zx-9]||dx=
ol 6 4 4|6 2

4 6
=I 2 143 dx+j Ly v14]de=
ol 12 4 3
4 6
={ix2+3x} +{—1x2+14x} =
24 0 6 4

(5] oo

:£+ﬁ=
3 3
_60 _
=3 -
=20u.a.

9. xX2+1=9-x2=2?=8
oxt=4
Sx=2vix=-2

A=flo-x (s Des [ (2 41-(9-) =

=j§(-2x2+8)dx+f(2x2-8)dx=

=[-%+16-0]+[1B-24-13—6+16]=
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