6. Matrizes

Recorda - paginas 86 a 89

1. Céaimagem do ponto A pela rotacao de centro O
e amplitude -120°.
B é aimagem do ponto A pela rotacéo de centro O
e amplitude -60°.
E é aimagem do ponto A pela rotagdo de centro O
e amplitude 120°.
D é aimagem do ponto A pela rotagdo de centro O
e amplitude 180°.

B é aimagem do ponto A pela rotacéo de centro O
e amplitude 300°.

2. Por exemplo:

a) ABe FE b) Nao é possivel.

¢ AC d) HJ

3.

a) Jéaimagem do ponto F pela translacdo associada
ao vetor u.

b) Eéaimagem do ponto B pela translacdo associada
ao vetor U.
Féaimagem do ponto C pela translacdo associada
ao vetor u.
| € aimagem do ponto E pela translagdo associada
ao vetor U.

Logo, [EFI] é a imagem do triangulo [BCE] pela
translacao associada ao vetor U.

c) Iéaimagem do ponto F pela translacdo associada
ao vetor V.

d) Déaimagem do ponto B pela translacdo associada
ao vetor V.
G éaimagem do ponto D pela translagdo associada
ao vetor v.
H éaimagem do ponto E pela translagdo associada
ao vetor v.
E éaimagem do ponto C pela translacdo associada
ao vetorv.
Logo, [DGHE] é aimagem do paralelogramo [BDEC]
pela translagdo associada ao vetor V.

4. 42 2),b(2 -2), €2, 0),d(-2,0), f(-3,-3) e (0, 4)

5. OB(3, 4, 0), OG(3, 4, 2), EF(3, 0, 0), ED(0, 4, 0) e

4,
FD(-3, 4,0).

Capitulo 1 - Matrizes
Tarefa - A cantina - paginas 90 e 91
a) i.Cadalinha da matriz representa o tipo de refeicao.

ii. Cada coluna da matriz representa o tipo de ingre-
diente.

iii. O elemento colocado na primeira linha e na
segunda coluna representa o nimero de por¢des
de carne de uma refeicao de arroz com frango.

b)

d)
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i. A refeicdo que usa mais carne é a massa a bolo-
nhesa - maior elemento da segunda coluna.

ii. A refeicdo que ndo usa nenhum dos ingredientes
considerados é a salada de atum - linha e coluna
preenchidas com zeros.

A matriz tem uma nova linha com os elementos 2 e 0:

2 1
0 2
0 0
2 0

[ 0,40 }
1,20
i. Arroz com frango
- 2 por¢des de arroz— 2 x 0,40 = 0,80 €
+1porcdodecarne— 1x120=120€
Custo total: 2 x 0,40 + 1 x 1,20=0,80+1,20=2 €

ii. Massa a bolonhesa
+ 0 porgdes de arroz— 0x 0,40=0€
+ 2 porcdes de carne — 2 x 1,20 = 2,40 €
Custo total: 0 x 0,40 + 2x 1,20=0+2,40 = 2,40 €

iii. Salada de atum
-0 porcdes de arroz—0x0,40=0€
- 0 porgdes de carne— 0x 1,20=0€
Custo total: 0x0,40+0x1,20=0+0=0€
iv. Arroz com legumes
- 2 porgdes de arroz— 2 x 0,40 = 0,80 €
- 0 porgdes de carne— 0x 1,20=0€
Custo total: 2 x 0,40 + 0 x 1,20 =0,80 €

Exercicios de margem - paginas 93 a 111

1
a)

b)
c)

a)

b)

_| 6 45
A_[372}

A matriz obtida é do tipo 2 x 3.

i. a;3 = 5: nimero de alunos do 10° ano no Clube de
Desporto.

il. ay; = 3: nimero de alunos do 11° ano no Clube de
Ciéncia.

i. Namero total de alunos do 10° ano: a;; + a;; + a3

ii. Namero total de alunos no Clube de Artes:

A, + Ay,
1 2 k 2

A=| 3 0 |,B=|3 0 |, kpeR
4 -5 p? -5

As matrizes A e B (que sdo do mesmo tipo) sdo iguais
se todos os elementos correspondentes sdo iguais;
neste caso, todos os elementos correspondentes séo
iguaissek =1lep?=4,0ouseja,sek=1ep=2ou
p=-2.

As matrizes A e D ndo sdo iguais, pois ndo sao do
mesmo tipo (Aédotipo3x2eDédotipolx6).

k 2 1 2
B=|3 0 | kpesReC=|3 0
p? -5 -4 -5

As matrizes B e C (que sdo do mesmo tipo) sdo iguais
se todos os elementos correspondentes séo iguais;
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b)

e)

neste caso, todos os elementos correspondentes
sdo iguais se k = 1 e p? = -4. Como esta ultima con-
dicdo é impossivel em IR, tem-se que ndo existem
valores reais para k e p tais que as matrizes Be C
sejam iguais.

: -1 4
A. A matrizA = { 9 3
logo é uma matriz quadrada de ordem 2. A afir-
macao é verdadeira.

5 V2 4
0 1 1
gular, com 2 linhas e 3 colunas, logo do tipo 2 x 3.
A afirmacdo é falsa.

2

} tem 2 linhas e 2 colunas,

B. AmatrizB = [ } é uma matriz retan-

C.AmatrizC = _(;L

5
é uma matriz coluna do tipo 4 x 1. A afirmacéo é
verdadeira.

tem 4 linhas e 1 coluna, logo

D.AmatrizD=[2 3 5 7 11] €uma matriz linha, com
1linha e 5 colunas, logo do tipo 1 x 5. A afirmagéo
é falsa.

E. Afirmacao verdadeira.
F. Afirmacao verdadeira.

1-D;2-B;3-C

217 3542 23 -
3

4+8

2 0 1 37
0 4}{5 3}‘
%0 1 -3
“lo 4 +[5 3}
L7 2
=_1+l 0—3}=
0+5 2+3
[2 -3}
|5 5

2 o0 -2 3 1 -3|_
A+B+3D__O 4}+ 4 8}+3{5 3}—
Jo 3} 3 _9}={3 _e}
4 12 15 9 19 21
_ 5[ 1 -3 1 017_
2D+ 1, = 2_5 3}+_0 1}—

0 01

Nao é possivel somar as matrizes C e D, pois apre-
sentam dimensodes diferentes.

100
C+D=[O 1 0}& ‘3}
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b)

2
AB=[—13\f3l} '04 -
3
6
=[-1><2+3><(—4)+ 3x0+%x6}=
—[-2-12+0+2]=[-12]
o
(2A)B=2{—13\@%} ‘6‘ -
L6 |
.
={—262\/§£} ol-
3
L6 |

=[-4-24+0+4]=[-24]
Observa que (2A)B = 2(AB), logo, podiamos ter uti-
lizado a alinea a) e concluir que (2A)B = 2 x (-12) =
=-24,

-2
A(—B)={—1 3 \@%} g =[2+12+0-2]=[12]
-6

Observa que A(-B) = -(AB), logo, podiamos ter utili-
zado a alinea a) e concluir que A(-B) = [-1 x (-12)] =
=[12].

Os dados podem ser organizados da seguinte forma:
+ Matriz linha com os quilos de uvas recebidos:
Q =[800 650 500 450]
+ Matriz coluna com as percentagens (em forma
decimal) de uvas premium:

0,30
0,45
0,20
0,40

O nimero total de quilos de uvas de qualidade pre-
mium é dado pelo produto QP.

p-=

0,30
0,45
QP =[800 650 500 450] | 50 |=
0,40
= [800(0,30) + 650(0,45) + 500(0,20) + 450(0,40)] =
=[240 + 292,5 + 100 + 180] =

=[812,5]
Chegaram a adega 812,5 kg de uvas de qualidade
premium.

[ 2 -1” 4 }=[ 2x4+(-1)x (-2) }{10}

0 3 -2 0x4+3x(-2) -6
Nao é possivel efetuar esta multiplicacao.

Como a primeira matriz é do tipo 2 x 1, e a segunda
matriz é do tipo 2 x 2, ndo é possivel efetuar a mul-
tiplicagcdo destas duas matrizes. Para ser possivel
multiplicar matrizes, o nimero de colunas da pri-
meira matriz tem de ser igual ao nimero de linhas
da segunda matriz, o que nao se verifica, ja que a
primeira matriz tem 1 coluna e a segunda matriz
tem 2 linhas.



d)

b)

1 0 5 2
-2 3“5 2}:{-13 14}
|4 L1 6 21 2

Calculos auxiliares

Fila 1 da primeira matriz por colunas da segunda matriz
“Cy=1x5+0x(-1)=5+0=5
“Cp=1x2+0x6=2+0=2

Fila 2 da primeira matriz por colunas da segunda matriz
CCp=-2x5+3x(-1)=-10-3=-13
“Cp=-2%x2+3x6=-4+18=14

Fila 3 da primeira matriz por colunas da segunda matriz
cCa=4x5+(-1x(-1))=20+1=21
~C3Z=4x2+(flx6):876=2

Né&o é possivel efetuar esta multiplicagao.

Como a primeira matriz é do tipo 2 x 2, e a segunda
matriz € do tipo 3 x 2, ndo é possivel efetuar a mul-
tiplicacdo destas duas matrizes. Para ser possivel
multiplicar matrizes, o nimero de colunas da pri-
meira matriz tem de ser igual ao nimero de linhas
da segunda matriz, o que nao se verifica, ja que a
primeira matriz tem 2 colunas e a segunda matriz
tem 3 linhas.

(2 1 2 -4 9
a 4“% ‘23 51}{-1 11 -9}
13 0 - 3 -9 15

Calculos auxiliares

Fila 1 da primeira matriz por colunas da segunda matriz
cep=2x1+1x0=2+0=2
ce,=2x%x(-3)+1x2=-6+2=-4
ce;=2x5+1x(-1)=10-1=9

Fila 2 da primeira matriz por colunas da segunda matriz
ce,=-1x1+4x0=-1+0=-1
ce,=(-1)x(-3)+4x2=3+8=11
cep=-1x5+4x(-1)=-5-4=-9

Fila 3 da primeira matriz por colunas da segunda matriz
ce;=3x1+0x0=3+0=3
ce,=3x(-3)+0x2=-9+0=-9
ce;=3x5+0x(-1)=15+0=15

1 275 67 _[19 22
NP
Calculos auxiliares
“1x5+2x7=5+14=19
“1x6+2x8=6+16=22

“3x5+4x7=15+28=43
“3x6+4x8=18+32=50

|5 6 1 2
BA_{7 8”3 4}
Calculos auxiliares
5x1+6x3=5+18=23
*5x2+6x4=10+24=34

*7x1+8x3=7+24=31
“7x2+8x4=14+32=46

[23 34}
31 46

| 1+(-3) -2+5 3+1 }_
A+B‘[ 4+2° 0+(1) -1+4 |

={—2 3 4}
6 -1 3

A+ Bédotipo2x3.

c)

d)

f)

g)
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=[ 4 -7 2 }
2 1 -5
A-Bédotipo2x3.

A + C ndo é possivel efetuar, pois ndo se podem
somar matrizes de tipos diferentes.
Aédotipo2x3eCédotipo3 x4

2A=[z -4 s}

8 0 -2
_| -9 15 3
35_{ 6 -3 12 }

ap_|2-(-9) -4-15 6-3 }_
2A 38‘[ 8-6 0-(3) -2-12 |~

={11 -19 3 }
2 3 -4
2A-3Bédo tipo 2 x 3.

A édotipo2x3,Cédotipo3 x4, logooproduto é
possivel e o resultado é do tipo 2 x 4.

2 1 0 -1
AC=[1 -2 3H-3 4 2 5}
4 0 1Jl1 23 0

Calculos auxiliares

1:linha
c1x2+(-2)x(-3)+3x1=2+6+3=11
*1x1+(-2)x4+3x(-2)=1-8-6=-13
1x0+(-2)x2+3%x3=0-4+9=5
“1x(1)+(-2)x5+3x0=-1-10+0=-11
22 linha
4x2+0x(-3)+(-1)x1=8+0-1=7
4x1+0x4+(-1)x(-2)=4+0+2=6
*4x0+0x2+(-1)x3=0+0-3=-3
*4x(-1)+0x5+(-1)x0=-4+0+0=-4

_| 1 -13 5 -11
AC= [ 7 6 -3 -4 }
AC é do tipo 2 x 4.

Cédotipo3x4,Aédotipo2x3,logondo é possivel
efetuar a multiplicacdo, uma vez que o nimero de
colunas de C é diferente do nimero de linhas de A.
Bé dotipo2x 3, Cédo tipo 3 x4, logo o produto é
possivel e o resultado é do tipo 2 x 4.
2 1 0 -1

BC=[‘23 > 1 }{—3 4 2 5}

141 230

Calculos auxiliares

1:linha
+-3x2+5x(-3)+1x1=-6-15+1=-20
+3x14+5x4+1x(-2)=-3+20-2=15
*-3x0+5%x2+1x3=0+10+3=13
c-3x(-1)+5x5+1x0=3+25+0=28
2:linha
2x2+(-1)x(-3)+4x1=4+3+4=11
2x1+(-1)x4+4x(-2)=2-4-8=-10
“2x0+(-1)x2+4x3=0-2+12=10
*2x(-1)+(-1)x5+4x0=-2-5+0=-7

_|-20 15 13 28
BC_{ll -10 10 -7}

BC é do tipo 2 x 4.
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12.

13.
a)

b)

4
=12 3]{5
6

=[4+10+18]=[32]

4 4x1 4x2 4x3
BA=|5|[123]=|5x1 5x2 5x3|=

6 6x1 6x2 6x3

4 8 12
=| 5 10 15

6 12 18
[i }{- é} { -2 10}
C%FX3+FD x (-2

) Ixy+(- )x0}=[5 5}
xx3+4x(-2) xy+4x0 -2 10

5 y 5 5
¢$[3x—s Xy }={—2 10}
Para as matrizes serem iguais, tem de se verificar
y=> y=>
{3x—8=—2 <:>{x=2
xy =10 xy =10
Assim,x=2 e y=5.

}:[1x4+2x5+3x6]=

i.- A imagem do ponto A(0, 0) segundo a transla-
¢do associada ao vetor (5, 1) é o ponto A’ cujas
coordenadas sdo (5, 1):

0 5] [5
{0 } * [ 1 } ) [ 1}
- A imagem do ponto B(2, 0) segundo a transla-

¢do associada ao vetor u(5, 1) é o ponto B’ cujas
coordenadas sdo (7, 1):

HAHEH

- Aimagem do ponto C(2, 3) segundo a translacao
associada ao vetor (5 1) é o ponto C cujas
coordenadas s&o (

HERRH

N W s g o T
\

-
L 2
L 2

N oW b g o T
R

B

o> &

12 3 45 6 7 8 «x
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i.- Aimagem do ponto A(0, 0) segundo uma varia-
¢do de tamanho de razdo 2 (ampliacdo) é o
ponto A’ = A cujas coordenadas sdo (0, 0):

o 2 )lol-lo]
0 2 0 0
- A imagem do ponto B(2, 0) segundo uma varia-

¢do de tamanho de razdo 2 (ampliagdo) é o
ponto B’ cujas coordenadas sao (4, 0):

5 2 llsl-lg]
0 210 0
- A'imagem do ponto C(2, 3) segundo uma varia-

¢do de tamanho de razdo 2 (ampliacdo) é o
ponto C cujas coordenadas sao (4, 6):

RSN

0 2 3 6

ii. - Aimagem do ponto A(0, 0) segundo uma varia-
¢do de tamanho de razao %(redugéo) € 0 ponto

A’ = A cujas coordenadas sao (0, 0):

1
o 1|[5)-[5]
o L]lo 0
2
- Aimagem do ponto B(2, 0) segundo uma varia-

¢do de tamanho de razao %(redugéo) € 0 ponto

B’ cujas coordenadas sao (1, 0):

Bt

< Aimagem do ponto C(2, 3) segundo uma varia-

¢do de tamanho de razao %(redugéo) € 0 ponto

C' cujas coordenadas séo [1, %]

) 1

2 27

0 1_{3}‘ 3
2 2

k=2
y
6 ¢
5
4
3 C
2
1
A=A B B’
O 1 2 3 45 6 7 8 x




k=L
2
y
6
5
4
3 C
2
1
AsAl/ B B
O 1 2 3 45 6 7 8 x

A matriz de um cisalhamento horizontal de fator k é:

o i)

0 1

i. Cisalhamento horizontal com k = 2

1 2 }

0 1

- A imagem do ponto A(0, 0) segundo um cisa-

lhamento horizontal de fator 2 é o ponto A’=A
cujas coordenadas séo (0, 0):

o 1llel-[o)
0 1 0 0
- A imagem do ponto B(2, 0) segundo um cisa-

lhamento horizontal de fator 2 é o ponto B' = B
cujas coordenadas sao (2, 0):

o 1llelLe)
0 1 0 0
- Aimagem do ponto C(2, 3) segundo um cisalha-

mento horizontal de fator 2 é o ponto C’ cujas
coordenadas sao (8, 3):

o 13-

ii. Cisalhamento horizontal com k =

Matriz da transformacao {

)

Matriz da transformacéao

NI

1
0
- Aimagem do ponto A(0, 0) segundo um cisalha-

mento horizontal de fator % éoponto A=A

cujas coordenadas séo (0, 0):

1 1
2 |Le)-15]
0 1 0 0
- Aimagem do ponto B(2, 0) segundo um cisalha-
mento horizontal de fator % é o ponto B' =B

cujas coordenadas séo (2, 0):

1 1

0 i [(2)}[3}

16.
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- Aimagem do ponto C(2, 3) segundo um cisalha-

mento horizontal de fator + & o ponto C' cujas

coordenadas sao [% 3]:

1 1 A
2 [2}_ 2
0 1 3 3
k=2
y
6
5
4
3 C C
2
1
A=A B’
OA1 2B3 4 5 6 7 8 X
k=L
2
y
6
5
4
3 Cc | C
2
1
A=A B’
OA1 2B3 4 5 6 7 8 X

- Num cisalhamento horizontal, a ordenada do
ponto néo se altera.

A abcissa aumenta (ou diminui) em fungao da
ordenada e do fator k.

- Os pontos com y =0 (como A e B) ndo se deslocam.

- Quanto maior for o valor de k, maior é o desloca-
mento horizontal.

Assim:

- comk = 2, 0 ponto C sofre um deslocamento hori-
zontal maior;

ccomk = % o deslocamento é mais pequeno.

O cisalhamento “inclina” a figura para a direita,
mantendo as alturas.

A matriz de um cisalhamento vertical de fator k é:
e
k 1
i. Cisalhamento vertical com k = 2
1 0 }
2 1
- Alimagem do ponto A(0, 0) segundo um cisalha-

mento vertical de fator 2 é o ponto A’ = A cujas
coordenadas sao (0, 0):

2 2]le)-[5]
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Matriz da transformacao [
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ii. Cisalhamento vertical com k =

- A imagem do ponto B(2, 0) segundo um cisa-
Lhamento vertical de fator 2 é o ponto B’ cujas
coordenadas séo (2, 4):

2 1 le)-14]
2 1 0 4
- A imagem do ponto C(2, 3) segundo um cisa-

lhamento vertical de fator 2 é o ponto C’ cujas
coordenadas séo (2, 7):

ERYIHEH
2 1|3 7
1

2

10

Matriz da transformacdo | 1

2
- Aimagem do ponto A(0, 0) segundo um cisalha-

mento vertical de fator = é o ponto A’ = A cujas

coordenadas sao (0, 0):
1 0
HEH
1 41]lo 0
2
< A imagem do ponto B(2, 0) segundo um cisa-
lhamento vertical de fator = é o ponto B’ cujas
coordenadas sdo (2, 1):
1 0
HEH
1 1]lo 1
2
< Aimagem do ponto C(2, 3) segundo um cisalha-

mento vertical de fator + & o ponto C' cujas
coordenadas sao (2, 4):

1 0
HEH
1 1|13 4
2
k=2
y
8
7 <
6
5
. B
2 c
2
1
Al A B
O 1 2 3 45 6 7 8 | =«
k=1L
2
y
6
5 -
4
3
2
) B
AE A B
OlA1 2 3 4 5 6 7 8 | x
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Num cisalhamento vertical, a abcissa do ponto nao

se altera.

- A ordenada aumenta (ou diminui) em funcdo da
abcissa e do fator k.

- Os pontos com x = 0 permanecem fixos (neste
caso, o ponto A).

- Quanto maior for o valor de k, maior é o desloca-
mento vertical.

Assim:

- com k = 2, os pontos sobem mais;

ccomk = % o deslocamento vertical &€ menor.

O cisalhamento vertical “inclina” a figura para
cima, mantendo as abcissas.

A matriz de uma rotacdo de centro na origem e
amplitude o é:
{ cosa -sen (x}
seno  COSa
i. Rotacao de centro na origem e amplitude 90°:
Matriz da transformacéao
{ cos 90 —sen90}=[ 0 —1}
sen 90 cos 90 1 0
- Aimagem do ponto A(0, 0) segundo uma rotagao
de centro na origem e amplitude 90° é o ponto
A’ = A cujas coordenadas sao (0, 0):

2o lls)-1e)
1 0 0 0
- Aimagem do ponto B(2, 0) segundo uma rotagdo

de centro na origem e amplitude 90° é o ponto
B’ cujas coordenadas sao (0, 2):

EEiFIEH
1 0 0 2
- Aimagem do ponto C(2, 3) segundo uma rotagao

de centro na origem e amplitude 90° é o ponto C'
cujas coordenadas sao (-3, 2):

EIIHEES
1 0][3 2
ii. Rotacdo de centro na origem e amplitude 180°:
Matriz da transformacéo
{ cos 180 -sen 180} _ { -1 0 }
sen 180 cos 180 0 -1
- A imagem do ponto A(0, 0) segundo uma rota-
¢ao de centro na origem e amplitude 180° é o
ponto A’ = A cujas coordenadas sao (0, 0):

o Sllel-lo]
0O -1][0 0
A imagem do ponto B(2, 0) segundo uma rota-

¢do de centro na origem e amplitude 180° é o
ponto B’ cujas coordenadas sao (-2, 0):

o allel-s)
0 -1 0 0
+ A imagem do ponto C(2, 3) segundo uma rota-

¢do de centro na origem e amplitude 180° é o
ponto C’ cujas coordenadas sao (-2, -3):

YR



b) Rotacdo de centro na origem e amplitude 90°:

y
5
4

C
3

C 2|B’

1

A=A B

4 3 2 10[A1 2 3 4 5«x

Rotacdo de centro na origem e amplitude 180°;
y

5
4
3
2

1
B A=A B
2 10aA1 2 3 4 5x
=1

=2
-3
-4
-5

Aprende Fazendo - paginas 118 a 121

1.

A_| 8 3 6
a) Matrle—{5 4 7}

b) A matriz obtida é do tipo 2 x 3.

c) i.a;; =3 erepresenta o nimero de funcionarios do
turno da manha no setor da administragao.

4 3

c

ii. ay; = 5 e representa o nimero de funcionarios do
turno da tarde no setor da producao.

d) i.NUmero total de funcionarios do turno da manha:
Q1 + Ay + Ap3

ii. Namero total de funcionarios no setor da produgao:
A1 + 0y

2. Opcao (B)

2 3
A matriz { 2 3 } tem 3 linhas e 2 colunas, logo, é do
2 3

tipo 3 x 2.

a) As duas matrizes sdo do mesmo tipo 2 x 3, logo, a
soma é possivel.

[1+(-1) 0+4 2+0 }_[o 4 2}

A+C‘[—1+2 3+4(2) 1+1 |71 1 2

b) Também é possivel (as duas matrizes sdo mesmo
tipo).

A_C{l—(—l) 0-4 2-0 }{2 -4 2}

1-2 3-(2) 1-1 350

c) Aédotipo2x3eBédotipo3x2.
Nao é possivel somar, porque as matrizes ndo sao
do mesmo tipo.

d)

e)

f)

g)

a)

b)
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Multiplicamos todos os elementos de A por 2:

_| 2 0 4

ZA_{—Z 6 2 }
Aédotipo2x3eBédotipo3x2. Assim,o produto
é possivel e o resultado sera uma matriz do tipo 2 x 2.

21
1 0 2 4 5
A><B=[ }{0—1}:{ }
13 11 5702 -2
Calculos auxiliares
“1x2+0x0+2x1=4
1x1+0x(-1)+2x2=5

c-1x2+3x0+1x1=-1
c1x1+3x(-1)+1x2=-2

B é dotipo3 x2eAédotipo 2 x 3. Assim, a multi-
plicagdo é possivel e o resultado serd uma matriz do

tipo 3 x 3.
0 2}—{1 —33 —51}
3 1]
-1 6 4

Calculos auxiliares

1:linha: (2, 1) x A= (1, 3,5)
2:linha: (0, -1) x A = (1, -3, -1)
3:linha: (1, 2) x A= (-1, 6, 4)

Cédotipo2x3eBédotipo3x2. Assim,a multipli-
cacao é possivel e o resultado é uma matriz do tipo
2x2.

21
140 -2 -5
CXB{ }{0—1}[ }
2 -2 1 1 2 5 6
Calculos auxiliares
c-1x2+4x0+0x1=-2
c-1x1l+4x(-1)+0x2=-5

2x2+(-2)x0+1x1=5
2x1+(-2)x(-1)+1x2=6

Uma variacéo de tamanho de razdo k = 2 é repre-
sentada pela matriz:

12 0
=[5 9]
Um cisalhamento horizontal de fator k = 1 é repre-
sentado pela matriz:

(3 1]

A transformacdo total é representada pela matriz:
(1 172 o] [2 2
Hs=| 5 1105 3-8 7]
1° Passo: Aplicar a variacao de tamanho
S[ 2 }={ 2 0 H 2 }={2x2+0x(—1)}=
-1 0 2/l 0x2+2x(-1)

-1 %]

Apés a variacdo de tamanho, o ponto tem coorde-
nadas P'(4, -2).

2° Passo: Aplicar o cisalhamento horizontal
H{ 4 }:{ 11 M 4 }:{1x4+lx(—2)}:
-2 0 1 -2 O0x4+1x(-2)
3]
-2
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Assim, as coordenadas apés as duas transforma-

¢bes sdo P"(2, -2).

Observa que poderiamos ter efetuado:

2 2 2 2
wse= ¢ 21211 %]
c) Interpretacdo geométrica

- A variacdo de tamanho de razdo 2 duplica as dis-
tancias do ponto a origem, fazendo com que o
ponto se afaste da origem, mas mantenha a sua
direcéo.

- O cisalhamento horizontal desloca o ponto ho-
rizontalmente em funcdo da sua ordenada, sem
alterar o valor da ordenada.

- Como a ordenada final é negativa (y = -2), o ci-
salhamento provoca um deslocamento para a es-
querda.

Globalmente, o ponto:

- afasta-se da origem;

- depois, desliza horizontalmente, terminando
numa posicao diferente, mas com a mesma orde-
nada do ponto apés o scaling.

=4 s
- AN
=3

5. Organizando os dados em matrizes:
- Matriz linha com os litros de leite entregues:

=[1200 950 800 600 450]

+ Matriz coluna com as percentagens (em forma
decimal) de leite de qualidade A:

0,40
0,35
P=| 050
0,30
0,60
Pretendemos o produto LP:
0,40
0,35
=[1200 950 800 600 450]| 0,50 |=
0,30
0,60
=[1200(0,40) + 950(0,35) + 800(0,50) + 600(0,30) +
+450(0,60)] =
=[480 +332,5 + 400 + 180 + 270] =
=[1662,5]
Chegaram a fabrica 1662,5 litros de leite de quali-
dade A.
6. Opcao (D)

Determinemos AB:
-1 2 5 6
-3 415 5
AB:[(-l)x5+2x7 (-1) x 6 + 2 x (-8)
3x5+4x7  3x6+4x(-8)

=[ 9 —22}
43 -14
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Determinemos BA:

_[5 6 -1 2
BA_»7 —8}{3 4}

BA=_ S5x(-1)+6x3 5x2+6x4 }=
| 7x(-1)+(-8)x3 7x2+(-8) x4
_[ 13 34 }
| -31 -18
Temos que AB = BA.
A afirmacdo | é falsa.

Observe-se que a matriz C = [ g g } € a matriz
identidade I.

Assim,AC=Al=A e CA=IA=A.

Logo, AC = CA.

A afirmacéo Il é verdadeira.

Para organizar a composicdo dos kits numa ma-
triz, podemos utilizar a matriz A, onde a primeira
linha representa o kit basico (2 t-shirts, 1 calcao,
2 meias) e a segunda linha representa o kit pro
(3 t-shirts, 2 calcdes, 3 meias):

2 1 2
A‘[323}

Para organizar os precos numa matriz, podemos
utilizar a matriz coluna P:

¥

O custo total de cada kit, C, é obtido através do
produto da matriz A por P:

15
12 1 2
c-[212 }XM
A matriz resultante é:
[ 60
€= { 100}

Tem-se, assim, que o valor de custo do kit basico é
60 € e o valor de custo do kit pro é 100 €.

2A=2{ 1 a}=[ 2 ZQ}

2 -1 4 -2
|1 a 0 1 |_[ab 1+2a
R I R
Logo:
| 2+ab 1+4a
2A+AB_{ A }

Assim, pretende-se determinar os valores reais de
ae b tais que 2A + AB = C, isto é:

{2+ab 1+4a}=[2 3}
4-b -2 4 -2

Para tal tem de se verificar:

2+ab=2 2+ab= 2
1+4a=3<:> 4a 2
4-b=4

eb

O Or\)||—I

Conclui-se, assim, que a = %



10.

Opcao (B)
A matriz que representa uma rotacdo de centro na
origem e amplitude 90° é a matriz:

[ cos 90 -sen 90}=[ 0 -1}
sen 90 cos 90 1 0
Opgéo ()

A matriz que representa uma rotacdo de centro na
origem e amplitude 180° é a matriz:

[ cos 180 -sen 180} _ { -1 0 }
sen 180 cos 180 0 -1

(1 ]l Al 5]

Assim:
AX={1 2}[x y}=[x+22 y+21.‘}e

0 -1 z t -z -t

AX+X={x+22+xy+2t+y}=[2x+22 2y+2t}
-Z 4z -t+t 0 0
Logo:

_ 2x+2z 2y+2t|_| 3 1
AX+x_B<:>[ : : }_[2 o}
Comparando elementos, tem-se:

2x+2z=3
2y+2t=1
0=2

A condicdo 0 = 2 é impossivel, logo o sistema é im-
possivel e, portanto, ndo existe nenhuma matriz X
que verifique AX + X = B.

O produto matricial AX permite calcular o consu-

mo total de cada matéria-prima numa semana.

< A 1%linha do resultado indica o consumo total da
matéria-prima M.

A 22 linha indica o consumo total da matéria-pri-
ma M,.

Cada valor resulta da soma:

(consumo por unidade) x (namero  de

produzidas)
Logo, no contexto do problema, AX = B.

O numero de unidades produzidas do produto P; é
igual ao numero de unidades produzidas do produto
P,, ou seja, z = y.

Sabemos que AX = B, ou seja:

unidades

X
2 1 3 _| 26 2x+y+3z|_| 26
{1 2 1} Z}_{19}@{x+2y+z}_[l9}
Logo, tem de se verificar:
2x+y+3z=26
xX+2y+z=19

Como z =y, vem que:

2x+y+3z=26@ 2x+y+3y=26
xX+2y+z=19 x+2y+y=19

2x +4y =26 2x +4y =26
x+3y=19 x=19 -3y

@{2(19—3y)+4y=26@{38—6y+4y=26

c)

d)
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@{—2}/:—12 @{y:é

y==6
x=19—18<:>{

x=1
Comoz=y,tem-sez=6.

Assim,x=1,y=6,z=6,0u seja, produziram-se uma
unidade do produto P, seis unidades do produto P,
e seis unidades do produto P;.

O numero de unidades produzidas de P; é o dobro
do numero de unidades produzidas de P,, ou seja,
z=2y.

Sabemos que AX = B, ou seja:

X
2 1 3 _ | 26 2x+y+3z|_| 26
{1 2 1}&}‘{19}@[“2%2}'{19}
Logo, tem de se verificar:

2x+y+3z=26
X+2y+z=19

Como z = 2y, vem que:

2x+y+3z=26 2x+y+3x2y=26
X+2y+z=19 xX+2y+2y=19

2047y=26 _ [2(19-4)+7y=26

‘:’{x+4y=19 <z>{x=l9—4y
38-8y+7y=26 y=12

‘:’{— @{x=19—4x12

y=12
‘:’{x=-29

Como x representa o nimero de unidades produzi-
das de Py, x ndo pode ser um valor negativo.
Assim, ndo existe nenhuma producao possivel que
satisfaca simultaneamente:

< 0 consumo de matérias-primas indicado;

- acondicdo z = 2y.

O aumento é de 2 unidades de cada produto, logo,
a nova matriz de producéo é:

2
2
2
O novo consumo total serd AX, ou seja:
2
2 1|=
2
2
2
2
Como sabemos que AX =B = { 26 } e que
2 - 2
A{Z}: i % ﬂ 2}
2 - 2

=_2x2+1x2+3x2}=
| 1x2+2x2+1x2

;12}

X=X+

AX' =A| X+

=AX+A

vem que:

AX'=A| X+
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[5]-[%-

_ [ 38 }
27
Apo6s o aumento da producdo, o novo consumo to-
tal sera de:
- 38 kg de matéria-prima M;;
+ 27 kg de matéria-prima M,.

Opcao (D)
1. Variacéo de tamanho de fator k = 2

ivc_| 2 0
Matrlz.S_[0 2}

Aplicando ao ponto P:
21 .4
s 3]-[3]
2. Cisalhamento horizontal de fator k=1

R e
Matrlz.H_{0 1]

Aplicando ao ponto obtido:
47_[4+2]_[6
JESR SN
3. Rotacao de centro na origem e amplitude 90° no
sentido positivo

.o [0 1]
Matrlz.R_[1 0 |

Aplicando ao ponto obtido:
6 |_|-2
RS J-1%
As matrizes associadas a cada transformacéo sao:

20}
0 2

Variacdo de tamanho: S = [

Cisalhamento horizontal: H ={ é % }

1 0

Como as transformacdes sdo aplicadas pela ordem
indicada, a matriz da transformacéo global é:

~ [0 111 17[2 o
T‘RXHXS‘M oHo 1“0 2}

Rotacdo de 90% R = [ 0 -1 }

Exercicios-Tipo Exame - paginas 122 a 124

1

a) Matrizdo tipo4x 2.a)-4
b) Matriz do tipo 3 x 4. b) - 3

c) Matriz do tipo2x 3.¢c) -2
Aresposta correta é:a)-4; b)-3;¢) -2

I.A é do tipo 2 x 2, logo, trata-se de uma matriz
quadrada. — a).

Il. B é uma matriz quadrada, em que todos os ele-
mentos fora da diagonal principal sdo zero. Na
diagonal principal, os elementos ndo sdo todos
iguais a 1. Logo, trata-se de uma matriz diagonal
que ndo é a matriz identidade. —a).

11l. AD é a matriz produto e, como o nimero de co-
lunas de A é igual ao niumero de linhas de D, en-
tdo AD esta definido. Calculando AD, obtém-se
uma matriz diagonal. — a).
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3 1][-23 2 0
AD_[4 1”8 —9}_[0 3}

IV. AC é a matriz produto e, como o nimero de co-
lunas de A é igual ao nimero de linhas de C, en-
tdo AC esta definido e a dimens&o do resultado
é2x1.—c).

A resposta correta é: 1 - a); Il - a); lll - a); IV - ¢)

Calcula-se A x A:

1 171 1] 1+x -1+y
AXA_{X ny y}_{X(y—l) X+ )7
Impondo a condicdo A2 = A, obtém-se o sistema:

l+x=-1 x=-2 x=-2
-l+y=1 y=2 y=2
-1 =x T w-20=0 T)-4+4=0
x+)2=y X+y2=y 2+4=2
x=-2
o[

Conclui-se que os valores procurados sdox = -2 e
y=2.

Calcula-se, em primeiro lugar, 2B:
[ 4 2 -2
2B=| 0 6 4
2 -4 0
Calcula-se, agora, o produto BA:

(2 1 -1 1 -2 0 6 -3 2
BA=| 0 3 2 31 4 |=7 3 16
L1

-2 0 -1 0 2 -5 -4 -8

Calculos auxiliares

1:linha
2x1+1x3+(-)x(-1)=6
“2x(-2)+1x1+(-1)x0=-3
2x0+1x4+(-1)x2=2
2:linha
c0x1+3x3+2x(-1)=7
0x(-2)+3x1+2x0=3
*0x0+3x4+2x2=16
3ilinha
1x1+(-2)x3+0x(-1)=-5
1x(-2)+(-2)x1+0x0=-4
1x0+(-2)x4+0x2=-8

Somando as matrizes obtidas:

4 2 -2 6 -3 2
2B+BA=| 0 6 4 |+| 7 3 16 |=
2 -4 0 -5 -4 -8
10 -1 O
= 7 9 20
-3 -8 -8
Opgéo (C)
Na opcao (A)

{; f i; ,k>1,ouseja, [A’B'C'D’] é uma ampliacéo
de fator k da figura [ABCD], o que ndo traduz corre-
tamente a transformacdo dada.

Na opcéao (B)

V' =ky
de fator k da figura [ABCD], o que ndo traduz corre-
tamente a transformacéao dada.

{x = kx ,0<k <1, ouseja, [A'B'C'D’] é uma reducao



Na opcéao (C)

{; ii +ky ,k >0, ouseja, [AB'CDY] éaimagem de
[ABCD] segundo um cisalhamento horizontal de
fator k, ou seja, preserva y.

Na opcéao (D)
{ r=x ,k >0, ouseja, [A/B'CDY] éaimagem de
V' =kx+y

[ABCD] segundo um cisalhamento vertical de fator
k, ou seja, ndo preserva y, o que ndo traduz corre-
tramente a transformacao dada.

Logo, (C) é a opcao correta.

Opcdo (A)

Pretende-se a imagem de P(1, 1) por uma rotagao
de centro na origem e amplitude 60° (sentido posi-
tivo).

A matriz de rotacdo de angulo 6 em torno da ori-
gem é:

R :[ cos® -sen® }
0 sen®  cosO
Para 6 = 60°, cos 60° = % e sen 60° = ?
Logo:
1 V3
2 2
o=l v3 1
2 2
Aplicando a rotacdo ao vetor coluna de P, vem:
1.\
2 2
X 1
v 1 (ln)-
2 2
1s1- ﬁ x 1 1-V3
2 2 2
ﬁ x1+ i x 1 1+V3
| 2 2 2
Assim, a imagem de P(1, 1) é o ponto de coordenadas
1_2—\@, 1+2—\/§J o0 que corresponde a opgao (A).
Opcao (A)

A dilatacdo T, de razdo 2 (centro na origem) é re-
presentada por:

Mo 2]

O cisalhamento horizontal T, de fator 3 é represen-
tado por:

MT2=[ é i } pois (', ") = (x + 3y, »)

Aplicando primeiro T; e depois T, a matriz da
transformacdo composta é:

- _[1 3 2 0]1_[2 6
M‘MTZM“‘[O 1”0 2}‘{0 2}

Matriz de ingredientes: as linhas representam os
tipos de suplementos e as colunas representam os
ingredientes.
A= { 04 05 06 }
06 05 04

b)

1
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Matriz de producao: as linhas representam os dias
de produgédo e as colunas representam os tipos de

suplementos.
100 100
B=| 150 50
80 120
. 100 100 04 05 067
C=| 150 50 |x 06 0 =
| 80 120 6 05 04

=| 150x04+50x06 150x05+50x05 150x06+50x04
L 80x04+120x06 80x05+120x05 80x06+120x04

[ 100 100 100}

[100x04+100x06 100x0,5+100x05 100x0,6+100x04 }

=| 90 100 110

L 104 100 96

A matriz C representa a quantidade total de cada
ingrediente necessaria para satisfazer a producéo
diaria de macd, de amendoim e de chocolate.

Os elementos da segunda linha da matriz C re-
presentam as quantidades totais de ingredientes
necessarios para a producdo do segundo dia. Em
particular, a primeira coluna corresponde a maca,
a segunda ao amendoim e a terceira ao chocolate,
sendo necessarias, respetivamente, 90 kg de maca,
100 kg de amendoim e 110 kg de chocolate.

Teste Final - paginas 125 a 127

a) Ha trés turmas, logo ha trés grupos a registar.
Em cada turma ha duas categorias (rapazes, rapari-
gas), logo ha dois valores por turma.
Precisamos de uma matriz do tipo 3 x 2 (3 linhas
para as turmas e 2 colunas para rapazes/raparigas)
ou do tipo 2 x 3 (se se invertesse a ordem).
Na Coluna Il, a tnica matriz com esses dados é a 2,
que é do tipo 3 x 2:
18 12
{ 15 14 }
16 13
a)—2
b) Ha quatro dias, logo ha quatro registos.
Em cada dia ha dois valores (maxima e minima).
Precisamos de uma matriz do tipo 2 x 4 (2 linhas:
max./min,; 4 colunas: dias 1 a 4) ou do tipo 4 x 2.
Na Coluna Il, a matriz 5 é a Gnica com esses dados.
21 14 19 23
9 11 10 12
b) —5
c) Ha trés meses, logo ha trés valores.
Podemos representar por uma matriz do tipo 3 x 1
ou do tipo 1 x 3.
Na Coluna II, a matriz 4 tem trés valores:
[120 95 110]
c)—4
A resposta correta é:a) - 2; b) - 5;c) - 4

I. Amatriz A é constituida por 2 linhas e por 3 colunas,
logo ndo é uma matriz quadrada nem diagonal.
- N&o é quadrada (teria de ser n x n).
- Nao pode ser diagonal (para ser diagonal teria
de ser quadrada).
Assim, é retangular. — b)
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.1 0
II.Be[ 5 1 }—»b)
I1l. Para somar matrizes, elas tém de ser do mesmo
tipo.

A é do tipo 2 x 3.
D é do tipo 2 x 3.
A soma esta definida e o resultado é do tipo
2x3.—a)
IV.A é do tipo 2 x 3.
Cédotipo3x1
Logo, AC é do tipo 2 x 1, que é uma matriz colu-
na.— a)
A resposta correta é: 1 - b); Il - b); lll - a); IV - a)

Queremos representar os precos numa matriz. Ha
dois tamanhos (grande, pequeno) e trés qualidades
(econémica, normal, premium). Logo, uma forma
natural é usar uma matriz 2 x 3, em que linhas
correspondem aos tamanhos (grande, pequeno) e
colunas correspondem as qualidades (econémica,
normal, premium)

P=[ 2 26 3,2}

15 2 26

com a convengao:
12 linha: cadernos grandes
22 linha: cadernos pequenos
e
- 12 coluna: econ6mica
- 22 coluna: normal
- 32 coluna: premium

Para que A = B, é necessario e suficiente que os ele-
mentos correspondentes sejam iguais, obtendo-se
0 sistema:

a?+1=2

at=1 at=1
;:§+1 c=2 c=2
bilocs?2 Sib=c+1 ©1b=c+1
@ias2e2 a?+a=0 al@+1)=0
b-1-d b-1=d b-1=d
a=1 a=-1
c=2 c=2
Sib=c+1 Vib=c+1
a(@+1)=0 a(@+1)=0
b-1=d b-1=d
a=1 a=-1
c=2 c=2
<31b=3 Vib=c+1
2=0 al@+1)=0
2=d b-1=d
L
condigao impossivel
a=-1
c=2
<1b=3
0=0
2=d
a=-1,b=3,c=2ed=2

O produto de um escalar por uma matriz obtém-se
multiplicando cada elemento da matriz por esse

escalar. Assim:
4 2 6
ZA_{ 0 8 2}

©ASA, Dominio 12, Dossié do Professor

5.2

5.3

54

A soma de matrizes esta definida se e s6 se as ma-
trizes forem do mesmo tipo.
Como A édotipo2 x 3 eBédotipo 3 x 2, aopera-
¢ao A + B nao esta definida.

O produto AB esta definido, uma vez que o nimero
de colunas de A é igual ao nimero de linhas de B
(ambos iguais a 3).

O resultado é uma matriz do tipo 2 x 2:

po-[2 2 3}{12 2}{16 0 ]
0 4 1 4 1 -4 13
O produto BA esta definido, pois o nimero de colu-

nas de B é igual ao niumero de linhas de A (ambos
iguais a 2). O resultado é uma matriz do tipo 3 x 3:

1 0 2 1 3
BA{—Z 3 MS -1 3}:{—4 14 —3}
4 1 4 1 8 0 13

A matriz A tem dimensao 3 x 2, enquanto as matri-
zes B e C tém dimensdo 3 x 3.

O produto BA esta definido, uma vez que o nimero
de colunas de B coincide com o nimero de linhas
de A. O resultado tem dimensao 3 x 2.

De modo analogo, o produto CA esta definido e
tem igualmente dimensdo 3 x 2.
Consequentemente, a soma BA + CA esta definida,
por se tratar da soma de duas matrizes com a mes-
ma dimensao.

Pela propriedade distributiva da multiplicacdo de
matrizes relativamente a adicao, BA + CA = (B + Q)A.

2 0 1 1 -2 0
B+C=-1 3 2 |+ 2 1 3 |=
0o 1 -1 -1 0 2

3 2 1
-1 4 5
101 1

3 -2 1 1 2 6 9
B+0OA=| 1 4 5 0 -1|=|16 3

-1 1 1 3 1 2 -2
A operacao BA + CA esta definida e o seu valor é:

6 9

16 3

2 -2
Opcéao (B)

Pretende-se a imagem do ponto P(2, 1) por uma ro-
tacdo de centro na origem e amplitude 135°.
A rotacdo de angulo 6 em torno da origem é dada

X |_| cos® -sen® X
por[y’}_[sene cos 6 Hy}
Para 6 = 135° cos 135° = - % esen135°= %

Logo, a matriz de rotacao é:

V2 V2

2 2

Ri3se = V2 V2

2 2

Aplicando a P(2, 1):

V2 V2
X 2 2 2
HIRRRviiEy
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Calculo de x":

Calculo de y"

v (2]

=2 _V2_
2
_2V2 V2
2 2
_V2
2
Portanto, a imagem de P(2,1) é [-%%]

Opcao (A)
Na opcao (A)

{x, = kx ,comk >1, ou seja, [A’'B'C'D’] € uma ampli-
V' =ky

acao de fator k da figura [ABCD].

Na opcao (B)

{x, = kx ,com 0 < k <1, ou seja, [A’BC'D’] é uma
V' =ky

reducéo de fator k da figura [ABCD], o que néo tra-
duz corretamente a transformacao.

Na opcao (C)

{; ii +ky ,com k > 0, ou seja, [A’B'C'D’] é a ima-
gem de [ABCD] segundo um cisalhamento hori-
zontal de fator k, o que ndo traduz corretamente a
transformacao, ja que esta ndo preserva x.

Na opcéao (D)

{x, =X ,k>0,ouseja, [A'BCDY] éaimagem de

V=kx+y
[ABCD] segundo um cisalhamento vertical de fator

k, o que ndo traduz corretamente a transformacao,
ja que esta ndo preserva y.

Opcao (A)

MEERYIRIE

y 2 1 y 2x+y

Esta transformacdo é um cisalhamento vertical de
fator 2, logo,x' =xe )y =y + 2x.

Seja £ > 0 a medida do lado do quadrado [ABCD].
Entdo, B(¢, 0) e B'(¢, 2¢).

Como 2¢ > 0, de entre as opgdes apresentadas, a
Unica que respeita as coordenadas de B’ é a (A).
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