Resolugoes

1. Nimeros complexos

1. Numeros complexos na forma algébrica 3.
2 _ 2 _ _
Paginas 3 a5 31 z°4+449=0&2z°=-49
1. Sz =1+V-49
11 z=2+3i ©z=T7ivz= T
Re(z) = 2;Im(z) =3 C.8.= {70, =71}
12 z=-3+5i 32 z2-6z=-13©2z2-62z+13=0
Re(z) = —3;Im(z) =5 o g = 82 VET4x13 V6?—4x13
4 2
13 z=1-1i =
Re(z) = 1;Im(z) = —1 ez=—7
14 z=-2-4i L
s Se_(zgz_z;lm(z):_‘} ©z7=3+2iVz=3-2
’ » C.S.={3+2i;3—2i}
Re(z) = 5;Im(z) =0 3 5
, 33 z°+2z°4+17z=0
1.6 z=610 5
Re(z) = 0;Im(z) = 6 ©z2(z°4+2z+17)=0
©z=0Vz2+2z+17=0
2. (:>z=0Vz=_2J‘r2f2_4x17
21 x2+25=0ox%2=-25 0V —24v=6
oz = === -
S x =4V-25 z z 2+28_
©x=5Vx=-5i ©z=0Vz=""r
C.s.={5i,—5i} ©z=0Vz=-1+4ivz=—1—4i
22 x24+6x+10=0e x =22V 210 V"’;‘"X“’ C.S.={0,—1 + 4i,—1 — 4i}
64V 34 z34322+4z-5=0
Sx=—— . ~ ~
. +22. Sabe-se que 1 é uma das solugGes da equagao.
ox === Recorrendo a regra de Ruffini, obtém-se:
Sx=-3+ivx=-3—-1i 1 3 1 =5
C.S.={-3+i,-3—i} 1 1 A .
23 x2+4x+13 =06 y=HEEND
T 1 4 510
2 z3+322+2z-5=0
-4t 60
e x=— ©z=1Vz?+4z+5=0
S (o243 ;)x3=}—2+3iVx=—2—3i @221V2=—4i\/‘212—4x5
S.o={-2+43i,-2-3i
24 3x>—6x+15=0x>—-2x+5=0 <:>Z=1VZ=%W/__4
@xzzi‘/zzz_MS c}Z:lVZ:—‘l-ziZi
o x = 2EV16 ©z=1Vz=-2+4+iVvz=-2-1
Y C.S={l,-2+i-2-1i}
er== 35 z4—1=0
©Sx=1+2ivx=1-2i o @Z-DE2+1)=0
C.S.= {1+Zl,1—21} (:ZZ—].ZOVZZ-F].:O
9 -3+ /32—4x2x% o z22=1vz2=-1
25 2x°+3x+—-—=00x=—"—— . ,
4 2x2 Sz=1Vz=—-1Vz=iVz=-i
«:»xz‘“;/‘_" C.S.={1,-1,i,—i}
o y = 33 36 z4+17z22+16=0
‘; 3 3 Sabe-se que i e —i sdo solugBes da equagdo.
Sx=—,tpiVe=—-—-71 Recorrendo a regra de Ruffini, obtém-se:
3. 3 3,
cs={-3-ti-3+31} 1 0 17 0 16
26 x?-3x+4=0e =100 i i -1 16i —16
ox=t 1 @ 16 16i| 0
ox=24Yivr=2_Y —i —i 0 -—16i
2 2 2 2
cs={1+ﬂi,i__71} 1 0 16| 0
2 2 2 2 —_—
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1. Nimeros complexos

z4+17z2+16 =0 7.
©z=iVz=—iVz?+16=0 7.1 zw=QQ4+2D)x(-24+1i) =
©z=ivz=—-ivzi=-16 =-2+i—-4i+2i*=
S z=IiVz=—iVz=4iVz=—4] =—4-3i
C.S.={i,—i,4i,—4i} 7.2 2z—-3w=2(1+2i)-3(-2+0=
=2+4i+6-3i=
4.  Sejam A4, A,, A3, Ay, As e Ag os afixos de zq, z,, 73, =8+
74, Zs e Zg, respetivamente. 73 wi=(=2+i)B=
—_— = (=242 x(=2+10) =
B =(@-4i+i)x(-2+0)=
3
A , =(B-4)x(-2+10) =
1 A =—6+3i+8i —4i’ =
L T A =-2+11i
3 16} ; T Re® 7.4 (z+w)(z—w)=
A T-1 =(1+2i-2+)xA+2i4+2-0) =
24A, =(-14+3)x@B+i)=
B E— A =-3-i4+9i+3i*=
=—-6+8i
41 |z =VZH1Z =15 75w =0+20-2407 =
v i e =(-143i)? =
=1-6i0 1 =
43 |z3]l =v0%2+32=3 — _g_s6i
44 zgl = (=22 + (-1)2 =5 76 E4+wi=(1-2i—-2+Di=
45 |zg| =42+ (-3)2=+25=5 =(-1-0i=
4.6 |zl = \J02+ (—2)Z =2 =-i-it=
=1-i
5. m=2-i 77 zxwH+z=0+20)(-2-)+1-2i=
= —2—i =—2-i—-4i—224+1-2i=
11 _tgz2-i_2-i_ 2z 1, =1-=7
mo 2+l 24l 2-i 2+ 5 5t 78 Z2247xXWw=
Z=-3-2 =1+20)*+(1-20)x(-2-0) =
7 =3-2 , , =1+4i+42—2—i+4i+2i%=
1t 1 g -3-2i -3-ai _ .
Zs  —3+20 -3+2i -3-2i 32+22 =-7+7i
—_3_2; 79 Z=1tZ_
B " ;i;il —2-i
7 = =31 T ani oo
—z3=-3i _ —2-i-4i-2i® _
i 1 1, s 1, ST -
zs 30 30 -3i 32 3 _ =50 _
Zp=—2+i T4+l
—Zy =241 =—i .
1_ 1 1 240 _ 240 _ 2 1. 710 ¥ =2 _
zi_—z—iT—Z—ix—2+i_22+12_ s T3t Z_i;f‘l 1oai
Zs =4 +3i BETTTR T
—zs = —4+3i _ —2+44i+i-2i%
1 1 1 _4+3i _ 4+3i _ 4 | 3. T -2
_—— - = .X—_= = —_— —1 :
75 4-30 4-3i 4+30 42+32 25 25 — 5t _
Zg=2i 1+4
. =1
—Z6=21 . .
1 1 1 20 20 1, 741 =2 — =
—_e— = X—=—====] -z -1-2i
zg 20 —2i 2 22 2 1-1i —1+42i
T o127 -1+2i
_ P4 i—2i2
6. z=2©2+@B-a)i=3+b-2i —Citatviz 2
(-D%-(2)?
©2=34+bA3—-—a=-2 1+3i
©b=-1Aa=5 144
Assim,a =5eb = —1. =%+%i
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1. Numeros complexos

W -2-i -3 —=_1 _
7.12 reriaieeraie 8.12 (1 + 2i) RYENE
—2oi1-i_ [ S
Toa+i T1-i T +202(1+20)
_—242i—i+i® — 1 -
= 12—z - T (1+4i+4i2)(1420)
=3+ _ 1 _
BETTE T (-3+4i)(1+20)
3,01, 1
=—=+=1 ST
2 2 -3 —6i +4i + 8i2
1
TIPT
8. 1 —11+2i _
81 (B4+20+(1-i)=34+2i+1-i= To1 —2i 0 -1 420
=4+i B e
, NEAN , TGz er
82 (14+420)—-(4-30)=1+2i—4+3i= 112
= _3+5; T 12144
. . . . . . p— 11 2 T
83 3(—2-)—-i(2+i)=-6-3i—2i—i*= =-=toe
=-5-5i 8.13 {10 420 430 4 40 =2 4 042 40 =
84 (2+5i)(3+4i)=6+8i+15i+20i*> = =-1+1-1+1=
= —14 + 23i =0
85 (=1+5i))(-1-5i)=(-1)?>-(50)?%= 1+ 1+i%
814 ——=—""=
—1425= a+d* — ((+D)?)
—_ 1+t _
=26 T (@+2i+i?)z
86 B-D+2-D(-1+2)= —_2 _
i2
=3—i-2+4i+i-2i%= @
=3+ 4 T
. o 1
8.7 2+51'=2+51' 3 4-I:= =_?
3+4i 3+40 3-4i (-2 —3i7  4-aiti?—3it
6—8i+15 —20i? 2-i)2 -3i'7 _ 4—4i+i*-3i' _
= 32 — (40)2 = 8.15 i23_2 - i3_2 -
26470 _ =37
o~ S o
26 7 . —3= - -
BETRETL -2-i” -2k
Zitsi_ -1+5i, i _ T6+3i+14 —717
8.8 T_TX—_i_ - (-2)2—i2
_i-si? — 1417
=0 = T a1 T
8.9 (2-DE+20) _ 6+4i-3i—2i% 2i38 _ 3i47 4 (56 {2 _3i3 4 {0
1+2i 1+2i 8.16 P T S
s+i i>—-3i i —'3l
_ 8+t _ _ —2+3i+1 _
1+2i =" =
; . i+3
_8+f 1oz —1+3i
1420 1-2i =5 =
_8—16i+i—2i2= _-1+30 3-i _
12 - (20)2 T o3+i T3-i
_lo-15 _ _ —34i+9i-3i% _
1+4 - 32 _ 2 -
=2-3i _ loi _
g.10 200 2%i_ D@D+ @4DE+H) _ o
240 2-1 (2+i)(2-1) =1
4—4i+i2+4+40i+i? 2 - 3ki
== 9. ==
22 _ 2 3—-4i
6 _2-3ki_ 3+4i _
T s T 3-4i T 3+4i
8 2-3i _ _2-3i _ _ 6+8i-9k —12ki* _
(1+i0)? 1+2i+i2 - 32 — (40)2
_2-3i _ _ 612k  8-9k,
2i ) T 25 25 ¢
- % x ‘_Z‘ = 9.1 Para que z seja um imagindrio puro:
L —21
—ai+6i Re(z) =0AIm(z) #0
="z 6+ 12k _ 8 -9k
_ —6—4i _ © 5 05 #0
T4 T ©6+12k=0A8—-9k %0
3, 1
= ———1 = -
2 S k= >
Logo,ovalordeké—%.
EDITAVEL
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1. Nimeros complexos

9.2

9.3

10.
10.1

10.2

11.
11.1

11.2

Para que z seja um nimero real:
8 — 9k
Im(z) =0¢& = =
©8-9k =0
8

ok=—
9

, 8
Logo, ovalorde k é 5

Para que z pertenga a bissetriz dos quadrantes
impares:

Re(z) = Im(2)

6+ 12k 8 -9k
& —=—

25 25

< 6+ 12k =8—-9k
< 12k+9k=8—-6

© 21k =2

2
S k=—
21

, 2
Logo, o valor de k é o

(a—3)+4bi =2b+ (3a—5)i
a—-3=2b a=2b+3
@{4b=3a—5‘:’{4b=3(2b+3)—5

@{4b=6b_+9—5‘i’{—2b=4
Q{a=2x(—2)+3@{a=—1

b=-2 b=-2
Assim, ovalordea é —1 eovalorde b é —2.
a+5b.L= 2 _3;
1+ bi

o a+5bi = (2 —3i)(1 + bi)

< a+5bi =2+ 2bi — 3i — 3bi?

o a+5bi=2+3b+ (2b—3)i
a=2+3b -

a8 CAP g EY
a=2+4+3x(-1) a=-1

Assim, ovalordea é —1 eovalorde b é —1.

k+i _k+i2+i _
2-i 2-i  2+i
_ 2k+ki+2i+i%
== =
2k-1  2+k.
= +—1
5 5

k+i . s
Para que > —; epresente um imaginario puro:

2k—1=OA2;k¢O
©2k—1=0A2+k=#0

1
k==
2

~ 1
Entdo, ovalorde k é >

1+i _ 1+i _ 2+ki
2—ki  2-ki 2+ki
2+ ki+2i+ki*
- 4+ k2 -
_2-k | k+2 .
Tire Tarrt

1410 , S
Para que 7= 3; "epresente um ntimero imaginario puro:

2-k . k+2

4+k2_0/\4+k2¢0
©2-k=0Ak+2+0
k=2

Entdo, ovalorde k é 2.
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11.3

114

12,

13.

1+ki _ 2ki+2k%i%

2-i 2-1
_ —2k*+2k 2+
T2 2+
_ —4k? - 2Kk%i + 4ki + 2ki®

4+1

_ —4k? -2k —2k2+4kl.
- 5 5

1+ ki
3 represente um

2ki X

Para que 2ki X ndmero

imaginario puro:
—2k? + 4k

—4k? - 2k
=0A *0
5 5

o —4k? -2k =0A-2k?>+4k +0

o —2k(Rk+1)=0A2k(-k+2)+0

4:»(k=0vk=—%)/\(k¢0/\k¢2)

ok=-<
2

Entdo, ovalorde k é — %

_2+ki k—i

T ok+i T k-i

2k -2i+k%—ki® _

- K2 +1 -

_ 3k k2-2,

K241 pE

Para que2k+—+kil represente um nimero imaginario puro:

3k k?-2
k2+1 =0A k2+1¢0

©3k=0Ak?=-2+0
Sk=0Ak#V2Ak %2
ok=0

Entdo, o valorde k é 0.

2+ ki
k+i

Sejaz=a+ bi,a,b € R.

Im(z) =Re(z)—-1eb=a-1

Entdo, z = a + (a — 1)i.

z2=(a+ (a—1)i)? =
=a?+2a(a-1i+ (a-1)?%?%=
=a?—-(a-1)?%+2a(a—-1)i

Para que z2 € R:

2a(a—1)=02a=0va—-1=0

Sa=0va=1
Sea =0,entdob = —-1lesea =1,entdob = 0.
Logo,z=—iouz =1.

g=27i
a4k
2-i  1-ki
= - X - =
1+ki 1-ki
_2-2ki—-i+ki* _
12 — (ki)?
_2-k k-1,
T 14k 1+ k2
2 2
2-k —2k-1
= —% =
IZl 1 \/(1+k2) +(1+k2) 1
4 — 4k + k? 4k2+4k+1_1
(1 +k?)? a+k»?
5k2+5_1
a+k22
5(1+k2)_1
a+k»?
5
=1
1+ k2
o 5=1+k?
S k=4

Sk=2vk=-2
Logo, os valores de k sdo 2 e —2.




14.
.3 .3 i
14.1 z+21=7@z=_21+7x__i
o z=-2i+ (=30

& z=-5i
C.S.={-5i}
142 L =24+iez2=-"2"Az%0
z 2+1

1 2-i
Sz=—X—ANz#0
2+i 2-i

2T
©z=2Az#0

4 +1
2 1.
oSzZ=———1
5 5
2 1.
c.s.={———z}
5 5

14.3 (z+10)? =2iz© z? + 2iz +i%? = 2iz
©z2-1=0

Sz=1vz=-1
C.S.={-1,1}
1+2z2 . 2 2y s .
14.4 m=l@1+z =i“4+iz AN z# —i
©z22—iz+2=0ANz*—i
g =218 2_1_8Az¢—i
@z=£Az¢—i

@z=%Az¢—i
©(z=2iVz=—i) ANz+ —i
&z =2

C.S.={2i}

15. Paraqualquern € N:
203 — =2iM x 3 —i=
_ (4 1.
= 20" x Soi=

1 .
=2><1”><_—i—z=

=2X——i=
=2i—-i=
=i
16.
16.1 z; =1+ 2i
Zy = —iz; =
=—i(14+20)=
=—i—2i%=
=2-i
|2y =VIZF 2% = 5 = OA
|z,| = /22 4+ (=1)2 =+/5 = 0B
A(1,2)
B(2,-1)
AB=\(1-22+Q2+1)2=V1+9=+10
AB? = (V10)* = 10 =
=5+5=
= (V5 +(V5) =
= 0A? + OB?
Logo, pelo teorema de Pitagoras, o triangulo [ABO]
é retanguloem 0.
16.2 Apapo) = 2" = @ =Zua.

17.
17.1

17.2

18.

19.

1. Numeros complexos

Z+3z=2—1i e a—bi+3(a+bi)=2—-i
z=a+b
Sa—bi+3a+3bi=2-1i
Sd4a+2bi=2—1i
S 4a=2A2b=-1

1 1
Sa=—Ab=-—=

2 2

11
oz=——=i

2 2

C.S.= {%—%z}

224+ (1-)z+(-6+2i)=0
—1+i++/(1-0)2 - ax(—6+2i
o z= +y/a-9) ( )
2
—1+i+tV1-2i+i?+24-8i
Sz =
2
—1+i++V25-10i +i?
S 7=
2
-1+i++(5-1)?
&z = VO
2
—-1+i+5-1i -14+i-5+1i
S z= 2 Vz= p

Sz=2Vz=-3+4+1i
C.S.={2,-3+1i}

Sejaz=a+biesejaw =c+di,a,b,c,d €ER.
z+w=3ea+bi+c+di=3
sS@+)+b+di=3
Sa+c=3Ab+d=0

@ a=3-cAb=-d

Assim:
z _ . a+bi
c+di
3—c—di .
=
c+di
3-c)—-di  c—di .
Goo-di cmdi_,
c+di c—di
3¢ — ¢ —3di + cdi — cdi + d?i? .
=14 =1
c? +d?
3c—c?-d? —3d i=i
c?+d? c?+d?
3c 3d
—-1=0A—- =1
c?+d? c? +d?

@3c=c2+d2A—%=1Acz+d2¢0

Sd=—cA3c=2c?Ac#0Ad*0

3 3
oc=3pa=-2
2 2

3 3 3 . 3 .3,
logo,a =3 ——=—eb=—,0useja,z=—+—1i
gl 2 2 21 Jl 2+2

3 3.
ew=———L
2 2

Como a + bi é solugdo da equagdo z> + cz+d = 0,
entdo:

(a+bi)’+cla+bi)+d=0

© a? + 2abi + (bi)? + ca + chi +d =0

o a?+2abi—b?>+ca+chi+d=0

o (@®>—b?>+ca+d)+ (2ab+ch)i=0

a?—b*+ca+d=0 -
(:’{ @{b(2a+c)=0

2ab+cb =0
@{az—b2+(—2a)a+d=0
ot 2a+c=0

a’?—b?>—-2a*+d=0 —a?—-b%*=-d
={ ={

2 2 _
a‘+b°=d .
= { , como queriamos demonstrar.

2a+c=0
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Resolucoes

1. Nimeros complexos
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Resolugoes

1. Nimeros complexos

2. Nimeros complexos na forma trigonométrica 21.5 V3e's = V3 (cos =+ isen’") =
Paginas 6 a 10 =\/§(£—£i) _
20. 2 2
_ & _ s,
2 =
— / 2 —JAx3 = 2 2
R S 216 2e"4?"=2(cOs4_"+isen4—“)=
tg6 =v3A0 € 1.°Q.Logo, 8 = %, por exemplo. ’ 3 7 3
1 3
Ent50,1+\/§i=2613. ( 2 2 )
’ 2 2 J— =-1-+3i
202 p= (ﬁ) +(\/§) =vi+z=2 217iel(_%)— 11
2 -T2
tg0=—-1A0€4.°Q.Logo, 0 = -z por exemplo. (5w
on 4 21.8 Zel( 4) =2 (cos (— STH) + isen (— %)) =
Entdo, vZ — vZi = 2¢/(- %), _, (_E+Ei) _
2 2 2
- 1(—6)2 — - —
203 p= [(-6)2+(2V3) =V36+ 12 =48 =43 >
tgh = —\/S—EA 0 €2.°Q.Logo, 0 = 5?“, por exemplo. 219 7e = -7
.57
Entéo, —6 + 2v3i = 4v3e’s. 22. Seja A o afixo do niumero complexo apresentado no
204 p= (—\/6)2 + (_ﬁ)z =V6F2=18=2V2 exercicio 21, B o afixo do seu conjugado, C o afixo do
’ ) < seu simétrico e D o afixo do seu inverso.
tg6=-—=A0€3.°Q. Logo, 6 = — lo. (- X
& V3 Q- Logo, ¢ PO exemplo 22.1 Conjugado: 4-el( )
. 5T
Entdo, —v6 — 2i = Zﬁe’(_ ?)' Simétrico: 4ei("+?) = él-ei‘}?Tt
. il . ™
20.5 3i = 3e's Inverso: —— = L ¢i(=%)
206 —2i = 2¢(-%) 4e'3 (4 )
’ - . (-
207 p=VZ+2Z=VE+4=8=22 22.2 Conjugado: 2% = .
tg6=1A0€1.°Q.Logo, B = %, por exemplo. Simétrico: Ze’(’”?) =2e'7
LT 1 1 (-
Entdo, 2 + 2i = 2v/2e's. Inverso: T = ?e‘( z)
2 2 . L
208 p= [(=V3) +(V3) =V3+3 =16 223 Conjugado: 2¢'" %)
. 3T L7
tg0=—-1A0€2°Q.Logo, B = %ﬂ, por exemplo. Simétrico: Ze‘("Jr 4) =2e's
.3m 11 (-
Entdo, —V3 + V3i = V6e'=. Inverso: ZeTT" =-e ( 4
2 . i -3
209 p= ’32 + (—\/g) =V9+3=v12=2V3 22.4 Conjugado: 3el( 6)
T i(m+38 _ e
tgh = —‘/3—§A 0 €4.°Q.Logo, 0 = —%, por exemplo. Simétrico: 3e ( 6)(_53e ¢
1 1 (=2
i(- ™ Inverso: —z = —e 6
Entdo, 3 —V3i = 2\/§el( 6). 368%
. 7T
22.5 Conjugado: \/gel(_T)
21. i+ ) JEELS LS
L T, m Simétrico: v3e 2) =+3ef s =+/3es
21.1 4e'z = 4(COS?+1591’1?) = verso: 1 _Eei(—%"
=4(2+20) = ET 3
2 2 4T
=2+ 2V3i 22.6 Conjugado: Zel(_ %)
. TC . 4 7T LT
21.2 22 = 2i simétrico: 26/ (T %) = 25 = 2613
L3T 4T
21.3 2% =2 (coss—1t + isen3—n) = Inverso: % = lel(_?
ﬁ‘l— ﬁ 4 2et3
= —_— —i) = . . 1 il
= 2( 2 T3 l) 22.7 Conjugado: —e'z
= V2 + 12 Simétrico: iei(_7 ) 2 Loig
21.4 3ei5?‘T =3 (coss—1T + isens—") = ’ fud ’
6 6 Inverso: — o= 2e'z
~s(-2+21)- e
3V3 | 3
=5 3
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1. Nimeros complexos

L5
22.8 Conjugado: 2e'+

. 51 . T
Simétrico: 2¢'CF T = 2e‘(_T)

1 1 2t
Inverso: ——=w = —e ¢
ZeL(_T) 2
22.9 Conjugado: 7ei-™
Simétrico: 7ei2™
Inverso: — = —~ gi(-™
7el™ 7
23.
23.1 (=2D)*=(-2)*xi*=
=16xi%=
=16x1=

=16
Logo, —2i é uma raiz quarta de 16.
232 (1+D°=((1+D)?»)3 =
(1+2i+i%)3=
=(2i)3 =
=23xid=
= -8i
Logo, 1 + i é uma raiz sexta de —8i.
233 2+ =Q2+)*Q+i)=
=@4+4i+i>)2+10)=
=B+4)2+10) =
=6+3i+8i+4i%=
=2+ 11i
Logo, 2 + i é uma raiz clbica de 2 + 11i.

e (V) = ()" (o) -
= Zei%" =
=2 (cos%n+ isen%“) =

)=

2

1
=2(3+
=14++/3i

L7TC
Logo, ¥2e'1z é uma raiz quarta de 1 + /3i.

24,
241 z3 =-125
o 73 = 125¢im
3 i(l+2k—n)
© 7, = V125e\s T 3/ k€{0,1,2}
LT 2k
oz =5 G*5) ke (01,2)
Sek =0, entdo z, = 5¢%5.
Se k = 1, entdo z; = 5e'™,
.5T0
Sek =2, entdo z, = 5e's.
Sendo Ay, A; e A, os afixos de z,, z; e z,, respetiva-
mente:

Im(z) 4

Ao

A, R
-5 o 5 Re(z)

A,

8 (©ASA, Dominio 12, Caderno de Exercicios

24.2 z* = 256i
oz = 256e'7
4 i(£+2k—")
& 7, = V256e\s T2 )k €{0,1,2,3}

k
™ kw

oz = 4G5 ke0,1,23)

LT
Sek =0, entdo z, = 4e's.
5T

Sek =1, entdo z; = 4e's.

9T
Sek =2, entdoz, = 4e's.
L1310

Sek =3, entdoz; = 4e's .
Sendo A4y, A1, A, e Az os afixos de zy, 24, 2, € z3,
respetivamente:

Im@) 4
A

-4 o 4 Re(2)
A,

Ay

24.3 z5 =243
& z° =243
5 i(O +2k—n)
& 7, = V243e s /,k€{0,1,2,3,4}
.2kt
oz, =3e"s ,k€{0,1,2,3,4}
Se k = 0, entdo z, = 3e™°.
L2TC
Sek =1, entdo z; = 3e's.
LATT
Sek =2,entdoz, = 3e's.
.60
Sek =3, entdo z; = 3e's.
.81
Sek =4, entdoz, = 3e's.
Sendo 4y, A1, A,, A3 e A, os afixos de z,, 24, Z5, Z3
e z,, respetivamente:

Im@z) 4
A

24.4 7z = —64i
.31
o 7% = 64e'2

L(3T  2kT
o 2, = Y6457, k €{0,1,2,3,4,5)
n, kw

oz =265 ke (0,1,2,3,4,5)

Sek =0, entdo z, = 2e's,
Sek =1,entdoz; = Zeii_‘zI.
Sek =2,entdoz, = Zeilll_zn.
Se k =3, entdo z3 = Zei%".
L1910

Sek =4, entdoz, = 2e'12.




L2310

Sek =5, entdo zs = 2e‘12.
Sendo Ay, 41, A, A3, A, e As os afixos de zg, z4, z,,
Z3, Z4 € Zs, respetivamente:

Im(z) 4
A
Ao

A,

-2 (0] A Re(z)

A;
A,

24.5 23 =2 +2i
o 73 = Zei%
3 i(1+2k—")
oz, =227 k€{0,1,2}
Se k = 0, entdo z, = ¥2e's.
.31
Sek =1, entdo z; = Y2e's.

L17T

Sek = 2, entdo z, = V2e'zz.
Sendo A, A, e A, os afixos de z,, z; e z,, respetiva-

mente:
Im(z) 4
A
A,
o 2 Rel
A,
24.6 z* = —1++/3i

L2T
ozt =2e'3
_ 4 i(z—"+2k—")
oz, =V2e"'" 274 kef0,1,2,3}
LT km
oz = Y263 ke (0,1,2,3)
Sek =0, entdo z, = V2e's.
L2T
Sek =1, entdo z; = Y2e's.
W71
Se k = 2, entdo z, = Y2e's.

.5TC
Se k = 3, entdo z; = Y2e's.
Sendo Ay, 41, A, e Az os afixos de zy, zq, z, e z3,
respetivamente:

Im(z) 4
A,
A,
o {2 Re()
A,
A;

25.

25.1

25.2

26.

27.

1. Numeros complexos

25\
z=zg=>z=(2e 3)
© z = 26elm
Sz =64
2
ZO=26 3

Zy = Zei(z?""'z?n) = Zei"

Os afixos das raizes sextas de z sdo os vértices de um
hexdgono regular inscrito numa circunferéncia de
raio 2 com centro na origem do referencial. Por se
tratar de um hexagono regular, a medida do raio da
circunferéncia é igual a medida do lado do hexagono.
Assim, P =6 X2 =12 u.c.

i~
Z =2e 12
As restantes raizes de ordem oito de w s3o:

2T

Zei(%"'?) = Zei%

T 47T .70
Zel(ﬁ+?) =2e'z
ST 6TC .50
Zel(ﬁ+?) =2e"%
ST 8T .13T
zel(ﬁ’f?) =2¢e' 2
T 10T L4TC
Zel(ﬁ+T =2e'3
T 121 L1911
Zel(ﬁ+T =2e'1z
T 14710 11T
zel(E+T =2e"%6

271 |z—il <2

272 lz—(1+10)] <3

Im(z) 4

©ASA, Dominio 12, Caderno de Exercicios 9



1. Nimeros complexos

273 |z=2+4il=z2e|z—-2-0)]|=2 27.8 Im(z) <2

Im(z) 4 Im@z) 4

o Re(z)

T
274 |zl = |24+ 2 = 2i] © |z] = |z — (=2 + 20)] 27.9 arg(z) =7

Im(z) “/
o 2

22 o Re(z) >

o Re(z)

27.5 |z =2i| = |z + 2| 2710 — 2 < arg(z) <

Im(z) 4

wla

Im(z) 4 Im(z)

2 o Re()

276 lz—1+4+i|<|z+2-2i|
elz-1-Dl<lz—(=2+20)| 28 x?+@2k—1Dx+Z=0
Para que as solugGes desta equagdo sejam nao reais,
4 tem-se que:
_— 12 4 (2k—1)2—4x1x2<0

.« S 4k —4k+1-25<0
& 4k% -4k —-24<0

1 Célculo auxiliar
4k? — 4k —24=0
Sk?-k-6=0

27.7 Re(z) >3 o k= 1+V1+24 \ /
2

Sk = —1 e —2\/3 X
2

©k=3vVk=-2

Im@z) 4

Logo, 4k? —4k —24< 0o k > -2 Ak < 3.
Re(f) Assim, os valores de k pedidos sdo os que pertencem
aointervalo ]—2, 3.

EDITA V EL
10 ©ASA, Dominio 12, Caderno de Exercicios FOTOCOPIAVEL



1. Numeros complexos

T L2TC0
29. z=¢G+%) 309 271 _ 2x2e'3
L T ST . ZyZ - iﬂ—" -
291 zxz=e(59) x oG +%) = g0 : 2\/Een'(lzz_"_”—")
292 zx1= i) (5 +a) = gitneze) -V o
S Te ) R = = V¢! ( )
1( 3 s i
203 —z3 = _(e"(7+°‘)) - 30.10 7,7, = 2¢'3 x 2¢'6 =
.21 T
Ll = 44(?*?) =
— e3L§2+0()= . is—"
_ _ei(f+3a) _ = ae 26 .
a B (-5) x yzels
i +3_1(+3 30112123_22 Y e _
=e (: 2 a - 7, 29‘( g)
=ei(7+3OL = 2\/—3( 3 sTﬂ)_
— ei(%+ 3a Zel( )
. Nz P _ \/—e 12 _
29.4 z‘xziz=e“(7+°‘) xﬁ: e
izt (7T
(62 ) V2B
i(— & _ i% 3T
=el( 2 u)xﬁ= =\/7€l7
= ei(_%_a) X ei(—%—Za) = 30.12 (21)%z3 _ 4ei4Tnxﬁei(_sTn) _
= pi(-T=3w) Z3 \/—eisT"
L(4TC _5T0
D
;2n - . 5;‘ -
30. zZy = 29 3 s
_ 4e’12 _
2 =—z =
) = (D2 + (V3) =VI+3=2 T
— 205 7) =
tg0; =—V3A0, €2°Q. = 4¢G5 =

Logo, 8; = 2?", por exemplo. = 4e’(_ ) =

.5TC

. T — —

Zy; = Zel(_?) =4e’ s
2

|z, = /(\E) +(-1)2=V3+1=2 31.

V2 V—
tg92=_§/\92€4_oQ_ 31.1 Sejaz—— —

Logo, 6, = —%, por exemplo. ’ ’l 1_

i i(-%) 22
30.1 zyz; = 2e 3 X2e\ ¢/ = tgG—lAGEl"
21 T
= 4e (_'? = Logo, 6 = T’ por exemplo.
= 49 5 Assim, z = e'7 e entiio:

z_ 2e3 z(z—" —)_ gl vz E-ZB_ l,128_ 7T —
302 2=2 0= el (Z+20) =(e) =e"m=-1
303 2= 2¢1°% ) 31.2 Sejaz = B —%

Tz \/—e'_
n f __ /i 1_
= \/_e ( 6 4) = |Z| 4 4
. 1771
=ﬁe‘(‘?)= tge_——/\ee4°
W71
=+2e'nz Logo, 8 = —?, por exemplo.
. T .51 A Tt
304 zyz3 = Ze'(_ ) xV2e'r = Assim, z = el(__) e entdo:
. g 5T
= o2l ) = ( __))56 _
S 2\/53’1113_2“ i _28_1()
5T e =
305 == — =220 , -
Z3 \/_e'(__) 2 ( ) =
30.6 Z12 (Ze 3) —4-e 3 _el?_
2T . 2T
30.7 223 ( ) el(_7) =Cos—- + isen—- =
1L,
30.8 Z?? (\/_e 4) — l5T[ — 4em 2 2

©ASA, Dominio 12, Caderno de Exercicios 11



1. Nimeros complexos

_ 132z x(=2) .
T (32 x izAnts +2-9i=
_13(2-3i2925) x (=3+2i)
T (3+20)% x (24043
13(2-3i) x (—3+2i ,
= BR=3OX (3420 | o g =
(3+20)% x i3
13(—6 + 4i + 9i — 6i2)

= riziranx T2T9%=

32.

+2-9i=

_ 13x13i
T (5+120) x (i)

169i .
=St 2T=
169i .
—12_5i+2—?l—
— 1691.X12+SL.+2_91.=
12 - 50 12 + 5i
12i + 5i? .
—169Xm+2—9l—
=169x 12 12 _9; =
144 +25

=-5+12i+2-9i=
=-3+3i
lwl =/(-=3)2+32 =18 =32
tgf=—-1A0€2°Q
3m
Logo, 6 = . por exemplo.

+2-9i=

.31
Assim, w = 3v2e's.

33.
33.1 (cosB +isenB)* = (eie)4 = el4®
33.2 (2(cos 0 —isen 6))3 =

= (2(cos 0+ 1sen 9))3 =

_ 23(ei(—e))3 _

— 88i(—39)
333 (3(cos 0 +isen 6))_2 =

_ 3—2(ei9)_2 _

= 1,i(-20)

9

(cos@ +isen@)*  ei4® ei4® 2i(30-m

—cosO—isen8  —el®  eim+®)
sen@+icos®
cos(20) + isen(20) -
s . s
_ cos(;— 9) +i sen(;— 9) _
cos(20) + i sen(20)
E9)
T ei20
T
= el(T_Se)
cos(40) + isen(40))3
23, (cos(49) + isen(10))? _
(sen® — i cos 0)?
(ei4e)3

a (cos(% - 6) - isen(% - 6))2 a

ei126

ei126

334

33.5

= gim+z0)
— ei(n+109)

34. z=6ei( 3

I
|
>
~.
|
IS
©|3
~—
I

12 ©ASA, Dominio 12, Caderno de Exercicios

35.

36.
36.1

36.2

w2 = ei(_%)
o 7% = ei(_%)
oz =Vl %) ke (0,13
&z = ei(_%“‘“), k €{0,1}
Sek =0, entdiow = ei(_%) =

= cos(—%) +isen(—%) =

_B_ 1,
T2 2
~ i
Sek=1,entiow=es =
5Tt . 51
=cos(—) lsen(—)=
6 + 6
301,
=——+=1
2 2
. , z . V3 1.
Assim, as raizes quadradas de = sdo —~——ie
V3, 1.
-+
2 2
z3 = —64

o 73 = 64el™
T 2k
& 7= V62 (55 ke (0,1,2)

T 2kt
Sz = 4 G+5) ke {0,1,2}
Assim, as raizes cubicas de —64 s3o:
LT
ZO = 4el? =
T . T\ _
=4 (cos? + lsen?) =
(i) o
- 4(2 + 2 l) -
=2+2V3i
z; = 4e™ = —4

o
Zz=4€ 3 =

5Tt . 51
= 4(cos?+ lsen?) =

-a(2-2) -
=2-2V3i
Logo, A(2,2V3), B(—4,0) e C(2,—2V3).
Note-se que os pontos A e C sdo simétricos em
relagdo ao eixo real e que o ponto B pertence a esse
eixo.
Seja D o ponto de intersegdo da reta AC com o eixo
real. Entdo, AC = 4V3 e BD = 6.

Logo, A[agc] = a >2< CL @ =12v3u.a.
zZ5+1=0
oz25=-1
o 75 ="

T 2k
oz = i/Te‘(?‘“T),k €{0,1,2,3,4}

T 2k
&z = e‘(?+T),k €{0,1,2,3,4}
LT 3T . L7 L9TC
C.S.= {el?, e, elme's, el?}
z°—i=0
o z0 =]
o 26 = eit
6 i(£+2k—")
oz, =126 )k €{0,1,2,3,4,5}
L T kT
&z = e‘(E"?),k €{0,1,2,3,4,5}

™ .5TC .31 .13T L1710 .71

C.S.= {elE, e'z,e'r,e'12,e' 12, e‘T}

EDITAVEL

i




36.3 z4+81=0
o zv=-81

LT 2kt
oz, = BTG+ ke {0,1,2,3}
T k1
&z = 3¢/ (5 ke {0,1,2,3}
C.5.={3¢%!,3¢%" 37", 3¢}
364 z4+16ix e =0
ozt + 166‘% X ei% =0
.31
ezt 4167 =0
.37
ozt = —16e'+
.70
o 7z =16e'7
4 i(2+ﬂ)
oz, = V16e\ie ") k €{0,1,2,3}
L7 kT
&z = 2e‘(z+7),k €{0,1,2,3}
L7 L1570 .23T 31T
C.5.={2e"%, 250, 2", 26 50 }
365 22— 1++3i=0
o z72=1-4/3i
o722 = Zei(_Tﬂ)
(2
oz=2e""¢"2) k€{0,1}
oz= \/fei(_?ﬂm),k € {0,1}

Calculos auxiliares

|1—3i| = f12+(—x/§)2=M=2

tga=—V3Aa€4°Q

T
Logo, a = — < por exemplo.

. s .51

C.S.= {ﬁe‘(_?),ﬁel?}

36.6 z+—27z=0
e z2(z2-27)=0
©z=0vz3=27
©z=0vz =270

3 i(£+2k—")
©z=0Vz =275 5/ ke{0,1,2}
.2kt
©z=0vz =3e"3,ke{0,1,2}
) 2T 4T

C.S.={0,3e0,3e'3,3e"3 }

36.7 (i2)*+V3—-i=0
ozt=—3+i

.50
ozt =2e's
af5i(2 + 2T)
oz, =V2e\% ") ke{0,1,2,3}
kTt
2

(5T
Sz, = Wel(z+ ),k € {0, 1, 2,3}

Calculos auxiliares
|-V3+i|=[(—V3)2+12=V3+1=2
tga=—§AaE 2.°Q

5T
Logo, a = ~ por exemplo.

4 ELIA 17m 21 am;
C_S_:{ﬁeu,ﬁeu ,\/5324 ,\/5324 }

36.8

36.9

1. Numeros complexos

(22)5 — 16 = 16V3i
< 327° = 16 + 16V3i
o5 =24 B
2 2
o 75 =e'F
o pSeist = ¢
_ s i(£+2k—")
oz, =Y1e\57 5 )k €{0,1,2,3,4}
ST 2k
oz, = e‘(E+T),k €{0,1,2,3,4}

. T
C.S.= {e‘E, e'ts, efts elts,e's

z% = —iz
N2 ;3T .
o (re®) = ez xrel®
o r2ei20 — yi(5-0)
©r?=ra20=2"-0+2knke{0,1,2}

(:)r:0V(T=1A39=37"+2k1't,ke{0,1,2})

J7T .131 .19T .51[}

- _ _m o 2%km
er=0v(r=120=2+%" ke(0,1,2))

—

AL A
C.S.={O,e 2,e 6,€e 6}

36.10 232 +V2i—V2 =10

37.

o (pe"e)3 x pel=8) = /2 —/2i

o p3ei3® x pell-9 = 2¢!(-%)

o ptei2® = 2¢/(-%)
©pt=2A20=—+2kn k€ {0,1}

T

@p:‘i/fAOz—g+kTr,kE{0,1}

Cdlculos auxiliares

VZ-VE| = [(V2) + (VD =vTFZ =2

tga=—1Aa€4.°Q

T
Logo, a = — - por exemplo.

C.S.= {Wei(_ %), ‘eri%ﬂ}

2, = 24/3 = 2i

|z, = 1/(2x/§)2 +(-2)? =
—iz7d=
=4

tg0=—2n0€4°Q

T
Logo, 6 = — 5 por exemplo.
. s

Assim, z; = 4el( 6).

i~
Z, = 4e 30
b ( b ) _m _2m
30 6/ 5 10
Logo, z; e z, sdo raizes de indice 10 do mesmo
numero complexo, ou seja, n = 10.
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1. Nimeros complexos

38.
381 1<|z—i| <3
Im@z) 4
4
2

382 |z| =2 1Alz—1+i| <2

Im(z) 4

Re(?)

38.3 —% <arg(z—i) <0

38.6 —%<arg(z) <%Alz—1| <2

Im@z)4

.
N

Im@z)4

38.8 —1<Re(z—1)<3A-1<Im(z—2+i) <2
& —1<Re(x+yi—1)<3A

Im(z) 4 A=1<Im(x+yi—2+i) <2
©-1<x-1<3A-1<y+1<2
1
©0<x<4A-2<y<1
N Im(z)4 :
o Re(z) 5
1 )
38.4 Re(z) <2 v Im(z) >1 o) 2 Re(f)
Im(z) 4 .
. 4 T -2 c
.......... L R SO =
; 389 li—z|=|z+14+2i|A3<|z+1+2i <4
(e] 12 Re@)
38.5 |z—=3i| >3AIm(z) <2 >
Im(z)“ Re(z)
=1 :
_""‘ """" T2 _
o Re(2)
EUITMEL
FOTOCOPIAVEL
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1. Numeros complexos

38102|z—1|<4A|z+2—-i| <3 41.2 |%|Sl/\ _%Sarg(z)s%

1 T T
Laoin-Zc< <X
@Izl_lA 4_arg(z)_4
S|zl = 1A—%Sarg(z)$%
Im(z)4
N 1
:' 4 »
1 Re)
39. '
39.1 —%<arg(z)£1‘t 413 Im(z-2) =2 1Alz—i|l <1
39.2 Re(z) <1AIm(z) <1 em((x+y)—(x-y))=1Alz—il<1
393 |z—1l=21Alz—(1+D)| <3 e ImRy)) =2 1Alz-il <1
394 z+il=1v]|z-(1+D)| =2 e2yz1Alz-il<1
@yZ%AIz—i|<1
40 sen(a—%")—cos(% +a)i _ IT(.Z)-A._\
’ —cosa+isena ",» .\‘
—sen(%‘T - a) +isena ',' \\
T cos(m—oa) +isen(m—a) ." ‘\
_ sen(%—a)+isena _ i' ol ‘;
cos(m — o) + isen(T — o) F 1
_ cosa+isena _ \‘ 4
T cos(m-o) +isen(m-o T .. 1 il
_ eod _ \\ 2 ",'
T elm-wi T S. =& >
= ei(oc—'rr+a) — (0] Re(z)
— pi2a—-m)
€ 41.4
a1. Imiz
41.1 2|z| =z —i]|
& 2|x +yil = |x +yi — il £ e i
e 2x?+y2=x2 + (y —1)? ! S i >
S4x?P+y)=x?+y?-2y+1 2y ,’0 e Va2 Re@
©3x2+3y?+2y=1 W
o x?+y? +%y=%
24,202, 1.1
ext+y oyt —3+9

9
@x2+(y+%)2= >

Im(z)*

42.

121 (-Z<arg) < - T v T<arg(z) <T) A

9
A

/\ A —1<Re(z) <1
1

o) Re(z=) 422 |z— 2+ <2ARe(2)=0A |z—(2+2)] <z
123 lz=21<2 v (l2l <4 A T <arg(z) < )

-4

3
42.4 |z| <2 A (0 < arg(z) S% \Y% Z?T[S arg(z) <mv

4T 5T
—_<< < —
= V3 <arg(z) < 3)
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Exercicios globais

Paginas 11a 14

43.

44,

45.

46.

Opgdo (A)
z=pe's

—iz = ei(_%) X pei(_ %) =

. PRt 11T
Assim, um argumento de —iz é T

2] = J12 +V3° =vI+3 =2
tg6 =3 A0 € 1.°Q. Logo, 8 =%, por exemplo.

Assim, z; = Ze%.

Z4, Zy, Z3 € Z4 S30 as raizes quartas de um mesmo
numero complexo.

Entdo:

o,

. L5TC
Zy = 2el( 2 3) = 2e"s, na forma trigonométrica,
ez, = i(1+V3i) = —V3 + i, na forma algébrica.

™

. 5T L4T0
Z3 = Zel(7+7) =2e's, na forma trigonométrica,
ezz = i(—V/3 + i) = —1 — V3i, na forma algébrica.

i(Z+5 fRe : o
z, =2e\2" 3/ =2e s, naforma trigonométrica,

ez, = i(—1—+3i) = V3 — i, na forma algébrica.

Opgdo (B)

Se z; = a + bi, entdo Re(z;) = aelm(z,) = b.
izy =i(a+bi) =ai+bi’=—-b+ai

Re(iz;) = —b # Im(z,). Logo, a op¢3o (A) é falsa.
Im(iz;) = a = Re(z;) Logo, a op¢io (B) é verdadeira.
7y X 25 = (a + bi)(c + di) =

ac + adi + bci + bdi? =

(ac — bd) + (ad + bo)i

Se, por exemplo,a = 0e b,c,d #+ 0, entdo:

Re(z;) X Re(zy) =axc #

# ac — bd = Re(z; X z,). Logo, a opgdo (C) é falsa.
zZ _ a+bi _

Zy T c+di
_a+bi  c—di _
c+di c—di
_ac—adi+bci—bd ? _

c2+d?
_ac+bd bc—ad .
T c2+d?  c2+d?

Se, por exemplo,a =0eb, ¢, d # 0, entdo:

lm(zl)_i bc—ad _ zy o~ .
mGy 4 T Im (22). Logo, a opgdo (D) é
falsa.
Opgdo (A)
z = (2017 +2i2018 — 342019 +4i2020 —
=it +2i2-3i3+4i°=
=i—2+3i+4=
=2+4i
A__t _
z 2440
1 2—4i
= _)(—_:
2+4i 2—4i
_2-4i _
T 4+16
101,
=———=i
10 5
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47.

48.

49.

50.

51.

Resolugoes
1. Nimeros complexos

Opgdo (A)
z=3Xi8Xxi3+2xi?"3x%=
=3x1xi+2Xxi¥xi=
=3i+2x(-i)xi=
=3i+ 2=
=2+3i
O afixo de z pertence ao primeiro quadrante.

Opgdo (C)
i+i%2-i%+ai*
i-1+i+a _
i+2+i-1
a-1+2i _

1+2i

S a—1+42i=bi(1+2i)

< a—1+2i=bi+2bi?

©a—1+2i=-2b+ bi
a—1=-2b

={ 2=b

o {a —b1==2—4

< {ab==_23

= bi
bi

Opgdo (D)
z=pe® comB €2.°Q.
w=-—7 x {2027 =
= —pell=® x 3 =
= —pe'V x (=i) =
=pel® x =
= pei(_e) X ei% =
= pei(%_ 9)
Como 6 € 2.°Q, entdo:
—<0<me-—>-0>-m
s
2
Logo, o afixo de w pertence ao quarto quadrante.

4:)0>%—6>—

Opgdo (D)

z é um numero complexo cujo afixo esta no segundo
quadrante e pertence a bissetriz dos quadrantes
pares, logo z = —a + ai, com a € R*.

z . , —-a+ai . .
—+i¥ti=——+i3+i=
zZ —-a—ai
—a+ai  —a+ai . .
= - X -—i+i=
—-a—-ai -a+ai
_a*-2a%i+a%i® _
- a? — a?i? -
_ —2a%i _

2a?
=—i
. . z . .
Assim, o afixo de " + i35 + i pode ser o de Zy.

Opgdo (D)

As circunferéncias tém centro no ponto A, que é o
afixo de 1 + 2i.

A circunferéncia menor é tangente ao eixo imaginario,
pelo que o seu raio é 1.

A circunferéncia maior é tangente ao eixo real, pelo
que o seu raio é 2.




52.

52.1

52.2

53.

54.
54.1

Assim, a coroa circular de centro A eraios 1 e 2 é
definida, em C, por:
1<|lz—(1+2)|<21<|z—-1-2i|<2

A semirreta BC tem origem em B e é paralela a
bissetriz dos quadrantes impares, logo uma condigdo
que a define é arg(z — 2i) = %.

A semirreta BD tem origem em B e é perpendicular a
semirreta BC, logo uma condicdo que a define é
arg(z — 2i) = —%.
Entdo, a condigdo que define a regido sombreada é:

1s|z—1—2i|SZA—%Sarg(z—Zi)s%

_3m

W «/ﬁei( s)

—ixXw

914 2\ 8
e p 2 x(pe®) = (\/ﬁela)
P p—2 X p4ei4—6 — 124ei3‘rr
P p26i4-9 — 124ei3‘rr
© p? = 12* A 40 = 3m+ 2km k € {0,1,2,3)}
©p=122A0=21+2ke{0,1,23}
©p=144A0=2"4+2k€{0,1,2,3}

L 5T m s
C.S.= {144el4,144e‘4,144el4,144e‘4}

. TC
V3+43i Vee'®
Z1 = —F7m =

Loil-3)  pi(-3)
9 9

— 9eiss
= 9¢ 12

Calculo auxiliar

p= /(ﬁ)2+(J§)Z=W=J8

2 4 axit i
ZZ:(\/§316) =(\/§)e 16 = Q¢ 4
Como as imagens geométricas dos complexos z; e z,
sdo vértices consecutivos de um poligono regular de
n lados, com centro na origem do referencial, entdo:

o M T My pn=12
4 12 n 6 n
Opgdo (D)

7 =2-i83=2-i1=2—

|zl =22+ (-2 =Va+1=+5
O afixo do nimero complexo apresentado na opgado
(A) pertence a bissetriz dos quadrantes pares, mas

[2=2i| =22+ (=2)2 = V8 > |z]|.

opgdo (A) ndo corresponde a w.

Logo, a

54.2

55.
55.1

1. Numeros complexos

O afixo do nimero complexo apresentado na opgdo
(B) pertence a bissetriz dos quadrantes pares e

22 =) +(-2) =
= [Z<al

3 3, 3 3

BN SR
=?—?l+?+?l =3>2

Logo, a opgdo (B) ndo corresponde a w.

O afixo do nimero complexo apresentado na opgdo
(C) ndo pertence a bissetriz dos quadrantes pares,
logo a opgdo (C) ndo corresponde a w.

O afixo do numero complexo apresentado na opgdo

(D) pertence a bissetriz dos quadrantes pares e
1 1. [f1)? 1\? _
F-7il=yG) +(=3) =

4

No entanto,

T

1
= 7<|Z1|

it (341 =TT+ HTi=1<2

2 2 2 2 2 2 2 2

Logo, a opgdo (D) pode ser w.

7 =2-i3=2-i1=2—|
l'41l+3

I Xzp+

- (z2)3
D) x(C1+D) +i%

- (-1+0)3 -

_(m2+2i-i+iH)-i

(1+0)2(-1+1)
_ -3+i-1i _
T (1-2i+i?)(-1+0)

TG

tg6=—-1A0€2.°Q.Logo, 0 = %, por exemplo.

3v2 3%
Entdo, z = e

i
Z1 =€ 6 =
5T . 5T
=cos—+isen— =
6 6

E R
2 2
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1. Nimeros complexos

Substituindo na equagdo:

2 s | A ;
(—£+ii) —1+4e3=0 L] :
2 2 S
3 V3. 1 2 _ L o
Aad 21+4 1+ cos— +lsen3—0 3
3 V3. 1 1 \/E._ \
@E—?l—r—lﬁ'?ﬁ'?l—o A :‘
®27270 Re()
< 0 = 0 Proposigdo verdadeira ;
Logo, z; é solugdo da equagdo.
A 1un _ V3 1. 2
zz—e 5 —COS—+lS n—=—-—1 ¢
Substituindo na equagdo: A é o afixo de z; e B é o afixo de z,.
2 T
(B-Li) —1+e5=0
z 2 56.
3 V3. 1., ™ . L
@:—7l+:l —1+cos?+lsen?—0 56.1 Z13—Z12+2231+4'= .
3-8 1 1414809 =(1+v3i) - (1+v3i) +2(1++3i) +4=
1_1_ = (14 2v3i +3i2)(1 +V3i) — (1 + 2v3i + 3i?) +
@S—éPro osi¢cdo verdadeira +2+2V3i+4=
o Tones < =(=2+2V3i)(1+V3i) +2 - 2V3i+ 6 + 23i =
Logo, z, é solugdo da equagdo. a3t 2VEi4 6 48—
Outro processo - L L L -
o =-2-6+8=
z2—1+4+e3 =0 =0
o z2 -1+ cos% + iseng =0 Logo, z; é raiz do polindmio z3 — z% + 2z + 4.
1 3, 2
®22—1+7+?l=0 56.2 |z;| = /12+(\/§) =
o2-148i=0 Logo:
. T . T
@zzzi—ﬁi |Z—l|S|leA—7Sarg(z—1)ST
22 @Iz—ilSZA—%Sarg(z—i)S%
Calculo auxiliar
i ‘/—| ’ __ I .
- 4 ' 4
tgG——\/_/\664-°
Logo, 6 = —?, por exemplo.
Assim:
=10
2 2
& (pe®)? = ¢i-3)
@pzeizezei(—g) Ay =i _ .
@p2=1/\ze=—§+2kn,ke{0,1} -
©p=1A0=—T+kmke (0,1} 56.3 |Zl|=\’12+(\/§) =2
(- LT tg; =V3A0,€10°
sek=0,7=ell 6)=e‘6=zz. &% \/_nl Q
5T Logo, 8; = —, por exemplo.
Sek=1,z=¢e"% =z. P en e
5T n — = — onyl—
55.2 7, zeﬁ?z (z1) (Ze 3) 2Mes

Para que (z;)™ seja um nimero real negativo:

5Tt . 51
=cos—+isen— = .
6 6 S =n+2kmkE€ZeSn=3+6kkEL

_ \/§+ 1.
=773 O menor valor de n natural, nestas condigdes,
11T , .
z,=e"6 = obtém-se quando k = 0, tendo-se, entdo, n = 3.
11T . 11m
=cos— +isen— =
6 6 57
_V3 1 : 3
=2 73! 3 _ (2012
- 57.1 (z)° = (2¢'%) =
Assim, |z —z1| S |z— 2z, A |z— 2| <2 o
V3,1, Vi o1, = 23el7 =
ol (3] <= (G- 29
2 2 2 2

Alz—(—‘/z—§+%i)|32 =8(cos%ﬂ+isen%“)=
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57.2

57.3

58.

58.1

N A
=8(7-51)=
=42 - 42i
Logo:
2k — 2ki = 4v2 — 42
o 2k =42
o k=2V2
z = (21)6 =
71y 6
= (29‘1_2) =
= 26€i77" =
= 64ei(_%) =
= —64i

As restantes raizes sextas de z sdo:
a1 21 L1111
29‘(E+?) =2e'1z
. e 4T .51
2¢et 5+ = 2e'%

L(7TC 6T L1910
Zel(§+?) =2e'1z
L(7TC 8T .23T
Zel(§+?) =2e'1z
(7T 10T L9T LT
29‘(E+T) =2e"% =2e'%
am?
(20)? x i26 (Ze 12) x i?
= ~ T =
(z)™ (2811—12[)
__4e6 x(-1)
= =
2net1z
4ei("+7Tn)
— 7 —
Z"el%
JEEL
— 49 6 —
= Tm =
e 12
2nel 12
T 7nT
=2x (-5
2
. (24)? x 26 .
Para que o numero complexo “Gor  seja um
1
imaginario puro, entdo:
T 7nm ™
Z—?=7+kn,k EZ
©2-Tn=6+12k,ke€Z
o -Tn=4+12k,k€Z
4 12
eon= —7—7k,k EZ
O menor valor de n natural obtém-se quando k = —5
eén=_8.

24 X Z5 — 246 _ (3 —\/Ei)eii_Tz( - 2V6
(z1)3 € —\/Ei)3

Calculos auxiliares
2
|zl = 32+ (V3) =V9+3=+V12=2V3

tg91 =—\/3—§A61 E4’°Q

Logo, 6, = —%, por exemplo.

_ Zﬁei(_%) X eii_‘zT -2V6 _
- o m\3 -
(Zﬁel(_?))
Zﬁei%— 2V6
23 x 3v3 x ei(_%)

58.2

58.3

58.4

59.
59.1

1 —_—

—4 x 3i

24i =i
_ V2i++2i%
===
__
=TTt
7 =330 = 23 ("%)
Zy) = Z3 = 2\/§ei?
1_(_1)_2_11@3_“_2_“

3 6 n 6 n
121
on=—
31
on=4
Ovalorden é4.
zt = -9z,

= (rei9)4 = _99"(‘%()

46 i
o riet® = g9e'n

T . T
(cos +tisen T) -2

1. Numeros complexos

@r4=9A46=Z—:+2kn,ke{0,1,2,3}

7T

©r=vV3r8="T2+"Tk€{0,1,2,3)

48

= [EE {351 ks
CS. = {\/ge 48,\/§e 48 ,\/ge 48 ,\/ge 48 }

W = {2019 x oi20 —

— jAX504  y pi20 _
— l'3 X eiZe —
=—ixel?0 =

jEu i
=e'z xei20 =

_ ei(%" + ze)
(3
w_ e‘(T""'ie) _ ﬁei(ze +7?")
Z3 Zﬁeig 6

w . . e
Para que - seja um imaginario puro:
3

26+7?“=§+kn,kez
(:)26=—2?"+kn,kez

o0=-24+rez
3 2

Como 8 €] —m, [, entdo 6 = —% (para k = 0) ou

9=%(parak=1)0u9=2;“(parak=2)0u

0= —s?n(para k=-1).

1

@ G+va)
1

T 9+6v3i+3i2
—_— 1 —_—
T 6+6V3i
11 1-V3i _
6 1+v3i 1-v3i
1 1-+3i
:—)(—\/——
6 1+3
1
=—(1-+v3i)=
24 \/_)
1 V3,

T 24 24
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1. Nimeros complexos

59.2 z; =3 —+/3i

Calculos auxiliares
by =VI+3 =23
tg0; =~ 270, €4°Q

Logo, 61 = —%, por exemplo.

zXz; =e® x Zﬁei(_?) =
= Zﬁei(e_%)
Assim, z; = 2\/§ei(_ ?).
Para que z X z; seja um imagindrio puro:

e—%=;+kn,ke2@e=%"+kn,kez.

Os valores de 0 sdo, entéo, 2?“ (parak = 0) es?n (para

k=1).
59.3 De acordo com a alinea anterior, z; = 2\/§ei(_ ?).
. T 4
Logo, (z1)* = (Zﬁel(_?)) =
. 4T
—16x9(-%) =
. 2T

= 144¢/(-5)
O poligono cujos vértices sdo as imagens
geomeétricas, no plano complexo, das raizes quartas
de (z;)* é um quadrado inscrito numa circunferéncia
centrada na origem do referencial e de raio
4\/ [(z)*] = |z1| = 24/3.
Como as diagonais de um quadrado formam um
angulo reto, pelo teorema de Pitagoras, sendo x o
comprimento do lado do quadrado, tem-se:

2 2
x*=(2v3) +(2V3) ex?=12+12 o x% =24
Logo, a area do poligono cujos vértices sdo as
imagens geométricas, no plano complexo, das raizes
quartas de z; é 24 u.a.

59.4 Opgdo (A)

A condic3o |z — z;| < 3 define o circulo de centro no
ponto de coordenadas (3, —V3) e raio 3, pelo que se
exclui a opgéo (C).
A condigdo 0 < arg(z—z;) < % define o angulo
cujo vértice é o ponto de coordenadas (3,—v3) e
cujos lados sdo as semirretas com origem nesse
ponto e que sdo paralelas as semirretas definidas por
arg(z) =0 e arg(z) = %, pelo que se excluem as

opgdes (B) e (D).
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60.

61.

Sejaz=a+ bi,a,b €R.
z _ a+bi _

Z-1 a+bi—i
_a+bi a-(b-1)i _
Ta+®-10i " a-0G-1i
_a?—a(b-1)i+abi—b(b-1)i* _
- a? + (b-1)? -
_ (a*+b*-b) + (—ab+a+ab)i
- a? + (b-1)?
_ (a®+b%*-b) +ai _
T e+ (b-1)?
_a*+b*-b a .
T2 T @ttt

z . ~ ~
Como;e um numero real, ndo nulo, entdo:

a a’?+b%?-b
Pyl KAy e EA
©a=0Ab2—-b#0
<a=0Abb—-1)#0
Sa=0Ab#0Ab#1
Logo z =bi, com b+ 0 e b #1, ou seja, z é um

numero imaginario puro.

Sejaz=x+yi,com1—iz¢O@zi%@zi—i.

Tem-se que:
z-i _ x+yi—-i _
1-iz 1 —i(x+yi) -
_ox+@-1)i
T 1-xi-yi2
_ x4+ @-Di _
- (14y) — xi -
_x+ (y-1)i % (1+y) + xi _
(1+y) —xi  (A+y) +xi
_x(1+y) + 2%+ (y-1D)(y+Di + x(y-1)i2
- (1+y)? + x2 -
_x+xy+xti+ (?-Di-x(y-1) _
- x2 + (y+1)? -
_x+xy—xy+x+xfi+ (y2-1)i
- x2 + (y+1)? -
_ 2x x2+y2—1,
T a2+ (y+1)2 x4+ (y+1)2
Para que este seja um numero real:
x?2+y%2-1
x2 + (y+1)?
Os numeros complexos para os quais a expressao
apresentada corresponde a um numero real sdo da
formaz=x+yi,comx?+y?=1ez# —i.
Im@z)4
1

=0ex?+y?-1=0oxt+y?=1

-1 (o] 1 Re()
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