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Pontos D e F A[EFGH]ZEX%:(HM)(\@_\/E)
Pontos Ae E
(-1, -1) =/5 -2 +4/50 —/20 =
3 =5 -2 +2x25 —-J4x5
Al -2, 1
[ 2 ] =6 -2+5V2-25=
p[1 _1j =425
2 —_—2 —=2 —=2
EG =EF +FG
plo,2 EG : ?
2 < EG :(1+\/ﬁ) +(J§—J§)
bacing 7 S EG =1+2J10+10+5-2410 +2
agina
—=2
< EG =18
—m:\/ﬁlesxsz =33 B
V2 Como EG >0, EG =18 =+/2x9 =342
—=2 —2 —_—2
\/EX\/\E/g1:\/§(\/§+1):2+\/§ AC =AB +BC

—2 —2 —2 — —— (2X+1)2:X2+152<:>4X2+4X+1:x2+225
AC =AB +BC < AC =22+4* & AC =20

AC AC -4+
Como AC>0, AC =+/20 . ®3x2+4x—224=0<:>x:%
AC =20 = Vx5 =4 x5 =25 4452 4-52 4452
o X = 6 & X = 6 VX = 5
ac-82 L5
3 28
@x:—?vx 8

Seja x = AB . Entéo

X2 +x2 = (2\/5)2 N

Como x>0, entdo x=8.

P(-4,3) e T(4,-1)

S 2x2=4x%x2 o x2 =4

Q(-2,3)
Como x>0, x=2.
U(4,5)
P=4x2=8
O perimetro do quadrado é 8 cm.
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AB=+/36 =6

Sim. A distancia do ponto C a qualquer ponto da

—2 a2 2 —2 _ R N
AC =6"+6" = AC =72 circunferéncia ¢ igual ao raio. Entdo AC = BC .

Como AC >0, entéo Assim, C é equidistante de A e B, logo pertence
AC =+/72 =36 x2 =62 a mediatriz de [AB].
Seja h a medida da altura do triangulo [ACE] Pontos D e E da figura seguinte:
A
2+(3J§)2=(6J§)Z©h2+18=72®h2=54 )
B

Como h>0,entdo h=+54 =/6x9 =36
A = efxsf 18‘/__9’__18(
E

A drea do triangulo [ACE] ¢ 183 cm?. D e E s&o os pontos da circunferéncia que estio

aigual distancia de A e de B.




5. Geometria analitica no plano e no espago

Seja { a medida do lado do quadrado e ra Pagina 12

-2, 2) - Ponto B

medida do raio do circulo. -3, 0) — Ponto H

P =4/=4x2=8 0, 3) » Ponto G

( (

P=d4e =2 (2, 1) - Ponto D (2,4) - Ponto A
( (-3,-2) > Ponto C
( (

2,-2)—Ponto E 4,2)—Ponto F

2nr=8<3r=£4:>r=i
2n T

P(a, b) pertence a0 4.° Q

A, = nx(4jz —rx 1816 500
n © n P(b, b) pertence a0 3.°Q
A area do circulo é aproximadamente 5,09 m?. P(—a, c) pertence ao 2.° Q
A reta t é perpendicular ao raio [CP] no ponto Como O<c<a,entdo c—-a<0.
P, porque é uma reta tangente a circunferéncia P(c-a,b) pertence ao 3.° Q.

em P . A mediatriz de [CP] é também P(|b

,—a) pertence ao 4.° Q

perpendicular a [CP] no seu ponto médio. Como a>0 e b<0, entio ab<0.

Logo, as retas s&o paralelas porque sdo ambas P(ab 20) pertence a0 2.° Q

perpendiculares a [CP]. . .
Se c<a,entdo c—a<0.Como b<0, entdo

Pagina 10 €~8.0.Assim, —§>0
°@.4) R 51 P(%. —Qj pertence ao 1.° Q.
u(-1,2)  E(-1,-1) ¢
Por exemplo: .
(_1, 3) Pagina 13
(3.1 Al(3.-2) (3.2 [ (3.-2) | (3.2
A abcissa igual a —1. B| (-2,1) | (-2,-1) (2,1) (2,-1)
A ordenada igual a 1. c| (0,2 (0,-2) (0,2) (0,-2)
BC =BP +PC < BC =2*+3* < BC =13 p| (0,-3) | (0,3) [ (0,-3) | (0,3)
Como BC >0, entdo BC =13 E| 2.-1) | (21 |(-2,-1) | (-2.1)
Em metros, BC =+/13 x1200 ~ 4 327 m F| (23) | (2,-3) | (-2.3) |(-2.-3)
Entso, BC~4327m. G| 30 | 30 | (30 | (30
P| (@b) | (a-b) | (ab) |(-a-b)
Pagina 11 (-3.4)
A(3,1) B(0,2) c(-2, 4) (0, 5)
D(-4,-2) E(2,-3) (3,2)
P(-3.1) (4,2)
P(2,3) (1,0)

T(-2,0) (7,-2)



Sejam E' e F' asimagensde Ee F,
respetivamente, pela reflexdo referida. Ha duas

solugdes.

Quadrado 1 - [EFF'E"]
E(2,—1) F(2,3) F'(—2,3) E'(—2,—1)
Quadrado 2 - [E'F'PQ]

E'(-2,-1) F'(-2,3) P(-6,3) Q(-6,-1)

|| Fl [yt [ IF

E’ E
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OB =T+ < OB =42

Como OC = 0B = 0D entao C(v2,0) e D(0,+2).
OF =0C’ +f  OF =2"+1 £,0E =3
Como OG = OE =43, entdo G(v/3,0) e H(3,1).
A(1,2) B(1,1) c(v2,0)

D(0,v2)  E(V2,-1) F(-1,-1)

G(v3,0)  H(+3,1)

Atendendo a figura E(5, —1).

Por exemplo:
1 1
P(1,-2 pPl-—, =
(1.-2) -3-3)
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Seja [BM] a altura relativa a B
base [OA].
—_—2 2 -2
BM +OM =0B
BM +2°=29" 0o M A

&BM =29-4 < BM=5

BM>0

Entso, B(2.5).

5. Geometria analitica no plano e no espago

m=-1 A(—l,Bj B(1,-3)

(g0

£%<0/\2—m>0)\/(%<0/\2—m<0j©

Aec2.°Q Be4.°Q

Ac2°QvAc3.°Q

e (Mm<0A-m>-2)v(m<0r-m<-2)=
e (M<0Am<2)v(m<0am>2) s
©m<0v(m<0Am>2)

Como (m <0 A m>2)éuma condigdo

impossivel, temos:

m e o, Of

m=-3 A(-15) B(-1-3)
(-1.3) (1.5)
(1.-5) (1.-3)

O transformado do ponto A é (-2, 3).
O transformado do ponto B é (0, 4).
O transformado do ponto C ¢ (2, 1).

A'(2,1) B'(0,2)  C'(-2,1)

F

y
3.5
2
r 4 C=|A'
¢ ' |
01 X
4x1
A[A'B'C'] = T: 2

A medida da area do triangulo [A'B'C'] ¢é 2.
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OA=(-1) +3% =[1+9 =10 OA =410

AB=/(-1-2)" +(3+4)" =0 +49 = /58

AB = /58

AC = (1) +(3+2) =1+25 =26

AC =426



BC=\2°+(4+2) =Va+4=v8 BC-B

O triangulo [ABC] ¢ escaleno.

=34
AD =(147)" +(-2)* = /64 + 4 = /68
D:,/(—2+7)2+32 =25+9=+/34

AC =CD , entdo o triangulo [ACD] é

>

B

A

O

3|
(9]

(@)

isosceles.

J68° = 34" 134" < 68 =34+ 34

< 68=68 Verdadeiro

Entgo, o triangulo [ACD] & retangulo, pois

—2 —2 —
AD =AC +CD
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5. Geometria analitica no plano e no espago

& SEECI SRR

121 9 _ [i30 _ Ji30
4 4 4 2
1-3 2+0
R[ =2, ia R(-1,1
(2 zj,ouseJa, (-1.1)
2-3 -2+0 1
S| —, ja, S| ——,1
(2 5 ],ouseja, [2 j
2 2
RS = (—1+1J +(1+1)2: (—1) +2?
2 2
1 17 17
=,-+4=,]—=—
4 2
RS - 17
2
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M : ponto médio de [AB]

-2+1 3-2 11
M o< ja M| ——, =
( jouseja [ 2 2]

2
0-2 3 3
C(—, —; ] ou seja C(—1, Ej

2 2
B(4,1) c(1,2)
441 1+2 3
pl2rl e ja, P[2,2
[2 5 j,ouseja, [2 2)
D(-3,0)

A(-1,1)  B(51) C(53) D(-1,3)

AC=BD=(5+1) +(1-3)" = /6> +(-2)’

= /40 =/4x10 = 2/10

A medida das diagonais & 210 .

As diagonais do retangulo intersetam-se no seu
ponto médio.

Seja / o ponto médio das diagonais.

/ -1+5 1+3
2 ' 2

j ,ou seja, 1(2,2)

D'(-1,0) B(5,1)

'B=/(-1-5)"+(0-1)° =37

'(-1,0) C(5,3)

-4+3 3+4 17

[ 2 ’7)2[75)
AB = /(-4-0)’ +(3+1) =16 +16 =
=\32=\16x2=42

M: ponto médio de [AB]

4 3-1
m| =, 21 ia, M(-2,1
(2 2],ouseja,( )

c(22)

CM = \J(2+2) +(2-1) =16+1=17
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Seja A(a;, a,)

a+3 a, ~(11
( 2 ’2} (’)
a+3

= 3-2 -1
2 @{@+ @{% A(-1,2)
3 _4 a,=2 a,=2

2

Seja C(c;, ¢,)

c,-1¢c+2) (17
2 2 ) 2’2
c, -1 1

2 2 ]6=2 c(2, 5)
c,+2 7 c,=5
2 2

p 2+3 5+0) (5 5
2 2 22

Seja A(a, a,)

[a1+6 a,+3

2 ' 2 j:Q'U

a+6

2 J——
2 ¢>{a1‘ 2 A(-2,-1)
a2+3:1

2
Seja D(dw dz)

[¢+4 d,

2 2)2Q’0
d+4_, i
2 1 ©{¢ 0 D(0, 2)

Seja M o ponto médio de [AD]
o334
2 2 2
k2—4,k+6 _ 6+4,§
2 2 2

k2—4:5A7:§c>k2:9/\k+6:3c>

@(k=3vk=—3)/\k=—3<:>k=—3
A(—2, O) C('I, 2) M(1, —1)

Seja B(b1 vbz)

5. Geometria analitica no plano e no espaco

Sabe-se que M é ponto médio de [AB]

b-2_,
2 <:>{b1_2:2<:>{b1:4 B(4,-2)
b, __ b,=-2 = \b,=-2

2

N é ponto médio de [BC]

441 242 5
N(T+ 2+ ],ou seja, N(E’Oj

P ¢é ponto médio de [AC]

-2+1 0+2 1
P , —— ja, P| ——=,1
( 2 2 ),ouseja, ( 2 j

AB =J(-2-4) +(0+2) =/36+4 = /40 =
=J4x10 =210

3

- [2+;T+(0—02= 9+1=+10
AB =210 = 2NP

E+@+A7C:2\/ﬁ+5+\/ﬁ:15

O perimetro é aproximadamente 15.

—2+4 5+3
B , — ja, B(1, 4

( 5 5 j,ouseja, (14)
AB = \[(-2-1) +(5-4)" =9+1=110
40cm=0,4m

Em metros: 110 x 0,4~126
A distancia entre A e B é aproximadamente
igual a 1,26 m.

Seja A' a projecéo de A sobre o eixo Ox.
A'(-2,0)

AA'=5

Em metros: 5x0,4=2

A distancia de A ao chéo da sala é 2 m.
2_1
40 2
O ponto A vai manter a ordenada e a abcissa

assa a ser —2—17—§
P 2 2°

5
As novas coordenadas de A sao (—5, 5] .



P(a,b) Q(b a)

PQ=/(a-b)"+(b-a)" =

—Ja?—2ab+b* +b?—2ab+a* =

—J2a% —4ab + 2b° :\/2(32 ~2ab+b?) =

= J2(a-b)’ =v2x/(a-b) =

:\/Ex‘a—b‘
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x=3 —>retat
y=-—/5 —retau
Yy=m —>retap
x=-1—retas
y=1—>retav

x=+2 —retar

r:y=4
s:x=1
As retas r e s intersetam-se no ponto de

coordenadas (1, 4).
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5. Geometria analitica no plano e no espaco

B': simétrico de B(1, —4) em relagdo a Oy
B'(-1,-4)
Equacéo da reta que passaem B' e é

paralelo ao eixo Oy : x =-1,

Pontos Be D Pontos Ae C
A(3.7) e A(3,-+2)
Os pontos de coordenadas inteiras que

pertencem ao segmento de reta [AC]| s3o:

P(3,-1), P,(3,0), P (3,1) e P,(3,2).
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riy=-2
Q er AQ e 3.°Quadrante
Por exemplo: Q(-1, -2)
s:x=3
Q € s AQ €1.°Quadrante
Por exemplo: Q(3, 4)
y=2
x=-3
A': simétrico de A(-3, 2) em relagdo a Ox
A'(-3,-2)
Equacéo da reta que passaem A' e é

paralelo ao eixo Ox: y =-2

Seja ra reta que passa por B(1, 2) e é paralela

aOx, r:y=2,
1-3k . =
Se C 0,? pertence areta r, entéo y =2

Assim, tem-se:
%:2©1—3k:10<:>—3k:9<:> k=-3

D(k* -3k, 2k-1), k e R

Como a soma das coordenadas do ponto D é 1,
tem-se:

k*-3k+2k-1=1ok’-k-2=0<

1+ P-4 x1x(=2
k= - X( )QkZEQ

2 2

p=—4

S k=2vk=-1

Se k=2, entdao D(-2,3)2.°Q

Se k=-1, entdo D(4,-3)e4.°Q
Como D €2.°Q, conclui-se que k =2

E(k*-5,2k+4), keR

Se E ¢ a projecio ortogonal do ponto A(-1,—1)
sobre o eixo Ox, entdo as coordenadas do
ponto E s3o (—1,0).
Assim sendo, tem-se:
k?—5=-1A2k+4=0= Kk =4rk=2c
o(k=2vk=-2)Ak="2<k=-2

Pontos De E

Por exemplo, os pontos B e D.



AB:y =1
A projecao ortogonal do ponto C(—4, 4)
sobre a reta AB é o ponto C,(—4,1).
DE :x=-3
A projecao ortogonal do ponto C(—4, 4)
sobre a reta DE é o ponto C, (-3, 4).
C'(-2,4) e BD:y =1
A projecao ortogonal de C' sobre areta BD é o
ponto C'(-2,1)
Seja s a reta paralela ao eixo Oy e que passa
por A(-3,2).
s:x=-3
Se Pes, tem-se:
2k-1=-3=2k=-2< k=-1
Ox:y=0

Se P < Ox, entdo tem-se

K-doekr=l <:>k:i\/I<:>k:—1vk:1
4 4 4 2 2

A': projecao ortogonal de A sobre aretar.
A'(2, 2)
P' é a projegao ortogonal de A sobre areta r

se:

2k—1=2/\k2—%:2<:>2k:3/\k2:%<:>

@k:§/\ kzgvk:—E <:>k=E
2 2 2 2

Como as retas de equagédo x =1 e ¥ =3 sdo
eixos de simetria do quadrado, entdo o ponto de

coordenadas (1, 3) é o centro do quadrado.

Se dois lados do quadrado sao paralelos ao
eixo Ox, entao os outros dois lados sdo
paralelos ao eixo Oy.

Os quatro vértices pertencem ao 1.° quadrante.

As coordenadas dos vértices do quadrado

15 35
podem ser, por exemplo, | — , ,

2'2) (22
37 (17
2°2 2°2)

5. Geometria analitica no plano e no espaco

Apenas um dos vértices pertencem ao 1.°

quadrante. As coordenadas dos vértices do

quadrado podem ser, por exemplo, (-3, —1),

(5.-1).(5.7) e (3.7).
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A(-6,0) e B(-2,-2)

m-8-2_6_4
2-0 2

A(-2,-8) e B(6,4)

m:4_(_8):E:§
6-(—2) 8 2

A[1,Zj e B[—l,—Ej
2 2 2
5.7 12

__2 2__2 _

m—_1_1 _§—4
2 2

_4A-1 31

S 2-4 6 2
1

=——X+b

=73

Como Aer ,tem-se:

1:—%><4+b<:>1:—2+b<:>b:3

1
r.y=——x+3
y 2

rils,logo m =mg,ouseja, m =3
r:y=3x+b

Como P(-1,-2)er, tem-se:
-2=3x(-1)+b<-2=-3+bob=1
r:y=3x+1

r:y=mx-2

Como P(1.3)er, tem-se:
3=mx1-23=m-2m=5

r:y=5x-2
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1.2 etapa
-2+5 4+1 35
M. , —— ja, M,| =, =
1( 2 > j,OUSGJa, 1(2 2]
3 1+7
2[5; ,%j,ouseja, M,(4,4)
-2+3 4+7 1 11
M. , —— ja, M| —, —
3[ 2 > ],ouseja, 3[2 2]
2.2 etapa
Reta AM,
o440 g
4—(—2) 6
AM,:y =4
Reta BM,
m:172792—1
—__5 _=
2 2
y=-x+b

Como B(5,1) pertence a reta, tem-se:

1=-5+b=b=6

BM,:y=-x+6
Reta CM,
m=i=£=3
=
y=3x+b

Como o ponto C(3,7) pertence a reta, tem-se:
7=3x3+be7=9+bsb=-2
CM,:y=3x-2

3.2 etapa

Vamos determinar as coordenadas do ponto de

intersecao das retas AM, e BM,.

y=4 y=4 y=4
= =
y=-x+6 4=-x+6 X=2

Em seguida vamos verificar que o ponto de

coordenadas (2,4) pertence a reta CM, .

4=3x2-2<4=4 Proposicéo verdadeira.

Ent&o, o ponto de coordenadas (2,4) pertence

areta CM,.

5. Geometria analitica no plano e no espaco

4.2 etapa

G: baricentro do tridangulo (ponto de intersegéo
das medianas) G(24)

Sim, o processo do Bernardo resulta.
Conjetura: As coordenadas do baricentro de
um triangulo [ABC], dado A(X4.¥4), B(XsVs)

_ Xy+Xg+ X YatYstVy
CX, A B C’ A B C .
e C(xe¥e) sao( . L ]
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Sejam (X, ¥) as coordenadas do ponto C.
5 ) -
Como M(E’ —1] é o ponto médio de [BC],

tem-se:

3+x 5 2+y

A
2 2 2

=-1<

S 3+x=5A-2+y="2x=2Ay=0
C(2,0)

A mediana [AM] esta contida na reta AM.

AM:y =-1

M, ponto médio de [AB].

[_2+3 7_1_2] ou seja M[l —ﬁ]
1 2 ' o ) ja, 2772

A mediana [CM,] esta contida na reta CM, .

3.9 3
Mey, = 12 _%:1

~_2 _2

2 2
y=x+b

Como C(2,0) pertence a reta CM,, tem-se:

0=2+be=b=-2

CM,:y=x-2

y=-1 - =-1 - y=-1
y=x-2 -1=x-2 x=1
G(1,-1)



Reta AT
§_(_2) §+2 g
m=_2 _2 -2 _1
1 1 5 9
—__(=5) —_— =
(-5) —5+5 5
y=x+b

Como o ponto A(-5,-2) pertence a reta AT,
tem-se:

2=-5+be-2+5=b=b=3

AT :y=x+3

G: baricentro do triangulo [ABC]

G é o ponto de intersegdo das retas BM e AT.

_ [81,81_ [162_VB1x2 92
N4 4 N4 2 2
GA=(-2+5) +(1+2)" =32 +3? =

=J9+9==18=49x2=3\2
2—:2X9\/§

AT =2xT2-3/2-GA
3 37 2 V2

Assim sendo, GA= %ﬁ .

Seja C(x, y)

Como M[g 2) é o ponto médio de [BC], tem-

se:
3+x 3
2 2<:> 34—x:3<:> x=0
O+y_2 y=4 y=4
2
C(0,4)

5. Geometria analitica no plano e no espago

3 2 9
GA=2GM =2,|| 0-=| +(2-2)° =2,|> =
2 4
:2><§:3
2
Opcéo (A)
W:lﬁzg,/(O—s)ﬁ(z—of:
:1 9+4:£
2
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F
Yy
=11 0 X=
rF S
Y
........... T—
0 X
rF 3
y
0 X
=1
3 A
‘ y
3 0 1
x>-3
y<-1

x<2
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y=§

Os pontos da figura que estédo a oeste do
ponto P s&o os pontos B, He M.
Os pontos que estdo a norte do ponto C séo

os pontos B, E, He P.

< — X>——
V=<3 2

Como a reta PE é paralela ao eixo Ox, entdo os
pontos P e E tém a mesma ordenada.

Assim, tem-se:
k2—1:2k—1<3k2—2k:O<:>k(k—2):0c>
S k=0vk=2

Se k=0, entdo E(1,-1). Nao é possivel pois
E e1.° quadrante. Entédo, k=2.

Assim sendo, E(3.3) e P(1,3).

Como a reta MH é paralela ao eixo Oy, entéo os
pontos M e H tém a mesma abcissa.

Assim, tem-se: 3m+2=m<2m=-2< m=-1
Conclui-se que H(-1,4) e M(-1,-2).

Sendo k=2 e m=-1, entdo C(4,1).
57
Bl ——,— T(x,
-5 2)eTlxy)
Como BT é paralela ao eixo Oy, entéo é

5
definida pela condigao x = 5
. 5 ,
Assim, T _E' Y |. Como T estéa a sul do ponto

7
B e tem ordenada positiva, 0 < y < 3

5 7
T|——, , do O<y<—
( 2 y] sendo y 3
Os pontos nestas condig¢des, cuja ordenada é
. e 5 5
um ndmero inteiro s&o > 1| e > 2.
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5. Geometria analitica no plano e no espaco

A(4.1) e B(3,1)

AB:y=mx+b
1-(-1
2,
3-4 1

y=-2x+b

Como o ponto A pertence a reta, tem-se:
-1=-2x4+b=-1=-8+b=b=7

AB:y =-2x+7

O semiplano aberto determinado pela reta é
definido pela condigéo y > -2x+7 .

s:y=-5x+2 e B(3,1) Bgs

Se x=3,entdo y =-5x3+2=-13
Como 1>-13, o ponto B pertence ao

semiplano inferior definido pela reta s.
Assim sendo, o semiplano fechado determinado
pela reta s, ao qual pertence o ponto B, é

definido pela condigdo y > -5x+2.
P(2k-1,4k),keR

O semiplano inferior aberto definido pela reta s
é representado pela condigdo y <-5x+2.

P pertence a esse semiplano se:

4k <-5(2k-1)+2 < 4k <-10k+5+2 <

<:>14k<7<:>k<1 ke —oo,1
2 2
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X
>—+2
y 2

X
<=+2
y 2

Opcéo (D)
y<x-1

1
Como o ponto 8[1, Ej pertence a reta, tem-se:

LI O T UL S DN B IR . |

273 273 273 6
45
AB:y=—x-—
Y=3"7%



4 1 5
Como 0 > gxi_g é verdadeiro, o ponto P

pertence ao semiplano superior aberto

determinado pela reta AB.
P(O, —2)
4 5, .
Como -2 > 3 x0 By é verdadeiro, o ponto P

pertence ao semiplano inferior aberto

determinado pela reta AB.
p(4, 9]
2
9 4 5
Como 2 > §X4_E é verdadeiro, o ponto P

pertence a reta AB. Assim sendo, o ponto P ndo
pertence a nenhum dos semiplanos abertos

determinados pela reta AB.

P(O, 0)
4 5 . .
Como 0 > §XO_§ é verdadeiro, o ponto P

pertence ao semiplano superior aberto

determinado pela reta AB.

<EX_§
y_3 6
Pagina 30
BC:y=mx+b B(0,2) e C(4,0)
0-2 -2 1
m= _e__1
4-0 4 2

Como o ponto B(0,2) pertence a reta, entdo b =2
1
=——Xx+2
Y 2
A(1,—1) nao pertence a reta BC pois

-1= —1><1+2é falso.
2
Como -1< —%x1+2 ¢é verdadeiro, o ponto A é

1
solugdo da condigao y < —§x+ 2.

Assim, o semiplano fechado determinado pela

reta BC ao qual pertence A é definido por

1
<——Xx+2.
y 2

5. Geometria analitica no plano e no espaco

AC:y=mx+b

A(1-1) e C(4,0)

1
=—Xx+2
Y 3

Como o ponto A(1, —1) pertence a reta, tem-

se:
—1:—1+b®—1:1+b<:>—i:b
3 3 3
1. 4
AC:y=—x——
Y=3"73

O ponto B(0, 2) n3o pertence a reta AC (pois

4 1 4
b= 3 ). Como 2 > 5><0—§ € verdadeiro, o

1
ponto B é solugdo da condigdo y > 5x ~3

Assim, o semiplano aberto determinado pela
reta AC ao qual pertence B é definido por
1

yol
3 3"

M é o ponto médio de [AB], sendo A(-1,4) e

B(2,—1)_
-1+2 4-1 13
a0, M = ja, M| =, = .
Entao, [ 5 5 j,ouseja, [2 2}
AB:y=mx+b
-1-4 -5 5
m= - =-_=
2—(—1) 3 3
5
=——X+b
y 3

Como o ponto A(-1,4) pertence a reta,

tem-se:
4:—§><(—1)+b<:>4:§+b<:>b:Z
3 3 3

A equacdo reduzida da reta AB é

——§x+z
Y 33

A reta r passa pelos pontos C(-2,0) e

M(l.ﬁj
22



w

y==x+b

Como o ponto C(-2,0) pertence a reta,

tem-se:

5 7
>——X+—
Y 3 3

y<-Sxsl
3 3
(C pertence ao semiplano inferior aberto

definido pela reta AB.)

y<x+1
X y=x+1
0 1
1 2
X=
y>x-2
X y=x-2
0 -2
2 0
A
Y
o 2 «
—2.

5. Geometria analitica no plano e no espago

X+y<leoy<—x+1

X y=-x+1
0 1
1 0
- 2 y"L
‘iﬂ ‘
i) 1 ra

AB:x+2y:6<:>2y:_X+6<:>y:_%+3

AeOx,logo A(x,0).

Como Aec AB,entdo x+2x0=6, ou seja,
X=6. A(6,0)

BecOy e Be AB, logo B(0,3).

M: ponto médio de [AB]

3
; ja, M| 3, = |.
2 2 j,ouseja, E 2]

OM: y=mx+b

M£6+O 0+3

-0 =
mzizg_f
3-0 3 2

b =0, pois a reta passa na origem

g,lJeOM?

1
Ly=2X P
OM:y 2 [2 2

1.1 3
2% XE é falso, logo o ponto P n&o pertence a

reta OM.

1 1 3
Como 2 < EXE , conclui-se que o ponto P

pertence ao semiplano inferior determinado pela
reta OM.
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CA=y(1-2 +(1+1) =J1+4 =5
CB=(1-3)+(1-0)’ =4+1=15

Como CA =CB, o ponto C pertence a mediatriz

de [AB].



AB=/(2-3)" +(-1-0)" =\1+1=42
AD = (241 +(-1-4)" =\/0+25 = /34

Como AB = AD , 0 ponto A ndo pertence a
mediatriz de [BD].

A(0,-2) e B(0,4)

Uma equag&o da mediatriz de [AB]: y =1
C(-2,0) e 0(0,0)

Uma equagao da mediatriz de [CO]: x = —1
Seja P(X, Y) um ponto qualquer da mediatriz

de [AC].

ﬁzﬁc\/(x—o)2+(y+2)2 :\/(x+2)2+(y—0)2 =

c>x2+(y+2)2 :(x+2)2+y2 =

S X +yirdy+4=X"+4x+4+y* &
dy=4x o> S y=X

Seja P(X, Y) um ponto qualquer da mediatriz

de [BC].

PB=PC o ,[(x-0) +(y-4) =y(x+2 +(y-0) =

<3x2+(y—4)2 :(x+2)2+y2 &
S Xy’ -8y+16=x+4x+4+y’ &

1.3
& By=4x-12y=——Xx+—
y y 52 X*5
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Seja P(X, Y) um ponto qualquer da mediatriz

de [AB].

m:@C\/(X'F'])Z‘F(y'F’I)Z :\/(x—3)2+(y—1)2 =
<3(x4—1)2+(y+1)2 :(x—3)2+(y—1)2 o
S X +2x+1+y? +2y +1=x*-6x+9+y* -2y +1
4y =-8x+8c y=-2x+2
Equacgdo reduzidadaretar. y =-2x+2

A4.y)

Per,logo y=-2x4+2<y=-6

F(4.-6)

5. Geometria analitica no plano e no espago

P,(x.3)

P, er,logo 3=—2x+2©x:_%

(19

r:y=-2x+2

Se x=0,entdo y=2.

Se y=0,entdo 0=-2x+2, ou seja, P,(4.y)

x=1.
A reta rinterseta os eixos coordenados nos

pontos de coordenadas (0, 2) e (1,0).
Como AC = BC, entdo C pertence a mediatriz
de [AB]. Seja P(x,y)um ponto qualquer de
mediatriz [AB] .

PA=PB <

& \/(x+1)2 +(y—1)2 = \/(x—5)2 +(y+3)2

<3(x+'l)2+(y—1)2 =(x—5)2+(y+3)2 o

S XP+2x+1+y? -2y +1=

=x2-10x+25+y*+6y+9 <

< -8y=-12x+32 < y:gx—4
- . 3
Equacéo reduzidadaretar. y = EX_4

C(4y): y:%><4—4<:>y:2
C(4,2)

CeOy ,logo C(0,y)

r: mediatriz de [AB]
Cer,entio y=-4
c(0,-4)

CeOx, logo C(x,0)

w| oo

Cer,entdo Ozgx—4©x=

s



Pagina 33

r: mediatriz de [AB]

riy=-3x+1 P(5.y)er
y=-3x5+1ey=-14

P(5,-14)

P(x,7)er

7=-3x+1ox=-2

P(-2,7)

Seja P(X, Y) um ponto qualquer da mediatriz
de [OA].

PO =PA &

o (x=0) +(y-0) =(x-4Y +(y-1) =

o Xyt :(x—4)2+(y—1)2 =

S X +y?=x-8x+16+y* -2y +1

c>2y:—8x+17<:>y:—4x+g

Equag&o reduzida da mediatriz de [OA]:

17
=4x+—
Y 2

0]

O ponto A pertence ao semiplano superior

aberto definido pela mediatriz de [OA] e é
17
representado por y > —4x+ >

Seja P(X, Y) um ponto qualquer da mediatriz
de [OA].
PO =PA &

& J(x=0)"+(y-0) =|(x-6) +(y-3)" &

o x2+y?=(x-6)+(y-3) =
2 2 _ 2 2
S X +y =x"-12x+36+y -6y +9 <

<:>6y:—12x+45<:>y:—2x+§

5. Geometria analitica no plano e no espago

A regiao colorida do plano é definida por

15
<-2X+—.
y 2

AB:y:—g+3

AeOx,logo A(x,0)

Ae AB, logo O=—g+3c>x:6 A(6,0)

BecOy e Be AB, logo B(0,3)
ceoy C(0,y)
AC=BC <

& |(6-0Y +(0-y) = (0-0Y +(3-y) &

<:>36+y2=O+(3—y)2<:>36+y2 =9-6y+y’ <

<:>6y:—27<:>y:—g C[O,gj

9
%Xm [3+§]X6_45
[ABC] 2 2 2

A area do triangulo [ABC] ¢ de 4?5 u.a.

Seja P(X, }/) um ponto qualquer da mediatriz
de [AB].

PA=PB &

<:>\/(x+5)2+(y—1)2 =\/(x—1)2 +(y+3)2 o

<:>(x+5)2+(y—1)2 :(x—1)2+(y+3)2 o

& X*+10x+25+y? -2y +1=
=x2-2x+1+y*+6y+9 <

& -8y =-12x-16 <

3
oy= §X+2 Equacao da mediatriz de [AB]

3
Como -3< E><1+ 2 é verdadeiro, o ponto B

pertence ao semiplano inferior determinado pela

mediatriz de [AB].

Assim, o semiplano fechado determinado pela

mediatriz de [AB] e ao qual pertence o ponto B

3
é definido pela condigdo y < 5x+2 .



Seja P(X, Y) um ponto qualquer da mediatriz
de [BC].
PB=PC

<:>\/(x—1)2+(y+3)2 :\/(x—3)2+(y—0)2 o

o (x=1+(y+3)=(x-3)+y’ =
& XP-2x+1+y?+6y+9=x*-6x+9+y’ =
S by =-4x-1<

Sy= —%x—% Equacao reduzida de [BC]

2 1
Como 0> _§X3_g é verdadeiro, o ponto C

pertence ao semiplano superior determinado
pela mediatriz de [BC].

Assim, o semiplano aberto determinado pela
mediatriz de [BC] e ao qual pertence o ponto C

2 1
¢é definido pela condicéo y > _EX -——.

6
3
y=—x+2 y=—X+2

= 2 =

2 1 3 2 1

y=——Xx—— —X+2=——X——

3 6 2 3 6

3 3

- y—§x+2 o y—§x+2<:>

Ix+12=-4x-1 13x=-13

1
== 1
= Y 2 Circuncentro: £—1, E]
x=-1
Como P é o centro de uma circunferéncia que

passa pelos vértices do triangulo [ABC], entéo
P é o circuncentro do triangulo [ABC], ou seja,
P é o ponto de interse¢do das mediatrizes dos
lados do triangulo [ABC] .

Para determinar as coordenadas do ponto P

basta saber a equacéo de duas das mediatrizes.

Mediatriz de [AB]

Seja R(X, y) um ponto qualquer da mediatriz
de [AB].

RA=RB <

<:>\/(x+1)2+(y—1)2 :\/(x—1)2+(y+3)2 =

5. Geometria analitica no plano e no espago

x4y =(x-1)+(y+3) =

S XP+2x+1+y* -2y +1=
=x2-2x+1+y*+6y+9 <

<:>—8y:—4x+8<:>y=%x—1

Mediatriz de [BC]

Seja S(x,y) um ponto qualquer da mediatriz

de [BC].

SB=SC &

<:>\/(x—'l)2+(y+3)2 :\/(x—5)2+(y—2)2 &

<:>(x—1)2+(y+3)2 :(x—5)2+(y—2)2 N

S x?P=2x+1+y?+6y+9=

=x*-10x+25+y’ -4y +4 &

4 19
<10y =-8x+19c y=——x+—
Y =75 10
Ponto P
1
y==—x-1 y==—x-1
2
&
4 19 1 4 19
y=——X+_— X=X
5 10 2 5 10
—1x—1 =—x-1
=N y—2 =S y—2 =S

5x-10=-8x+19 13x =29

y—lxg_‘] y—i
o 2 13 o 36 p 233
29 29 13 26
X=— X=—
13 13
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Relativamente ao referencial de 1., sabe-se que
A(-5,0), B(5,0) e C(3,8).
Como P é equidistante dos pontos A, Be C,

sabe-se que P pertence & mediatriz de [AB] e a
mediatriz de [BC].

Equagéo da mediatriz de [AB]

x=0

Mediatriz de [BC]

Seja P(X, Y) um ponto qualquer da mediatriz
de [BC].

PB=PC

& (x5 +(y=0) =(x-3) +(y-8) <

o (x=5)+y*=(x-3) +(y-8) =

< x2-10x+25+y? =
=x*-6x+9+y?-16y +64 &
1
<:>16y:4x+48<:>y:zx+3
Ponto P

X:O {X:O

1 3 3
=—X+ =
y 2 y
P(0,3)

Sabe-se que PA=PB=PC.

Ora, PA=,/(0+5)° +(3-0)° =+/25+9 = /34
Como AB =100m, entdo cada quadricula
(unidade na figura) corresponde a 10 metros.

V34 x10 m ~ 58,3 m

A distancia do ponto P a cada um dos outros

pontos &, aproximadamente, 58,3 metros.
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r=0A=/(0+1)+(0-3)° =149 =10
r=0C=4(0+3)° +(0-3)° =/9+9 =18

A circunferéncia de centro O e que passa por C

é definida pela equagdo x*+y? =18.

5. Geometria analitica no plano e no espaco

OB =,/(0-3) +(0-4) =\/9+16 =25 =5,

logo o ponto B pertence a circunferéncia de

centro O e raio 5.

A equagdo x?+y? =9 representa a
circunferéncia de centro O(0, 0) e raio 3.

A equagao (x —5)2 +y? =8 representaa
circunferéncia de centro no ponto C(5, 0) e raio
NER

A equacio (x-4)" +(y—1)" =16 representa a

circunferéncia de centro no ponto C(4, 1) e raio

4.
A equagio (x+3)° +(y-2)" =1 representa a

circunferéncia de centro no ponto C(-3, 2) e

raio 1.

Aequagdo x*+(y + 1)2 =0 representa o ponto
de coordenadas (0, —-1).

A equagdo (x+ 1)2 +(y+ 3)2 =10 representa a
circunferéncia de centro no ponto C(-1, -3) e
raio 10 .

Aequagdo x*+(y - 3)2 =2 representa a
circunferéncia de centro no ponto C(0, 3) e raio
V2.

Aequagdo x*+(y +1)2 =—1 representa o

conjunto vazio.

Equacéo reduzida da circunferéncia de centro
no ponto A(2, 6) e raio 6:

(x-2)"+(y-6)" =36

Equacéo reduzida da circunferéncia de centro
no ponto B(-1,0) e raio /5 :
(x+1)+y?=5

Equagéo reduzida da circunferéncia de centro

no ponto C(3,-2) e raio/3 :

(x-3)+(y+2)° =3



5. Geometria analitica no plano e no espago
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r= 2 yh
_ 0 .
AM = (~2+1) +(-1-2)° =179 =10 > r 2B NE
/
BM = (0+1) +(2-2) =110 =1<r )
NV
CM = (<141 +(0+4)* =Jo+4=2=r
Os pontos B e C pertencem ao circulo de centro
M e raio 2. 2
A inequacao que define o circulo de centro 3
A(3,-6) eraio 4 é: (x-3)" +(y+6)° <16 / ™\
A inequacao que define o circulo de centro —-10 Z X
N ki
B(-12) eraio {10 & (x+1)"+(y-2)" <10
r=B0=/(-1-0)" +(2-0) =1+4 =5
A inequacgao que define o circulo de centro y“
B(-1, 2) e que passa no ponto O é: /,/ \\\
(x+1)+(y-2)° <5 Bl 5 A
— 2 2 X 171/
r=AB=,(3+1) +(-6-2)° =16+64 =80 A J §
N N
inequagao que define o circulo de centro A e 710 { X

que passa no ponto em B é:

(x-3)" +(y+6)" <80 Pagina 38

Pagina 37 AM = (<217 +(0-1) =O+1=+10=r

Circunferéncia de centro O(0, 0) e raio 3:
BM = \(<1-1Y +(-3-1) =y0+16 =4 =7

x*+y*=9
~r 7 2 2
Circunferéncia de centro O(0,0) e raio 2: CM =J(4-1) +(2-1) =Jo+1=+10=r

X +y? <4 Os pontos A e C pertencem a circunferéncia de
centro M e raio /10 .
Circunferéncia de centro C(-1,1) e raio 3:
, , I (x—4) +(y+1)° =1 Circunferéncia de
(x+1)"+(y-1)"=9
centro (—4,1) e raio 1
Circunferéncia de centro C(2 2) e raio 2:
, , I (x—4) +(y+1)° =1 Circunferéncia de
(x-2)" +(y-2)" <4
centro (—4,1) e raio 1

>
»

yl | n: x*+y* =4 Circunferéncia de
1 1 ™
i ? N . centro O(0, 0) e raio 2.
0 ¥
B IV: X2 +(y+4) =2 Circunferéncia de
\ /

NP centro (0,—4) e raio 2




Assim sendo, a correspondéncia entre as
circunferéncias representadas na figura e as

equacdes dadas é a seguinte:

C, -1 C, — I C, —-IvV C, I
Equacéo reduzida da circunferéncia de centro
C(2-1) eraio 3: (x-2)"+(y+1)° =9

Os pontos A e B tém abcissa 1 e pertencem a

circunferéncia

(1-2) +(y+1) =9 = 1+(y+1) =9
<:>(y+1)2=8<:>y+1:i\/§®
<:>y=—1—\/§vy=—1+\/§

Como y, >0, entéo A(1, —1+\/§) e

B(1,-1-8).

Ez\/(1—1)2+(—1+\/§—(_1_\/§))2 -

= [0+(28) = B2 =l6x2 =412
y=x-2

x=0  y=-2 A(0,-2)
y=0 0=x-2cx=2 B(2,0)

Como A e B sdo os extremos de um diametro

da circunferéncia, entdo

| _AB_ JO-27 +(2-0)

2 2
Va4 _B _Vax2_22_ 5
2 2 2 2

O centro C da circunferéncia é o ponto médio de

[AB]. C(OZLZ _22+0] , ou seja, C(1,-1)

A equacao reduzida dessa circunferéncia é:

(x—1)2+(y+‘l)2 =2
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O centro do circulo é o ponto médio de [AB]

3-1 6+2
cl==", ia, C(1,-2).
(2 > ),ouseja, (1-2)

_AB (3+1)° +(-6-2)° B
=" 2 -

5. Geometria analitica no plano e no espago

V16+64 80 _ _16x5 _45 25

2 2 2 2

A inequacéo que define o circulo de diametro
[AB] & (x—1)"+(y+2)°" <20

A projecdo ortogonal de A(3,-6) sobre o eixo
Oy é o ponto A'(0,-6) .

Assim, o raio do circulo é 3.

A inequacgéo que define o circulo de centro A e

tangente ao eixo Oy é:(x — 3)2 +(y+ 6)2 <9.
A projegao ortogonal de B(—1,2) sobre o eixo

Ox é o ponto B'(-1,0).

Assim, o raio do circulo é 2.

A inequacéo que define o circulo de centro B e

tangente ao eixo Ox é: (x + 1)2 +(y —2)2 <4
A projegao ortogonal de A(3,-6) sobre a reta

da equagdo y =-2 éoponto A"(3,-2).

Assim, o raio do circulo é 4.
A inequacgéo que define o circulo de centro A e

tangente a reta da equagdo y = -2 é:
(x-3) +(y+6)" <16

2

(x+1) +(y-2)" <4

y
g oA
B I
2 :
i
10 2 X




5. Geometria analitica no plano e no espago

O centro da circunferéncia € o circuncentro do xX2-3Ay=22
triangulo [ABC], ou seja, é o ponto de vt
intersecdo das mediatrizes dos lados do
tridngulo.

Mediatriz de [AB] 2

v

Seja P(X, ,V) um ponto qualquer da mediatriz -3;

de [AB]

PA=PB < y=22Ax20

Q\/(x+2)2+(y—0)2=\/(x—2)2+(y+2)2<:> I

o (x+2)+yt=(x-2)+(y+2)

S X rAx+4+y =X —Ax+4+y P rdy 14 o

v

& A4y=-8x+4 y=2x-1 0 X

Mediatriz de [AC]

Seja P(X, ,V) um ponto qualquer da mediatriz
(x—1)2+y2 <4ay>1

de [AC].
L L yll
PA=PC &
<:>\/(x+2)2+(y—0)2=\/(x—4)2+(y—2)2<3 Z: :
@(x+2)2+y2=(x—4)2+(y—2)2<:> j ! ° ‘\'\ >
10l 1 3 x
S X2 +4x+4+y? =
=x*-8x+16+y’ -4y +4 &
4y =-12x+16 < y =-3x+4 (x+2)2+(y—1)234/\x>—3
Circuncentro do tridangulo WA
{y—2x—1©{ y=2x-1 - /—\3
y=-3x+4 2x-1=-3x+4
! e
=2X— = H 1
@{y 2x 1©{y1 T(11) P _
5x=5 x=1 —3 X
(x=1)+(y-1)° =10
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X<2Ay <1
yu H
............... Q .....52-...)(.=. O 1 x:
1




5. Geometria analitica no plano e no espaco

25.1. O conjunto de pontos representado na figura é 274. x=2-1vy<0
definido por: x <1Ay >1

25.2. O conjunto de pontos representado na figura é
definido por: x>+ y? <4 Ay >0

26. O retangulo [ABCD] representado na figura &
definido por: x> -2Ay >-1AXx<3Ay<2 ou

—2<x<3A-1<y<2
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271, yzlvy<-2 27.5. X*+y’<lvy>?2

y r Y

v

= D

27.2. y<3vxzi 28.1. O conjunto de pontos representado na figura é

y definido por: y 2x+2vy <0

282, r=CO=y(-1+0Y +(1-0) =1+1=12

O conjunto de pontos representado na figura é

definido por: (x+1)" +(y —1)" <2vx>1
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44.1. Sejam A(-2,0) e B(0,2)

AB:y =mx+b, sendo
27.3. x<2vy<-1

2-0 2

4 1 = =<1

y ; "=0-(2) 2
b=2

1 AB:y=x-2

Condigao que define a regido colorida: y > x -2

44.2. AC >y =mx+b, sendo

(-1 _3

_2_
" 3-(2) 5

3
=—X+b
y 5



C(3,2)cAC

2:§><3+b<:>b:1
5 5

3.1
AC:y=—x+—
Y 5 5

Condicao que define a regido colorida:
yS%x+%/\y2—1/\xs3

sS:y=2x

Como r ||s e rpassa no ponto (0, 2), entao
r:y=2x+2

Condicao que define a regido colorida:

y=22x+2vy<2x

Por exemplo:

P(-4,1)
P(0, 3)

P(0,0)

-4

Condigao que define AnB:

yz%x+2Ay<2

Condigcao que define AUB:

yz%x+2vy<2
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A regido colorida é definida pela condigéo:
1<x?+y*<4

A regido colorida é definida pela condigéo:
X2+y?<4ny=>1

A regido colorida é definida pela condigéo:
X +y?<an(x<-1vxz1)

Raio da circunferéncia:
r=AC=(0-2)7+(2-1 =\4+1=+5
Equagio da circunferéncia: (x-2)"+(y —1)° <5
r. mediatriz do segmento de reta [AC]

Seja P(X, Y) um ponto qualquer de mediatriz

de [AC].

5. Geometria analitica no plano e no espago

PA=PC <
e J(x=07 +(y-2) =(x-2) +(y-1 =

<:>x2+(y—2)2 :(x—2)2+(y—1)2 =

S Xy Ay +4=X"-4x+4+y* 2y 1

<:>—2y:—4x+1<:>y:2x—%

Condicao que define a regido colorida da figura:
(x—2)2+(y—1)2 <5y 22X—%

y>x+2

Semiplano superior aberto definido pela reta
y=x+2.

xX2+y?<4

Circulo de centro O(0,0) de raio 2.

y>x+2Ax2+y?<4

r

¥
12

v

(x—2)2 +(y—1)2 <4 Circulo de centro
C(2.1) eraio 1.
(x=2) +(y—1)"<4v(x<0Ay<0)

-~

¥




x2+(y —1)2 <9  Circulo de centro C(0,1) e
raio 3
\y\z1/\x2+(y—1)2 <9

ly|z1ey=1vy <-1

A

Y
4

I

x|<2Alyl<2)Ax?+y? >4 &
(Ix<2aly|<2) y

S (2<Xx<2A-2<y<2)aX’+y? >4

an
NP

=2
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Por exempilo:
a=2eb=-1
a=-1eb=3
a=-1eb=-5
a=-2eb=-3

A(9-K*4) e B(1-2k,k-3), ke R
AeQy
x=029-k*=0ck*=9ck=-3vk=3

Be2°Q
Xx<0Ay>0<1-2k<0Ak-3>0<

c>k>%/\k>3c>k>3

ke]3,+oo[

5. Geometria analitica no plano e no espago

P(a®-10,3-a),acR

Pe3.°Q
a’-10<0Ar3-a<0=a°<10ra>3

Por exemplo, @a=n

O transformado do ponto A(-3, 0) por uma

meia-volta de centro O é o ponto de

coordenadas (3. 0).

O transformado do ponto B(2, —1) por uma
reflexao de eixo Ox é o ponto de coordenadas
(2,1

O transformado do ponto B(2, —1) por uma
reflexdo de eixo Oy ¢é o ponto de coordenadas
(2.1,

As coordenadas do transformado de A(-1, —1)
pela reflexdo de eixo Ox sdo (-1, 1)

As coordenadas do transformado de P (-2, 3)
pela reflexdo de eixo AB sdo (-2, -5)

As coordenadas do transformado de B(4, —1)
pela reflexdo de eixo Oy sdo (—4, —1)

As coordenadas do transformado de P (-2, 3)
pela meia-volta de centro O sdo (2, -3).

C(4,-1)é o transformado do ponto B por uma
reflexdo de eixo x =1, logo as coordenadas de
Bs3o B(-2,-1).

Como B é o transformado do ponto A por uma

meia-volta de centro O, entdo A(2, 1).
A(-3,2)e B(-3, 1), entdo
AB=[2-(-1)=3
A(-3,2)e D(1,2),entao AD=|-3-1=4

B(-3,-1) e D(1,2)

BD = (-3-1)' +(-1-2) =16+9 =25 =5
P, =AB+BD+AD=3+5+4=12

[ABD]

12 u.c.



B(-3,-1) C(2,-2) D(1,2)

BC =/(-3-2) +(-1-2) =y25+1=+26

CD=(2-1) +(-2-2)" =1+16 =17 ;

Como BD =5, conclui-se que o triangulo

[BCD] ¢ escaleno.
=(-3-57 +(1-3)" =64 +4 = /68
AC =/(-3-0)° +(1-5)" =/9+16 =25 =5

BC =(-5-0) +(3-5) =v25+4 =29

Lado menor: [AC] Lado maior: [AB]

%|

M: ponto médio de [AC]

-3+0 145 3
M| =22 22 ja, M| -=.3
[ > 2jouseja [2 J

T: ponto médio de [AB]

T(# %) ,ouseja, T(12)

W:\/(—g—1j2+(3—2)2 :\/%TST:\/?:

m%l
©

P € Ox, logo P(x,0)

BP =5 4/(5-x)" +(3-0)" =
(5—x)2+9=5<:>(5—x)2+9:25<:>

& (5-x)=16=5-x=4v5-x=-4 o

o x=1vx=9

Entao, P(1,0) ou P(9,0).
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Seja D(d,,d,)
Como P é o ponto médio de [BD], tem-se:

S

6+d, 7 2+d, 1
=

2 2" 2 2
e d, =1ad, =1 D(1, 1)

Seja C(c;,¢,), como M é o ponto médio de

[CD], tem-se:

5. Geometria analitica no plano e no espago

[c1+1 cz—1j:(4 2)®C1+1:4/\Cz_1:2<:>
2 2 ' 2 2

©e,=TACc, =5 C(7,5)
Seja A(a1 ,az) . Como P é o ponto médio de

[AC], tem-se:

[a1+7 a2+5j_(z 1]®a1+7_zAa2+5_1®
2 ' 2 2

< a=0ra,=-4 A(0, -4)
)

D(1,-1).
A(-2,4)
Equacao da reta paralela a Ox que passa
emA: y=4
E(5,2)
Equacéao da reta paralela a Ox que passa
emE: y=2
C(0,3) e D(2,-3)
CD: y=-3
B(-3,0)
Equacao da reta paralela a Oy que passa
emB: x=-3
E(5,2)
Equacao da reta paralela a Oy que passa
emE: x=5
Equagéo da reta perpendicular a CD e que
passaem A(-2,4): x=-2
A(-4,3), B(-4,-2) e C(2,-2)

EF: y =mx+b, sendo

21 _3_ 3
0-(4) 4 48b=72
3
EFy=-—x-2
Y="%

DF: y =mx+b  sendo

S 273 5 5
0-2 -2 2
5
DF: y=—-x-2
Y=3



DE: y =mx+b, sendo

_1-8 _2_1
-4-2 -6 3
1

=—Xx+b

Y73

Como D(2, 3) pertence a reta DE, tem-se:

3:1><2+b<:>3:3+bc>zzb
3 3 3
1 7
DE: y=—x+_—
y 3 3

M é o ponto médio de [DE]

M(2_4, 3+1

ia, M(-1, 2
5 2],ouseja, ( )

FM: y =mx+b  sendo

2_(-2
m= —1(—0):—11:_4
b=-2
FM: y =-4x-2
AD: y=3

y=-4x-2Ay=3<3=-4x-2Ay=3<

<:>4X:—5/\y:3<:>X:—%/\y:3

B(b,, b,)

Como M é o ponto médio de [AB], tem-se:

—2+b, 1+b, —2N)e

2 72 ’
@%:2/\%:1©b1:6/\b2:1
B(6,1)

G: baricentro do triangulo [ABC]

G(_2+6_1 1+1+4

ja, G(1,2
3 ' 3 ],ouseja, (1,2)
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5. Geometria analitica no plano e no espago

c €Oy logo C(0,5)

Seja A(a;,a,). Como M & o ponto médio de

[AC], tem-se:
a1+072
a,+0 a,+5 —(24) = 2 - a, =4
2 2 ’ a+5_, (&=
2

A(4,3) e B(3,6)
OA=0C=5

AB=BC =4/(3-0)"+(6-5)" =

B(x, 6)
Como B pertence a reta OB, tem-se:

6=2x<x=3 B(3,6)

AC: y:—%x+5

=y/9+1=410
ID[OABC]:2&+2E=2X5+2X\/']_:
=10+2V10
x<3
r
Y
0 3 X
y<-2
A
y
0 p
"""""""" 0| B
x>~2
r' :
"
0 \/f X




y=>x-1
X |y=x—1
0 -1
1 0
A
y
O/ X
/1
y<-x+2
X |y:fx+2
0 2
2 0
N A
"y
2%,
o o X

y-2x>3< y>2x+3
X | y=2x+3
0 3

1 5

Sejam A(-2,3)e B(0,-1)
AB:y =mx+b, sendo

-3 4

= = -2
" 0-(-2) 2
b=-1
AB:y=-2x-1

A inequacao que define a regido sombreada na

figuraé y <-2x-1.

A(k+3,g],keR

O ponto A pertence a regido sombreada se:

5. Geometria analitica no plano e no espago

g<—2(k+3)—1<:>g<—2k—6—1<:>

<:>k<—4k—14c>k<—%

cer e CA=CB. O triangulo [ABC] & isésceles.
Seja P(X, y) um ponto qualquer da reta r
(mediatriz de [AB]).

PA=PB &

o Jx+1 +(y-3) ={(x-5 +(y-0) =

o (x+1) +(y-3) =(x-5)+y* =

S X 42X +1+y? -6y +9=x"-10x+25+y* &

@—Gy:—12x+15<:>y:2x—g
~ 5
Equagédodaretar. y = 2x—§

Opcéo (B)

Se X——1 entdo y =2x —1 —§<:>yf—Z
2 2) 2 2"

CA=\(3-0) +(-1-1) =0+4 =13
CB=.(3-4)+(-1-3)" =1+16 =17

C esta mais proximo de A, porque CA<CB .
Seja P(x, y) um ponto qualquer da mediatriz
de [AB].

PA=PB <

S (x=0F +(y -1 = J(x-4) +(y-3

o xX+(y-1=(x-4)+(y-3) =

S XP+y? -2y +1=x*-8x+16+y* -6y +9 <
<S4y =-8x+24 o y=-2x+6

Equago da mediatriz de [AB]: y = —2x+6
c(3,-1)

-1<-2x3+6 é verdadeiro, logo C pertence ao
semiplano inferior definido pela mediatriz de [AB].

Assim, o semiplano fechado determinado pela

mediatriz de [AB], ao qual C pertence, é

definido por y < -2x+6.



C é o circuncentro do triangulo [OAB], ou seja,

o ponto de intersegcdo das mediatrizes dos lados

do triangulo [OAB].

0(0,0) A(-2,1) B(4,0)
Mediatriz de [OB]

x=2

Mediatriz de [OA]

Seja P(x, y) um ponto qualquer pertence a
mediatriz de [OA].

PO -PA

o J(x=0) +(y -0 =[(x+2/ +(y-1) =

o Xty =(x+2)+(y-1) o

S Xty =X +4x+4+y* -2y +1
5
<:>2y:4x+5<:>y:2x+§

Ponto C

C é o ponto de intersecgao das retas de equagéo

=2e y*2x+§
x= 2

x=2 xX=2 X=2
5< 5< 13
=2X+— =2x2+— =—
Y N A T LA

o)
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Circunferéncia c4
Centro (5,3) e raio 2
ci: (x-5)+(y-3)" =4
Circunferéncia c;

Centro (-2, 1) e raio 1

2

c2: (x+2)2+(y—1) =1

Circunferéncia c;

Centro (2, -2) e passa no ponto O(0, 0)
r=\(2-0) +(-2-0 ~a14 -8

ca: (x—2)2+(y+2)2 =8

5. Geometria analitica no plano e no espago

X +(y-1=1 Centro: (0,1) e raio 1

(x+1+(y-2)"=4 Centro: (-12) e raio 2

’ N

Y

r.y=-2x+6

AcOx,logo A(x,0)

Como Acr,tem-se: 0=-2x+6< x=3
A(3,0)

BeOy e Ber,logo B(0,6)

[AB] ¢ um diametro da circunferéncia.

Sabe-se que o centro da circunferéncia é o

ponto médio de [AB] e o raio ¢ igual a A—ZB )



Entao, C 3+0,O+6 ,ou seja, C §,3 .
2 2 2

_AB _ (3-0)°+(0-6) J9+36 +45

r = =
2 2 2 2

Equacéo reduzida da circunferéncia:

(x—zJ2+(y—3)2 :1—5

0(0,0)

2
0-32 +(o-3)2:ﬁ<:>g+9:ﬁ
2 4 74 4

Verdadeiro, logo o ponto O pertence a
circunferéncia.

A inequacgao que define o circulo de centro
O(0,0) eraio 3é: x*>+y?<9

A inequacgao que define o circulo de centro
A(13) eraio 2 & (x-1)° +(y-3)° <4

A inequacao que define o circulo de centro
B(-2,-1) eraio 7 & (x+2) +(y+1)°<7
Circulo de diametro [AB], sendo A(—4,3)e
B(2,-1)

O centro do circulo é o ponto médio de [AB].

-4+2 3-1
C ,— jia, C(-1,1
( 5 Zj,ouseja, (-11)
r: raio do circulo

AB \(-4-2)+(3+1)° J36+16

r= = = =

2 2 2
@J“;“:@:m

A inequacgao que define o circulo de diametro
[AB] & (x+1)"+(y-1)" <13
Por exemplo:

P(1,2)

P(-2,3)

B

(
(-=1.-1)
P(1,-1)

X
r:y=—+2
y 2

Seja C o centro desse circunferéncia.

5. Geometria analitica no plano e no espaco

Como C er, entdo C[X’§+2j'

Ce1.°Q, logo x>0/\g+2>0

x>O/\g+2>0®x>0/\x>—4<:>x>O
. X

Entao, C[x,§+2j sendo x>0

Seja C, a projecgao ortogonal de C sobre o eixo
Ox e C, a projegdo ortogonal de C sobre o eixo
Oy.

Ora, C,(x,0) e CZ[O,§+2]

Como a circunferéncia é tangente a Ox e a Oy,

r=CC, :Og+2 e f:erfox.

Entao, tém-se: g+2:x<3x+4:2x<:>x:4

C(4.4)er=4
r:y:g+2

Seja C' o centro desse circulo.

Como C'er , entdo C'[x,g+2j.

X
C'e2.°Q, logo x<0/\§+2>0,
x<0/\g+2>0<:>x<0/\x>—4<:>xe]—4,0[

Assim sendo, C'(X,g+2J, 4 <x<0.

Seja C, a projecgao ortogonal de C sobre o eixo
Ox e C, a projegéo ortogonal de C sobre o eixo
Oy.

X
Ora, C,(x,0) e C, (0, E+ 2)
Como o circulo é tangente a Ox e a Oy, sabe-se

X
= —+2e
-4<x<0 2

que: r=C'C, =‘g+2

r=CC,=|x| = -x

—4<x<0
Entao, tem-se:

£+2:—x<:>x+4:—2xc>x:—ﬁ
2 3

o 44, 4
3 3 3
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A regido colorida, incluindo a fronteira, é
definida pela condigdo y <x-3Ay >0,

Os pontos A, B, C, D e E tém todos ordenada
positiva. Entao, para sabermos se pertencem a

regido colorida, temos de verificar se satisfazem

acondigdo y < x-3.
A(2,3):3<2-3 Falso
B(4,5):5<4-3 Falso
C(5,3):3<5-3 Falso
D(7,3):3<7-3 Verdadeiro
E(3,7):7<3-3 Falso

Dos pontos dados, o Unico que pertence a

regido colorida € o ponto D.
P(6,k+2), k cR pertence a regiao

colorida se:
k+2<6-3Ak+2>0< k<1nk>-2

ke[-2,1]
P(1-k,—k), k € R pertence & regigo

colorida se:
—k<1-k-3A-k>0<0k<-2Ak<0

@ke{ }/\ke]—oo,O]

ke{}

N&o existe nenhum valor de k para o qual o
ponto P pertenca a regido colorida.
Por exemplo:
P(5, 3)
P(2,-1)
P(1,4)
Condicao que define o conjunto AnB:
Y<X=-2Ay 22

Condicao que define o conjunto AUB:

y<x-2vy=>=2
2
=——Xx+2
Y 3
A Ber AecOx BeOy
x=0 y=2 B(O,2)

5. Geometria analitica no plano e no espaco

y=0 0:—§x+2 A(3,0)

Como [AB] ¢ um diametro da circunferéncia, C

é o ponto médio de [AB] e r = A—zB , entdo

C[—3+O,—O+2] , OU seja, C[§,1j .
2 2 2

,_AB_J(3-0)+(0-2) (o+4 Vi3
2 2 2 5

Equaggo da circunferéncia de diametro [AB]:

(x—3j2+(y—1)2 :%

A regido colorida da figura é definida pela

condigao:

3Y’ 2 13 2
X——| +(y-1) <— >-—Xx+2
( 2] (=1 = ry=-3

Como a circunferéncia de centro C é definida
pela equagio (x+2)* +(y —1)° =13, entéo
C(-2,1)

A circunferéncia de centro O passa pelo ponto

C, logo o seu raio é dado por CO .

Equacéo reduzida da circunferéncia de centro
O: x*+y?=5
A regido colorida da figura, incluindo a fronteira,

é definida pela condigcio:

(x+2)2+(y—1)2 >13Ax2+y?<5
Equacéo da circunferéncia:

(x—1)2 +(y+1)2 =10.

B(x,0), x>0 pois B pertence ao semieixo

positivo das abcissas. Como B pertence a

circunferéncia, tem-se:

(x=1°+(0+1)" =10 (x-1)" =9 =

< x-1=3vx-1=-83& x=4vx=-2
Logo B(4.,0).

A e C sao pontos de intersegdo da
circunferéncia com o eixo Oy, sendo Yy, <Y, .

Oy: x=0



(01 +(y+1)’ =10 (y+1)'=9=
Sy+1=383vy+1=-3cy=2vy=-4
Entso, A(0,-4) e C(0,2).

Equacéao da reta BC

I

\
®
o
I

|
N

y=mx+b,sendo m= =

1
=——X+2
Y 2

Equacéao da reta AB

y =mx+b, sendo m:O;(_O4):1 eb=-4

y=x-4
A regido colorida da figura é definida pela

condigao:

(x—1)2+(y+1)2 £10A(y2—%x+2vysx—4]
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CXl
O retangulo [OABC] ¢ definido pela
condigdo: 0<x<15A0<y <10

O retangulo branco é definido pela condigéo:

5<x<10A0<y <10

O retangulo vermelho é definido pela

condigdo: 10<x<15A0<y <10

rziﬁzix20=6
10 10

O centro do circulo vermelho é o ponto de

intersecdo das diagonais do retangulo, ou seja,
o ponto de coordenadas (15,10).

O raio do circulo vermelho é 6.

Assim, o circulo vermelho é representado pela
condicao (x—15)2 +(y—10)2 <36

Condicao que define a regido branca:
2S(x+1)2+y2 <8

A regido branca é uma coroa circular de centro
C(-10) eraios /2 e 8 .

O circulo vermelho tem centro C(—1,0) e raio+/2 .
Condicao que define o circulo vermelho:

(x+'l)2+y2 <2

5. Geometria analitica no plano e no espaco

P -24)
o -8

Como PC <+/2, conclui-se que o ponto P de

3
coordenadas (—E. 1) pertence ao circulo

vermelho.

A regido do plano n&o pertence a representagao

das é definida pela condig&o: (x+1)2 +y?>8
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Se P é o simétrico de A(-2,—1) em relag3o
a Ox, entao P(-2,1).

Opgéo (A)

Se P é o transformado de B(4,—2) por uma
meia-volta de centro O, entdo P(-4,2)
Opgéo (B).

Se P é o ponto médio de [AC], entdo

P[_22+0._12+3j ,ou seja, P(-1,1).

Opgao (D)
A reta paralela a Ox que contém o ponto
B(4,-2) é definida pela equagao y = 2.
Opcéo (B)
A={(xy):x<2} e B={(xy):y >-3}, entdo
AnB={(x,y):x<2ny=>-3}.
Os pontos de coordenadas (2,-3) e (3,-1)
ndo pertencem a An B pois ndo tém abcissa
inferior a 2.
O ponto de coordenadas (1,—5) ndo pertence a
AN B porque a sua ordenada é inferior a -3.
O ponto que pertence a AnB é (—4,5)
Opgéo (C)
A regido colorida da figura é definida pela
condigdo ¥y <-x+3Ay =0,
Dos pontos dados, s6 o ponto de coordenadas
(-1, 3) pertence a regiso colorida pois
3<—(-1)+3A3=0 é verdadeira.

Opgéo (C)



Equagao da mediatriz de [AB]: y = _g+ 3

2
e Se x=2,entdo y=*5+3,0useja, y=2.

-4
e Se x=-4,entao y=f7+3,ou seja, y=5.

e Se x=-6, entdo y=—_—26+3,ou seja, y =6.

Opgao (A)

Equagé&o da circunferéncia: (x+ 2)2 +(y —2)2 =2
Centro: C(-2,2) Raio: r =+/2

Opgéo (B)
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O semiplano representado na figura é definido

pela condigdo y <-1.
. k
Assim sendo, o ponto P| -3, 2—g pertence a

esse plano se: 2—g£—1<:>6—ks—3<:k29

k 6[9, +oo[

AC=\(-3-2) +(-1-2) =25+9 =34
Como o triangulo [ABC] é retangulo em B, tem-
se:

AC' =AB +BC <

= (V34) =AB"+AB" =

& 34=2AB" < AB =17 < AB=17

AB>0

A medida do lado do quadrado [ABCD] é \A17 u.c.
Seja P(x, y) um ponto qualquer da mediatriz
de [AC], entio PA = PC.

PA-PC

<:>\/(x+1)2 +(y -5y =\/(x—'l)2 +(y-3P o

o X2 +2x+1+y? -10y +25 =
=xX"-2x+1+y* -6y +9 =

& -10y+6y =-2x-2x+9-25 <

& 4y=-4x-16 <

Sy=x+4

ry=x+4

5. Geometria analitica

r=CA=\(1+1} +(3-5)" =4+4 =8
Equagéo reduzida da circunferéncia:
(x=1+(y-3)° =8
Etapa I:
e Circunferéncia menor: centro O(0,0) e
raio OA=2.
Equagéo da circunferéncia menor:
X2 +y* =4

e Circunferéncia maior: centro O(0, 0) e

raio OB =,/(0-2)* +(0-2)° =/8

Equagéo da circunferéncia menor:
x2+y?=8

Etapall: OB:y =mx+b

_2-0

m=
2-0

=1e b=0 (areta passa na origem
do referencial)

OB:y=x

Etapa lll:

4<x*+y?<8Ay<xAx20
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A(2,2), B(2,7) 6 C(54)

0O W >
~
X
o
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Os pontos A e C tém a mesma abcissa.
Os pontos C e D tém a mesma ordenada.

Os pontos A e B tém a mesma cota.

A(3,0,3), B(2,2,3), C(3,3,2) e D(1,3,1)
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Situacgao |

As coordenadas dos vértices do cubo séo:
(O, 0, 0) , (6, 0, 0), (6, 6, 0), (0, 06, 0),
(O, 0, 6), (6, 0, 6), (6, 6, 6) e (O, 6, 6)

Situacgao Il
As coordenadas dos vértices do cubo sé&o:

(3,-3,0), (3,3,0), (-3,3,0), (-3,-3,0),
(3,-3,6), (3,3,6), (-3,3,6) e (-3,-3,6)

Situacao lll

As coordenadas dos vértices do cubo séo:

(3,-3,-3), (3,3,-3), (-3,3,-3),
(-3,-3,-3), (3,-3,3), (3,3,3), (-3,3,3)

e (-3,-3,3)
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5. Geometria anallitica

oSk==2rkK=4o
ok=-2n(k=2vk=-2)o
S k=-2

P(3,2+k, k*-4), keR
PexOy=z=0=k*-4=-0

o ki=4 ok=2vk=-2
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O ponto D pertence ao eixo Ox pois ¥, =0 e
z,=0.

O ponto A pertence ao plano xOy pois z, =0.
O ponto G pertence ao eixo Oy pois X; =0 e
z;=0.

O ponto B pertence ao plano xOz pois y; =0.
O ponto F pertence ao plano yOz pois x. =0 .
O ponto C pertence ao eixo Oz pois X, =0 e
Ye =0.

P(0,k-1,k+2),keR
PeOzex=0Ay=0<
<0=0Ak-1=0 k=1

P(0,0,3)

P(0,k-1,k+2),keR
PeOy < x=0Az=0

< 0=0Ak+2=0=k=-2

P(0,-3,0)

P(3,2+kk*-4), keR
PeOx<y=0Az=0

S2+k=0rk"-4=0c

As coordenadas da projecgéao ortogonal do ponto
A(-3,2,1) sobre o eixo Oy sao (0, 2,0).

As coordenadas da projecgéao ortogonal do ponto
B(1,5,-2) sobre o eixo xOy sao (1,5,0).

As coordenadas da projecgéao ortogonal do ponto
C(4,0,0) sobre o eixo Ox s3o (4,0, 0)

As coordenadas da projegéo ortogonal do ponto
B(1,5,-2) sobre o eixo yOz sao (0,5, -2).
As coordenadas da projegéo ortogonal do ponto
A(-3,2,1) sobre o eixo Oz sao (0, 0, 1)

As coordenadas da projegéo ortogonal do ponto
B(1,5,-2) sobre o plano xOz s3o0 (1,0, -2) .
P, : projegdo ortogonal de P(-2, 3, 4) sobre o
plano xOy.

As coordenadas do ponto P, sdo (-2, 3, 0).

P, : projec3o ortogonal de P(-2, 3, 4) sobre o
plano yOz.

As coordenadas do ponto P, s3o (0, 3, 4).

P, : projecao ortogonal de P(-2, 3, 4) sobre o
plano xOz.

As coordenadas do ponto P, s3o (-2,0, 4).

Pagina 57
A(0,0,8), B(6,0,8), C(6,4,8), D(0, 4,8),
E(0,4,0), F(6,0,0), G(6,4,0) e 0(0,0,0)
A(6,0,0), B(6,4,0), C(0,4,0),
D(0,4,-8), E(0,0,-8), F(6,0,-8),
G(6,4,-2) e O(0,0,0)



0,4,0), B(-6,4,0), C(-6,0,0),

)
6,0,8), £(0,0,8), F(0,4,8),

6,4,8) ¢ 0(0,0,0).

)
0,-4,0), B(6,-4,0), C(6,0,0),

)

E(0,0,8), F(0,-4,8),

O
o

,0,8)

®

6,-4,8) e 0(0,0,0).

)>

D(0,-4,-8), E(0,0,-8), F(-6,0,-8),
6,-4,-8) ¢ 0(0,0,0).
6,0,0), B(-6,-4,0), C(0,-4,0),

0,-4,8), E(0,0,-8), F(-6,0,8),

(
(-
(-
(
(
(
(-6,0,0), B(-6,-4,0), C(0,-4,0),
(
(-
(-
(
(-

G)

-6,-4,-8) ¢ 0(0,0,0).
O ponto P (4, 0, 3) pertence a aresta [AF].
O ponto P (4. 5, 6) pertence a aresta [FG].

O ponto P (1, 8, 6) pertence a aresta [DG].

(
(
(
O ponto P(0, 1, 6) pertence a aresta [DE] .
O ponto P (0, 4, 0) pertence & aresta [OC].
(

O ponto P (2, 8, 0) pertence a aresta [BC].
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O ponto A(-3, 2, —1) pertence ao 6.° octante

porque tem abcissa negativa, ordenada positiva

e cota negativa.
O ponto B(2, —1,4) pertence ao 4.° octante

porque tem abcissa positiva, ordenada negativa

e cota positiva.
O ponto C (-1, -2, 3) pertence ao 3.° octante

porque tem abcissa negativa, ordenada

negativa e cota positiva.
O ponto D(5, 1, —3) pertence ao 5.° octante

porque tem abcissa positiva, ordenada positiva

e cota negativa.
O ponto E(4, -2, —1) pertence ao 8.° octante

porque tem abcissa positiva, ordenada negativa

e cota negativa.

5. Geometria analitica

O ponto F (-7, 2, -2) pertence ao 6.° octante

porque tem abcissa negativa, ordenada positiva
e cota negativa.

Por exemplo:

P(1,2,3) e T(-4,-1,-2)
Ora, z, +7z; =3+(-2)=1>0
P(1,2,3) e T(-5,-2, 1)
Ora, yp+Yy; =2+(-2)=0

P(1,2,3) e T(-1,-6,-1)

[=[="1e yr[=[-1=1

Ora,
P(—3, k-1, 4—k), keR

Se k=3, entdo P(-3,2,1).
Assim sendo, o ponto P pertence ao 2.°
octante.
Se k=-2, entio P(-3,-3,6)
Assim sendo, o ponto P pertence ao 3.°
octante.
Se k=-1, entdo P(-3,-2,5)
Assim sendo, o ponto P pertence ao 3.°
octante.
Se k=-6, entdo P(-3,-7,10)
Assim sendo, o ponto P pertence ao 3.°
octante.
De2Coctante < x<0Ay>0Az>0
& -3<0Ak-1>0rd4-k>0<
S k>1ak<4
ke, 4
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Situacéo |
R(18, 18, 0), 8(14, 18, 18) e

7(0,32,18)
As coordenadas da projecéo ortogonal de

S(14, 18, 18) sobre o plano yOz s&o
(0,18, 18).

Situacao
F(14, 14, O), G(O, -18, O) e

H(18, -18, 22)



O ponto H pertence ao 4.° octante porque
tem abcissa positiva, ordenada negativa e

cota positiva.

Situacao I
M(O, 0, —18), P(—14, 0, 4) e
Q(4,-18, 4)
As coordenadas da projecéo ortogonal do
ponto P(-14, 0, 4) sobre o eixo Ox s30
(-14,0,0).

A(x, 0,0) porque A pertence ao eixo Ox.

AB =16 e o triangulo [AOB] é retangulo em
O.

Assim:

AB" = AO" +BO’ RN

BO=A0O
. -
& 16°=2A0 128-A0" <

 AD=+128 £, A0 =82

Logo, A(8+2,0,0).

B(0,8v2,0), C(-8v2,0,0), D(0, -82,0),

E(0,-8v2,18), F(842,0,18),
G(0,8V2,18) e H(-842,0,18).

Pagina 60

5. Geometria analitica

Como C(-2,0, 1) entdo tem-se:
a’-4a=0<a(a-4)=0<a=0va=4

a=0va=4
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B(0,3,0), C(-2,3,0), D(-2,-3,0),
E(0,-3,4), F(0,3,4) e H(-2,-3,4).
A(1,1,-1) e B(1,-1,1)
As coordenadas da projegao ortogonal de
B(1,-1,1) sobre o plano xOy s3o
(1,-1,0).
As coordenadas da projegéo ortogonal de
A(1,1,-1) sobre o plano xOz sao
(1,0,-1).
As coordenadas da projecéo ortogonal de
A(1,1,-1) sobre o plano yOz sao
(0,1, -1).

O ponto que pertence ao 6.° octante é 0 E,
uma vez que tem abcissa negativa,
ordenada positiva e cota negativa.

Os pontos que pertencem ao plano yOz sédo
D e F porque tém abcissa nula.

O ponto que pertence ao eixo Oy é o F
porque tem abcissa e ordenada nulas.

O ponto que pertence ao 2.° octante é 0 A,
uma vez que tem abcissa negativa,
ordenada positiva e cota positiva.

As coordenadas da projecéo ortogonal do
ponto C(5, -1, —6) sobre o plano xOy sdo
(5.-1,0).

As coordenadas da projegao ortogonal do

ponto B(3,0,7) sobre o eixo Oz s3o

(0,0,7).
35 28, oj s(-ﬁ 28, 8)
2 2

[3725,—14 8)
(

P(6-2k, k+4,2k), keR

Se k=4entao P(-2 8,8)

Assim sendo, o ponto P pertence ao 2.°
octante.

Se k=-1 entao P(8,3,-2).

Assim sendo, o ponto P pertence ao 5.°
octante.

Se k =-5entao P(16,-1,-10) .
Assim sendo, o ponto P pertence ao 8.°

octante.



P pertence ao 1.° octante se:
x>0 A y>0n z>0<
<6-2k>0 A k+4>0A 2k>0<
<Sk<3 Ak>4A k>00<k<3
kelo, 3
P pertence ao 5.° octante se:
x>0 A y>0n z<0&
&6-2k>0 A k+4>0A 2k<0&
k<3 AKk>4nA k<0 o -4<k<0
kel-4,0
P pertence ao 3.° octante se:
x<0 A y<0n z>0<
&6-2k<0 A k+4<0A 2k>0<
Sk>3 A k<4n k>0
Condig¢ao impossivel
Entao, conclui-se que ndo existe nenhum valor

de k para o qual o ponto P pertence ao 3.°

octante.
P(a,a-2,1-a), aeR
Se a soma das coordenadas do ponto P é
igual a -3, tem-se:
a+a-2+1-a=-3 <a=-2
Logo, P (-2, -4, 3) . Assim sendo, o ponto
P pertence ao 3.° octante.
Se a soma das coordenadas do ponto P é
igual a 2, tem-se:
a+a-2+1-a=2
<a=3
Logo, P(3,1,-2).
Assim sendo, o ponto P pertence ao 5.°
octante.
Se a ordenada do ponto P é igual ao produto da
abcissa pela cota, tem-se:
a-2=a(1-a) o a-2=a-a’> <

—at=2 <:>a:\/§va:—\/§
a=2 > P(\/E,\/E—Z, 1—x/§)e8.° octante.

a=-—2 > P(_\/E, -J2-2, 1+\/§)63.° octante.

Concluséo: O ponto P percente ao 3.° octante

ou ao 8.° octante

5. Geometria analitica

Pagina 62

ﬁ:\/(—ko)z +(1-0)° +(-3-0)" =

T -
BO = J(0-0Y +(2-0) +(-1-0) =
CO = |[(-2-0) +(~1-0)’ +(0-0) =

O ponto que esta mais afastado da origem é o A.

AP = J(-1-2) +(1-0) +(-3-1)

=4/9+1+16 =26

CP = \(-2-2) +(-1-0)" +(0-1)’
e e B

O ponto que esta mais proximo do ponto P é o B.

AB=\[(3-2) +(1+3) +(-2+1) =

=J1+16+1=/18 =32
Como as faces do tetraedro sdo triangulos

equilateros, o perimetro de cada face é dado por:

P =3AB=3x3v2 =92

PA = \(-1-3) +(1-1) +(3+2)
_ i670735 - AT
PB = \(-1-2)" +(1+3) +(3+1)
_ JBTI6T6 - A

Como PA = PB, P esta a igual distancia de A e
de B.

P n&o coincide com o ponto C, pois AB = 3+/2 e

ﬁv&S\/E.
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A(1,-2,4), B(-3,4,0) ¢ 0(0,0,0),

Seja M o ponto médio de [AB].

M(1—3 —2+4 4+0

2 > 2 J,ouseja,

M(-1,1,2).



Seja M o ponto médio de [AD].

1+0 -2+0 4+0 1
M| —, — |, ja, M| —, -1, 2
[ 2 2 2 j ou seja (2 ]

Seja M o ponto médio de [BO].

-3+0 4+0 0+0 3
M , , , ja, M| ——, 2,0
[ 2 5 5 j ou seja ( 5 ]

Sejam (a, b, C) as coordenadas do ponto C.

Como A é o ponto médio de [OC], tem-se:

0+a:1 o 0+b:_2 o 0+c:4<:>
2 2 2

<a=2Ab=-4 Arc=8

Logo, C(2,-4,8).

Sejam (a, b, C) as coordenadas do ponto C.
Como B é o ponto médio de [AC], tem-se:

1+7a:_3 . —2+b:4 R 4+c:
2 2 2

<a=-7T A b=10 Arc=-4

0

C(-7,10, -4)
A(4,0,-2) e C(2,1,-1)

Seja M o ponto médio de [AC].

4+2 0+1 -2-1 1 3
M s | ja, M| 3, -, — =
( 5 5 > j ou seja [ 5 2)

Sejam (a, b, C) as coordenadas do ponto D.
Como B ¢ o ponto médio de [AD], tem-se:

4+a 0+b -2+cC
—— =1 A —=2 A =
2 2 2

2

<sa=-6 Ab=4 Arc=-2

D(-6, 4, -2)
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AB = \(-1-2) +(3+1) +(-2-3) =
=J9+16+25=+/50 u.c
C: projegao ortogonal de B(2, -1, 3) sobre o

eixo Ox.

Entso, C(2,0,0)

AiC:\/(—1—2)2+(3—o)2 +(-2-0) =
=J9+9+4 =422 uc.

5. Geometria analitica

D: projeg&o ortogonal de A(-1, 3, —2) sobre o
plano xOz.

Entdo, D(-1,0,-2).

BD =/(2+1) +(-1-0) +(3+2) =
=49+1+ 25 =/35 u.c.

A € 6.°octante B € 4.°octante

C(x,0,0), xeR"

R:\/EQ

o J(~2—x) +(2-0f +(-3-0) =22 &
AT TR TATS VT

SA4+4x+x*°+4+9=22 =

o x*+4x-5=0<

_ 4+ 16 -4 x1x(-5) o

2

<X

<x=1v x=-5

Como xR ,entdo x=-5.

Assim, C(-5,0,0)

D(0,0, z), zeR"

BD =35 <

& \(1-0) +(-3-0) +(4-2) =35
1797168727 =35
787126 =T o

< 722-8z+26=35<

< 7z2-8z-9=0o

_ 8%,/64-4x1x(-9) -

2

>Z

&z=9 v z=-1
Como zcR*,entdo z=9.

Assim, D(0,0,9).
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As coordenadas dos pontos A e B sdo do tipo

(x,0,0), xeR,

CA = 0B =3, logo tem-se:



J(3=x) +(2-07 +(1-0) =3 &
=V9I+6x+x*+4+1=3 <
VX +6x+14 =3

o x2+6x+14=9 <

o x*+6x+5=0<

X —-6++/36-4x1x5 o
2

ox=-1v x=-5

Sendo A(-1,0,0) e B(-5,0,0), entdo
AB=4.

Logo, Pase) =AB+CA+CB=4+3+3=10 u.c.

AP = \J(0+2) +(0-1) +(-2-3) =
=J4+1+25 =430
BP = \(2+2) +(3-1  +(4-3) =
=\V16+4+1=1/21
CP = \(—4+2) +(1-1 +(7-3)" =

O vértice que esta mais afastado do ponto P é o

A e o0 que esta mais préximo do ponto Pé o C.

AB =(0-2) +(0-3) +(-2-4) =
=J4+9+36=~/49=7

A =77 =49

face do
cubo

A =6x49 =294 y.a.
Seja M o ponto médio de [AB].

-3-11-6 5+3
M T A Y A Y A | j )
( 2 2 j ou seja

M(—2, -5 4) .
2

Sejam (a, b, C) as coordenadas do ponto C.

Como A é o ponto médio de [BC] , tem-se:

-1+a —-6+b 3+c
=-3 A =1 A =
2 2 2

5

sa=-5Ab=8Ac=7

C(-5,8,7)

5. Geometria analitica

Sejam (a, b, C) as coordenadas do ponto D.

Como B ¢ o ponto médio de [AD], tem-se:

-3+a 1+b 5+c¢
=1A—==06Ar—=
2 2 2

3

<a=1Ab=-13 A c=1
D(1,—13,1)
OA=8

1 1 640
:—Abxh=§><82><1O:Tu.v.

Vpirémide 3

A(8,0,0) B(8,80) C(0,8,0)

F ¢ o ponto médio de [BC], logo

)

F[8+0 8+8 OJZrO

b ja, F(4,8,0
5 > ’ j,OUSGJa, ( )

E é o ponto médio de [AB], logo

)

E 8+8 0+8 0+0
2 2 2

Ou seja, E(8,4,0)

EF = /(8-4) +(4-8) +(0-0)
=\V16+16+0 =~/32 =42

ET — EF - 42 porque [DEFGRSTU] & um
cubo.

Entdo, T(s, 4, —4J§).

Poo =4EF =4x42 =16v2 , o

cubo
Sendo A’ o ponto do plano xOy mais préximo
de A, entdo A’ é a projecéo ortogonal de A
sobre o plano xOy.

A'(-3,2,0)

Sendo B’ o ponto do plano xOz mais préoximo
de B, entdo B’ e a projegéo ortogonal de B

sobre o plano xOz, B'(-10, 3).
Seja M o ponto médio de [A'B].

-3-1 2+0 0+3
2 2 2

(213)

)

Entao, M[ j , OU seja,
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z=-4
X =-1
y=3

B(15,10,0), C(0,10,0) e E(15, 10, 12)
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y=10
z=16

B(3,-5,-3), C(3,5,-3), D(3,5,3),

E(-3,5,3) e H(-3,-5,3)

5. Geometria analitica

y=4rz=6
Por exemplo:

P(2,4,5)
P(0, 4,3)

AB-16_4
4

Pelo Teorema de Pitagoras, D ¢

BD" =42 + 4 )

< BD =16+16 <
< BD =+2x16 < BD =42

Entdo, OB = # =22

x=3

z=3 O plano é representado pela equagéo y = /2.
x=3Ay=-5 V: volume

y=5A2z=3

V=S A xOV
XxX=3Arz=-3

Ao =42 =16

Pagina 68 1exov=32o0v=-20v-6
z=5 3 16
y=3 V(0,0,-6)
x=3
X=6Ay=0 Pagina 70
y=6r2=0 AS = (141 +(0-2) +(-2-3)" =
x=3Az=5 =J4+4+25=433

Pagina 69 BS =(3+1) +(1-2) +(-1-3)" =

A(4,0,0), B(4,0,-4), E(0,4,-4), =16 +1+16 =+/33
F(O,—4,4), G(4,0,4) o H(4,—8,0), Como AS =BS, S pertence ao plano mediador

Y de [AB].
x=4 AT =(1+4) +(0-3) +(-2-1) =
y=4 N
yoanz= BT =(3+4) +(1-3) +(-1-1) =
X=4rz=-4
y=4Arx=4 =49+4+4 =57
X=4Ay=0 Como AT =BT , T ndo pertence ao plano
X=4Ay=0r-4<2<0 mediador de [AB].
z=6 (2,0,0); x=2
y=4

y=4Ax=3



B(4,6,0) A(4,0,0)

y =3 é uma equagcao do plano mediador

de [AB].

F(4,0,5)

z==
2
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5. Geometria analitica
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x=3
M: ponto médio de [OC].

M[0,0,gj c(0,0,5)

Seja B(b,, b,, b;)

6+b1:3
b2 6+b, = b, =0
= ?2:4 <ib,=8 < 1b,=8
b, = b, =
bi:() 3 3
2
B(0,8, 0)

3(-1)-4x1+7=0,logo (-1 1 5)e

equidistante de A e B, pois pertence ao seu
plano mediador.

Opgao (C)

3x—4y+7=0 A x=0 A z=0<

c>—4y:—7<:>y:%
o5
4

Opgéo (D)
F(O, 0, 5)

EZ@,Sendo P(X! y,Z)

\/(X—G)Z +y? 4+ 2 =\/x2 +y? +(z—5)2 o
< x?2-12x+36+y* +2° =
=x*+y’+72-10z+25 =

< -12x+10z=-11<

< 12x-10z =11

AC = (1) +(-2) +(3-1) =8 =3

BC =2 +(1-2) +(-1-1/ =48 =3

Sim. AC =BC

AB = [(-1-2) +(-1) +(3+1) =26
BC=3

AC #BC

O ponto B nao pertence ao plano mediador de
[AB].
O ponto de intersegéo de [RS] com o seu

plano mediador é o seu ponto médio.

[ﬁ 244 4_2j:(2' )
2 2 2

Opgéo (A)

)

Seja P(x, . 2)

AP -BP <

o J(x=2) +(y +17 +(z-17 =

=\/(x+2)2+(y—3)2+(z+1)2 &
S X2 —4X+4+ Y2 +2y +1+ 77 -2z +1=
=X +4x+4+y? -6y+9+2°+2z+1
< -8x+8y-4z=8<
S 2x-2y+z=-2
Se x=1 2-2y+z=-2<2z=2y-4,
Se, por exemplo, y =1tem-se z=-2.
Por exemplo, P(1,1, -2) pertence a « .
Se y=0, 2x+z=-2<z=-2x-2
Se, por exemplo, x=1 z=-4,
Por exemplo, P(1,0, —4) pertence a « .
Se z=-2, 2x-2y-2=-2&Xx=Yy
Por exemplo, P(1,1, -2) pertence a « .
anOz

2x -2y +z=-2 z=-2
x=0 =ix=0
y=0 y=0

(0,0,-2)



anOx

2x -2y +z=-2 2x=-2 x=-1

y=0 <i{y=0 <y=0
z=0 z=0 z=0
(—1,0,0)

anOy

2x-2y+z=-2 y=1

x=0 <4x=0

z=0 z=0

(0,1,0)

(0,0,-2), (-1,0,0) e (0,1,0) s&o os pontos
de intersecdo de a com os eixos Oz, Ox e Oy,

respetivamente.
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F(8,0,8) G(8,8,8)
Plano mediador de [FG]: y =4
P(6,0,8) E(0,0,8)
Plano mediador de [PE]: x =3
B(8,8,0) R(8,8,2)
Plano mediador de [BR]: z=1
R(8,8,2) S(2.88)
Seja P(x, y, 2)

RP=SP &

& J(x-8) +(y-8F +(z—2) =

= Jox—27 +(y-8p +(z-8) =
< x*-16x+64+2>-4z+4 =
=x*-4x+4+7°-162+64 <
& -12x+12z2=0 <
& x-z=0
E(0,0, 8) R(8,8, 2)
Seja P(x, y, 2)

EP=RP &

X +y?+(z-8) =\/(X—8)2 +(y-8Y+(z-2) =

oS X2 +y*+22 -162+64 =

=x?-16x+64+y? —16y+64+ 7" -4z+4 <

5. Geometria analitica

< 16x+16y -12z-68=0<

< 4x+4y-3z-17=0

a: 4x+4y-3z-17=0

a N Ox
4x+4y-3z-17=0Ay=0r2z=0<

@X:%Ay=OAz=O

()
4

anQy
4x+4y-3z-17=0Ax=0rz=0<

Sy=—
y4

ot

anOz
4x+4y-3z-17=0Ax=0Ay=0=

_1r
4

[Olo,_ﬂj

3

17 17 17
—~,0,0(,/0,—,0|e|0,0,-—| sa
(.0.0),[0..0) e [0.0.-1] sa00s

pontos de interse¢cdo de ¢ com Ox, Oy e Oz,

> Z=

respetivamente.
[DG]: y=8Arz=8A0<x<8
a:4x+4y-3z-17=0

4x+4y-3z-17=0
y=8 &
z=8

4x+32-24-17=0

x
I

IN
oo

S ™ AN|©
Ao

Entao, H(% 8, Oj .



5. Geometria analitica

c(0,8,0) Q(8,0, 6) Centro (1,0, 1) r=3
Seja P(x, y, z). Centro (0, -1, -2) r=3
CP=QP < AC =22 +(-2+1f +2° =\a4+1+4 =
S+ (y-8y+7° =\/(x—8)2+y2+(z—6)2 = =V9=3
X +y? 16y +64+ 2% = 87C=\/12+(1+1)2+(—1+2)2 =1+4+1=
=x>-16x+64+y* +2°-12z+36 < -6 23
& 16x-16y +12z2=36 <
& 4x-4y+3z=9 Pagina 75
4x-4y+3z=9Ary=0rz=0< (x—1)2+(y—3)2+(z—2)2:4
@x% T[%o, OJ (x-1) +(y-3) +(z-2)" =9
2 2 2

4x-4y+3z=9Ax=0Az=0c (x=1)"+(y=3) +(z-2)" =1

Centro (5, 2, -1 =2
<:>y=—% U(O,—%,Oj entro ( ) r

Plano xOz

4x-4y+3z=9Ax=0Ary=0< r—\2 1‘ x+1) (y—3)2+(z+2)2:9

=z=3 V(0,0,3) rf‘—1+5‘7

4,
/% = 75 (x+1)2+(y—3)2+(z+2)2=16
\/97 r=3-1=2 x+1) (y—3)2+(z+2)2=
- +( 3

<

Como UV =TV , o tridngulo [TUV] & is6sceles. Pagina 76
Centro (2, -1, 3) r=6
Pagina 74 Centro (-1, 0, 3) r=2J2
(X_2)2+(Y+1)2+(Z_1)2:4 Centro (-5, 3, -1) r=-+5
AC = |2 +(~1-4) +(1+1 =33 Centro (1, -3, 0) r=15
24 (y-4) +(z+1)7 =33 (<341 +32 +(-1-1) =4+9+4 =17
Sim

M: ponto médio de [AB] (centro da

2 a2 2 _
circunferéncia) (2+1) +3° +(4-1) =1+9+9=19 =17

_ _ Nao
M(B,A'”, 1+3j,istoé, M(‘1’§’1J' 2 2 2

2 2 2 2 (<141 +(1+3)" +(2-1)" =16 +1=17
AB = 2° +(4-1) +(-1-3) =29 Sim

(X+1)2+(.VSJ2+(Z1)2:29 AB = (—1—3)2+22+42:\/%:6
2

(x+1) +y* +(z-4) =36

Centro (0, 0, 0) r=6

Centro (5,1, -2) r=2

Centro (0, 2, -1) r=+3



x2+(y—3)2+z2 =25 x2+9=25
y=0 <y =0 =
z=0 z=0

x=4 xX=-4
<y=0v<iy=0

z=0 z=0

A superficie esférica interseta o eixo Ox nos
pontos (4,0,0) e (—4,0,0).

2

X +(y-3)+22=25 |(y-3)=25
x=0 <<{x=0 P=
z=0 z=0

y-3=5 y-3=-5
<4x=0 v 1x=0 =

z=0 z=0

y=8 y=-2
<4x=0 v <x=

=0 =0

A superficie esférica interseta o eixo Oy nos

pontos (0,8,0) e (0,-2,0).

X +(y-3Y+22=25 (9472=25
x=0 <<4x=0 =
y=0 y=0

22216 z=4 zZ=-4
<{x=0 <x=0v {x=0
y=0 y=0 |y=0

A superficie esférica interseta o eixo Oz nos

pontos (0,0,4) e (0,0, -4).
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5. Geometria analitica

1+(y-2)°=4 |[(y-2)°=3
<<qx=0 <<ax=0 &
z=0 =0
y-2=+3 y-2=-3
<3x=0 v {x=0 p=
z=0 z=0
y=2+3 y=2-3
<3x=0 v {x=0
z=0 z=0
A(0,2++3,0) B(0,2-+3,0)

E:\/(2+\/§—2+\/§)2 :\/(2\/5)2 —2J3

r=2B_13
2
Seja C o centro:

C[O,W,O]:(O,Z,O)

x2+(y—2)2+22=3
A(O, 2443, 0) e B(O, 2-43, 0) n&o séo

solugbes do sistema.

(x—1)2+(y—2)2 +(z—3)2 =9
y=0 =
x=0

<y =0 <43y =0 =
x=0 =0
z-3=2 z-3=-2

<y =0 v iy=0 o
x=0 x=0

1+(y—2)2+9:9 (y-2) =-1
<<ix=0 <4x=0
z=0 z=0

Condicao impossivel.



5. Geometria analitica

(x=1)" +(y-2)* +(z-3)" =9 c(0,0,3) D B
z=0 r=3
2 r=3
(X—1)2+( _2)2_0 x=1 D(0,0,S)
= y T ody=2 _
z=0 70 CD=2 C
CB=3

O unico ponto de intersegéo da superficie
DB +22=3" & DB =9-4 < DB=15

esférica com o plano xOy é o ponto (1,2, 0). DB-0
r=3  A(3,-3,3) P =2m/5 ~ 14,05

z=3

y=-3 Pagina 79

Xx=3 (x—1)2+(y+2)2+(z—4)2§4
C(1,-2-1); r=5 x2+(y+2)2+(z—3)2§8

z=-1+5<z-4 (x+3) +y2+(z-2)"<9
z=-1-5& z=-6

Planos de equagdo z=4 e z=-6. Centro (0,-2.1) e r =5

y=-2+5& y=3 1422 +(2-1) =144+1=6>5
y=-—2-5 y=-7 Entdo P nao pertence a esfera.
Planos de equagdo y=3 e y=-7. (—‘I)2+(—1+2)2+(2—1)2 =1+1+1=3<5

Entao Q pertence a esfera.

Pagina 7
gina 78 P 4(-2+2) +(2-1) =1+0+1=2<5
C(O, 0, 0) r=4
Entdo R pertence a esfera.
y=a,acZ

(x+‘|)2 +(y—2)2 +(z+4)2 <16
Planos tangentes sdo: y=—4 e y=4

2 2 2
(so intersetam num ponto) (x+1)"+(y-2) +(z+4) <1

Entdo a<{-3,-2,-1,0,1,2,3}. (x+17 +(y —2) +(z+4) <4

Para a=3 , r =42 _-32 =7

Centro(0,3,0) e r =7 Pagina 80

Paraa=2, r=16-4 =12 C(0.1,-2); r=43

Centro (0,2,0) e r =12 0+(-1) +22=1+4=5>3

Para a=1, r=16-1=+15 Entao a origem do referencial ndo pertence a
esfera.

Centro (0,1,0) e r =15

P+ (3-1) +(-1+2)" =1+4+1=6>3
Para a=0, centro (0,0,0) e r =4

Logo o ponto A ndo pertence a esfera.

Para a=-1,centro (0,-1,0) e r =
( Jer (1) + (1P +(-3+2)7 =1+141=3

Para a=-2, centro (0,-2,0

o

R

r By r v )
B pertence a superficie esférica.

)
Para a=-3, centro (0,-3,0) e r = (x+3)2+(y—2)2+(z+1)2 <4

(x+3)2+(y—2)2+(z+1)2 <9



(x+3) +(y-2)" +(z+1)" <1
r=|5-3=2.Entéo, r=2.
r=|3-2/=1.Entao, r =1.
r=|-4+1=|-3/=3 . Entdo, r=3.
x?+y?+2? <12 . Oraio da esfera é 12 .

A(o, V12, 0)

25 45
=—<

2
22+12+[2J :4+1+T 12.

5
(2, 1, Ej pertence ao 1.° octante.

5
Entéo [2, 1, Ej pertence a parte retirada.

Opcao (A)

Trata-se de um circulo centrado na origem e de
raio 12 .

Area=n><(x/ﬁ)2 =12n u.a.

a:y=3

p:z=5

C(a,b,c) e 3.° octante.

Entdo a<0 A b<0 A ¢>0.

Se b=-1,r=4:

Entdo c=5-4 v ¢=5+4

c=1vc=9

Por exemplo, C(-1,-1,1)
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5. Geometria analitica

Situagdo I: x*+y*+ (2—30)2 <900
Situagdo Il: x> +y? +(z—50)2 <900
Situacao lllI:

(x-30) +(y —30)" +(z-50)" <900
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Situagao I: 7(30, 30, 0)

Situagao ll: Seja b a ordenada de T.
b? + b? =60 < 2b* = 3600 <

& b2 =1800 < b =+4/2x900
Como b>0, b =302

T(0,30v2, 20)

Situagao lll: T (60, 60, 20)
Situagao I: C(0, 0, 30)
Situagao Il: C(0, 0, 50)

Situagao lll: C(30, 30, 50)

Se o plano nao interseta a esfera: conjunto
vazio.
Se o plano é tangente a esfera: um ponto.

Se o plano interseta a esfera: circulo.

A(2,0,0)
P
,
A o

Seja r o raio do circulo que resulta da intersegéo

de o com a esfera.
r2+22:133r:\/§c>r:3
Area do circulo: 7x32 =9x u.a.
V8 irt=12ri=12-8 5 =2
Area do circulo nx2? =47 u.a.

A(0,0,8)

VB art =12 12 :12—3gr:3
Area do circulo nx3% =9r u.a.
A(0,43,0)

c(3,-1,-1)

D(3,-1,1)

CD=2
rP+2=9er’=9-4cr=15

A , 2
Area do circulo: x./5" =55 u.a.
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7S =

= \/2 405 046,32% +139 463 889,12 + 60 456 760,707

~ 152 022 960,5



TL =

= |J(~205 846,64’ + 302 935,87 +170 219,02°
~ 403 878,02

TS =

(/32 517 104,25” + (~131626 934,40)° + (57 058 708)°

~147 101013,2

TL = [393728,54 + 73968,97% + 25 750,84

~401 443,24
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A(1,-1,0) B(1,1,0) C(—1,1,0)

D(-1,-1,0) E(1,-1,2)  F(1,1,2)

G(-1,1,2)  H(-1,-1,2)

Ponto E Pontos Be D
Ponto B Pontos Ae C
(O, -2, 2)

2k=—(k+1) = 2k=-k-13k=-1c

Sk=——
3

1 1 2 27 2
pl-1i12+1 22) useja, P[2, 1, -2
[ 3 3 3] ou seja (3 3 3)

k+1>0 A 2-k>0 A 2k<0
Sk>-14A k<2 A k<0
<:>ke]—1,0[

Opgao (A)

AB =J(2-1 +(-3-2) +(-1-3)
~J1125+16 =42
AC = \(2+41) +(-3-2) +(-1+4)

=4/9+25+9 =443

AC = AB

O ponto C esta mais afastado de A do que o

ponto B.
M: ponto médio de [BC]

1-12+2 3-4 1
M| —, — ja, M| 0,2, ——
[ > > > j,ouseja, [ 2]

Como a abcissa é 0, M pertence ao plano yOz.

5. Geometria analitica

B(x,0,0)
[E,M,Ej:(zn,-n

2 2 2
Entao, XT_122<Z>X—1=4<:>X:5
v (0,0, z)

AB’ = 6% +62 < AB =62
V =168 <

@%(6\/5)2><z:168c>24z:168<32:7

M(3,3,gj
AB = \(-1-2) +(3+1) +(-2-3)’ =50

Seja x a medida do lado.

AB” = x? + x? ©50=2x" & x* =25 x=5

P=4x5=20
P =20 u.c.
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BG = |(6-4) +(6-4) +20° = J&+4+400
_ 408

P jacr) = 8+12+2:/408 ~ 60,40

O perimetro ¢, aproximadamente, 60,40 cm .

V= %122 60— 1«82 x 40 = 2880 - 2260
3 3 3

_ @ ~2026,67

O volume é aproximadamente igual a
2026,67 cm®.

z=-4

x=-1

y=3

A(2,2,-2); B(-2,0,4); C(2,-2,4)

) ) )



[GH]:z=6 A y=2 A -2<x<2
P €[GH] e tem abcissa negativa: entdo
P(x,2,6),sendo 2<x<0

VP =4 X2 +22+(6-9) =4 o

S x*+4+9=16 =
oxP=3ox=v3 v x=-3
Como x <0, entdo x = —/3
P(—/3,2,6)

[AF]:x=2 A y=-2 A 0<z<6

Pe[AF]:P(2,-2, 2)

VP =72 +(-2) +(z-9 =T
<:>4+4+(z—9)2=49<:>
<:>(z—9)2=41<:>

©z-9=V41 v z-9-—JH &

<:>z=9+\/ﬂ v z=9—\/ﬂ

Como 0<z<6,entdo z=9-+/41

P(2,-2,9-41)
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5. Geometria analitica

equacéo y =-1¢ (4,-5,8) .
k*-9=-5 A k®+2k=8<
oKk =4 A K +2k-8=0

o(k=2v k=-2) A (k_mj

2
o(k=2v k=-=2) A (k=2 v k=-4)

< k=2
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(—2,2,2)
(5,-3, 4)
y=4Arz=3
xX=2Az2=3
x=2Ay=4
z=-4
y=3
y=3
x =-1
r:y=3Az=-4
Opcao (C)
Por exemplo: T (4,3, 9)
Por exemplo: T (0, 5, 8)

(0,3,8)

E o proprio ponto A de coordenadas (4, 3, 0).

O simétrico de E relativamente ao plano de

T(7,3,5)

s[§,0,5j
2
y=9A0<x<7A0<z<5

X=TAy=9A0<2z<5

y=9Az=5
xX=7TAz=5
0£2_5k£9¢>
3
c>2—5k20/\2—5k_9C>
3 3

<2-5k>20 A 2-5k<27T <

<:>k£§ ANk>2-5s

c>ke{6,g}
5

P(x.y.2) AP =BP
\/xz +(y—1)2 +(z+2)2 =
:\/(x—2)2 +(y+1) +(z-1) =

S X ry? 2y +1+ 22 +4z+4=

=X —A4xX+4+y* 12y +1+ 22 -2z 41

< 4x-4y+6z=1 <:>2x—2y+32:%

Eixo Ox:
2x—2y+3z=1 x:1
2 4 1
y=0 <<y=0 [Z,O,Oj
z=0 z=0



Eixo Oy:

2x—2y+32:% y=——

x=0 <4x=0 (0,—%, j
z=0 z=0
Eixo Oz:
2x—2y+3z:1 z=—1
2 6 1

x=0 <<ix=0 (0,0,g]
y=0 y=0

z=2 x=4

Plano mediador de [OE]: z=2

Por exemplo: (-2, 3, 2)

Plano mediador de [BC]: x =4

Por exemplo: (4, -3, -2)
A(2,-1,2)  B(-2,3,-3) P(x,y,2)
AP =BP &

<:>\/(x—2)2+(y+1)2+(z—2)2 =

=\/(x+2)2+(y—3)2+(z+3)2 o
S X —AX+4+yP 12y +1+ 22 4z +4 =

=X*+4x+4+y* -6y+9+72°+6z+9 <

< -8x+8y-10z-13=0

13
_8x+8y-10z-13=0 |Y =g
x=0 Six=0
z=0 z=0
C(O,E,Oj

8
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A(4,0,0), D(0,4,4), G(4,4,4), M(2,4,4)

Seja P(X,y,z) um ponto do plano mediador de

[AM].
PA - Pl <

o(x-4Y +y?+2? =

= J(x-2fF +(y-4f +(z-4f &

5. Geometria analitica

& x?-8x+16+y* +2° =
=x*—4x+4+y*-8y+16+2°-8z+16 =

< 4x+8y+8z=20 & —x+2y+2z=5

T(1,3,k-2)

—1+2x3+2(k-2)=5< -1+6+2k-4=5

o2k=4 k=2

[BG]:x=4 A y=4 A 0<z<4

1
—X+2y+2z=5 —4+8+2z=5 2=5
x=4 Six=4 Six=4
y=4 y=4 y=4

3[4,4 , 1]
2
O ponto de intersecdo de @ com [AB] é o

ponto médio de [AB].

M=[—1+3,2—4‘—2+0j (-1, 1)

2 T2 2
P(1,-1,-1)

AP = [(=2)° +3% +(-1)° =14

BP =\/2* +(-3) + T =14

Como AP = BP, conclui-se que P e« .

P(-3,0,2)

BP = /6% +(—4)* +(-2)? =~/56

Como AP = BP , conclui-se que P ¢ « .

P(2,1,3)

AP = \[(-37 + T +(-5)* =~/35
BP = \Jf +(-5) +(-3) =~/35

Como AP =BP, conclui-se que P e« .

A(1,0,-1); B(-1,2,1); C(0,0, 3)

D(-1,0,3)
_3
2

1
X=-=
2

V4



P(x,y.z)

BP-DP

<:>\/(x+1)2+(y—2)2+(z—1)2 -

:\/(x+'l)2+y2+(z—3)2 &
<:>(x+1)2 +(y—2)2+(z—‘l)2 =

=(x+1)2 +y? +(z—3)2 =
Sy —4y+4+722-272+1=y*+722-6z+9 =
Sdz=4y+4d s z=y+1
Seja P(x,y,2)

AP =BP &

@\/(X—;JZ +(y+2) +(z+1) =

=\/(x+1)2+y2+(z—2j2 o

<:>x2—x+%+y2+4y+4+22+2z+1=

:x2+2x+1+y2+22—32+%<:>

& -3x+4y+5z=-2<

& 3x-4y-5z=2
3(m-1)-4m-5=2<3m-3-4m-5=2

<-m=10m=-10
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0(0,0,0), A(8,0,0), B(8,8,0), C(0,8,0),

D(0,8,8), £(0,0,8), F(8,0,8), S(8,4,11)

)

A

(agesF] =© 2

A=52 u.a.

V:83+%x8:608

V =608 u.v.
Plano mediador de [BC]: x =4
RS:y=4 A z=11

Trata-se do ponto (4, 4, 11) .

5. Geometria analitica

Seja P(x,y,2)

FP=SP <
\/(X—S)z +y? +(z—8)2 =

= J(x=8Y +(y-4) +(z-11 =

o y*+72°-16z+64 =

=y?-8y+16+2°-22z+121<
& 8y+6z-73=0
[BG]:x=8 A y=8 A 0<z<8

8y+6z-73=0 64+6z-73=0

x=8 <<ix=8 =
y=8 y=28
3
zZ==
2
<<ix=8
y=8

O ponto de intersegdo tem coordenadas

55.2)

Seja P(x,y,2).

AP - BP

(x—a)2 -r(y—b)2 +(z—c)2 =
=(x—b)2 +(y—a)2 +(z—c)2 S

o X2 -2ax+a’+y? -2by + b =
=x?-2bx+b*+y* -2ay+a’

& 2bx —2ax =2by —2ay < bx—-ax=by —ay <

< (b-a)x=(b-a)y

Dividindo por b—a, que é diferente de zero,

tem-se: X=Y .

A(4,0,6), C(0,4,6), E(0,2,0)

ﬁ2:22+629 BF =40 < BF =210

BF>0

Agrec) = 432310 =810

Aialeral :42 +2X8\/ﬁ :16+16\/ﬁ u.a.
4;6><4 =48 u.a.

Vprisma = A[ABF] xBC =



5. Geometria analitica

Sendo P(x.y.z) CD = (-1+1) +(1+3) +(2-1) =17

DP=FP < Sim, C pertence.

- Ixz+yz +(z—6)2 _ C: centro r-raio

c(1,-2,0) r=5
-1

:\/(x—4)2+(y—2)2+22 &

O

0,4, ) r=5

o X2 +y?+7°-122+36 =

=X’ -8x+16+y’ -4y +4+72° &

(
(

c(2,-1,1) r=v8
(

C_3111_2) r:\/ﬂIZ\/g
& 8x+4y-12z=-16 <

AR _ |92 2 2

& 2x+y-3z=-4< 2x-y+3z=4 OB =2 +1 +(-4) =21
AB:x=4 A 7z=6 (x—2)2+(y—1)2+(z+4)2:21
2x-y+3z=4 -8-y+18=4 E:\/42+(_1_3)2+(3+1)2 ~J48 =43
x=4 o{x=4
z=6 z=6 x2+(y+1)2+(z—3)2=48

y=6 AC 43
olx=4 (4,6,6) =5 = =2

z=6 M: ponto médio de [AC]
O ponto de intersegéo ¢ (4, 6, 6). 4 _

M[u 1+3,u],0u seja, M(-2,1,1)

BC:y=4 A z=6 2 2 2
y=4 y=4 (x+2)2+(y—1)2+(z—1)2:12
Z=06 ~3z=6 2 2 2
2x-y+3z=4 |-2x=4+4-18 (x=2) +(y=1) +(z+4) =16

Y4 c(1,-3,-2)
=1z=6 T(5,4,6) Seja r o raio.

x=5 r=3.Entao k=9.
Plano paralelo a yOz e que passa por T: r:\—1+2\ =1.Entdo k=1.
x=5.

r=|5-1=4_Entao k=16.
Seja P(a. a, a)

y=-5y=5
-2a-a+3a=4<0=4 Impossivel 7-=-27-8
N&o existe!
xX=-4,x=06
Pagina 90 A e B s3o0 pontos do tipo (X, 0,0) .
Seja D o centro da superficie esférica (x _1)2 +y2+ (z - 3)2 =25
D(—1, —3, 1) . 2 2
(x-1)+9=25(x-1) =16 =
Raio: 17

< x-1=4 v x-1=-4

AD = \[(-3+1 +(0+3) +(~1-1 =417

Sim, A pertence.

< x=5v x=-3

Seja A(-3,0,0) e B(5,0,0)

BD = \(-2+1)° +(0+3) +(4-1) =

N&o, B ndo pertence. (1,0,0).

Ponto médio de [AB]: (_3;5

,0,0], ou seja



A(0,y,0), y>0

02 +y2+(0-9)" =100 = y? =19 &
oy =419

y>0

r: raio de base

r=0A=19

Abase :197I u.a.

B(0,y,13), y>0
02 +y2 +(13-9)° =100 &
oy =84 ﬁ)y:\/s_df

Asup.ll'quida =84n~263,9 u.a.
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c(1,-3,0) r=3

AC = (<31 +(-3+3) =16 =4>3

A néo pertence a esfera.

BC = (41 +(-3+3) =3
B pertence a superficie da esfera.

A esfera é tangente ao plano xOz.
(x—1)2+(y+2)2+(z—4)2 <7
(x—5)2+(y+2)2+(z—3)2 <4
(x+3)2+y2+(z—2)2 <16

r=[1+3=4

Seja C o centro e r o raio.

c(0,-2,1) r-5

CP = /(1) +(1-2)° =6 >+
P nao pertence a esfera.

CQ =\ +(-2+1) +(1-2) =3 <+B
Q pertence a esfera.

CR= (1) +(2+2) +(1-2) =+2<+5

R pertence a esfera.

z=1+5;z=1-5
y=-2+5;y=-2-+5
x=—/5;x=+5

5. Geometria analitica

4 3
Volume da esfera dada: gn(\/g)

Seja r o raio na nova esfera.

Pretende-se

%m’3 =8x%n(\/§)3 p=

3
ol =8x(J§) = 3[8x(\/§)3
@r:%/gx\/g <3r:2\/§ u.c.
O raio da nova esfera sera o dobro do raio da

esfera dada, ou seja, 243 .

A interse¢éo é um circulo que passa pelo centro

da esfera.

Perimetro: 2nx3 ~ 18,85
Opgéo (D)

=5x8x3=120

Vparalelepipedo

r: raio da esfera

%nﬂ =120 < 4nr® =360 < r? :@Q

/90
o r=3==
T

Tomando r ~ 3,06 .

(x=5)" +(y—8)" +(z-3)" <3,06°

M(0, 4, 3) MD = 4 GD=5
V[BCNPGDMQ] 0 3x Vparaleleplpedo 0’ 3x120 =36
A[GDMQ] x3=36 < A[GDMQ] =12
Seja GQ=x .
At X 512 20+5x=24 & x =2

2 5
Seja R a projegao ortogonal de Q sobre DM.
RM=4-2_18_35

5 5

MQ’ =3,2% +5% < MQ' = 35,24 < MQ = /35,24

A[MNPG] =3435,24 ~17,8 y.a.
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Opgéo (B)  (-1.-3,2)

Opgéo (A) z=3

O ponto C é a projegao ortogonal de V sobre o
plano de equagéo y =3.

C(233)

Opcao (D)

Opgao (B)

Ponto médio de [CG]: (1 , 2, g] , OU seja,

(1;2;15).
Opcao (A)
C(-1,01); r=2
Opgao (C)
r=+10.

O centro pertence ao plano de equagéo x =-1.

A=nx10" =101 ~ 31

Opgéo (D)
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C(x.y.z)

(—3+x 2+y —1+zj_(1 0,-2)
5 , 0,
—34—x:1

2 x=5

o 2%’:0 ely=-2 c(5,-2,-3)

“+z z=-3
-2
2

M: ponto médio de [AB]

-3+1 2+0 -1-2 3
M ; ; ja M| 1,1, ——
[ > > 5 j ou seja [ 2)

r:@:\/(—3—1)2+22+(—1+2)2 i

2 2 2
3V 21
1) +(y -1)° 2 ==
(x+1)" +(y )+(z+2) 2
P(x.y.z)
AP =BP <

<:>\/(x+3)2+(y—2)2+(z+1)2 =

:\/(x—1)2 +yi+(z+2) &

5. Geometria analitica

S X2 +6x+9+y? -4y +4+72°+2z2+1=
=X’ -2x+1+y*+2° +4z+4 &

< 8x-4y-2z+9=0

C(-2.6,4)

X=2Ay=6

z=2

P(x,y, z)

AP =VP &

<:>\/(x—2)2+(y—6)2+z2 :\/x2+y2+(z—2)2 &
S X2 —A4x+4+y* 12y +36+2° =
=x’+y’+7 -4z+4 &
& 4x-12y+4z+36=0<
< -x-3y+z+9=0<

-x-3y+z+9=0 y=3

x=0 <ix=0
z=0 z=0
R(O,3,0)

V=Tc><42><5+1><ﬂn><43
2 3

V =80n+

128 68
3“=33“z385u.v.



