Rropestaldelresolicac
dalunidadeBidoimanuial

Como o ponto A é o pé da perpendicular

tracada de B para VT, entdo VAB=90°,
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Triangulo equilatero e acutangulo
. 180 u .
J/=T=6o° BAC=CBA=};=60°

[ =180°-60°=120° & =180°-60°=120°

Assim, 7=60° € 0":=ﬁ=120°-
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O lado [BD] € comum aos dois triangulos;

AB =BC pois B é ponto médio de [AC];

CBD = DBA = 90°

Pelo critério LAL de congruéncia de tridngulos,
por exemplo, se conclui que os tridangulos [ABD]
e [BCD] sao congruentes.

x=5cm y=2cm

O angulo DAE € comum aos dois triangulos e
CBA=EDA=90°

Pelo critério AA de semelhanca de tridngulos,
conclui-se que os tridangulos [ABC] e [ADE]

sao semelhantes.

M

DE AD _ DE
—_—=—=

DE_AD DE_10 pE-30 L DE-5
BC AB 3 6 6

Entdo, DE=5

AE _AD L AE _10 _JE_O7

AC AB 687 6 6

E:E—R:%—G,?M,s

Entdo, CE ~4,5 cm
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O lado [PM] é comum aos triangulos [AMP] e
[PMB] .

AM = MB , pois M é ponto médio de [AB].
PMA = BMP = 90°

Pelo critério LAL de congruéncia de tridngulos
conclui-se que os tridngulos [AMP] e [PMB]
sao congruentes.

Como os triangulos [AMP] e [PMB] séo
congruentes, os lados que se opdem aos
angulos retos sdo congruentes. Assim,

AM = MB , pelo que o triangulo [ABP] é

isosceles.

pelo que o triangulo [ABV] é retanguloem A.
Aplicando-se o Teorema de Pitagoras,
AB=5"-4 =9 -3
Seja C o pé da perpendicular tragada de B
para VR. Entdo, BCV =90° .
Relativamente aos tridngulos [ABV] e [CBV],
sabe-se que, de um para o outro:
e BVA=CVB (pois VB & bissetriz do
angulo RVT);
e VAB=BCV=90°;
e ABV =VBC , pois a soma dos angulos
internos de um tridngulo é 180° .
Como [VB] é um lado comum dos tridngulos
[ABV] e [CBV], pode-se entido concluir, pelo

critério ALA de congruéncia de tridangulos, que
estes tridngulos sao congruentes.

Assim, tem-se que BC = BA=3 unidades, isto
€, adistanciade B areta VR é 3 unidades.
Por construgao, tem-se VC=VD e CP=DP.
Como [VP] é um lado comum dos tridngulos
[VPC] e [VDP], pelo critério LLL da igualdade
de tridngulos, conclui-se que [VPC] e [VDP]
s&o iguais.

Como CP=DP e alados iguais se opdem

angulos iguais, entdo PVC = DVP .
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1.° Os angulos VDP e PCV sao ambos
angulos retos.

2.° AVP = PVB , porque VP € a bissetriz do
angulo AVB.

3.9 Como a soma das amplitudes dos angulos
internos de um tridngulo é 180°, conclui-se
que as amplitudes dos angulos DPV e VPC
também sé&o iguais.

4.° Como [VP] é um lado comum aos dois
tridngulos, pelo critério ALA de congruéncia de
tridangulos, conclui-se que estes sao

congruentes.



Como os triangulos [CVP] e [VPD] séo
congruentes e AP = PVB , conclui-se que
CP-DP .

1.°Sendo E e F os pés das perpendiculares

tracadas de S sobre VA e VB,
respetivamente, sabe-se que [FVS] e [ESV]

sa0 triangulos retangulos e SE = SF .

2.° Como [VS] é um lado comum aos
tridangulos, pelo Teorema de Pitagoras, conclui-

seque VE=VF

3.2 O caso LLL de igualdade de triangulos
permite concluir que os tridngulos [FVS] e
[ESV] sao congruentes. Assim, os angulos
EVS e SVF séo iguais pois opdem-se a lados

iguais.

Desta forma se pode concluir que VS ¢a

bissetriz do &ngulo AVB.
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3. Geometria sintética no plano

Tridngulo [ABI] :

IBA =12,5°; BAl = 60°

AIB =180°—(12,5+60°) = 107,5°
Triangulo [BCI: CBI=12,5°; ICB=17,5°
BIC =180°(12,5°+17,5°) = 150°
Triangulo [CAN :

IAC = 60°; ACI =17,5°

CIA =180°-(60°+17,5°) = 102,5°
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O incentro de qualquer tridngulo pertence ao triangulo
medial, isto &, ao tridngulo cujos vértices sdo os pontos

médios dos lados do tridngulo inicial [ABC] .
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Para dois dos angulos internos do tridngulo,
tracam-se as respetivas bissetrizes.

-

Para dois dos angulos internos do tridngulo,

tracam-se as respetivas bissetrizes.

CBA = 1800—(BAC+AC":B)

=180°-(120°+35°) = 25°

~ ~ o
IBA=CBI = 2: =12,5°
~ ~ o
BAI=IAC = 1220 =60°
~ ~ )
ACI=ICB = =17,5°

Ponto R, porque é o ponto de intersecéo das
bissetrizes do tridngulo.

Circunferéncia inscrita no triangulo [ABC]

Para a construir, basta tragar a perpendicular a
um dos lados do tridngulo que passa pelo ponto
R e obter o ponto onde interseta esse lado do
tridangulo.

Em seguida, tracar a circunferéncia de centro R

e que passa pelo ponto obtido.

A

Tragaram-se duas bissetrizes de dois angulos
interiores do tridngulo, obtendo-se o ponto de
intersecéo .

Tragou-se uma perpendicular a um dos lados do
tridangulo que passa por / obtendo-se o pé
dessa perpendicular que se designa por [’ .

A circunferéncia tem centro | e passa por I .

Ao cuidado do aluno.



3. Geometria sintética no plano

Seja [ABC] o triangulo e r o raio da - CTAZ —10%_@2
circunferéncia nele inscrita, em centimetros. _ .,
_ _ _ < CM =64
AB><r+BC><r+AC><r_96 L
2 2 2 < CM=8
CM>0
&~ (AB+BC+AC)=96 < _x48=96 ABxCM 12x8
2 2 A[ABC] =5 = =48
2 2
< 24r=96 <r= % or=4 A area do triangulo [ABC] é de 48 u.a.

. . N r=IM é o raio da circunferéncia inscrita.
O raio da circunferéncia inscrita & 4 cm .

ABxr ><ﬁxr

S 2 -48 < 6r+10r =48
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Pelo Teorema de Pitagoras, —16r=48 o r= :Ls or=3
—2 —2 —=2 —2
AB =AC +BC AB =12%+5°
" < " A medida do raio € 3 u.c.
= AB =169 ;5,AB=13

Os triangulos [/EB] e [DBI] s&o congruentes Pagina 15

pois: A afirmacéo é falsa.

- E-D O ponto E né&o é equidistante dos lados do

. [IB] &um lado comum: angulo BAD , logo nao pertence a bissetriz do
! angulo.

. Bl=/BD € IEB=|DB=90°, logo
EBI=1BD IEB =1DB =90 9 A distanciade E a AB é 3 cm e adistancia

BIE =BID - de E a AD é 4cm. O mesmo acontece em
Pelo critério ALA conclui-se que os tridngulos relacdo ao angulo ADC .

sao congruentes.
Como a angulos iguais opdem lados iguais, D
conclui-se BE = BD .
Utilizando 0 mesmo raciocinio para os tridangulos -1
[AIE] e [AFI], conclui-se que AE = AF . -1
[CDIF] € um quadrado. Logo,

BD=5-r ; AF=12-r

AB = AE +EB

Atendendo a que AE = AF = AC-r eque
EB=BD=BC-r

Tem-se AB=AC-r+BC-r

—2r=AC+BC-AB «r-AC+BC-AB A

o o A distanciade F a AD, AB e DC éa
c=AE+EBoc=AF+BD < —

. AD - Cea
mesma, ou seja, — . Entdo, essa distancia é
a+b-c 2

2

oc=b-rta-re2r=atb-cor=

3 cm. Também a distdnciade D a DC, BC
W=AB=12=6 e AB é 3cm.

2 2 —
FG=AB-(3+3)=8-6=2

Pelo Teorema de Pitagoras, . .
O comprimento de [FG] é 2cm.

-2 —2 —2
CM +AM =AC Ponto S. Opcéo (D)



3. Geometria sintética no plano

2.2.  Osincentros sao coincidentes. 6.

F

3. I, e |, sao osincentros dos triangulos [ACD]
e [ABC].
| Pagina 17
8.

A
v

4cm

9.1. Como C é centro da circunferéncia, [CA] e

[CB] séo raios da circunferéncia. Entao,

CA=CB , sendoum ponto equidistante de A

Pagina 16 ede B. Assim, o ponto C pertence a
4. mediatriz de [AB].
D E I 9.2. Basta tragar a mediatriz do segmento [AB] .
B
A ) . B A
5. Seja r o raio da circunferéncia.
AB°=AC +BC" « AB" =92 +12? 10. c
o AB =225 5 AB=15 b
. ACxBC B
Area: Ag = ACxBC _ 9x12 _54
2 2 2
ACxr ABxr BCxr
+ + =54 111
2 2 2 ol
C \ B
<:>gr+1—5r+2r=54 \
2 2 2 /
36 54 18r =54 3 \ ’9(
= 7r =54 ©18r=54 o r= \\
. . N A N\
P - comprimento da circunferéncia
P=2nr=2nx3 =671 11.2. Ponto D
O comprimento da circunferéncia, em C \ B
centimetros, & 6z cm . D //
C N\
A AN




e

X — medida de cada lado, em centimetros

18
X=—=
3

6

Cada lado mede 6 cm.

O circuncentro e o incentro coincidem.
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Triangulo Acutangulo | Retangulo | Obtusangulo
Localizacao Interior do Pont%;nedlo Exterior do
do ponto C triangulo hi triangulo
ipotenusa
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3. Geometria sintética no plano

e F é o circuncentro porque € o ponto de
intersecdo das mediatrizes do tridngulo.
e C pertence a mediatriz de [AB] porque o

triangulo é equilatero, sendo AC = BC .
e A amplitude dos éngulos internos é 60° .
ACD =180°-CDA-DAC
ACD =180°-90°-60° = 30°
e Asemirreta CD dividiu o angulo ACB

em dois angulos de amplitude igual a 30°,
logo é a bissetriz do angulo.

e (CD é abissetrizdo angulo ACB. Da

memsa forma se concluique BE éa
bissetriz do angulo CBA .
Entéo, o ponto F € o incentro do tridngulo
[ABC] uma vez que € o ponto de intersecdo das

bissetrizes dos seus angulos.
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Pontos F, E e B pois pertencem a uma
mesma circunferéncia de que C é centro
(circunferéncia circunscrita no tridangulo).

O Joao representou um tridngulo obtusangulo, a
Maria representou um tridngulo retangulo.
Entao, o Joado representou o triangulo [LMN] ,
a Maria representou o triangulo [JKL] e o
Antonio o triangulo [OPQ)] .
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Tridngulo is6sceles porque C pertence a
mediatriz de [AB], logo AC =BC .
Circuncentro do tridngulo

Incentro do tridngulo

O circuncentro € o incentro estdo sempre sobre
a mediatriz de [AB].

Os pontos coincidem quando o tridangulo &

equilatero.
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Reduzido a 50%

Sejam A: Porto; B: Mongdo; C: Vimioso
Tragar o triangulo [ABC] e as mediatrizes de
dois dos seus lados.

O ponto de intersecdo das mediatrizes é o

circuncentro e € equidistantede A, B e C.

woum Beae

i
] ?P‘
. b
b _ossseer

MEOSINOS Bonco e, o
o aetooe. e

Seja [PQR] um triangulo retanguloe N e M
os pontos médios dos catetos [PR] e [PQ],
respetivamente.

A mediatriz de [RP] é paralela areta PQ e
interseta a hipotenusa no seu ponto médio, C,
pois os triangulos [NCR] e [PQR] séo
semelhantes. O mesmo acontece em relagéo a
mediatriz do segmento [PQ)].

Entéo, o ponto C é o ponto de intersecéo das
mediatrizes dos catetos e é o0 ponto médio da

hipotenusa do tridngulo.

R

3. Geometria sintética no plano

Seja [PQR] um tridngulo e C o circuncentro.
R

AL

a 0
. .

P C Q
Se Ce<[PQ] , entdo @=§)=ﬁ , sendo

C o ponto médio de [PQ] .
Assim, os tridngulos [PCR] e [CQR] séo

isbsceles.

Sejam CPR=PRC=a e RQC=CRQ=0
Entdo: a+(a+0)=180°

< 20 +260 =180°

< a+0=90°

Assim, PRQ = o +6 = 90°

Logo, o tridangulo [PQR] é retangulo.
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Verdadeira Falsa
Verdadeira Verdadeira

D : circuncentro; E : ortocentro; F: incentro
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Tridngulo isésceles
O ortocentro pertence a mediatriz de [AB].
Quando o tridngulo is6sceles é obtusangulo, o
ortocentro é exterior ao tridngulo.

Tridngulo retangulo

O ortocentro € o ponto P.




O ortocentro de um tridngulo retangulo coincide

com o vértice do angulo reto.

3. Geometria sintética no plano
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Caso geral:
Triangulo Acutangulo Retangulo Obtusangulo
. . Vértice do .
Isésceles Interior angulo reto Exterior
. Vértice do .
Escaleno Interior angulo reto Exterior
Equilatero Interior
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Ortocentro: E; circuncentro : D

r, s e t representam as mediatrizes dos lados
do triangulo [ABC] .

Representam as alturas do tridngulo

Asretas DI e EJ s&o paralelas uma vez que
sdo ambas perpendicularwes ao lado [BC]
(mediatriz e altura relativa a esse lado).

O mesmo acontece com as retas JD e El
relativamente ao lado [AC].

AC +BC = AB" < AC +122 =132

= AC =25 S AC=5

O ponto O coincide com o ponto C, uma vez
que o tridngulo é reténgulo, e assim duas
alturas coincidem com os catetos que se
intersetamem C. O circuncentro S € o ponto

médio da hipotenusa.

>

Como S é o circuncentro do tridngulo, é

equidistante dos vértices do tridngulo.

0S=AS=BS=6,5

Os pontos obtidos por reflexao do ortocentro em
relacédo as retas que contém os lados de um
tridangulo pertencem a circunferéncia circunscrita
ao triangulo e s&o os pontos de intersecéo das
retas que contém as alturas com a
circunferéncia circunscrita.

Traga-se a reta que contém a altura
relativamente ao vértice P e obtém-se o ponto
onde esta interseta a circunferéncia circunscrita,
que podemos designar por A .

Sabe-se que a reta suporte do lado oposto a P
€ a mediatriz do segmento de reta [OA] .

Os pontos de intersecéo da mediatriz de [OA]
com a circunferéncia circunscrita séo os outros

vértices do tridngulo.
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Se o triangulo [UAC] é equilatero, UC = AC.
Como C é ponto médio do lado [AE],
AC=CE

Entdo, UC=CE o que garante que o triangulo

[UCE] é iso6sceles.



Como [UAC] é equilatero,
CAU = UCA = AUC = 60°
ECU =180° —60° = 120°

CUE = UEC =

o_ [
180 2120 _ 300

Entao, EAU =60°: UEA = 30°;
AUE = 60°+30°= 90°

18 _
3

AC = 6

Seja h a medida da altura do triangulo [ACU]
h?+32=6% = h? :27ﬁh:\/§

ACxh 627
A[ACU] = 2 = T = 3\/5 ~15,6 u.a.

Como CE = AC , o triangulo [UCE] tem a
mesma area que o triangulo [ACU], ou seja

3427 que é, aproximadamente, 15,6 u.a.
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[RM] e [QN] sado medianas do triangulo [PQR] .
O ponto B é o baricentro do tridngulo.
Sabe-se que PR=2PN e PQ=2PM , uma
vez que N e M sao pontos médios de [PR] e
[PQ], respetivamente.
Entéo, o segmento [QR] € uma ampliacéo do
segmento [MN] de centro P erazédo 2.
Uma ampliagéo transforma segmentos em
segmentos paralelos, logo [MN] e [QR] séo
paralelos.

Como MN e QR séo retas paralelas, os

angulos RMN e MRQ s&o alternos internos e,
por isso, RMN = MRQ .

Por outro lado, os angulos QBR e NBM séao
verticalmente opostos e, por isso, QBR = NBM .
Pelo critério AA de semelhanca de tridangulos
conclui-se que os tridangulos [BMN] e [BRQ)]
s&o semelhantes.

Como [QR] é uma ampliagdo de [MN] de

razdo 2, entdo $=2 . Como os triangulos

OR _

[BMN] e [BRQ] sao semelhantes e 2,

arazéo de semelhanca é 2.

3. Geometria sintética no plano

BQ =2BN
QN =3BN
BR =2BM
RM = 3BM

QN=@@@=%QW

BQ=2ﬁ@%=2x%QTv@R;=§QTV

RM:SW@W:%W

BR=2W@ﬁ=2x§W@BR=§R

BP-2Ps
3

BM = RM
3

BM = BR
2

BP =2BS
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Por exemplo, as trés medianas do tridngulo dividem-no

em seis tridngulos com igual area.
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X
3]
0
R
~

Il
w|o;

Entdo, pL = g cm

1 1
A =—xA =—x6=1
tapn) = g Siasel T g

Entao, A[APN] =1cm?

1 1
A =2x—xA =—x6=2
(MBLP] g o T3

Entéao, AWBLP] =2cm?
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Falsa. O baricentro pertence ao segmento
[CM] porque este € uma mediana. O
ortocentro pode ser exterior ao tridangulo
quando este é obtusangulo e, nesse caso,

nao pertence a [CM] .



Verdadeira. Como o tridngulo é isdsceles, a
reta CM contém a altura relativa a base
[AB], a mediana [CM], a bissetriz do
angulo ACB e é a mediatriz de [AB] .

mg-28_15_g
2 2

MC’ +MB° =BC’ < MC’ =107 — 82
— MC> =36 © MC =6, MC >0

Se D é o baricentro, E=§m=§x6=4

A distancia do baricentro ao vértice C éde 4 cm.
G é o baricentro.

GH = xFH o GH=x5=GH =2
3 3
GE=2xJE = GE=2x5<GE =19
3 3 3
FE-PE o RE-8 _FHE-3
2 3
5 10 15
=—+—+3=—+3=8
[GHE] 3"’3 3

O perimetro € iguala 8 cm .
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Baricentro do tridngulo

BE =3xGE =3x5,4=16,2

1

9]

D= xc?=%x12=4

w |

GB=2GE =2x5,4=10,8

_16_
2

5|
o]

I
~[ B

8

Peosy =GD+GB+DB=4+10,8+8=22,8

1 1
Apy = gx Apar) = EXBG =6cm?

A area do triangulo [PJH] é 6 cm?
Avssomy = 2% Aipyy = 2% 6 = 12 cm?
A area do quadrilatero &€ 12 cm?

ﬁxm_s 3xm_

= 6
2 2

Ap =6 =

S 3xHI=12 & HI =4
RH=2xHJ=2x4-=8

Entdo, RH =8cm

3. Geometria sintética no plano

Sejam:
incentro: /; circuncentro: C; ortocentro: O;
baricentro: B.

R

8cm 8cm

I=C=0=8B
P 8cm Q

Os pontos notaveis sao coincidentes.

Seja [ABC] o tridangulo equilatero.

AB=8

Seja G o baricentro e h a altura do triangulo.
h 447 =82 o h? =48 Sh=/48

G € o raio da circunferéncia circunscrita.
06 - 2428 =2.1653 - 21413 =Lf

~ 4,62
O raio da circunferéncia circunscrita €
aproximadamente 4,62 cm .
PS = SQ . Entao, os triangulos [PSR] e
[SQR] tém a mesma medida de base e a
mesma altura. Logo, tém a mesma area.
Baricentro do triangulo [PQR] .
RB=2xRS =2x45-3
3 3
Os triangulos [RVB] e [RPS] séo
semelhantes (AA).

RV RB _AV_3 _
RP RS 7.5 45 B

Entdo PV = RP_RV =7,5-5=25
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\
R 8 S

O incentro ndo pertence a reta de Euler.
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Ortocentro

O ortocentro é o ponto que € comum as trés
retas que contém as alturas do tridangulo. Basta
intersetar duas dessas retas para o identificar.
Baricentro

Circuncentro

Incentro

Os quatro pontos pertencem a reta de Euler
quando o tridngulo é isosceles.

Se o tridngulo é equilatero, os quatro pontos
notaveis sdo coincidentes.

Ao cuidado do aluno.
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3. Geometria sintética no plano

0OC=3xGC=3x25=75

A distancia do ortocentro ao circuncentro é igual

a75cm.

S

Ev)
.
.
\
.
N
S
N

e e
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Tridngulo acutangulo e escaleno

Tridngulo obtusangulo e isésceles

Tridngulo retangulo e isésceles

N&o. Quando, por exemplo, o circuncentro ndo
pertence a um tridngulo, isso significa que o
tridngulo é obtusangulo. Neste caso também o
ortocentro ndo pertence ao triangulo. O

baricentro e o incentro pertencem sempre ao

As circunferéncias sdo iguais.
A circunferéncia que passa pelos trés pontos
médios dos lados do tridngulo € congruente com
a que passa pelos pés das alturas e também
pelos pontos médios entre o ortocentro O e os
vértices do tridngulo.
O ponto E é o centro da circunferéncia dos

nove pontos.

triangulo.
Pagina 37
BC 0B %
BC
0,82 1,64 2
0,52 1,04 2
2,51 5,02 2
9 _,
BC
OB =2xBC OC=3xBC
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A circunferéncia ¢, , porque € a Unica que
passa pelos pontos M, H e L.

0G =5cm

Seja C o circuncentro do tridngulo.
Sabendo que oG =2GC . entédo 5-o2GC

- 5

O

f=—4
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OB=25cm 570=%=§=1,25
2 2
OC=3x125=375 @:O—ZC= 3'275 =1875

Conclui-se que OD =1,875¢cm .

AT T TN

\

) <.D\‘ >
s )
S
on_|

/

‘\_//

/

/|

O centro da circunferéncia dos nove pontos é o
ponto P.

O circuncentro do tridangulo [ABC] € o ponto E.



AB-4 ; BC=6

AC* =42 +6% = AC =52 2,AC="52

?c:—“&zs,s
2

PE -1, Y22 _N52 g
2 2 4

As medidas dos raios das circunferéncias
circunscrita e dos nove pontos do tridngulo

[ABC] séo 3,6 e 1,8 respetivamente.
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Pontos médios dos lados do tridngulo
Pontos médios dos segmentos de reta cujos

extremos s&o o ortocentro e cada um dos
vértices do triangulo (O, é o ponto médio de
[0A] , O; ode [OB] e O; ode [OC]).

Pés das alturas do tridngulo (pés das
perpendiculares tiradas a partir de cada vértice

sobre a reta suporte do lado oposto.
O. e Oy coincidemcom M, e M, ,
respetivamente.

O, coincide com A .
H; e H, coincidem com A.
O, e Oy coincidemcom M, e M,

respetivamente.

O., H, e Hy; coincidem com C.
H. coincide com M, .
H, , Hs e H coincidemcom M, , M,

e M, , respetivamente.
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3. Geometria sintética no plano

(C) Triéngulo escaleno e retangulo, porque os
pontos n&o séo todos colineares mas ha
um que coincide com um vértice (do
angulo reto) e outro com o ponto médio de
um dos lados (hipotenusa).

(D) Tridngulo isosceles e obtusangulo, porque
0s quatro pontos sao colineares, estando

dois no exterior do tridngulo.
OB=2BC < BC =

OC=3xBC < 0C=3%x2 <0C=6
A distancia entre o circuncentro e o ortocentro é

iguala 6 cm.

RM =3BM =3x3,4=10,2 cm
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B, F eP

N

representa o baricentro.

U

representa o circuncentro.

Ju

representa o incentro.

R

representa o ortocentro.

Opcéo (B)
(A) Triangulo escaleno e acutangulo, porque

0s pontos notaveis ndo sao todos

colineares e estéo no interior do tridngulo.

Circunferéncia dos nove pontos.
Seja P: o perimetro da circunferéncia dos
nove pontos e F. o perimetro da

circunferéncia circunscrita. Sabe-se que:

P ~ 87
PE=7° . Entao, F’E=?=4n

A medida do perimetro da circunferéncia dos
nove pontos é 4n .
OP =2EO0 =2x15=3

Seja G o baricentro.

0-20p-2.3-2

3 3
A distancia do baricentro ao ortocentro € 2 cm .
OB =3cm
Seja M o ponto médio de um dos lados e E
ponto médio de [OC] .
EM — raio da circunferéncia dos nove pontos.
EM =5 cm
P — perimetro da circunferéncia dos nove
pontos.
P. =2rEM =21x5=10n

A medida, em centimetros, € 107 .



r — raio da circunferéncia circunscrita

P. — perimetro da circunferéncia circunscrita

r=2xEM =2x5=10

P, =2nx10=20n

A medida, em centimetros, € 20n .

A : ortocentro; B: incentro; C: baricentro
Intersecdo da reta de Euler AC com, por

exemplo, a mediatriz de [PR]. O ponto de

intersecao destas retas € o circuncentro do

triangulo.
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3. Geometria sintética no plano

AB=7cm BC=3cm AC=5cm
A se) = 6,5 cm®
I = raio da circunferéncia inscrita

ABxr BCxr ACxr
+ + =6,5
2 2 2

7r 3r 5r
—+—+—=6,5 =
2+2+2 < 7r+3r+5r=13
<:>15r=13<:r=E

15

13 2 16975 2
i = ~ | =——=~2,36 cm
Amrculo X (15j 225

A area é, aproximadamente, 2,36 cmZ.
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PRI =180°-a — j =180°-28°-131°=21°
IRQ = PRI =21°

RQI =180°—/RQ -7 = 180°-21°-118°= 41°
RQP = 2x RQI = 2x 41°= 82°

QPB =2xd =2x28°=56°

PRQ =2x PRI =2x21°= 42°
A Claudia construiu o circuncentro do tridngulo.

O Luis construiu o incentro do tridngulo.

Circuncentro do triangulo
Circunferéncia circunscrita

Tridngulo obtusangulo
O ponto E é o incentro do triangulo, uma vez

que é equidistante dos lados do tridngulo:
EG=EH . Sabe-se que EG é perpendicular
a AC e EH é perpendiculara AB (retas
tangentes aos raios). Como o tridngulo é
retdnguloem A, conclui-se que o quadrilatero
[AEHG] tem os lados iguais e os angulos retos,
logo é um quadrado.
Opcéo (C) Ponto D.

P=2rx12=24r

O perimetro é igual a 2 47 cm .

BC =3°+7,22 = BC =9+5184

& BC=16084 « BC-7,8

7,8

CD=—2="2"-39

o[

P=2rx39=78n

O perimetro ¢ iguala 7,87 cm .



O circuncentro do tridangulo [PRS] .

1.° Representar o tridngulo [PRS] .

2.° Tragar duas mediatrizes dos lados do
triangulo.

3.° Identificar o ponto de intersecdo dessas

retas.

DC=DA=r

Entdo, DM =CM-DC < DM =8-r
O triangulo [AMD] é retanguloem M.
Pelo Teorema de Pitagoras:

AD’ —MD° +22 & r? =(8—r)2+4

& r?=64-16r+r’+4 < 16r =68
o r=425

P =2nx4,25~26,7

O comprimento da circunferéncia circunscrita €,

aproximadamente, igual a 26,7 cm .
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Ortocentro

Joaquim: Il Simao: 1l Tiago: I.

1.° Tragar a reta BO que contém a altura em
relacdo a B.

2.° Tracgar a perpendicular a BO que passa por A .
3.°Tragar AO.

4.° Tracar a perpendicular AO e que passa por B.

3. Geometria sintética no plano

Baricentro

AG =12 cm

E =

1— == 1 —
—A GE =—x12 =
2 < 2>< < GE=6

GE =6 cm
Pelo Teorema de Pitagoras
GD' +AG =AD" & GD +12? =152

=G0 =81 5,60 =9

GD>0
CD=3xGD =3x9=27cm

GDxAG _9x12 _

[ADG] — 2 2 54

A

A[ABC] =6x A[Apg] =6x54 =324

A area do triangulo [ABC] éigual a 324
cm?2,
A[CFGE] =2x A[ADG] =2x54=108

A area do quadrilatero [CFGE] é iguala 108 cm?.
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Opcéo (D): os pontos B e C pertencema r.
Opcéo (B): ponto R.

Opcéao (A): reta UV.

Os triangulos [AED] e [BCE] séo is6sceles
(AE=ED e EC=EB), porisso, os pontos
notaveis pertencem a mediatriz de [AD], que

coincide com a mediatriz de [BC] e passa por E.




Seja r a medida do raio, em centimetros, da
circunferéncia circunscrita.

r=2x4=8

P=2nr=2nx8=16n

O comprimento da circunferéncia circunscrita é
16n cm .

A reta de Euler passa pelo baricentro,
circuncentro e ortocentro de qualquer triangulo,

pelo que areta BC ¢ areta de Euler.

O centro da circunferéncia dos nove pontos é o
ponto médio do segmento de reta cujos
extremos s&o o ortocentro e o circuncentro do
triangulo.

O ponto M pertence a circunferéncia dos nove

pontos.
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Opcéo (B): incentro
Opcéo (A): na hipotenusa
Opcéo (C): obtusangulo
Opcéo (B): incentro
Opcéo (C): ortocentro
OC=2x42=84

ﬁziczﬁzz!g
3 3

Opcao (A): BC =2,8 cm
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3. Geometria sintética no plano

P=12cm
E=1,5cm

ABxDE BCxDE A ACxDE
A[ABC]= + +
2 2 2

. 15
=%(AB+BC+AC) ="x12=9
2 2

A area éiguala 9cm?.

Como se trata de um tridangulo retangulo, o
ponto O coincide com R, vértice do angulo
reto, e o ponto C é o ponto médio da

hipotenusa, [PQ] .
Pelo Teorema de Pitagoras, PQ’ - PR’ +RQ"

PQ -5 +12° = PQ =169 £,PA=13
Seja r o raio da circunferéncia dos nove
pontos.

C é o centro da circunferéncia circunscrita
(ponto médio de [PQ)).

pc-PA_13_¢5 r-PC_85 505
2 2 2 2
Designando por C, o comprimento da
circunferéncia dos nove pontos,
C, =2nx3,25~ 20,420 cm
PRxRQ 5x12

A[PQR] T T =30
PQxh _ a0 13 30 o 13n-60 = h=20

2 2 13
Entdo h~462 .

A érea do triangulo [PQR] éiguala 30 cm? e
h é aproximadamente igual a 4,62 cm .
Como o tridangulo é retangulo, o ponto O coincide

com R. Entdfo OC=RC=PC =6,5cm, uma

vez que C é equidistante dos vértices.
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Ponto D : circuncentro
Ponto F: incentro
Opcéo (D): o ponto D é equidistante dos lados

do tridngulo.

Os pontos A, P e C’sao, respetivamente, as
imagens de A, P e C pelarotagédo de centro

A e amplitude 60°
Entao, AP = AP' , sendo PAP' = 60° .
Como, num tridngulo, a lados iguais se opdem

o
120 —60°.
2

angulos iguais, APP=P'PA=



3. Geometria sintética no plano

Entao, o tridngulo [APP’] é equilatero.

Da mesma forma se conclui que o triangulo
[ACC’] é equilatero.

Os pontos P e C' séo, respetivamente, as
imagens de P e C pela rotagéo de centro A
e amplitude 60° Entéo, CP=C'P"
Como AP =PP' e AC=AC' , uma vez que

[4PP]  [AcC]

os tridngulos séo

equilateros, pode escrever-se :

AP +BP+CP=PP'+BP +C'P"
C'P'A=180°-AP'P = 180°-60° = 120°
CPA=C'P'A=120°

BPC = 360°~CPA— APB = 360°-120°-120° = 120°
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As amplitudes dos angulos APB, BPC e CPA

sdo iguais a 120°
N&o.
Quando o angulo interno do tridngulo nesse
vértice tem 120° de amplitude.

Quando a constru¢éo conduz a um ponto

exterior ao tridngulo (&ngulo interno do tridngulo

de amplitude superior a 120° ), a soma das
distancias desse ponto a cada um dos vértices
ja ndo é a menor possivel. Nesse caso, a menor
soma € a que resulta de considerar esse vértice

do tridngulo como sendo o ponto P.



