PropesEs e rEseluse

Pratica+

1. TRIGONOMETRIA. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Ficha 1

1.1. Resolucao de problemas envolvendo triangulos
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1. cos45°= % = g x500=8C, ou seja, BC ~ 353,55
A distancia do barco ao cais de partida ¢, aproximadamente, 353,55 metros.

2. Relativamente ao nivel dos olhos do observador, sejam h, e h, as medidas das alturas dos edificios A e B, respetivamente.

h
tan68°=1—: & Nxtan68 =h,

h
tan 57°=1—1E & 1xtan57°=h,

h, — hy=11xtan68° —11tan57°, ouseja, h, — hy~ 10

A diferenca de alturas dos dois edificios €, aproximadamente, 10 metros.
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3. Sejam x e y as distancias do ponto A e do ponto B ao edificio, respetivamente.

45 45 45 45
tan20°=— & x= ; lan70°=— & y=
an X tan20° an y y tan70°
AB=x—y=—2__ %, seja, AB~107

tan20° tan70°’
A distancia entre A e B ¢é, aproximadamente, 107 metros.
41. DBA=180° —90° —50° = 40°
CBA=40° +10° = 50°
tan40°=% & AD=6xtan40°
tan50°=2C &5 AC=6xtan50°
CD=AC — AD =6 x tan50° — 6 x tan40°, ou seja,
CD~2
Assim, CD ~ 2 cm.
4.2. CDA=180° — 25° —30° = 125°
ADB =180° —125°=55°
BAD =180° — 90° — 55° = 35°
BAC = 25° +35° = 60°
tan60°=BTC & BC=4x1tan60°

tan35°=€TD ¢ BD=4xtan35°

CD=BC — BD=4xtan60° —4 x tan35°, ou seja,
CD~4

Assim, CD~4dcm.
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5.

6.1.

6.2.

ACB =180° —150° — 20° = 10°

sin20°:% &> BD =60 x sin20°

sin10°=% & Bc=-B0_  pc=080xsin20°

= ja, BC~ M
sin10° Gnigr O s, B~ B

Assim, BC~M8m.
Seja x a altura pretendida: tan41° = % & x=30xtan41°, ouseja, x~ 26
O Ricardo fez a sua observacdo a, aproximadamente, 26 metros.

Seja y a diferenca entre a altura do edificio em frente ao Ricardo e a altura a que ele se encontra a observar.

tan30°=;/—0 & y=30xtan30°

30 x tan30° +30 x tan41° =~ 43
A altura do edificio que o Ricardo estd a observar ¢, aproximadamente, 43 metros.
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7

Sejam h =CD (a altura do rochedo) e X=8D.

h__ atan3ee=" o h=(x+180) tan26° A h = x tan34°
X +180 X

tan26° =

xtan34°=(x+180)tan26° < xtan34°=xtan26°+180tan26° <> xtan34° —x tan26°=180tan26° <

___180tan26° . -
& X =38 — tan26°" ou seja, x ~ 470,0384

h = 470,0384 x tan 34° ~ 317

A altura do rochedo é, aproximadamente, 317 metros.

Seja h=PR (a altura pedida) e X=MR . Entdo, NR=36 —x.

tan60° =2 A tan30°=—1— «— h=xtan60° A h=(36 — x)tan30°
X 36 —x

X tan60° = (36 — x) tan30° & \/§x=¥—§x f—t 3\/§x+\/§x=36\/§ = x=m &= X

h=9x1an60°=9V3
0O participante ficou a 94/3 metros de altura.

Ficha 2

1.2. Angulo e arco generalizados
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1.2.

13.

a) 360:9=40 b) Reparaque 40 x2=280. Logo, oc.

Repara que 40 x3=120. Logo, 06.

c) Reparaque 40 x7=280. Logo, OH. d) Repara que 40 x 8 =320. Logo, 0B.

a) D b) B
o C d) /
e) E f) A

.5<1840 6 omo 1840 — 5% 360 = 40, tem-se 1840° = 40° +5 x 360° .

360
Assim, R (5. 18407(G) =R (0. 407(G) = H .
. 6<2380 7 Como 2480 — 6% 360 =320 , tem-se —2480° = —320° —6 x 360° .
360
Assim, R, -2480°)(G) =R, -320°)(G) =H.
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1510 2545
A 4<— 22.7<=—=<8
21. 4 360 <° 360
Como 1510 — 4 x 360 =70, tem-se: Como 2545 — 7x 360 =25, tem-se:
1510°=70° +4 x 360° —2545° = —25° —7 x 360°
23.3<1200 4 2.4, 9< 3250 4o
360 360
Como 1200 — 3x 360 =120, tem-se: Como 3250 —9x360=10, tem-se:
—1200°=—120° —3 x 360° 3250°=10°+9 x 360°
31, 3< 180y

3.2,

360
Como 1230 — 3 x 360 =150, tem-se: —1230 =—150 — 3 x 360

0 ponteiro dos minutos da trés voltas completas e mais um angulo de amplitude 150° (no sentido negativo).
Por cada volta completa, 60 minutos, descreve um angulo de amplitude —360°.

Por cada minuto descreve um angulo de amplitude —6°, pois 360:60=6.

Como 150 :6 =25, conclui-se que a hora pedida é 10:25 .

Numero de voltas completas: 15 —7=38

Como —8x 360 + (—6x35)=—3090, conclui-se que o ponteiro do reldgio descrevera um angulo de amplitude —3090°.

41. (D)—140°

DA =g = 360°—80° _280° _ /00

2 2

R(o, 440“)(5) =A
4.2. (B)

(A) 440° =80° +360° (B) —800°=—80° —2 x 360°

R(o, —800°)(D) =B

(C) —1000° = —280° —2 x 360° (D)500° =140° +360°
Ficha 3
1.3. Circulo trigonométrico
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14. 360°:8=45°, sendo sin45°:§, cos45°:g e tan45°=1.

Entéo, P<—ﬁ,ﬁ> , o<1, ﬁ) e T(1, =1).

22 2
2
1.2. R(coser, sina), logo sina:—l. Entdo: (—1) +eosa=1 < coszoc=1—i Pt cosa:—ﬂ\/ cosa:ﬁ
4 4 1 16 4 4
Como o €3.°Q, entdo cosa:—@. Assim: tana:—4 = tanot:L = tana:@
4 _@ V15 15
4
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21, sina>0A—-90°<a<90°, logo ¢ €1°Q.

65
2.2. cosa <ﬁgv180° <a<360°, logo ¢ €3.°Q.

6 V65 V65 V65

2
(g) +eosa=1 & c05205=1—;3—1 = cosa=—T\/ cosa=T. Como o €1°Q, entdo cosa=T.

4 4v/e5 4 65 465

tana=—— tana=——= tanaa=———. Logo, sinac=—, cose=—— e tano=——.
< < 65 0 9 9 65

&,@lb
o
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2 / /. /
sin2a+<—l> =1 & sinzoc=1—i = sina:—ﬂ\/ sina:ﬁ. Como o €3.°Q, entdo sina:—ﬁ.
5 25 5 5 5
_va _
tano = ? & tana=V24 . Logo, sina:—%, cosa:—% e tana=v24.
5
23. tanor >0 A 90° << 270°, logo ¢ €3.°Q.
1+3°= 12 = coszoc=i f=—t cosa——L\/ cosoc—— et cosa:—@\/cosazﬂ
cos’or 10 V1o A 10 10
Como ¢ €3.°Q, entdo cosa——1£00A
SN _3 = smog——£ Logo, smoz——£ osa:—@etana=3.
_Vio 10
10
31. Sejam D e d, respetivamente, as medidas da maior e menor diagonal do losango.

oa\_2 a\_Db _ o
cos<2>— (:)cos<2> 10(:)0 10cos<2>

& sin <Q>=i = d—10cos<(;>

2 10
Dxd 10 cos (%) %10 sin (%)
%, entdo: A(a) = & Ala)=50 sm<2>cos (a)

Como a area do losango é dada por A=
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2 2

3.2. A(90°) =50 sin45° cos 45° <> A(90°) =50 x ? x g =% =25

A(90°) representa a medida da area de um quadrado, cujo lado mede 5 unidades de comprimento.
33. tanar=/3, entdo or=60°. A(60°)=50sin30° cos30° <> A(60°) =50 >< 1 £ 502/— 25{
Pagina 12
41. 1rad—6cm 42. 1rad—6cCm

xrad—75cm 2,8 rad —x cm

X= 7é5 =1,25. Logo, a amplitude do arco AB é 1,25 radianos. X=2,8%x6=16,8. O comprimento do arco BC é 16,8 cm .

5. AfirmacOes verdadeiras: Il e llI

6. Se x€ [g n] , entdo —1<< cosx << 0. Assim, a condicdo é possivel se:

1<K =1<0 & K =12-1AK -1<0 < K 20AK <1 < kERA-1<k<1. Logo, kE[-1, 1].

b4 b4 4 T T
1. 2=" b) Tx2=7% -(£x3)=-7
71. &) 2w:12 5 )6>< 3 . ) <6x> >
Lado extremidade: OF Lado extremidade: OC Lado extremidade: OJ
a) 17—“ 16”’%:4n+% Lado do dodecégono: [HI]

Lado do dodecégono: [BC]
3B _-32m-3n_ o 3n

S
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8.1. sin%t co 113n+tan21n—sm(18n+g> (127: n)+tan<2?Tn+%)=sin<3n+g>—cos<4n—§)+tan<5n+%)=
——sin(®) _ my__1_ 1.4
= sm(G) cos<3>+tan<4> 273 +1=0

Nr 151 291 2r w Mn  n 28t T _ AT T T _
8.2. tan 2 sin > + cos 2 tan( 4) < )+cos< +4>—tan(3n 4) sm<7n+2)+cos<7n+4>

=—tan<4>+sm<§>—cos(g’> -1+ 1—£ —i
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91. sin(n+ o) + cos(% — oc) —tan(—a)=—sina+sina+tanar=tano

9.2. sin(8m — o) — cos(5m + o) = sin(— o) + cos o = —sin ot + cos &

9.3. cos<§+ a) —sin(— o) —tan(r — o) = —sina + sina + tanar = tan o

9.4. cos<37n - oc) —sin(5n+ o) =—sina+sinae=0

10. sin (——a):—cosa, entdo —cosa=—% f=—r cosa:%. Logo, ¢ €1°Q.

cos<—+a> —tan( o) = cos <Tzc+a)+tanoc=—

sinoc+tano

\

Propostas de resolucao J

sin a+<%> =1 & sin a=1—% = sina:—gv sina:%. Como x €1°Q, entdo sina:%.
3
5_3 3,3_3
tano=>=>. A —sino+tana=—>+>==-
ano = s ssim: —sino +tana =t 1=
5
11.1.@:1;%:1—cos<“—“>=1__3=2—‘/§; AC=—sinim_1
6 2 2
2-V3
1+
: 2 1 _4-V3
A DA = X—=
SSim [408C] 2 2 8
M.2.A0=1; BC=1—coso; AC=—sina
1+(1—coso - ino o-—2
Aponef@) = HUZ 05D (G gy 2200 (g S (OS2 =2)
2 2 2
Ficha 4
2.1. Fungoes: seno, cosseno e tangente
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1. Sabe-se que a fungdo seno atinge o maximo nos pontos de abcissa 5+2kn kEZ. Seja A(a, 1), entdo a= 471:+72t 927r’
logo A (92_11: ‘I) . Sabe-se que os zeros da funcdo seno sdo dados por krt, k€ Z . Logo, B(5m, 0).
2. gla)=coso & cosa:%, sendo 0 €n, 2n[. Entdo, 0 €E4°Q.
2
sinza+<%) =1 & sin20=1—% = sinaz—@\/sinazg
_Va
Como a €4.°Q, entdo sina=—ﬂ. Assim: tana=T5 = tana=—@
5
Pagina 15
31 —ggsinx<1 A y1z 32, —1<cosx<—1 & y
NG 11 2 2 , 1
= 1—72<1+sinx<2 = —2<—1+cosxs—§ ST"
: V2 > - 3
Df=|:1—7,2 1x' Dg:[—z,—z] -1 _il 1x
12
T . . :
Ominimodefé1—§ iy 0m|n|modege—23 An 3
s ’ _2 3 -
eomdaximode f é 2. eomaximode g € 2°
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N

a1. p==T=3g

K3
4

N |—

1 T 1 T
4.2. f(2)==-2 Lx2)=2-2 _
() 2 C05<4X ) 7 XCOSZ—

1_ T 1_ 1.-,.5
f(12)—2 2cos<4><12) > 2 x cos (3m) 2+2 >
1
2

43. f(-a) =%— 2 cos <—%a> =——2co0s <%a) =f(a). Assim, f(—a)=1.

f(a+16)=%—2 cos <%(0+16)> =%— 2 cos (%G+4Tt> =%— 2 cos (%a) =f(a). Assim, f(a+16)=1.
5. (C)1+cos(2x)

Sabe-se que f(0)=2 eque f(2m)=2.

Nas opcdes (A) e (B), obter-se-ia f(0)=3#2.

Na opcdo (D), obter-se-ia f(2m)=0#2.

Na opcdo (C), f(0)=2 A f(2m) =2. Logo, a opcdo é a (C).
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6.1, —1<sinx <1 & —3<K3sinx<3 & —2<K<1+3sinx <4

Logo, D;=[-2, 4]. e

PR 24x
6.2. OR=8,440 — 7,268 ~ 1172 ~ 117 i

0 minimo da funcdo é —2, logo a altura do tridngulo [PQR] é: |-2| +3,5=5,5 \‘_

_ 197 %55 ‘ "™\ o

Assim, Ame#, ou seja, Apgp~ 3.2. (a7124,-2) f1lc)=1+2 sinlx)
7. Como o periodo positivo minimo é igual a % tem-se %=ZTTC pelo que: c=8 e

Seja f(x)=a+bcos (8(x —d)) . Considerando h>0:

—1<cos(8(x —d)) <1 <> —b<beos(8(x—d)) <b ¢ a—b<a+bcos(8(x—d) <a+b

. . jJa—-b=-4 a=-2

Para o contradominio ser [—4, 0], tem-se: {a+b o & {b )

Por exemplo, considerando d=0, f(x)=—2+2 cos(8x).
Pdgina 17
81. Zeros: —m,0em

V3o
8.2. Sendo tanT =2 entdo 1 8.3. Sabe-se que tanT=1. Entdo, 4
6 3 }’1 4 }’1
tan(%ﬂm:):?,kez. \/_§ ______ L aabcissadopontoCé—%ea \
3 . . , T
A abcissa do ponto A é %_n, i R abcissa do ponto D € —Z+n, e

—1 0 1x - - o
ou seja, —%ﬂ e a abcissa do / ou seja, T

[T
onto B € —.
P 6

94. Seja M o ponto médio de [0Q]. Entdo, 0Q=2x OM.
P(coso, sinax), logo M(cosar, 0) e @(2cosex, 0).

x_V3
2

9.2. Se o tridngulo é equildtero, entdo 0Q=0P=1 e MP= sin§ <=2 sendo M o ponto médio de [0Q]. Alorg) = (1 X -

EXWZZCOSOMSina
2 2

=sino X coso

9.3. Seja M o ponto médio de [0Q], entdo: Appg =
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Ficha 5
2.2. Fendémenos periodicos
Pagina 18
1. 15 min correspondema 0,25h. 1.2. t~7204. Assim, 7h+0,204h. Como
h(14,25) =2 +1,2 sin (0,5 x 14,25 — 0,8) , ou seja, 0,204 x 60 ~ 12 min, conclui-se que decorreram filel=2+ 1.2 sin(0.5 x-0.6)
h (14,25) ~ 2,05 7h e12min. // A (7.204,2.4) /ﬁ\t’z",L]-_J.a

A Ultima vez, antes do meio-dia, o nivel da dgua

Aaltura as 14:15 é 2,05 metros.
foi 2,4 metros, aproxidamente, as 07:12.

Pagina 19

Frass, 24,
by

21, —1<cos(2nt) <1 < —0,5<0,5cos (2mt) 0,5 < 10,5 —0,5<10,5+0,5 cos (27t) < 10,5+ 0,5 < 10<10,5+0,5 cos (27mt) <N

A altura méxima do péndulo a base do reldgio € 11c¢cm e a minimaé 10 cm .

22 . p= ;—2:1 . 0 periodo minimo da funcdo é 1.
2.3. Decorrerao dois segundos até que o péndulo volte a posicdo A.
v
Posicdo A .-* - i \\‘\\ 1
t=0 : -
t=2
Tlem t=051t=15
10cm
Afigura nao esté a escala.
3.4. 66 batimentos — 60 segundos
1 batimento  — x segundos
60 _10 ’ 10 . . 10
=—=—| 1 — | f =—.
X 61 ogo 1 batimento dura 1 s, pelo que o periodode f e p v
o_m o 2t _tn
n-c 0 T
3.2, —1<cos(ct) <1 & —22,5<22,5c0s(ct) 22,5 &> 98,5 —22,5<9,8+22,5cos(ct) <98,5+22,5 < 76<9,8+ 22,5 cos (ct) <121
0 valor maximo da tensdo foi igual a 121 mmHg e o valor minimo da tensao foi igual a 76 mmHg .
2. PRODUTO ESCALAR
Ficha 1

1.1. Inclinacao de uma reta
1.2. Relacao entre a inclinacao e o declive de uma reta
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1.

1.2.

a) Areta DC é paralelaareta AB, logo a inclinacdo de DC é 30°.
b) Areta BC é paralelaareta AD, logo ainclinacdo de AD é 30°+90°=120°.
Ainclinacdo de BC €120°.
Areta AD é definida por uma equacdo do tipo y=mx+b.
Ainclinacdo dareta AD é 120°, logo o seu declive é: m = tan120° = tan (180° —60°) = —tan 60° = -V3
Como A pertence areta AD, entdo -V3x3+b=0 < b=3V3
A equacdo reduzida dareta AD é y= —V3x+3V3.



\ Propostas de resolucao

0-(-2
2. tano éigual ao declive da reta r, pelo que m=¥=§=§‘ Logo, tanoc:i
8 _ 0 8 4 4
3
2.2. O declive dareta s é: tan150° = tan (180° —30")=—tan30°=—T3
2
1 2 1 1 1 17 1 216 4 4
3. tana=——; 1+tan‘a= = 1+<——> = & —=——— & 0Su=— & 0so=——=V 0So=——=
4 cos’a cos’ o 16 cos’a 17 V17 V17
Como o declive é negativo, 90° < or <180°. Entdo, cosor=——=.
v

Pagina 21

4. Areta ED éparalelaareta FC.

~

Como o hexagono é regular, o tridngulo [BOC] é equiltero, sendo BOC =60°. Logo, a inclinacdo da reta FC é 60°:2=30°.

V3

Assim, o declive da reta ED é: tan 30°=?. Como D (0, 2) pertencea ED, tem-se: y=?x+2

4.2. Areta AF éparalelaareta BE.

Como o hexagono é regular, o tridngulo [DOE] é equilatero, sendo DOE =60°. Logo, a inclinacio da reta BE é 90°+60°=150°.

V3

Assim, o declive da reta AF é: tan150° =tan (180° —30°) = —tan 30° = -3

V3

Sendo A(0, —2), tem-se: y=—gx- 2

51. Odeclivedareta r é mz—%. Seja o ainclinacdo dareta r, entdo tana=—%.

Como o declive é negativo, ¢ =tan”" (—%) +180°, ouseja, o~ 153,43°.

-3-3 6
2 = =—==-2
5.2.a) m 21 3

b) Seja o ainclinagdo dareta AB, entdo tanor=—2. Como o declive é negativo, ot = tan”'(=2) +180°, ou seja, o~ 116,6°.

5.3. Areta r tem equacdo y= —%x+b. Como o ponto de coordenadas (2, 1) pertencea r, entdo:

1:—%><2+b & b=2, peloque y:—%x+2.
Areta AB tem equacdo y=—2x+b. Comooponto A(1, 3) pertencea AB, entdo: 3=—2x1+b < b=5, peloque y=—2x+5.

—%x+2=—2x+5 & 3x=6 & x=2ey=—2x2+5 & y=1. Assim, C(2,1).

6. [ABCD] é um paralelogramo, logo BAD =180° — 105° = 75° . Assim, a inclinacdo da reta AB é 180° —(75° +45°) = 60° .
Areta CD é paralelaareta AB, logo a sua inclinacdo é 60°, sendo m=tan60°= V3.

A equacdo reduzidade CD é y= V3x+b.0 ponto D pertence ao eixo Oy e a sua ordenada é igual a abcissa de A, dado que [ADO] é um
triangulo retangulo isdsceles. A reta CD ¢é definida pela equacdo y = V3x+2.

Ficha 2
2.1. Produto escalar de dois vetores

Pagina 22

11. Pelo Teorema de Pitagoras:

PR =9+ (3v3) <3 PR=VB1+2] <> PR=1108 < PR=63

©I0}IP3 0MOd © AYDLLYINDSI
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Propostas de resolucao

©

a) o=(30°) b) p=(_60°) o 6=(120")

=90° - As di is do retangulo sdo iguais e bissetam-se,
cosa:g & coso= 9 PN cosa:ﬁ B o s diagonais do re arlguosao |gua|sle. |,sse am-se

PR 63 2 B=90°-30° logo OP=0Q . O tridngulo [OPQ] é isésceles,
Como 0°< < 90°, entdo x=30°. B =60° pelo que:

Péo =180° —2 x 30°=120°. Assim, 6 =120°,
ja que é verticalmente oposto ao angulo POQ .

13. a) P0 - PR = || PG| x | PR | x cosx b) 76 - 75 = | 78| x |7 | x cos 60
%’~ﬁ'=9x6\/§x§=81 PG - RS =9x9x(—1)=—81
< E)’-a?’_”ﬁ)’”x”a?'”xcosw d) PR - 05 =||PR || x [ 03 || x coso
%.ﬁ’_i \/—x‘l 27 ﬁ?’-o_s'=6\/§x6\/§x<—%)=—54
e) 0S-P0O=0S-0R f) (s0+0P)-(00)=3P 50
05 - 0F = |05 x [[0R || x cos 5P - 50 =[P x 561 x cosp
05 - O = 6‘/— Gf (—E>——13,5 SP .50 = 3\/§><Mx(2>—13,5
Pagina 23

21.

2.2,

2.3.

31,

3.2,

_>A_,)

_ — — — — —

2B - DB = DC - DB = || ¢|| x || DB || x cos (DC * DB
Pelo Teorema de Pitdgoras: DB =2+ 2° @ DB=V/8
[DB] é uma diagonal facial, logo (R‘ME‘;) =45° .

D_C'.D_B'=2><\/§xcos(45°)=2\/§x§=4

V2

= ||A_B>||><||A_C>||><cos45°=2><\/§><7=4

_,A_.)

4B - AG =48 - (AC+CG) =48 - AC + 4B - CG = |48 || x | aC|| x cos (28  aC
0
Repara que [AC] é uma diagonal facial, pelo que AC=V2’+2°=V/8 e (ﬁAE) =

AC- 26 =1C - (10 +T6) =4C - 4+ AC - <6 = | acll = (v&)' =8

0

o5 1 L —2 5 _2AP>0 — —
BP = (1—2) X 4=3. Pelo Teorema de Pitdgoras: AP =4"+3" < AP=V25 < AP=5

Assim, cosa:% e cosﬂ:%.

— — — — — — — — 4
a) PA-AB =—AP -AB:—(AP-AB)=—(||AP||><||AB||xcosa)=—<5x4x§>=—16

b) A_P’,A_D’=||A_p’||x||,4_p'||><cos (PQID). Repara que P2\D=[3. Assim: ﬁ-ﬁ=5x4x%=12
P - Pi = (76 + 5W) - (P -+ 3W) = 75 - & + 7B - BN + 3w - 75 + 5 - B = 761 = (¢) =<

0 0 0

PD-PC=(PA+4D)-(PE+BC)=PA-PE +PA - BC + AD - PB + AD - BC
0 0

Seja AP=x, entdo AD=x e PB=3x.

P PC = PA - P8 + 2D - BC = |[Pa 1| x |78 x cos 180" + |40 x |BC| x cos 0 = x 3 x (=) + w3 xx 1= 247
PD-PC=-2 & —2x*=—2 &> x*=1, ouseja, x=1.

AB=4AP ¢ AB=4x1 < AB=4
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\ Propostas de resolucao

Ficha 3
2.2. Expressao do produto escalar nas coordenadas dos vetores
Pagina 24
11. a) AC=C—4=(0,2)=(2,3)=(=2, =1) b) BD =D—B=(-2, -2)—(=3,1)=(1, =3)
CE=E-C=(3,-2)-(0,2)=(3, -4) D=D-C=(-2,-2)-(0,2)=(-2, —4)
AC-CE=(=2,-1)-(3, —4)=—6+4=—2 BD-CD=(1,-3)-(=2, —4)=—2+12=10
1.2. CE(3, —4). Seja P(x, 0), entdo: DP =P—D=(x, 0)— (=2, =2)=(x+2, 2)
CELDP > CE-DP=0 <> (3, -4)-(x+2,2)=0 <> 3x+6-8=0 < x=§. Assim, P(%, 0).

13.

21.

2.2,

2.3.

0(0,y),logo OE=E—0=(3,-2)—(0,y)=(3, -2—y) e AB=B—-A=(=3,1)—(2,3)=(=5, -2).

OF LAB <> QF -AB=0 <> (3,-2—y)-(=5,-2)=0 & —15+4+2=0 < y=g. Assim, o(o,%).
0(0,0,0); 4(0,6,0); B(—6,6,0); C(~6,0,0): 0(0,0,6); £(0,6,6); F(—6,6,6) e 6(6,0,6)
a) AF=F-A=(-6,6,6)—(0,6,0)=(-6, 0, 6)

A6 =6-A=(~6,0,6)—(0,6,0)=(-6, -6, 6)

AF - 4G =(~6,0,6)- (=6, -6, 6)=36+36="72
b) BD=D—-B=(0,0,6)—(~6,6,0)=(6,—6,6); AG =(—6, —6, 6)

BD - AG =(6,-6,6)-(~6, —6,6)=—36+36+36=36
Seja P(x, 6, 6), sabe-seque —6<x<0.
BP=P—B=(x,6,6)—(—6,6,0)=(x+6,0,6) e DF=F-D=(—6,6,6)—(0,0,6)=(—6, 6, 0)

12

BP-DF=—24 <> (x+6,0,6)-(=6,6,0)=—24 <> —6x—36=—24 ¢ x=—% & x=-2. hssim, P(=2,6,6).
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3.

41.

4.2,

10

Seja P(x, —x). Otridngulo [ABP] é retangulo em B, pelo que: BA LBP <> BA-BP=0
BA=A-B=(2,-1)—(0,3)=(2, —4); BF=P—B=(x, —-x) - (0,3)=(x, —x - 3)

BA-BP=0 < (2,-4)-(x,—x—3)=0 ¢ 2x+4x+12=0 & 6x=—12 <> x=-2. Assim, P(=2, 2).
A(4,4,6);B(0,4,6); c(0,0,6); D(4,0,6)

Xo+ Xy Yo+ Wy zo+zv> <4+2 0+2 6+O>
m ) , =M , , =M(3,1,3
( 2 2 2 2 ' 2 2 ( )

. — — . — —
Seja P (0, y, 6) . Se o angulo formado pelos vetores MV e AP é obtuso, entdo MV - AP <0.

MV =V-M=(2,2,0)—(3,1,3)=(=1,1,-3): AP=P—A=(0,y,6) —(4,4,6)=(—4,y—4,0)

MV 2P <0 <> (=1,1,-3)-(=4,y—4,0) <0 < 4+y—4<0 & y<0

0 ponto P pertenceria a aresta [BC] se 0 <y <4, o que ndo acontece nas condicdes apresentadas.

Seja B(x, x, 0). Otridngulo [0AB] é retangulo em A, pelo que: A0 LAB > A0 -AB =0
A_o'=0—A=(o,0,0)—(2,2,2):(—2,—2,—2); A_B'=B—A=(x,x,o)—(2,2,2)=(x—2,x—2,—2)

AC -AB=0 & (=2,-2,-2)-(x=2,x=2,-2)=0 & —2x+4-2x+4+4=0 & —4x=—12 & x=3. Assim, B(3,3,0).

0 ponto / pertencea r, logo /(x, —x+4). Seoangulo SR éreto: Rl L RS <> RI-RS =0
Ri=I—R=(x, —x+4)—(3,-3)=(x=3, —x+7); RS=S—R=(6,-2)—(3,-3)=(3, 1)
RI-RS=0 &> (x=3,—x+7)-(3,1)=0 ¢> 3xr—9—x+7=0 &> 2x=2 <> x=1, ouseja, /(1, 3)

. . 3—-(-3 e ~
Os pontos /(1, 3) e R(3, —3) pertencemareta s, logo o seu declive é&: m = %3) = % =—3. Areta r € definida pela equagao

y==3x+b. Como REr, temseque —3=—-3%x3+b <& —-3+9=b & b=6, ouseja, y=—3x+6.

©I0}IP3 0MOd © AYDLLYINDSI



ESPMA11CAD © Porto Editora

\

Propostas de resolucao J

Ficha 4

2.3. Angulo formado por dois vetores
2.4. Angulo formado por duas retas
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1. 7-V=01,3)-(=2,4)=-2+12=10; |7 =V7 +3’ =v10; |V =V(-2)+# =v20
Assim, coso = _,U' 7_, = 10 -_10 :ﬁ. Daqui resulta que o =45° .
71 x IV vioxv2o 10v2 2
21. B(2,2,0); ¢(-2,2,0); b(=2,-2,0); E(-=2,-2,3); F(2,-2,3); H(-2,2,3)
22. FD=D-F=(-2,-2,0)-(2, =2,3)=(-4, 0, -3)
A6 =6-A=(2,2,3)-(2,-2,0=(0, 4, 3)
FD - 4G =(-4,0,-3)-(0,4,3)=—9; ||F0]| =v/(~4y + (=3’ =v25 =5 ||a6]| =v25 =5
cos(E)'TE):—%. Entdo, (5Tﬁ)=cosf1(—%>, ou seja, (E)ME}) ~NM°.
34. Odeclive dareta r é 2. Um vetor diretor de r pode ser 7(1, 2). Odeclivedareta s é m= _21__14 =_T5'
Um vetor diretor de s pode ser s(—1, 5).
32.7-5=(1,2)-(=1,5) ==1+10=9; |[Fl=V’+2°=V5; [Vl =V(=1)’ +5 =26
A S |7 V] lo| 9 L (A (9 (A
cos(r,s): cos(u s v) == = = . Entdo, (r,s):cos (—),ouseja, (r,s)z38°.
| | 17l VIl v5xv26 V130 V130
Pagina 27
41 R=Q+0R =(2, =1)+(2,3)=(4, 2). Como [PQRS] & um paralelogramo, entdo [PS]//[OR], peloque: S=P+ QR =(=1,3)+(2,3)=(1, 6)
42.3) OP=P—-0=(-1,3)—(2, =1)=(=3, 4); OR(2,3)
0P -OR=(-3,4)-(2,3)=—6+12=6
IoFll =V(=3y +4' =v25 =5 ¢ | Rl =VZ+3 =V
— A — 6 — A — _ 6
cos (0P OR) = e (0P OF) = cos <—>m70,6°
513 5v13
b) PO(3, —4) e PS(2,3), logo PG - PS =—6. P3| =5 e [|PS]| =v3
~ a0 5) | 1-6l _ 6 < (po” (6 . :
cos (PO , PS) = cos(PO , PS) == , entao (PO , PS) =C0S (—) , ou seja, (PO , PS) ~70,6° .
| | 5vV13 5V13 5V13
51. (B) &’ .AD =0. Comoo prisma é reto, as retas que contém as arestas laterais sdo perpendiculares as das bases.
5.2.8(2,2,0) e A(2,0,0), logo AB=2. Como a medida da area da base é 2, entdo a altura, h, do tridngulo [ABC], em relacdo a base [AB],
é tal que: %zZ & h=2
Como AC=BC, entdo C(2,1,2), peloque AC=C—-A=(2,1,2)-(2,0,0)=(0,1,2) e BC=C-8=(2,1,2)-(2,2,0)=(0, -1, 2).
Assim, AC - BC=(0,1,2)-(0, =1,2)=—-1+4=3.
||R‘>||=V12+22=\/§ e ||R"||=\/(—1)2+22=\/g, logo: cos (ACTBC):‘COS(E?R:H: (j_)zzg
~ ~ 5
(ac’ BC)=cos_1<%>, ouseja, (4C” BC) ~53°
6. A(a,0,0);8(0,a,0); C(0,0,0); (2,2,0 N(20,
o a a\. ~7 a a ”—'” ||—’|| 3 22 =— o o d 3d°
BN:N—B:(E,—G,§>,CM:M—C:<§,E,—O>, BN|=|CM| = T,BN'CM:T—?—?:—T
3¢ 2
cos (BN M) = |cos (BN ToM )| = —2—— =39« 2 _ 1 enzo, (BN om) = 60°.
2 4 3a 2
3L>
4

1
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\ Propostas de resolucao

Ficha 5
2.5. Relacao entre os declives de retas perpendiculares no plano
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_ < I I . s o1
11. m,=-5 e rls. Entao, ms__ﬁ___5_§‘ Areta s é definida pela equacao y—§x+b.
(5, -2)E€s, logo —2=%x5+b & —2-1=b & b=-3. Assim,areta s é definida pela equacdo y=%x—3.
12. m,=—5 e r//t. Entdo m,=m,=—5. Areta t é definida pela equacdo y=—5x+b.
(2,1 €s,logo 1=—5%x(=2)+b < 1-10=b & b=-9. Assim,areta t é definida pela equacdo y=—5x—9.
21. 7(1, —2) éum vetor diretor da reta r, entdo m,=_Tz=—2.
1 1 1
rlt m=——=———=—
< m m= =2 2
2.2, m[:%, entdo um vetor diretor de t é T(Z, 1).
(2, =3) €t, logo t é definida pela equacdo vetorial (x,y)=(2, =3)+k(2,1), kKER.
2.3. a) ms=%=_74=—2, pelo que as retas r e s sdo paralelas, ja que m;=m, .
b) Areta s é definida pela equacdo y=—2x+b.
B(3,0)Es, entio 0=—2x3+b < b=6. Areta s édefinida pela equacio y=—2x+6.
) m=-2e m,=%, logo as retas s e t sdo perpendiculares. Sendo P o ponto de intersecdo das retas s e t, otridngulo [CPD] é retdngulo em
P.
Pagina 29
3. Ainclinacdo de AB é 120°, pelo que: m,;=tan120° =tan (180° —60°) = —tan 60°=—1/3
0 tridngulo [ABC] é retangulo em B, logo: AB L BC < mgcz—iz—Lzﬁ
Mg -Vv3 3
. . V3 . e _V3
Areta BC é definida pela equacao y—Tx+b e, como B(0, 5) EBC, entdo b="5. Areta BC é definida por y—?x+5.
42. Seja B(0,y), com y<0. Como B pertence a circunferéncia: (0+4)' +y°=25 <> y’=25-16 < y=+V9 < y=-3 V y=3
Entdo, B(0, —3).
4.2, O triangulo [ABC] é inscrito numa semicircunferéncia, ja que [AB] é um didmetro, pelo que o tridngulo é retdngulo em C. Assim, as retas BC e AC
sdo perpendiculares, logo m,.= —mi. 0 declive de BC ¢é mBC:%: —7, ouseja, mAC:%. Areta AC é definida pela equacdo
BC
1 a1 1 29 e 129
y—7x+b. Como C(—1, 4) EAC, entdo: 4—7><(—1)+b = 4+7—b = b_T' Areta AC é definida por y=gx+r.
43.a) D(~4,0) e BD=D—B=(—4,0)—(0, =3)=(-4, 3)
D+BD =(—4,0)+(-4,3)=(-8,3) e representa as coordenadas do ponto A .
b) AB=B-A=(0,-3)—(~8,3)=(8, —6); AC=C—A=(-1,4)—(=8,3)=(7,1)
AB - AC=(8, —6)-(7,1)=56—6=50; |48 =8+ (=6 =v64+36 =v100 =10; [|aC| = V7 + 7 =50
~ ==\ |50| 5 . S (5
cos (AB , AC) = |cos (AB , AC)‘ = =——. Daqui resulta que (AB , AC) =(0S <—> =45°.
10v50 V50 V50
5. As coordenadas dos pontos B, C, N e M sdo B(a, a), C(0, a), M(%, O) e N(O, %)
g2 @
. . ~a—-0_a _ . . _ 2 2 1
O declive dareta CM € m, = =——=—2 eodeclivedareta BN € mpy=—-"F=—"=—.
0_9 _a a-0 a 2
2 2

12

1 ~ . . .
mq,=———/, logo as retas CM e BN sdo perpendiculares. Nota que os valores dos declives de ambas as retas sao independentes de a .
Mgy
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Propostas de resolucao

Ficha 6

3.1. Equacao de um plano definido por um ponto e um vetor normal

Pagina 30

1. x—2y+z+d=0. Como A(4,1, —1) pertence ao plano ¢, entso:
4-2x1+(-1)+d=0 < 4-2-1+d=0 & d=—1
Uma equacdo doplano o é x —2y+z—1=0.

1.2. De 1. sabe-se que o plano o é definido por x —2y+z—-1=0.
2—-2x%x2+3—-1=0 éverdadeiro, logo B pertencea oz.2—-2x0+1—1=0 éfalso, logo C ndo pertencea o.
1-2%14+2—1=0 éverdadeiro, logo D pertencea o . 2—2x0+(=1)—1=0 é verdadeiro, logo £ pertencea c.

13. —3-2(3k—4)+4k—1=0 <& —3—-6k+8+4k—1=0 & —2k=—4 & k=2

2. Como V(3, —1, 2) énormal ao plano 3, entdo B é definido por uma equacéo do tipo 3x —y+2z+d=0.

Como A(2,1, —1) pertence ao plano B, entfo 3x2 —1+2x(=1)+d=0 <& 6-1-2+d=0 & d=-3.
Uma equacdo doplano 3 é 3x —y+2z—-3=0.

2.2. Um vetor diretor de r é normal ao plano 3. Por exemplo, 7(1, —2, —2). Entdo, B pode ser definido por uma equacdo do tipo
X—2y—2z+d=0.

Como B<—1,%, —1) pertence ao plano 3, entdo —1—2><%—2><(—1)+d=0 & —1-14+42+d=0 < d=0.
Uma equacdo do plano 3 é x —2y —2z=0.

30 2Xx—y+47=3 & 2Xx—y—3+42=0 <& 2(x—-0)— (y+3) +4(z-0)=0 n@2,-1,4) epP(0,-3,0)

32.X-y-22-4=0 & x—y-2z+2)=0 & (x-0)— (y—0)—2z+2)=0 71, -1,-2) e P(0, 0, —2)

33.y+22=6 & y—6+22=0 & (y—6)+2z-0)=0 7(0,1,2) e P(0,6,0)
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4. Féz(& 3,3)-(0,0,0)=(3, 3, 3), logooplano o ¢é definido por uma equacdo do tipo 3x+3y+3z+d=0.
Como B(3, 3, 0) pertencea o, entdo: 3x3+3x3+3x0+d=0 & d=-18
Uma equacdo doplano o é 3x+3y+3z—-18=0.

51. AB L BCH e ﬁz(t 2,0)—(0,0,2)=(1,2, —2). Entdo, BCH: x+2y —2z+d=0.

Sendo B(1,2,0), tem-se: 14+2x2—-2x0+d=0 < d=-5. Logo, BCH: x+2y—2z—-5=0.

5.2.a) Al LAFG e Al=(-2,1,2)—(0,0,2)=(-2,1,0)

Entdo, AFG: —2x+y+d=0. Como A(0, 0, 2) pertence aoplano AFG,—2x0+0+d=0 < d=0. Logo, AFG: —2x+y=0.
b) [BCI/AD], logo a reta BC tem a direcio do vetor Af(=2, 1, 0).
Comopassaem B(1, 2, 0),entdo: (x,y,z)=(1,2,0)+k(=2,1,0), kER

61. AC=(7,1,1-(2,0,0)=(5,1,1); AC=|[aC|| = V5 + P+ P =v27
4B =(5,3,3)—(2,0,0)=(3,3,3); AB= 48| = V3 +F+33=v27
Como AC=AB, entdo o tridngulo [ABC] & isésceles.

6.2. No triangulo isésceles [ABC], seja M o ponto médio de [BC]. Entdo, WA L CBE. M(% % %) =M (6, 2,2), peloque
MA=(2,0,00=(6,2,2)=(=4, —2, —2), logo CBE é definido por uma equacéo do tipo —4x — 2y — 2z+d=0.
Como B(5, 3, 3) pertence ao plano: —4x5—2x3—2x3+d=0 < d=32. Entdo, CBE: —2x—y—z=—-16.

6.3. Seja o o plano mediador de [BC] e M o ponto médio de [BC]. M(6, 2, 2) pertencea o e BC La.

Como BC=C—B=(2, -2, —2), entdo & ¢ definido por uma equacdo do tipo 2x — 2y — 2z+d=0.
2X6-2%X2-2%2+d=0 & d=—-4,logo a: 2x—-2y—2z—-4=0.

13



\ Propostas de resolucao

Ficha 7
3.2. Planos paralelos e planos perpendiculares
Pagina 32

11. Sejam 7, (2, —3, 1) e m(1, 2, 4) vetores normais aos planos ¢ e 3, respetivamente.

(2,-3,1)-(1,2,4)=2-6+4=0. Como 7,- =0, conclui-se que ¢t L 8, ou seja, os planos ¢ e B sdo perpendiculares.
1.2. PEr, logo as coordenadas de P sdo dotipo: (x, y, z) = (2 — 4k, —1+6k, 5 — 2k)
1

Como PEar, entdo: 2(2 —4k) —3(=14+6k)+5—-2k+2=0 <& k=§

Assim, P<2—4x%, —1+6><%, 5—2x%>=P(0, 2, 4). Como 6/IB, ovetor Tiz(1, 2, 4) énormala 6.

Uma equacdo do plano 6 édotipo x+2y+4z+d=0.
Como P(0,2,4)€0, entdo 0+2x2+4x4+d=0 < d=-20. Logo, O: x+2y+4z—20=0.

21 EF LADH e EF=F—E=(=2,2,1), logo ADH pode ser definido por uma equacio do tipo —2x+2y+z+d=0.
Como E(3, —1,4) EADH, entdo: —2x3+2Xx(=1)+4+d=0 < d=4. Assim, —2x+2y+z+4=0.

2.2. A(x,0,0) EADH, entfo: —2x+2x0+0+4=0 < —2x=—4 < x=2. Assim, 4(2,0,0).

2.3. AE LEFG e E:E—A:(L —1, 4), entdo EFG pode ser definido por uma equacdo do tipo x —y+4z+d=0.
Como E(3, =1, 4) EEFG, entdo: 3—(—1)+4x4+d=0 < d=-20. Assim, EFG: x—y+4z—20=0.

24.8=A+EF=(2,0,0)+(=2,2,1)=(0,2,1), logo, B(0,2,1).

Pagina 33
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31. o/l & h, LB, sendo 7,(—1,1,2) um vetor normal ao plano o.
Entdo, B pode ser definido por uma equagdo do tipo —x+y+2z+d=0.
Como C(—1,1,3)ERB, entdo — (=) +1+2x3+d=0 & d=-8. Assim, B: —x+y+27—-8=0.
3.2. 4B L o, logo AB tem a direcdode 7, (=1,1,2). B(0,0,2)EAB e BER, entfo B: 0+0+22—8=0 & 2z=8 <> z=4, ouseja,
B(0,0,4). Assim, AB: (x,y,z)=(0,0,4)+k(=1,1,2), kKER
3.3. Pretende-se conhecer 4B, sendo A o ponto de intersecdo da reta AB com o plano o .
Como A(x,y,z) EAB, entdo (x,y,z)=(0,0,4)+k(=1,1,2) & (x,y,2)=(=k, k, 4+2k)
A(=k, k, 4+2k)Ear, logo: —(—k) +k+2(4+2k)=—4 & k+k+8+4k=—4 & 6k=—12 & k=-2

Entdo, 4(2, —2, 0). Daqui resulta que AB=1/(2 — 0)+ (=2 — 0)*+ (0 — 4’ =\/24 .
A medida da altura do cilindro ¢ V24 .

41. r L HIJ, entdo r tem a direcdo de 7,,(—6, 3, 2), vetor normal do plano HIJ. O ponto G tem coordenadas G (0, 4, 4).
Assim, r: (x,y,2)=(0,4,4)+k(-6,3,2), kER.Aface [ABFE] estd contida no plano x=4, logo o ponto P de intersecdo de r com
[ABFE] tem coordenadas P (4, y, z) . Este ponto pertencea r, pelo que:

4=—6k
(4,y,2)=(—6k, 4+3k, 4+2k) & {y=4+3k
7=4+2k

im k=_2 _2 _2))\ = 8
Assim, k= 3eP<4,4+3><< 3),4+2><< 3)) P(4,2,3).

4.2. HE[FG], logo H(x, 4,4). HEHIJ, peloque —6x+3X4+2Xx4=14 & —6x=—6 & x=1. Assim, H(1, 4, 4).
1€[DG], logo (0, y,4). IEHI, peloque —6Xx0+3y+2x4=14 < 3y=6 < y=2. Assim, 1(0, 2, 4).
JE[CG], logo J(0,4,2). JEHI, peloque —6X0+3x4422=14 < 2z=2 & z=1. Assim, J(0, 4, 1).

1 UHGXGl =~ _1_1%x2
V[GHIJ]=§X—;< XGJ=§X—>; x3=1

14
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Propostas de resolucao J

Ficha 8
3.3. Posicdo relativa de retas e planos. Distancia de um ponto a um plano
Pagina 34
1. (x,y,z)=(—1,—2,1)+k<—1,%,—3>,keIR 12. (x,y,2)=(-1,-2,1+k(3,0,-1), kER
_,»'(_1’_,_3),377’0((2’_1’6) 7(3,0,-1) e 7(2, -1, 6)
,=(3,0,-1-(2,-1,6)=6+0-6=0

1
2
> = 1 1 /1
=(-1,2,-3)-(2,-1,6)=—2—-2--18=-2
rn ( '’ 3>(’ - 6) ;8= 0

T=kii, & (—1,%, —3)=k(2, ~1,6) &

= —1=2k/\%=—k/\—3=6k =
= kz—%/\ k:—%/\k:—% (r" e 7, sdo colineares)

Areta r é perpendicular ao plano o .

13.

=kn, < (-2,1,-3)=k(2,-1,6) &
& —2=2k Al=—k A —3=6k <
& k=—1Ak=—1A k:—% (impossivel)

Areta r é concorrente obliqua ao plano o .

24. a) 7#(0, 0, 1) éum vetor normal ao plano xOy .
r L x0y, entdo 7(0, 0, 1) tem a direcdo r.
Como r passa pelo ponto P, tem-se:
(x,y,2)=(=1,2,-4)+k(0,0,1), kER
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-
717, entdo r éparalelaa c.
P(=1,=2,1)€Er, logo:
2x(=1)—(-2)+6x1=2 (falso)
Entdo, P(=1, -2, 1) € c.

Areta r é estritamente paralela ao plano o .

. (x,y,2)=(=3,-2,0+k(1,2,0), kER

7(1,2,0) e n,(2, -1, 6)
7Tn,=0,2,0-(2,-1,6)=2-2+0=0
TL7,, entdo r éparalelaa o .
P(-3,-=2,1)€Er, logo:
2x(=3)—(=2)+6x1=2 (verdadeiro)
Entdo, P(-3, -2, 1) Eq.

Areta r estd contida no plano o .

b) 7;(0, 1, 0) éum vetor normala f3.
r1f, entdo ms(0, 1, 0) tema direco de r.
Como r passa por P, tem-se:
(x,y,2)=(=1,2,-4)+k(0,1,0), kER

¢) 7n,(1,0,0) éumvetornormala 6.
(1,0, 0) temadirecdode r.
Como r passa por P, tem-se:
(x,y,2)=(=1,2,-4)+k(1,0,0), kER

d) 7,(—1,2, —1) éumvetornormala o .
n,(=1,2, —1) temadirecio de r.
Como r passa por P, tem-se:
(x,y,2)=(=1,2,-4)+k(=1,2,-1), KER

2.2. PO tema direcio dareta PQ e 7, (—1, 2, —1) é vetor normal a0 plano o .

PO =0-P=(k, k+1, —2k—1)—(=1,2,-48)=(k+1, k+1-2, =2k—=1+4)=(k+1, k=1, =2k +3)

PO/l <> PO LT, <> PG -T1=0 <> (k+1, k=1, —2k+3)-(=1,2, =1)=0 &> —k—1+2k—2+2k—3=0 > k=2

02,2+1,-2%x2-1=0(2,3,-5)

3. [ABCD]//[EFGH], entdo 7(—4, 0, 3) é normal ao plano ADC . Uma equacdo do plano ADC é dotipo —4x+3z+d=0.

D(6, —1,5)EADC, entdo: —4x6+3x5+d=0 < d=9

ADC: —4x+3z+9=0
3.2. VW L[EFGH].

n(—4,0,3) L[EFGH]. Entdo, (=4, 0, 3) tem a direcdo de VJ.

w
()

EEED, peloque E£(6 —4k, —1, 5+3k).

13

5,5,6>+k(—4,0,3), ke R

7K (x,y,z):(

.D(6, —1,5)EED, entdo ED pode ser definida por (x,y,z)=(6, —1,5)+k(-4,0,3), kER.

EE[EFGH], logo —4(6 —4k) +3(5+3k)=—34 < k=—1. Assim, E(10, =1,2) e D(6, -1, 5).

@:\/(10 —6)+(=1+1+(2=5)=5. Amedida da aresta do cubo é 5.

15



\ Propostas de resolucao

3.4. VJ pode ser definida por: (x,y,z)=(%,%, 6>+k(—4, 0.3), kKER. JEW, entdo J(%—4k, % 6+3k>.

JE[EFGH], entdo —4(%—4k>+3(6+3k)=—34 & k=—2. Assim, J(%% 0)4

©I0}IP3 0MOd © AYDLLYINDSI

W:\/(ﬂ—l)z+(i-%>2+(o-6)2=\/M=\/ﬁ=1o

2 2 2

12
V[ABCDV] = % X A[ABCD] X altura = % X 52 X (10 - 5) = ?5

Ficha 1
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1. #4 12. #F 13. #(AUE)
A= {india, Japdo } £ = {Portugal, Espanha, Franca, Itdlia, Grécia } Como ANE=Q, tem-se:
#4=2 #E=5 #AUE)=#A+#E=2+5=7

. . o ~ 3 . ~
2. Seja x onumero de baloes dourados, entao Zx representa o numero de baldes pretos.

Como #(PUD)=105, entdo: x+%x=105 & Tx=420 & x=60
#D=60 e #P=%><60=45
Pagina 37
31. a) #(BUO) b) #(AU Q)
Os conjuntos B e C sao disjuntos. Os conjuntos A e C sdo disjuntos.
#(BUC)=#B+#(C=32+21=53 #AUC)=#A+#C=63+21=84

¢ #(AUBUC)
Os conjuntos A, B e C sdo disjuntos dois a dois.
#(AUBUC)=#A+#B+#C=63+32+21=116

3.2. a)
N
Abacaxi com lima Crumble de maca Total
p
Bitoque 8 23 31
Filetes com salada russa 17 15 32
Total 25 38 63
| J
b)
. #(BN0)=23 Il. Os conjuntos F e A ndo sdo disjuntos. . #(B\A) representa o nimero de clientes que
#(FUA) =#F+#A—#(FNA) escolheram bitoque, mas ndo escolheram abacaxi
com lima.

#(FUA)=32+25-17=40
#(B\A)=#B—#(BNA)=31-8=23

IV. #F+#C=32+38=70 V. Osconjuntos F e C ndo sdo disjuntos, logo: VI. #(A\F) representa o niimero de clientes que
#(FUC)=#F+#C—#(FNC) escolheram abacaxi com lima, mas ndo escolheram
filetes de pescada.

#(FUC)=32+38—-15=55
#(M\F)=#A—#(ANF)=25—-17=8

16



Propostas de resolucao
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4. .4 alunos tocam apenas piano. Guitarra Piano
5 alunos tocam guitarra e piano.

11 alunos tocam apenas guitarra. N

5. 12x4x7x9=3024

A Joana pode formar 3024 conjuntos diferentes.

6. 25x24x23=13800
A atribuicdo de prémios pode ser feita de 13 800 possibilidades diferentes.

71. O nimero total de cddigos distintos com quatro algarismos é: 10 x 10 x 10 x 10 =10*=10000 . Logo, ndo é possivel codificar todas as pecas com
cddigos diferentes.

7.2. Nimero de cédigos com seis algarismos é 10°=1000 000 e com sete algarismos é 10’ =10 000 000 .

10° <2500 000 <10”. O cddigo deve ser formado por sete algarismos.

8. Existem 10 possibilidades para completar o par de algarismos e 26 possibilidades para cada uma das letras do ultimo par de letras, ou seja:
10 X 26 X 26 = 6760

0 menor nimero possivel de tentativas ¢ 6760 .
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9. Hé 10 possibilidades para cada algarismo e 26 possibilidades para cada letra, ou seja, 10" x 26°.
10. 9x8x7=504.H4 504 maneiras diferentes.

111, O Alexandre tem 3 opgdes de autocarro e 2 opcdes de comboio, ou seja, 3 X2 =6 possibilidades no total.

1.2.
Comboio regional (R) Comboio intercidades (1) A
(" Linha azul (A) (AR) (A
Linha verde (V) (V,R) (V.1)
\Linha laranja (L) (LR (LN

12. 0,25%60=15; 0,3x60=18; 60 — (15+18)=27. Assim, 15 x 18 x 27 =7290 . E possivel formar 7290 equipas.

13. M2:5=22,4, logo, pelo principio do pombal, é possivel garantir que, pelo menos, 23 pessoas terdo dado uma mesma pontuacado ao servigo.

Ficha 2
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14. O nidmero de sequéncias distintas de trés letras que é possivel obter é: ZA', =12°=1728
1.2. 0 niimero de sequéncias distintas de cinco letras que é possivel obter é: ?A'; =12° = 248 832
21. a) Numero de passwords distintas: A's=7°=117 649 b) Nimero de passwords distintas: "A', = 7° = 282 475 249
2.2. Ha sete posicoes para sete letras.
T'=7x6Xx5%x4x3x2x1=5040

E possivel formar 5040 passwords distintas.
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3. 12 alunos sdo distribuidos por 12 posicoes.
0 nimero total de diferentes ordenacdes é: 12! =479 001 600

ESPMA11CAD © Porto Editora

41. Como existem cinco fichas para cinco posicées, o nimero de diferentes ordenacdes é: 5! =120

17



\ Propostas de resolucao

4.2. 0 numero total de diferentes ordenacgdes é: 1x 4!=24
4.3. 0 numero total de diferentes ordenagdes é: 1x1x3!=6
4.4. Considerando um grupo constituido pelas fichas branca e azul (BA), tem-se esse grupo mais trés fichas.
0 grupo BA e as trés fichas restantes podem permutar entre si (4!).
As fichas BA, continuando juntas, podem permutar entre si (2!).
0 numero total de diferentes ordenacdes é: 4!x 2! =48
5.. Oito amigos para oito lugares, logo o nimero de diferentes ordenacdes é: 8! =40320
5.2. Considerando o grupo constituido pela Rita, pela Ana e pela Luisa (RAL), mais os restantes cinco elementos do grupo de amigos, tem-se que:
- 0 grupo RAL e os restantes cinco elementos podem permutar entre si (6!);
« 0 grupo RAL também pode permutar entre si (3!).

O namero total de ordenacoes é: 6!x 3! =4320
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5.3. O Rui e 0 Tomas podem permutar entre si (2!).
Os restantes seis lugares sdo para as seis raparigas do grupo, que podem permutar entre si (6!).
0 numero total de ordenacdes é: 2!x 6! = 1440
5.4. A Mariana e o Rui ocupam dois lugares consecutivos numa das duas extremidades e podem permutar entre si (2 x 2!).
Os restantes seis lugares sdo ocupados pelos outros seis elementos, que podem permutar entre si (6!).
0 namero total de ordenacdes é: 2 x 2! x 6! =2880
5.5. Considerando dois grupos, o das raparigas e o dos rapazes, tem-se que: 0s grupos podem permutar entre si (2!), as raparigas podem permutar entre
si (6!) e os rapazes podem permutar entre si (2!).
O ndmero total de ordenacdes é: 2! x 6!x 2! = 2880

10! _10Xx9x8x7x6! 81+6! _8x7x6l+6l_6/(8x7+1) 57

4. 100_10x9x8x7x6!_ 6.2. - - -
61 6! 10X 9x8x7 7 7% 6! Ix6l 7
63 (n+ D' +nt (n+Onl+n! nl(n+141) p+42
a7 4 T 4m T 4
) 2) (n+1)!

g0, 0Dy DO 00 s netg

(n+1! (n+!

| | |
72. %{:1)"512 PN "'(1;7,?1212 = %:12 & n=0-2 & =2

8.1. Ha dez possibilidades para cada algarismo que faz parte do cddigo (de 0 a 9): 10 x 10 x 10 =1000 . O niimero de cddigos diferentes é 1000 .
8.2. 0 nimero de cédigos é 10 x 9x 8 =720, ou seja, A, =720.
8.3. 0 nlmero de codigos é 6 x 5x 4 =120, ou seja, *4;=120.

8.4. Ha cinco algarismos impares. Entdo, o nimero de cédigos é °A, =60 .

Pdgina 43

9.1. Nimero de sequéncias diferentes em que nio entra a bola vermelha: 9x 8 x7x 6 x 5 x 4=60480, ou seja, *A, = 60480 .
9.2. Para a primeira bola ha uma possibilidade (bola amarela). Das restantes nove bolas, sdo retiradas cinco, em que interessa a ordem.
Nimero total de sequéncias é: 9x 8 x7x 6 x5=15120, ou seja, A, =15120.
9.3. A primeira posicdo é ocupada pela bola preta e a ultima pela bola branca. Para as restantes quatro posicoes, 8 x 7x 6 x 5=1680,
ou seja, *4,=1680. O niimero total de sequéncias é 1680 .
10.1. Para que o nimero seja par, ha quatro possibilidades para o algarismo das unidades (2, 4, 6 e 8) e, para os restantes algarismos, o nimero de
possibilidades é 4, .
0 ntimero total de nimeros nestas condicdes é: *4, x 4 =1680 x 4 = 6720
10.2. Para que o nimero seja menor do que 30 000, o algarismo das dezenas de milhar s6 pode ser 1 ou 2.
Para as restantes quatro posicdes: A,

0 ndmero total de niimeros nestas condicdes é: 2 x ®A, =2 x 1680 = 3360

18
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Propostas de resolucao

1. Se o cdédigo tem pelo menos uma letra, significa que tem, exatamente, uma letra ou, exatamente, duas letras.
Se tiver uma s letra, terd os algarismos impares 1, 3, 5, 7 e 9, mas falta um elemento, que ndo pode ser par nem repetido. Neste caso, é
impossivel gerar o cddigo.
Se tiver, exatamente, duas letras, entdo tem os algarismos 1, 3, 5, 7 e 9, masasoma 1+3+5+7+9=25 ndo ¢ par. Neste caso, € impossivel
de gerar o codigo.
Nas condicdes indicadas ndo é possivel formar um cédigo.

Ficha 3
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11, *C,=593 775

1.2. Dois lugares no grupo ja estdo preenchidos pelo delegado e pelo subdelegado, pelo que restam 28 alunos para formar um grupo de 4,
logo: *C,=20475

1.3. Se hd 14 alunos indisponiveis, restam 16 alunos para formar um grupo de 6, logo: *C, =8 008

2. °C,=120 sumos diferentes

2.2. Se ha duas frutas que ndo podem fazer parte do sumo, restam oito frutas para selecionar quatro, logo: C, =70

2.3. Se uma das frutas esté escolhida, o morango, restam nove frutas para selecionar trés, logo: °C, =84

3.1. Ha nove bolas no saco, logo o niimero de diferentes possibilidades de retirar duas bolas, em simultaneo, é: °C, =36

3.2. H4 cinco bolas com nimero impar e quatro bolas com nimero par, logo o ndmero de diferentes possibilidades é: °C, +*C, =16
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4. Dos 15 cdes forma-se um grupo de 6 e, dos 10 gatos, um grupode 5.
0 ndmero de diferentes conjuntos é: ®C, x °Cs = 1261260

4.2. Se o Ruca faz parte do conjunto, entdo, dos 14 restantes cdes, forma-se um grupo de 5 (o n.° de possibilidades ¢ ™C; = 2002).
Se a Milka faz parte do conjunto, entdo, dos 9 restantes gatos, forma-se um grupo de 4 (o n.° de possibilidades ¢ °C, = 126).
Nestas condicdes, o niimero total de possibilidades é: *C, x °C, = 252 252

4.3. Neste caso, 0s 6 cdes formam um subconjunto de um conjunto de 14 cdes e os 5 gatos formam um subconjunto de um conjunto de 9 gatos.
0 ndmero total de possibilidades é: *'C, x °C, =378 378

5.1. Das 16 raparigas, serdo selecionadas 2 e, dos 12 rapazes, serdo selecionados 3.
Nimero total de possibilidades: *C, x *C;=26 400

5.2. Se a comissao tiver s rapazes: “Cs. Se a comissao tiver s6 raparigas: "°Cs .
0 ndmero total de possibilidades, nas condicdes pedidas, é: 2C, + "*C; = 5160

5.3. Neste caso, considera-se: ndo ha rapazes na comissdo, ou hd um e um sé rapaz, ou ha exatamente 2 rapazes.
Assim, o ndmero total de possibilidades é: *°Cs+”C,x*C,+”C,x °C;=63 168

5.4. Neste caso, considera-se: 2 rapazes e 3 raparigas, ou 3 rapazes e 2 raparigas, ou 4 rapazes e uma rapariga.
Assim, o niimero total de possibilidades é: C, x "°C, + 2C,; x *C, + C, x ®C,=36 960 + 26 400 + 7920 =71 280

5.5. Temos as seguintes hipdteses: ou nenhum faz parte da comissao, ou a Maria ndo faz parte e o Carlos faz, ou a Maria faz parte e o Carlos nao faz.
Assim, o niimero total de possibilidades é: *C, +%°C, +%°C, =95 680
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6. O algarismo das dezenas de milhar pode ser: 2, 3 ou 4

Se o algarismo das dezenas de milhar for 2, das restantes quatro posi¢des, escolhem-se duas para serem ocupadas com o algarismo 2 e, para as

duas posices restantes, escolhe-se qualquer algarismo diferente de 2 (nimero de possibilidades: *C, x 9 x 9).
Se o algarismo das dezenas de milhar for 3 ou 4, das restantes quatro posicées, escolhem-se trés para serem ocupadas com o algarismo 2 e, para

a posicdo restante, escolhe-se qualquer algarismo diferente de 2 (nimero de possibilidades: 2 x *C; x 9).
0 ndmero de possibilidades, nas condicSes pedidas, é: ‘C,x 9 x 9 +2 x *C,x 9 =558
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\ Propostas de resolucdo

71. Como pode haver repeticdo de letras e de algarismos, o nimero de cddigos distintos que € possivel formar nas condi¢cdes apresentadas é:
%A, x A", =26 % 10" =175 760 000

7.2. Existem 5 vogais, logo o nimero de sequéncias compostas por 3 vogais distintas é: *A,
Existem 10 algarismos, logo o niimero de sequéncias numéricas de 4 algarismos, sendo, exatamente, dois iguais (e os outros dois diferentes) é:
10x°C, % %4,
Assim, o niimero de cédigos distintos que é possivel formar nas condicSes apresentadas é: *A; x 10 x ‘C, x °4, = 259 200

7.3. 0 nimero de cédigos distintos que é possivel formar nas condicdes apresentadas é: 5x*C, x 4 x *A, =7200

7.4. A palavra ENIGMA tem 6 letras diferentes, entdo o niimero de sequéncias de 3 letras da palavra ENIGMA distintas que é possivel formar é: °4,
Todos os algarismos da sequéncia sdo pares: 0, 2, 4, 6, 8
0 algarismo dos milhares sé podera ser: 6 ou 8 (duas possibilidades)
0 ndmero de possibilidades para os restantes trés algarismos é: ‘A,

0 ndmero de cédigos distintos que é possivel formar nas condicdes apresentadas é: °4; x 2 x *A; = 5760
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8.1. Seja n ondmero de pontos marcados sobre a circunferéncia. Qualquer par desses pontos define uma reta.

| n(n —1)(n—2)! n?—n 5
"C,=190 & — 1 =190 & — 2" V=190 > T =1-190 < n*-n-380=0 <
: 21(n - 2)! 2(n=2)! 2
e p=1EV1+1520 ”;1520 PN n=%\/n=# & n=—19\V =20

Conclui-se que n=20, ou seja, o conjunto € constituido por 20 pontos da circunferéncia (ndo colineares).

Resultedos exstos Ajuster o intervale
x fix)
16 128
17 1386
18 153
13 171
s ]
21 218
2 231
23 253

9. Para cada posicdo da sequéncia, ha cinco consoantes possiveis.

0 ndmero possivel de sequéncias de letras que é possivel formar é: *A'; =5° =15 625

9.2. Na sequéncia, ha trés “posicdes” que vao ser ocupados com a letra A. Assim, o niimero de “posicdes” para 0 A é: °C,

Ao

Para cada uma das restantes trés “posicoes”, existem nove letras possiveis.
Assim, o niimero total de sequéncias de letras que é possivel formar nas condicées pedidas é: °C; x °A'; = 20 x 729 = 14 580

9.3. No maximo duas vogais significa que podem ter 0 vogais, ou exatamente 1 vogal, ou exatamente 2 vogais. Assim, o nimero total de sequéncias
de letras possiveis, nas condicdes pedidas, é: *A's+ 5 x °C, x *A's + °A', x °C, x °A', =343 750

10. °C,x 2!x 6! x 5!=518400 . Logo, é possivel distribuir os livros de 518400 maneiras.

4. SUCESSOES. PROGRESSOES ARITMETICAS E GEOMETRICAS

Ficha 1

1.1. Termo geral de sucessoes
1.2. Sucessoes definidas por recorréncia
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1. 1,4,7,10,13,16,19 e 22 12, u,=3n-2 1.3. 3n—2=151 & n="51. Entdo, 151 é o termo de ordem 51.
1.4. 3n—2=330 < n="10,(6). Como 10,(6) € IN\{0}, conclui-se que 330 n&o é termo da sucessio.

21. u,=0 & 4n—n*=0 & n=0V n=4 . Como n>1, conclui-se que o termo nulo da sucessdo tem ordem 4.

20
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Propostas de resolucao J
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22.u,>0 & 4n—n">0 & nEN{0} A0<n<4 & ne{1, 2, 3}

Assim, existem trés termos positivos.

2.3. a) Pela alinea 2.2., os termos positivos da sucessao sao: u;=3; u,=4 e u;=3,
de onde se conclui que 8 ndo é termo da sucessao.

4+ 16 + 468

b) u,=—17 < 4n—n"=-17 & —n’+4n+NM7=0 & n=— &SSn=13V n=-9 & n=13

-2 neN0)
Entdo, —117 ¢ o termo da sucessdo de ordem 13.

31 uy=2x1-1=1; u,=2; u3=2%x3-1=5; u,=4, us;=2%x5-1=9 e ug=6

3.2. u;>u, e ug<us. Deonde se conclui que a sucessao nao € mondtona.

41. Aordemdotermoiguala 2 é 3.

3 n+l
ulfn}=

w2

assssanss
JPreT Tl
o

4.2. a) Verifica-se, de forma intuitiva, que a medida que n toma valores suficientemente grandes, os termos da sucessdo aproximam-se de 3.

b)
3y n ulny - |*
...(,,]J'”:‘ 14 26675 | u,(,,]ﬁ'”:‘ 19. 27619
igh 15. 27059 | igh 20. 2777
oiman e 16, 2722 1B R 21, 27826
1 1 il
o T Rl 27358 21 2 2. 27917
| 8. 275 . | 2. 28 |,
|34 2.6875 LI |34 2761904761900 | 4 »

Ha oito termos que satisfazem a condigdo dada. Esses termos sdo os que tém ordem maior do que 14 e menor do que 23 .
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5. (C)u,—u3=-5 Se u,,,—u,=5, entdo u,— u,,,==5, logo U, —u;=-5.

6. N’ +5n1+6=0 < nzw & n=-2Vin=-3
mm,vf;ew\{o}

Atendendo a que u,,,—u,>0, ¥n €IN\{0}, conclui-se que a sucessdo é mondtona crescente.

6.2. v,=U, 1 — U,

1 1
V== & Uy —Uy== & Uy —Uu,=02 & n=3
5 5 _ 1, 05
L. 1 . . 1 - . 03

. Os termos cuja diferenca € — sdao04.°e03.°, ouseja, U, — U3 =—. n? 45 mee 3. 02
I 5 4 3 5
2 . 4, 0.142857
7. (C)Asucessdo (u,) ndoé mondtona. : : s o1 -
S i
o . 1. 1 5 x 5 2 )
2 u=-1; uZ:E’ u3=—§, entao u,<u, e u,> U4, logo a sucessao (un) nao e monotona.
z
281 u,;=3; u,=2Xu;—1=5; u;=2Xu,—1=9; u,=2xu;—1=17

21
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\ Propostas de resolucao

Uy=2%xu,—1, Yn€IN\{0}
8.3. ug="513; u,y=1025; v,y =2049 ; u,,=4097 e uy;=28193

u=3
8.2.

12 Ay
utln+1)=2 uiln)-1
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91. uy=4; u,=7; u3=10; u,=13; ...; u,=3n+1
9.2.u,=45 & 3n+1=45 < 3n=44 & n=% & n=14,6)

Uuy=3%X14+1=43

Assim, com 45 triangulos é possivel construir a figura de ordem 14, sobrando dois triangulos.

93 uy=4
T upe=u,+3, YneIN0}

10. v,=5; v,=v;+3x2=1; v;=v,+3x3=20; v,=v;+3x4=32
u,=32 & 5n1+2=32 & 5n1=30 & n=6

ML u,=1; u,=1+2°=5; u;=5+3’=14; u,=14+4*=30; u;=30+5"=55

u,=
124" ,
u,=U,_,+n°, para n>1
M.3.0;=819; Uy, =Uy+14"=1015; vy =u, +15°=1240 . Afigura de ordem 15 tem 1240 pontos.

Ficha 2

2.1. Progressoes aritméticas
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1. A diferenca entre termos consecutivos é constante. Entdo, (u,) é uma progressdo aritmética e a razdo é 2.
1.2. A diferenca entre termos consecutivos ndo é constante. Entdo, (u,) n&o é uma progressdo aritmética.

1.3. Adiferenca entre termos consecutivos néo € constante. Entdo, (u,) ndo é uma progressdo aritmética.

21 u,=-2+(—-1)%x3=3n-5 22, u,=3+(n-1)x(-4)=7—4n 23. u,=u+r & 0=u,-2 & uy=12
u,=12+(n-Yx(-2)==2n+14
Pdgina 53
3A. r=4, logo: 3.2 r=5, logo:
54=20+4 & a=25e b+1=54+4 & b=57 54=20+5 & a=42—9 e b+1=54+5 < b=58
ai us=16 PN Uy +4r=16 PN {u1:16—4r PN {1/1:16—4r<:> {u1:—4
T |us=36 Uy +8r=36 16 — 4r+8r=36 4r=20 r=5

u,=—=4+(n-10)x5=51-9

42 u,,=5%x20-9=91

5.. 0 nimero de quizzes previsto para cada um dos dias sdo termos de uma progressdo aritmética (v,) emque u;=3 e r=2.
u,=3+(—-1)x2=2n+1
Assim, u;=2x7+1=15. 0 Jodo resolverd 15 quizzes no seu sétimo dia de preparacdo para o exame de cddigo.

5.2. u,=31 & 2n+1=31 < n=15. 0 plano de preparacdo do Jodo durara 15 dias.

22
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6. (B)67
Us=Us+10r & 102=32+10r & r=7
Uy =U—5r <& Up=102 -5%x7 & uyy=67

U +ug=28 u+u,+4r=38 206 —6r)+4r=8 —8r=—14 r=1
7. = 2
u,=6 u,+6r=6 U, =6—6r uy=6—6r _
u=3
un=3+(n—1)x%=%n+%, entdo: u25=%x25+%=15
8 u, =9y, uy+ 3r="9u, 3r=28u, 3r=8(67—8r) {67r=536 {r=8
" |ug=67 u,+8r==67 u, =67 —8r u, =67 —8r u,=67—8r ;=3
u,=3+(n—-1)x8=8n—-5
u,=1795 & 8n—-5=1795 < n=225. Assim, 1795 é o termo da progressdo de ordem 225.
+
91, S,,= 1 2u2°x20=2+59><20=610
9.2. 1, <100 < 3n—1<100 < n<33,6), pelo que existem 33 termos menores do que 100 .
+
Su= 2u33x33=2+98x33=1650

10 u,=3+(n—=1)x2=2n+1

+ -2+

10.2.sn=”*2“"><n PN 3+22n+1><n:48 & (1+2)n=48 & n*+2n—-48=0 < nzw & n=6Vn=-8

Como n€IN\{0}, conclui-se que formou seis filas de cartas.
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vo=u u1+2r=l(u1+6r)

T 2 u,=6

n u+u uy+ (uy +9r) = =3

Sp=—"5-"x10 — e x10=195 =

u,=6+(—-1)x3=3n+3 e u,=318 & 3n+3=318 < n=105. Assim, 318 é o termo de ordem 105 .
12. Uy +Uu+Uxp=231 & Uy, +18r+u, +19r+u, +20r=231. Como u,=1, tem-se:

14+188r+1+19r+1+20r=231 & r=4

U,=t+r & 1=u,+4 & uy=-3

0 termo geral é u, =u,+(n—1)r, ouseja, u,=4n—7.

u,+u —
1 nxn=5+6n 1

131.5,= > > xn=2+3n)xn=3n"+2n
13.2. a) Recorrendo a representacdo grafica da sucessdo S, na calculadora, b) Recorrendo a representacgdo gréfica da sucessdo S, na calculadora,
verifica-se que S, é maior do que 10° para n>578. verifica-se, de forma intuitiva, que a medida
No minimo, existem 578 termos. que n— +00, 5, — +o00.
g e X g D
sln)=3 2420 e TN i o e )ede 2 a2 n sim Sl
576. 996480, 1813. 9.86453e6
5 577. 999941, ks 1814, 9575426
g 578] 1.00341e6 | | 1815, 98863166
579, 1.00688e6 1816. 9.8972¢6
: 580, 1.01036¢6 . " 1817. 9.9081e5 |
T v S78. 4 b e ,' ,: 1815. 'y

14. As ordens pares dos termos da sucessao sdo do tipo 2p, com p €IN\{0} .
Uy =5%X2p+3=10p+3
Se p=1, u,=10x1+3=13; se p=100, u,50=10x100+3=1003.

Assim, a soma dos primeiros 100 termos da sucessao (uzp) € Sip0= % %100 =50 800

ESPMA11CAD © Porto Editora
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Ficha 3
2.2. Progressoes geométricas

Pdgina 56

. . . R ~ N U . 2
11. O quociente entre termos consecutivos € igual a razao, r. Entdao, —=r, ou seja, r:E: 0,4.
U,

©I0}IP3 0MOd © AYDLLYINDSI

12. u1=u2:r=1:%=g=2,5. Entdo, u =2,5x 04" "
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gq, Vor1 _6x37"Y oy iann g 1

oy, 6x327" 3

(v,) éuma progressdo geométrica de razdo % cujo primeiro termo é: v,=6x3*""'=18

v,=18
2.2, 1
Vo1 =5 XV, nz1

3
3. Seja r arazdo da progressao geométrica.

b+, =800 < @Hzor:soo & 3207 —800r+320=0 &> 27 —5r+2=0 & r=2 \V r=%

Como (t,) é crescente, conclui-se que r=2. Sabe-se que t;=1t, X r*, peloque t,= 322—? =20.

4, (C)n’

. ) . . - T T
Se b=m, entdotemos: a, T, c. Seja r arazdo da progressio geométrica. a== e c=mr, peloque: ac=— X Tr =’
r r

S w,=r'xw, < 12=r'x2 <> r’=36. Como (w,) éndo mondtona, entdo r=—6.

w 1 . 1 n— 1 n
w1=72=—§. Assim, w,,=—§><(—6) 'e w,,+1=—§><(—6) }
W,,H—W,,:—%X(—G)”— (—%x(—G)””):—%x(—G)”. Se n épar, (-6)">0e w,,,—w,<0.
5.2. w,,,— wn=—%x(—6)”. Se n éimpar, (—6)"<0 e w,,,—w,>0.
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2 n
6. (C)(=
©(3)

As opcoes (A) e (D) sdo rejeitadas, porque ambas sdo crescentes e tendem para +oo . A opgdo (B) é rejeitada porque tem termos negativos.

74. Asucessdo dada é crescente e tende para +oo . Recorrendo, por exemplo, a calculadora grafica verifica-se que existem 35 termos menores do
que 20000 .

7.2. v,= (%) = (%) =0,8". Asucessdo (v,) édecrescente e tende para 0. Recorrendo, por exemplo, a calculadora grafica verifica-se que o

maior valor de n paraoqual v,>10"% é n=30. O termo pedido é v;,=0,8%.
10
- (%) 1"
8. S,=18x——2 =27x (1— (§> ) ~27

9. Razdo: %:4

0 termo geral é: u,=3x4"""
u,=49152 & 3x4'=49152

8
Recorrendo a tecnologia, por exemplo, a calculadora gréfica, obtém-se k=8. Assim: S;=3 x 11_ i =65535
1-05" " . 1
10. S§,=5x 05" Como 0,5" tende para 0, asoma de todas as parcelas é: S=5 X T"05- 10
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Pagina 59
1 —05°
MA.a) r,=32x% 5 . Recorrendo a tecnologia, verifica-se que r,>1 para valores de n, taisque n<6. 56=32>< 1-05 =63
b) S=32x- 1-0 _g4
-05
1 1-0,5° 8
1.2.a) c,=64m X E b) S,=641 X o5 " 1281 (1 - 0,5°) ~ 400,55
1 2n-2
11.3.a) rn:32><< ) ,peloque a —n><<32>< ) =mx32°x (2)
2n 2n-2 2
Uns 1 1 1 1
D |t e = = — = —
saursoe: 2= (7) (3) = (3) =3
Assim, (a,) é uma progressio geométrica de razdo %

. Como <Z> tende para 0, entdo: S=m x32%x 1-0

—x322x 2 ~ 428932
1 1 3
4 4

b) S,=mx32%x

Ficha 1
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1. -3 e0

1.2.
( X — 00 -2 0 +0<>]

Le N el 0 N\

13. B)VXE]-o00, =2[, f(x)>—
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21. (D)F(3)<f(2)

f(=3)>0e f(3)<0, logo f(=3)#f(3).

f é decrescente, logo f(—3)>f(=2)>f(=1)>f(2)>f(3).
2.2. (€)0,25

fQ=-2 & ax2’=-2 & a=_?2 = a:_%
Entdo, f(x)=—lx3. Logo, f(—1)=—1><(—1)3=_1x(_1)=1=0‘25.
4 4 4 4
31. a<0. Porexemplo: f(x)=—2x 3.2. > 0. Porexemplo: f(x)=3x 3.3.a>0. Por exemplo: £(x)=2x°

4. Arepresentacdo lIl.
Nao pode ser a I, porque, neste caso, a < 0. Ndo pode ser a ll nem a IV, porque, nestes casos, 0s zeros sdo diferentes de 0.

. Afirmacéo verdadeira. Se, quando x — +o00, g(x) — —oo, entdo a<0. Logo, g é decrescente.
. Afirmacéo falsa. g(0)=—1 A g() =0, sendo o o zero da funcdo. Como a funcéo é decrescente, se & >0 entdo g (a) <g(0), ou seja,
g(a) <=1, quando se sabe que g (o) =0.

a o
N =

. Afirmagao falsa x oo X, +oo]

. Afirmacdo verdadeira L ) + 0 _ J

o o
H W

ESPMA11CAD © Porto Editora
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Pagina 62

6. Na expressdo algébrica da fungdo f, a =% e d=—2,0que significa que f é crescente e passa no ponto de coordenadas (0, —2).

I ndo pode representar graficamente f, porque representa uma funcdo decrescente.

Il ndo pode representar graficamente f, porque o seu ponto de interse¢do com o eixo Oy tem ordenada positiva.
71. Se afuncdo é crescente, entdo a>0. Seoseuzeroé 0, entdo d=0. Porexemplo, f(x)= 2.

7.2. Quando x — 400, f(x) — +o00, entdo a>0.

Se 0 seu zero é positivo, entdo d é negativo. Por exemplo, f(x) = 2’ 1.
7.3. Se afuncdo é decrescente, entdo a < 0. Se o seu linico zero é negativo, entdo d é negativo. Por exemplo, f(x)=— =1,
8. (B)ja=2,b=—-3ec=-2

Quando x — —oo, f(x) — —oo, entdo a>0.

Reparaque: f(x)=0 < ax’+bx’+cx=0 < x(ax’+bx+c)=0 <& x=0V ax’+bx+c=0

Como f tem trés zeros, entdo b° —4ac>0 e (=3)’ —4x2x(=2)=25.

Pagina 63

9. (B)

a>0, entdo, quando x — —oo, f(x) — —oo . As opcBes (C) e (D) sdo eliminadas.
Zeros: f(x)=0 < x*(2x-5)=0 < x=0 Vx :%, logo é eliminada a opco (A).

10.. Quando x — —oo, f(x) — 400, entdo a<0.

Zeros: f(X)=0 < x*(ax+b)=0 < x=0 V x=—%

0O zero —g é positivoe <0, entdo b>0.

Resposta: a<0 e b>0

10.2.a) O gréfico de g obtém-se aplicando ao grafico de f uma translacdo de vetor (0, —1). Afuncdo g tem trés zeros.

b) 0—1=—-1e 8—1=7. Logo, —1 é minimo relativo e 7 é maximo relativode g .

-~
1. Quando x — —oo, f(x) — +00, entdo a<0. y
ax’—bx*=0 & x* (ax+b)=0 < x=0V x:—g
Comoa<0/\—§>0,entéob>0. S8
0 gréfico de f obtém-se aplicando uma translaco de vetor 1/ (0, d) ao grafico de uma funcdo
definida por expressao do tipo y = ax’ + bx’ que tem um maximo relativo igual a 4.
Nestas condigdes, tem-se: d=—4, a<0 e b>0. 0 \ .
Ficha 2
d
Pagina 64
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1. (C)a<0ee>0
Quanto x — —oo ou quando x — 400, f(x) — —oo, logo a<0.

0 gréafico de f interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas (0, e), logo e>0.

2. Gréaficol «— funcdo g; gréficoll «— funcdo i; gréfico lll «— funcdo f; grafico IV «— fungdo h
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Pagina 65

3

3. ax*+ax=0 &= x(ax3+c) =0 & x=0Vax’+c=0 = x=0\/x=\/—§

Fungdo f: a>0Ac>0 Fungdo g: a<0Ac<O0 Funcdo h: a>0Ac<0 Fungdo i: a<0ACc>0
441. Afuncdo quarticaéa f, pois f— +o0o quando x — —oo e quando x — +oo . Por outro lado, o nimero de zeros € ndo superiora 4.
4.2. O nimero maximo de zeros de uma funcdo cubica é trés. Como h tem cinco zeros, a afirmacgdo é verdadeira.
51. (D)a>0 e b*—4dac=0

Repara que, quando x — —o0 e X — 400, f(x) — +00, entdo a>0.

y=x"(ax’+bx+c) e X’ (ax’+bx+¢) =0 < x=0Vax’+bx+c=0

Assim, a funcdo tera exatamente dois zeros se b’ —4ac=0.

5.2. Do estudo das funcdes quadraticas, sabe-se que, por exemplo, uma funcdo g definida por g (x) = (x + 1)2 =x"+2x+1tem >0 e um dnico
zero negativo: (x+1)°=0 < x+1=0 < x=—1

Entdo, a expressio pedida pode ser, por exemplo: f(x) =x° (x2 +2x+ 1) =x'+2°+x*

Ficha 3
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11. Néo, porque o grau de R (x) tem de ser menor do que o grau de B(x).
1.2. Q(x)=3x+4
R(x)=10x -1

3 -2+ 2x -1 X -2
(“ax)+ 6’ (3x)+4
(ax)+2x 1
+8x
(1001

Pagina 67

20 P = (= 3x+1)(2x =N+ =2)= (2 — ¥’ —6x’ +3x+2x = 1) +x—2=2 - Tx’ +6x - 3

22, P()= (= 3x+1) (2 —x) + (x+1)= (2 =¥ — e’ +37 + 207 = x) +x+1=2x" — 7x° + 517 41

31 A(x)=5—-x"+4x" e B(x)=x" -2 32. A(x)=—2X+3x’ -1 e B(x)=4—x
a’—x"+0x+5 | x'-2 —2 043 =1 | —x+4
-4 +48x 4x -1 2’ —8x’ 2%’ +8x+29
—x’+8x+5 —8x +3x—1
X =2 8x% — 32x
8x+3 —29x —1
29x — 116
Qx)=4x-1
—1m
R(x)=8x+3

Q(x)=2x"+8x+29
R(x)=-117

27
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4, @A(x)=2x3+5x2—12x—30 e B(x)=x"-6

2x°+5x° —12x — 30 xX-6

-’ +12x 2x+5
5x° +0x—30
—5x° +30
0

A(x) é divisivel por B(x), pois R(x)=0.

@A(x)=x4—4x+3 e B(x)=x"-1

x'+0x’ - 4x’ +ox+3 x' =1
-x* +x° X =3
-3’ +3
3w’ -3
0

A(x) é divisivel por B(x), pois R(x)=0.

Pdgina 68

N AG)=4x"-1e B(x)=2x+1

4% 4+ 0x + 0x — 1 2+1
—ax =2y 2x2—x+%
—2x" +0x—1
2 +x
x =1
_x -1
2
—g R(X)#0

V.o(X)=x"-x’+4eB(x)=3—-x

X +x +0x+4 -x+3

x*—3x X +2x+6
—2x*+0x+4
2% — 6x
—6x+4
6x —18
—14 R(x)#0

5.

6.1.

91.

9.2,

28

Vo= (x+3)° < AC, ou seja:

agua —

7 +15x+9= (X +6x+9) xAC &

& AC= (X +7x%+15x+9) : (X +6x+9) & AC=x+1

Como A =%E, entdo AD=4x (x+1)=4x+4.

0 resto da divisio de A (x) por B(x) é 0, logo A(x) é divisivel por B(x).

(2 = x*+5x+3) : (x+2)
2 -1 5 3
-2 -4 10 -30
‘ 2 -5 15 -27
Q(x)=2x"—5x+15
R(x)=-27
2 -9 0 27
3 6 -9 =27
2 -3 -9 0
Polinémio dividendo: 5x° — x* — 2x
Polindmio divisor: x + 2
Polindmio quociente: 5x° — Mx +20
Resto: —40
AN =T +4x1+5=10

A=) =(=1’+4x(=1)+5=0

X+ +15x+9 X +6x+9

—x’—6x" - 9x X+1

X +6x 49

-x'—6x-9

-1 3 0 4
4 R .
| -1 -1 -4 | -1

0(x)=—x"—x+4
R(x)=-12

©I0}IP3 0MOd © AYDLLYINDSI
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101.C(0)=—1. Logo, —2k=—1 <> k=%

10.2.0(1)=0. Logo, 3—k’ —2k=0 & —k’—2k+3=0 & k=—-3 V k=1

_4_10 n=2
P(2)=0 _ _ = - = =
. (2 <:>{ 8+4—2m+n 0<:>{n 442m <:>{n 4+2m<:> 3 - 3
P(=1)=1 T+1+m+n=1 m+4+2m=-1 3m=-5 m=_32 m=_2
T3 3
Logo, P(x) = —x*+x7+2x+ 2.
3773
2. P(=1)=(=D)"+2x (=1)" +1=1+2x (=) +1=2-2=0.
2n é par n éimpar
1BAP(-2)=2x(-2) = (=2 =1B3x(-2) —6=2x(-8) —4+26 —6=—16—4+26 — 6=0
13.2.
2 -1 -13 -6
-2 -4 10 6
| 2 -5 -3 | 0
Q(x)=2x"-5x-3
5+4/25 —4x2x (-3 _
18320 —5x—3=0 & x= (3 ) yo8=T 0 xo54T o n Ty aag
2x2 4 4 2

Logo, P(x)=2(x+2)<x+%>(x—3)

8A.P(x)=x"—5x°+9x* = Tx +2
12.a) Q(x)=x"—4x’+5x -2
b) Q(x)=x"—3x+2
¢ Q)=x-2

143. P(x) temasraizes 1 e 2. Araiz 1 tem multiplicidade 3 ea 2 tem multiplicidade 1.

Pagina 70
15..
2 =17 39 -8 -16
4 8 -36 12 16
2 -9 3 4 0
4 8 -4 -4
2 -1 -1 0
4 8 28
2 7 27

4 ¢ raiz de multiplicidade 2.
B22AKX) = -4 (2 —x=1)

Calculo auxiliar: 2x° —x —1=0 < x=1\/x=—%
Entdo, 2x2—x_1=z<x+%)(x_1). Logo, A(x)=(x —4)"(2x+1) (x = 1) =(x - 4) (x - 4) (2x +1) (x = 1).

16. Reparaque: X’ —9=(x —3)(x+3)

P(x)=(x-3)x+3)(x’+2x-3) 1
) —2+£y/4-4x1x(=3) 3

X' +2x-3=0 & x= 2 & x=1Vx=-3 1

Entdo, P(x)=(x —3) (x+3) (x+3) (x = 1), ouseja, P(x)=(x+3) (x = 3)(x = 1). -3

P(x) temraizes: —3, 1 e 3. Araiz —3 tem multiplicidade 2 e as restantes tém multiplicidade 1. 1

29
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17. P(x)=a(x+2)(x-1)

Repara que: P(2)=32 <> a(2+2)(2-1)=32 <> 160=32 < a=% & a=2

Logo, P(x)=2(x+2)’(x =)= (2x*+8x+8)(x = 1) =2x"+ 6x° — 8.

Pdgina 71
18. f)=a(x+1(x-2)
f(0)=—4, logo: a(0+1)’(0-2)=—4 < —2a=-4 < a=2
f)=2(x+10)(x=2)= (2% +4x+2)(x = 2)=2x* —6x — 4
)=

19. f(x)=ax(x+1)(x =1
f(-2)=—-18 < a(-2)(—2+10)(-2-1'=—18 < 180=—18 < ag=—1
Entdo, f(x)=—x(x+1)(x—1).
Assim, f2)=—2(2+1)(2-1)"=-6.

20. Sabe-se que —2 éraizduplade f.

211 1 3 U
Fr) = (x+2) (—x_-) 2 2
22 -2 -1 -1 2
LIV - 2B=|— = 1 1 _
Repara que 35X =5 0 & x=1.logo, AB=|-2|+1=3. 5 5 1 0
J— -2 -1 1
f(0)=(0+2)2<1><0—1>=4><<—1>=—2. Logo, OC=|-2|=2.
2 2 2 11 0
ABXxOC _3x2 ? ?
. X X
Assim, Avge = =2X2_3,
SSIm 148c] 2 2
Ficha 4
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1. P)=(x+2)(x’-5x+4)
PX)=0 & (x+2)(x’—5x+4)=0 &

X —3x - 6x+8 X' —5x+4

3 2
— 5x° — 4 xX+2

& Xx+2=0V X —5x+4=0 & s oM

Y —— ¢’ —10x+8
@x:—ZVx:wﬁxz—Z\/x=1\/x=4 ,

2 —2x°+10x — 8
s={-2,1,4} 0

2. 3-7x3=6 ¢ 27-21=6 < 6=6

X =Tx-6=0 < (x-3)(x’+3x+2) =0 & T 0 -7 -6
& x-3=0V X +3x+2=0 & 3 3

9 6
IR KN

—3+19 —
= x=3\/x=¥ & x=3Vx=—1Vx=-2
s={-2,-1,3}
31, x(XF’+x-6)=0 & x=0V X’ +x-6=0 & x:OVx:# & x=0Vx=-3Vx=2
s={-3,0,2}
32 (x+3) - (x+3)(x-3)=0 < x+3)|[(x+3' - (x-3)] =0 & (x+3)(x*+6x+9-x+3)=0 &
S X+3=0V X +5x+12=0 < x=-3 s={-3}
| S
impossivel (A<0)
+4/100 —
4. X -1 4920 & () 1047 +9=0 = ka o X =1vi’=9 &
& x=-1Vx=1Vx=-3Vx=3 s={-3,-1,1,3}

30
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Pagina 73

P(=1)=(=1=3x (=1 +4=-1-3+4=0

51. 1 -3 0 4
P)=(x"—dx+4) x+1)=(x -2 (x+1) -1 1 4 —4
Entdo, P(x)=(x —2) (x —2) (x+1). | 1 4 0

5.2. a)

( x —oo -1 2 +00)
2-x + + + 0
(x-2)7° + + 1+ 0
xX+1 - 0 + +
 @-x)P(x) - 0| +] 0 - )
x€l]-1,2[

b) P)>0(0) & P -0W)>0 & X’ -3’ +4— (X' 1) >0 & -2 +430 7
—2+4=0 & ¥'=2 & x=—V2Vx=V2 >
xel-v2, v2]

61 F()=(x+2)(=x"+2x=1) == (x+2)x =10 =(=x—=2)(x = 1)

( X — 00 -2 1 +oo\

(-x-2) + 0 - - _ -1 0 3 =2
(-’ + + 0 + -2 2 -4 2

@ « Lo | - T o -] -1 2 1] o

Afuncdo f é positivaem ]—oo, —2[ e énegativaem ]—2, [ U1, +oo[.

7. f(0)=0 & x(x’-6x+9)=0 & x(x-3)'=0 & x=0 V x=3

- = 3 2
- —6x’ +
7.2. A[Agc]zBCXAB, entdo: g(x)=(3 Xl 5 6" + 9x) = g(x)=%(—x4+9x3—27x2+27x)
73. x=0,75
:.u ™ : fu)=d ;r.uqa

Ficha 5

Pagina 74

1. D,,=D,ND,=RNR=R
(f+9)@)=1(0)+g(x)=x" =8+ (=x" +4x" —8) = 4x" — 16
(f+9)(X)=0 & 4’ -16=0 & x'=4 & x=-2V x=2 " 5
f+g épositivaem ]—oo,—2[U]2, +oo[ eénegativaem ]—2, 2[.

12. 0,_,=D,ND,=RNR=NR T - —
(f—g)(x)=f(x)—g(x)=x3—8—(—x3+4x2_8)=2x3_4x2 x’ + + +
(f=9)(0)=0 & 2 —4x’ =0 < x*(2x—4)=0 & x=0V x=2 2c -4 - 0
f—g épositivaem ]2, +oo[ e é negativaem ]—oo, 0[U]0, 2[. (f-9)(x) - 0 )

31
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21. a) D,,,=D,ND,=]-1,4[N[-1, +oo[ =]-1, 4]
(F+g) () =f(X)+g () =2x+ 2+ (x = 1) =x*+2x +1 frg:]-1, 4 —R

XA X +2x+1
b) D,_,=D,ND,=]-1,4[N[-1, +oo[=]-1, 4]
(f=g))=f(x) —gx)=2x+2— (x*=1) =—x"+2x+3 f-g:1-1,4 — R
Xr =X +2x+3
22.8) X +20+1=0 & x=_2%\/m & x=—1

—1€&D;,,, logo f+g ndo tem zeros.

b) —x’+2x+3=0 & y=_2EVA+12 V24+12 & x=—1Vx=3
Apenas 3€D;_ .

Pagina 75

31, a) (f-g)X)=0 & fFX)—gx)=0 & fx)=gx) & x=-1Vx=1Vx=3
Zeros: —1,1e 3
b) (9-HX)=0 < gx)-fx)=0 & gx)=f(x) & x=-1V x=1V x=3

r X — 00 -1 1 3 +0<>1
(g-Ne) - o + 10 - o « )
f(0)=1

mx0+b=1 b=1 b=1 5 = —)=—(= =
3'2'{f(1)=0@{mx1+b=0<:>{m=—b<:>{m:—1 Entdo, f(x)=—x+1e f(-1)=—-(=1)+1=2.

33. (g+1)(x)=g(x)+f(x). Como g éuma funcdo do 3. graue f é uma fungdo do 1.° grau, entdo g+ f é uma funco do 3.° grau, cujo termo de
grau 3 éigual ao termo de grau 3 de g, sendo o coeficiente iguala a.

gx)=a(x+2)x-Nx—-4) e g(-=1)=F(-1)=2. Logo: a(-1+2)(-1-1)(-1-4)=2 & 100=2 & a=%

44. (f—g)(H)=28050 <> 70t —15t=28050 < t=510
0 tempo de enchimento da piscina € 510 minutos.

510 _ 8,5, pelo que se conclui que o tempo de enchimento é 8 h 30 min.

60
4.2. Tempo de enchimento: 8,5 horas. Como 21+8,5=29,5 e 29,5=24+5,5, conclui-se que o enchimento ficou completo as 5:30

do dia 2 de junho.

Entdo, entre as 5:30 eas 7:00, decorreram 90 minutos.

A quantidade de dgua perdida nesses 90 minutos é g (90) =15 x 90 =1350 .

As 7:00, a quantidade de dgua, em litros, que havia na piscina é 28 050 — 1350, ou seja, 26 700 litros.

Pagina 76

51. D, ,=D,ND,=[-2, 6]N[-3, 5]=[-2, 5]
5.2. (fxg)(x)=0 < f(X)xg(x)=0 A xE€[-2, 5] & (—05x°+8=0V2x+2=0) A xE[-2, 5] &
& (XP=16Vvx=-1) A x€[-2,5] & (x=-4Vx=4Vx=—-1) A xE[-2, 5]

Oszerosde fxg sdo —1e 4.

4 \
5.3. x -3 ) -1 4 5 6
f(x) + + + + 0 - - - -
g(x) - - - - 0 + + + +
(fxg)(x) - - 0 + 0 - - )

fx g énegativaem [—2, —1[U]4, 5] e é positivaem ]—1, 4[.

61. fF)=a(x+3)(x—=1" e f(0)=—3, logo: ax3x(=1’=-3 <> 30=-3 < a=-1

f)=—(r+3)(x* = 2x+1) == (¥ =2 +x+3x* —6x+3) =—xX’ —x*+5xr - 3

32
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6.2. D, ,=D,ND,=RNR'=IR"

(Fxg) ()= (=2’ = x?+5x = 3) x (=x?+4) =x"+x* = 5" +3x" — 4’ — 4x’ + 20x = 12=x"+ x" — 9x’ — x” + 20x — 12

fxg:R"— R

XX +x —ox’ —x’+20x - 12

63.a) (fxg)x)=0 & f(X)xg(x)=0 A xER" & (Fx)=0Vvg(x)=0) A xER" &

& (~+3)x=1=0V-x"+4=0) & (x+3=0VvVx-1=0Vx’=4) A xeER &
& (x=-3Vx=1VvVx=-2Vvx=2) A xeR’
s={1,2}
b) (fxg)(x)>0
4 N\
X — oo -3 -2 0 1 2 +00
f(x) + 0 - - - - - 0 - - -
g(x) + + + 0 -
(Fxg)(x) _ 0 _ 0 +
| J
$=[2, +oo[U {1}
Pagina 77
71. a) g(0)=0 & —2X’+x+3=0 & )c=_1i7£:+24 = x=—1\/x=%
D1=IR\{—1, §}
g 2
<i>(x)— 3x+3 3(x+1) _ 3
= 2 = = =
g —2X"+x+3 _2(x+1)<x_%) 2x-3
b) f(x)=0 < 3x+3=0 < x=-1
D%:IR\{—1}
3
-2(x+1 (x——)
<g>(x)=—2x2+x+3= e tx—3 __2x-3
f 3x+3 3(x+1) 3
7.2. <§>(x)=0 & f(X)=0 AXED: <& 3x+3=0AXED: <& x=—1AXEDs
g g g
—1€&Ds, logo u ndo tem zeros.
g g
g, .. 3 . . 3
7.3. = é positivaem |—oo, > \{—1} e énegativa em > *ool
e _ 1 3 +°°\
* - - 2
g(x) - 0 + 0 -
f(x) - 0 + + +
<i>(x) + nd. + 0 -
| g J/
81. I
fx g énegativaem |—oo, x;[ eem Jx;, +oo eé positivaem ]x,, x,[ eem ]x,, x;[ . Representacéo Il
4 N\
x —o0 X X, X; +00
f(x) - o + | 0| + |+ +
g(x) + + 1+ |+ + |0 -
\(fxg)(x) - o + |0, + |0 -
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82.a) f)=a(x+2)x-1" e f(0)=1 <

ax2(=1)’=1 < 20=1 & a=%. Logo, f(x)=%(x+2)(x—1)2.

gx)=b(x-2) e g(0)=2 < bx(-2)=2 < —-2b=2 & b=—1.logo, g(x)=—(x-2) & glx)=—x+2.

T 2)(=1-1)

f _f(=1_2 2
<§>(_1)_g(—1)_ “(CN+2 3
b) D§f=|R\{2} — — > , - —
1 2
AYRNNLC) D= () gy fx) — 0+ o .
<§> PTe0 T a2 T wea g(x) + + |+ |+ +]0
EfﬂR\{z}_'lR | (5) ) - 0+ 0 nd. J

(x+2)(x =1
C —2x+4

Ef énegativaem ]—oo, —2[ eem ]2, +o0o[ eépositvaem ]—2, 1 eem 11, 2[.

Ficha 6
Pdgina 78
3 3 2 x—1
1M fy)=—— _X +2x 13. f(x)=
2 -1 12 1) ="7—"- x*—25x

W—1=0 & x=%

—rJ1
D,= |R\{2}

20 X —x—6=0  x= EVI+2 V21+24
f(X)=0<:>2x;3=0<:>x—3=
X —x—6
22 f(x)=—X=3 ___ X-3 L

Yox—-6 (-3(x+2) x+2

3. a>0,b<0ec<O0

X -3x=0 & x(x-3)=0 &

& x=0Vx=3 & x(X+5)(xX=5)=0 <

D,=R\0, 3}

D,=R\{-5,0, 5}

& x=3 V x=-2. logo, D,=R\{-2, 3}.

0 AN XED, & x=3 Ax€ED, — Condigdo impossivel, pois 3 & D;.

e D,=R\{-2, 3}.

& x=0Vx=-5Vx=5

X =25x=0 < x(x*-25)=0 &

Pagina 79
41. 7(-1, 0) 42.7(1, —5) 43.7(-2, -3) 44.7(0, 6)
1 g, 1 P —641
9= g ==5+—— g ==3+_—— g()=6+
_3x+2 5.2. f(x)=_—2_ _9x -4
51. f(X)—m (x) Ax +1 5.3. f(x)—3x+,|
2
x+2| x=2 Fo) = -2 2 9x—4 | 3x+1
—3x+6 3 4(x+1> Xt -3 3
8 4 4 —_7
1
8 il 7 7
flr)=3+—— 2 flx)=3 - =
x-2 f(x)=——1 3x+1 3(x+
X+
4 7
—3__3
X+t
3

34
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2x—-8 | x-3
2

61 f(x)=2-—"— -2x+6 2
x-=3 5

' 37
2. D,=1R\\2 —#2
6.2.D; \{}e20¢

6.3.0,=R\{3}; 2x-8=0 & x=4;x-3=0 & x=3

4 \
X — 0o 3 4 +00
2x -8 - - 0 +
xX—-3 - + + +
g + n.d. - 0 +

fX)<0 < x€13,4[.5=13, 4

6.4. f(O):_—gzg, logo a medida da &rea do tridngulo é dada, em funcdo de x, por A(x):%<§ xx) .
Assim: 8%:3,2 = xz% & x=24
7. f(x)=5+—L— logo d=—5.
X+4
Ficha 7
Pagina 80
1. x=-1ey=0 12. x=2ey=-5 13. x=0 e y=1
3
_3 2 1
14. f(x)_2x+1 —ix=-gey 0
X+
2
_ b . _ b _ _ _ ~ _ 2
2. f(x)——1+ﬁ, f(0)=-3 < —1+5=-3 & —b=-2 & b=2. Entdo, f(x)_—1+ﬁ.

3. x=-2ey=3
3.2. D,=R\{-2} e D;=IR\{3}

33.5=]-2, 0]
34 f(0)=3+—L— ¢ £(0)=5 < 3+2-5 & p=2x2 < b=4. Entdo, F(x)=3+—2—.
X+2 2 X+2
344 0 3D 1020 A xED, & x=—10 A xeD,
X+2 X+2 3

Como —%GD“ entdo —% éozerode f.

Pagina 81

4. 25x+20 %154 corresponde a receita obtida com a venda de bilhetes. A expressao x + 154 representa o niimero total de bilhetes vendidos. Entdo,

o preco médio por bilhete vendido é dado por f(x) = % , com 0<x<202.

4.2. Se ndo for vendido qualquer bilhete para lugares sentados, o preco médio, por bilhete, é igual ao preco de cada bilhete para lugares em pé, ou seja, 20 €.

25x + 3080 25x + 3080 25x +3080 — 22,80 (x +154)
LAT IV 2080 & L22THT_280=0 & =0
xX+154 x+154 xX+154
220 =812 _ 6y 99x— 431220 A xED, > x=2"2 A xED, > x=196
X +154 22

Numero de bilhetes para lugares sentados ndo vendidos: 202 — 196 =6 . Assim, ndo foram vendidos seis bilhetes para lugares sentados.

43. f(x)=22,80 & =4

35
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4.4. f(38,5)=21

Para que o preco médio por bilhete vendido ndo ultrapasse 21<€ , deverdo ser vendidos, no maximo, 38 bilhetes para lugares sentados.

La - L (] 15 n
w389 finjugla)ail

5.1. y=20. Com o passar do tempo, a temperatura do cha tende a aproximar-se da temperatura ambiente, que sera 20 °C.

5.2. Decorrerdo trés minutos até que se comece a beber o cha.

w3 f{s)=g sl =48

6. CALCULO DIFERENCIAL
Ficha 1

1.1. Taxa de variacao
Pagina 82

f(3)—f(1 -
%Z 57321 1.2. t.m.V.[Ovz]Zﬁ— 2 -2 1.3. t.m.v.[,tz]:

241. a) Aequagdo reduzida dareta r € dotipo y=mx+b. Ospontos A e D pertencema r, pelo que:

11. t.m.v.h 3=

f(2)-f(0) _1-5_ f(2) - f(=1)

1—

1
3

=0

7==2m+b 7+2m=>b 7+2m=—-5m Tm=-17 m=-1
{0=5m+b {—5m=b {—5m=b A {—5m=b < {b=5
Areta r é definida pela equagdo y=—x+5.
b) Oponto C, deabcissa 3, pertence ao gréficode f eareta r.
y=—3+5 & y=2. Logo, f(3)=2.
Pagina 83
2.2. a) t.m.V.[_2'3]=—1 b) t‘m.V.[by3]=—1 C) f'(b):—1

2 2
aq (W-1(-4)_05x"-8_05(x'~16) _05(x+4)(x~4) _ 05 (x — 4)= 055 — 2
X+4 X+4 xX+4 xX+4 xE—4

Se x — —4, entdo 0,5x —2 — —4.
Logo, f'(—4) =—4.
fx)—f2) o05°—2 05(x*—4) 05

3.2, - - - b
xX-2 xX-2 xX—-2 X

=,05(x+2)=05x+1
Se x — 2, entdo 0,5x+1— 2. Logo, f'(2)=2.

4. tmyy 5=-1, logo PQ:y=—x+b.
2=-3+4+b < 5=0b, logoaequacdodareta PQ é y=—x+5.
f(+h)—£(1)

4.2. lim representa f'(1) que é o declive da reta t.
h—0
f(3)—fQ1 2—f(1
tmyy =-1 & %=—1 = T():_1 & f()=4

Aequacdo dareta t édotipo y=mx+b e os pontos de coordenadas (1, f(1)) e (3, 0) pertencema ¢, pelo que:

_0-4_-4__, Assim, lim 7f(1+h)_f(1)=—2.

m
3-1 2 h—0 h

36

©I0}IP3 0MOd © AYDLLYINDSI



ESPMA11CAD © Porto Editora

Propostas de resolucao

5. Coordenadas do ponto de tangéncia: (3, (3)) , ouseja (3, 3).
f— 2 f—
f)=f@) _x’—2x-3_(x=3)x+1) _ ot T 3
x-3 x-3 x-3 x#3
Se x — 3, entdo x+1— 4.

f'(3)= lim (x+1)=4. Logo, a equacio da reta tangente é do tipo y=4x+b.
x—3
Como o ponto (3, 3) pertence a reta tangente, entdo: 3=4x3+b & b=-9

A equacao reduzida da reta tangente ao grafico de f noponto (3, 3) é y=4x—9.

Ficha 2
1.2. Funcao derivada
Pagina 84
1. f (—2)=—%><(— 2)2=—%x4=—3, logo o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto P é —3.
2. (B) 2
Na opcéo (A) : f'(2)=%=2 #1 Na opcéo (B) : £'(0,5)=—4x(0,5) =—1
2
-1
Na opcéo (C): f‘(—1)=—%=—% % Naopcdo (D) : 7 (0)=—2x0"=0#%—2
341, Seja x, um elemento qualquer de D,=1R. 3.2. Seja x, um elemento qualquer de D,=IR.
x_X 1 F) —F(x) 2x"—2xp 2(x—xp)(x+x
-l 272 _2%"% o) R
= = = — x—xo x—xo x_xO X#Xo
X=X, X=X, X=X, **%2
1 Se X — Xo, entdo (2 (x+x,))— 4x,.
Assim: ' (x,) = lim —=— o
AR x—x2 2 Assim: ' (x,) = 4x,
f"R—
1 f:R—R
Xo X 4x
Pagina 85
f(X) = f(xo) —5x"+5x; =5 (x—xp)(x+x,
4. Seja x, um elemento qualquer de D,=IR . Entdo: () — (x) ke ( olt ) = —5(x+x,)
X=X, X=X, X—X, X=X
f'(xo) = lim (=5 (x+x,)) =—10x,. Assim: f': R — IR
e X s —10x

4.2. a) Seja P o ponto de tangéncia. As coordenadas de P sdo (—1, f(=1)), ouseja, (=1, =5).
0 declive da reta tangente é f'(—1)=—10 x (—1) =10, logo a equacdo da reta é do tipo: y=10x+b.
Como P pertence a reta tangente: —5=10x(—1)+b <> b=5. Assim, a reta tangente é definida por y=10x+5.

b) Sejam (X,, y,) as coordenadas do ponto de tangéncia. Sabe-se que f' (x,) =—2.
Entdo, —10x,=—-2 <& x= % . Ponto de tangéncia: <% f(%)) , ou seja, <% —%) . Aequagdo dareta é dotipo: y=—2x+b.

Como (% —%) pertence a reta tangente: —% =-2X % +b & b= % . Logo, a reta tangente é definida por y = —2x + %

5. f(1)=2x1=2, logo o ponto P tem de coordenadas (1, 2). Seja x, um elemento qualquer de D,=IR .

Fx) = F(x,) 2x"=2x2 2 (x—x,) (x+x
ol 0)= Al (x = %) (x+%) = 2(x+xo) . Assim, ' (x,) = lim (2 (x+x,)) =4x, e m=f(1)=4x1=4.
X — Xy X — Xy X =Xy X#E X X — X,

Como (1, 2) pertencea r, entdo 2=4x1+b < b=-2. Logo, areta r é definida por y=4x —2.
Aordenadade A énula, peloque 4x —2=0 & x=0,5. Assim, o ponto A tem coordenadas (0,5; 0).
Como a abcissa de B é nula, a sua ordenada é —2.

g(0)=2 & 05x°'=2 & x’'=4 & x=-2V x=2

. . 2-(-2
Logo, o ponto @ tem coordenadas (2, 2). Os pontos @ e B pertencem areta s, pelo que o seu declive é m, = ( )=2.

2-0
Assim, areta s é definida por y=2x — 2. Aordenadade C énula,logo 2x —2=0 <> x=1 e, assim, o ponto C tem coordenadas (1, 0).

ACx 0B _(1-05)x|-2|
A[AEC]= 2 = 2 = 0,5

37



//

\ Propostas de resolucao

Ficha 3

1.3. Regras de derivacao

Pagina 86

1. f'(x)=%x4x3—4><2x—2=2x3—8x—2

12, FF(0)=(=x)x(2x=3) +(=x) x 2x =3)'=—=1(2x = 3) — 2x=—4x +3

13. £ (1)=& (x—1)—(%x)(x—1) ZZ(X—1)—22x: 2

(x=1) (x=1) XT=2x+1
14. £ (=0 (x—2)—(—21)(X—2) PSP I S
(x=2) X —4x+4 X —4x+4

15. 7' (x)=3(2x = 1)"(2x = 1)'=6 (4" — 4x +1) = 24x" — 24x+6

16. 7' (0)=(x=2) (& =3x=1) +(x-2) (X’ =3x=1)'= ¥’ = 3x -1+ (x = 2)(2x —3)= X’ —3x =1+ 2x" —3x —4x+6=3x" — 10X +5

21 f()=0 & —xX +x+2=0 & ro1EVIHS V21+8 & x=-1V x=2. Llogo, T(=1,0).
ffx)=—2x+1e F(=1)=-2x(=1)+1=3
Assim, a reta t € definida por uma equacdo do tipo y=3x+b.

Como TEt, temse 0=3x(=1)+b < b=3. Entdo, y=3x+3.
Pdgina 87
22.f(3)=-3"+3+2=-4; ' (3)=—2x3+1=-5
2
23.0) g(3)=% b) g(3)=25
, , 'X)=2(1-2x)x(-2)=—-4+8x,
g'()=-2 1090 g'(3)= - 2. g'lr)=201-2x)x(~2)
x 9 logo: g'(3)=—4+8x3=—4+24=20
(fxg)'(3)=—5><§+(—4)><(—%>=—% (fxg)'(3)=—5x25+(—4)x 20 = —205
17
) g3)=—
) 9(3)=7
g'(x)=2+iz, logo g'(3)=2++=13
x 9 9
17 19 331
f '3)==5x—+(—-4 —=—-
(fxg)'(3)==5x+(-4)x3=-=]

3. g'(0)=(x—4)xf(x)+(x—4)xf(x)=F(x)+ (x — 4)f' (x). 0 declive da reta tangente ao gréfico de g em x=2 éigual a
9'(2)=f2)+(2—-4)f'(2)=f(2) —2f'(2)=3-8=—5, logo a equacdo da reta é do tipo y=—5x+b. As coordenadas do ponto de tangéncia
sdo (2, g(2)) e g(2)=(2—4)f(2) = — 6. Substituindo na equacéo da reta tangente: —6=—5x2+b &> b=4. Assim, a equacdo
reduzida da reta tangente ¢ y=—5x+4.

a1. <1> (X)=< 1 ) =1(4—X)—1(24—X) =—1><(—2'|)= : 1

f 4—x (4-x) (4-x) x —8x+16
4.2. 0 ponto de tangéncia tem coordenadas (5, (})(5)) em que (;)(5):%:—1.
0O declive da reta tangente € igual a (1) (5)=2+=1, logo a equacdo da reta tangente é do tipo y=x+b.
f 5 —8x5+16
Como —1=5+b < b=—-6, entdo y=x—6.
5. Afuncdo f édotipo f(x)=ax+b, sendo f'(x)=a. Porobservacdo do gréfico, f' (x)=a>0.
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g'(x)=—6x. Como h(x)=f(x)+g(x), entdo h'(x)=f(x)+g'(x)=0 —6x, com a>0. Assim, conclui-se que a reta que representa h'
graficamente tem declive negativo (— 6) e ordenada na origem positiva ().
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Propostas de resolucao J

Ficha 4
2.1. Sinal da derivada. Variacao e extremos
Pagina 88
M (x)=-3x"-12x-9
s N
12. f'(x)=0 & -3x'—12x-9=0 & x=—-1V x=-3 X |-e° -3 -1 +oo
) f'(x) - 0 + 0 -
Monotonia de f: decrescente em ]—oo, —3] eem [—1, +oo[ e crescente em [—3, —1] s N S5 N
Extremos relativos de f: minimo iguala —5 e maximoiguala —1
1.3. A(-3,-5) e B(-1,-1)
, 2x—-1)x+4)—(2x -1)x+4) -
2 F)= &= VE+ (2 Jx+4) _2x+8 2041__ 9 . Ri{-4} T = = )
(x+4) (x+4) (x+4)
9 f'(x) + n.d. +
f'(x) ndo tem zeros, jd que =0 éimpossivel.
(x+4)2 L f / n.d. )
Monotonia de f: crescenteem ]—oco, —4[ eem ]—4, + 0o
Extremos de f: ndo existem
Pagina 89

3. (A)f(1) é maximo de f.
f(x)=0 & 1-x=0 < x=1

( X — 0o 1 +C>0\

f'(x) + 0 -

| a (1) N

4. (D)

( N\
X e a b c +o0
f'(x) — 0 + 0 - 0 +

 f \ fla) / [fb) | \ | fld) /)

Extremos de f: f(a) e f(c) sdo minimos relativos da funcdo f e f(b) é maximo relativo da funcdo f, sendo a<0 e 0<h<c.
Monotonia de f: decrescente em ]—oco, a] eem [b, c] e crescente em [a, b] eem [c, +o9[.

Na opcdo (A), f(a) é um maximo; na opcao (B), a funcdo é decrescente em ]c, +oo[ e, naopcdo (C), b<0.

5. (D) (a)xf (5)>0

( \
X — 00 2 4 +o00
f Ve 5 N 3 /
L f'(x) + 0 - 0 + )
Pagina 90
6. f'(x)=l><4x3—z><3)c2=)c3—Zx2 r N
o 4 3 X —oo 0 2 +00
f()=0 & xX*-2'=0 & ¥’ (x-2)=0 & x=0V x=2 x? + 0 |+ |+ +
A afirmacdo é falsa. A fungdo f ndo admite extremo para x=0. x-2 - - - 0 +
6.2. No ponto P a funcdo atinge o minimo. As coordenadas de P sdo (2, f(2)), ou ) - o | - 04 -
seja, (2, —3) . f N\ 0N |3 /
3 S J

6.3. Afuncdo f é decrescente em ]—oo, 2] e crescente em [2, +oof .

ESPMA11CAD © Porto Editora
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71. F(x)=4x"—6x" — 4x
(=0 & 4’ —6x'—4x=0 & x (' -3x-2)=0 &
& =0V 202 —3x—2=0 &> x=0\V x=2 \/x=—%
4 1 \
X — 0o -= 0 2 +00
2
2x - - - 0 + + +
2’ -3 -2 + 0 - - -
f'(x) - 0 + 0 - 0
29
f N e S 2N s
. J
Monotonia de f: decrescente em ]—00, —%] eem [0, 2] e crescente em [—% O] eem [2, +09[.
Extremos de f: minimos iguais a % e —6; maximoiguala 2
72. D,=R
pot42) —2x@x-2)  _ax'iacss
(x*+2)’ (x*+2)° (x |- - 2 +oo)
— 4y f'(x) - 0 + 0
(x’+2) \. J
& -4 +4x+8=0 AXER < x=2V x=—1
Monotonia de f: decrescenteem ]—oo, —1] eem [2, +oo[ e crescente em [—1, 2].
Extremos de f: minimo iguala —2 e maximoiguala 1.
Pagina 91
3 3
73. 2x-3=0 & x=5, logo D,=IR\{E}‘
, 3(2x—-3)—-2@3x+1
f(X)= ( ) (2 )=— n > ( x _ oo 3 +°<:
(2x-3) (2x-3) 2
f' ndo tem zeros. f(x) - n.d. -
Monotonia de f: decrescente em ]—00, %[eem ]% +<><>[. __f N nd. N J
Extremos de f: ndo existem
74. x—2=0 & x=2, logo D;=R\{2}.
2
, —(x=2) -1 4 -
Fx)=—1— 1 _= (x )2 _ x+4x25 p N
(x-2) (x-2) (x-2) x -0 2 oo
—x? _ f'(x) - nd. -
f'(x)=0<:>L’“25=0<:>—x2+4x—5=0 AX#E2 &S
(x=2) L f . nd. N
—4+116 —
<Z>X=L:20 A X #2 — impossivel
Monotonia de f: é decrescente em |—oo, 2[ eem ]2, +oo[.
Extremos de f: ndo existem
8. Se f(2)=0, entdo 2 éumzerode f. Se f' (—%) =0, entdo, sendo f uma funcdo quadratica,
f(—%) é 0 extremo de f sendo —% abcissa do vértice de parabola. Se o declive da reta tangente I
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ao grafico de f no ponto de abcissa —2 é negativo (—3), entdo f é decrescente em ]

Conclui-se que a concavidade da parabola que representa f € voltada para cima.

Esboco do gréfico de f na figura ao lado:

|
2
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_2(x+2)2x-1)-2(+2) 2 —2x-12

Propostas de resolucao J

9. f(x) e ] N
(2x - 1)2 (2x - 1)2 it —oo -2 2 3 +00
2
F)=0eZ2 =21 _q o’ x-n=0Ax#*1 2f-2x-2 * |0 - - 20
(2x-1) 2 (2x —1)? + + |+ 0|+ |+ +
@x:WAX¢%®X=3\/X=_2 f(x) + 0 - nd. - 0 +
. f J 0\ |nd |\ | 5 /)
Assim, P(—=2,0), R(3,5) e (0, —4).
5x5 4x2 3x9
A[POR]=5X9 - 2 - 2 — 2 =15
Ficha 5
2.2. Problemas de otimizacao
Pagina 92
3,2 1,2
1. Al)=—=t+2=—=t"+2 ( )
® 24 8 X 0 4 6
A'(t)=0<:>—%t2+2=0<:>t2=16<:>2‘=4\/t=—4 Ax) |+ + 0 - -
Como 0<t<6, temse t=4. A 0 S AG) N 3
A area contaminada atingiu o valor méximo ap6s quatro dias.
2'1' V=TCI'2h = 150=TCI’2h =4 h=@ € Asuperﬂ’cietota\=2Abase+Asuperf\’cielateral — A=27'Cf2+2ﬂ:fh
nr
3
A(r)=21tr2+27tr><@ = A(r)=2nr2+¥ = A(r):M
T
6’ x r— (2r° +300 3o - 3_ s N
22, ()X (znr ) o =5 272300 () 2 40 =300 T, T .
r r n
3_ 3 ' _ 0
A(N=0 < T =30_0 o 4r—300=0 A r>0 & r=y/2 a0 !
r 75
Entdo, r~29. A N A(?) 4
|\ J
A area da superficie total € minima quando o raio €, aproximadamente, 2,9 cm.
23. h=&zz 5,8. Aaltura é, aproximadamente, 5,8 cm.
(V%)
x (42
T
Pagina 93
31. As coordenadas do ponto A sdo do tipo (x, 0, 0).
X+0+0=6 < x=6. Entdo, A(6,0,0).
As coordenadas do ponto B s&o dotipo (0, y, 0) .
0+y+0=6 & y=6. Entdo, B(0, 6, 0).
As coordenadas do ponto C sdo dotipo (0, 0, z). Entdo, 0+0+2z=6 < z=6, logo C(0, 0, 6).
3.2. 0 vértice £ tem coordenadas (1, 1, 0) e o vértice P tem coordenadas (1, 1, z) .
Como o ponto P pertence ao plano o, tem-se 1+1+2z=6, ouseja, z=4. Entdo, P(1,1, 4).
3.3. As coordenadas de P sdo dotipo (o, a, 6 — 2a).
V(a)=0DxDEXEP=axax (6 —2a)=—2d"+6a" - 7 5 3 )
V'(a)=(=20°+60°) =—6a*+12a V'(a) + 0 -
. Vv /! 8 N\ J

V'(0)=0 & —6a°+120=0 < 6a(-a+2)=0 < a=0V a=2
0 volume é méximo quando a abcissade P € 2. Neste caso, as coordenadas de P sdo
(2,2, 2) (tem-se um cubo).
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A()=-12t+48 e A()=0 & —12+48=0 < t=_T4§

- b

& =40 (¢ 0o | 40 +oo

&
—
=
+
o

|

A(40) = —0,6 x 40° + 48 x 40 = 960

A /| A(s0) N

A drea maxima de terreno consumida pelo fogo foi 96 ha, ou seja, 9600 000 m.
Admitindo que o incéndio evoluiu de forma circular, ' =9600000 < r= w . Entdo, r~1748,077.

0 incéndio atingiu uma drea circular com raio aproximadamente igual a 1,748 km . O incéndio deflagroua 3 km da zona residencial.

Como 3 —1,748 ~ 1,252, o incéndio foi extinto a aproximadamente 1,252 km da zona residencial. Entdo, a populacdo ndo chegou a ser evacuada.
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