Riiopestasidelieseliica®

daltinidadeXifdeoimantial

Tema 1: Trigonometria 4.2. sines°= 2% = 0,0063=2C o
7,5 7.5
Pagina 8 - Aplica & BC=0,9063x7,5. Entdo, BC~6,8 .
11 sma:izi; COSa=£:1—5 ; c0365°=£<:>0,4226=£<:>
AC 17 AC 17 7,5 7,5
tang - BC _ 8 © AB=0,4226x7,5 . Entdo, AB~ 3,2 .
AB 15 ~
o o 4.3. CBA=180°-90°-22°= 68°
1.2. sinezizﬁ;cosezB_—C:i; 8 8
AC 17 AC 17 sin68°= — < 0,9272 = — <
- AB AB
AB 15
tanf = —=— — 8 _
BC 8 < AB= . Entdo, AB~8,6.
0,9272
AD — — 1an68°= —o_ o 2.4751= > o
2, tana:0,5c>?:0,5c>AD:6x0,5<:>AD:S BC ' BC
—2 —2 —2 @ ——2 BC 8 20 RC
AC =AD +CD < AC =32+6’ = & BC = -, -Entdo, BC~32.
®R2=45%0R=JE®R:3\/§
AB AB
AD 5. tan55°=— < 14281="+
sng.AD_ 3 _ 1 _+5 107 10°
AC 3J5 5 5 _ _
o & AB=14281x10 < AB ~ 14,28
cosq=2_ 8 _2 25
AC 35 5 5 0855°= 1% 50,5736 =% 5 AC = 10
o AC AC 0,5736
AD 3 1 _
ana===-=-5-3 Entéo, AC~17,43.
sin9=C==i=Q
3W5 5 Pagina 10 — Aplica
AD 3 5 TR
COS0===3/% 5 6.1. tan34°:AS—Bc>AB:5xtan34°.Entéo,
tana:gzgzz EN3,37m
AD 3
5 — 5 .
6.2. c0s834°=— < AC = . Entao,
K AC cos 34°
31, tana =07 =07 k=4x0,7 < k=28 —
ana=01<,=0l< il AC ~6,031m.
32, cosa=08 2208 k=2 k=15
k 0,8

7. sin62°:%c> FG =58x5sin62° . Entdo, FG ~51.

Pagina 9 — Aplica BC=FG,logo BC =~ 51.

C0s62°= % < EF =58xcos62°. Entao,
5

41, CoSAT= > 50,7547 = — o o
AB AB EF ~27,229.
S AB=—> . Entdo, AB~6,6. AB = 4EF = 4x 27,229 ~ 109
0,7547
_ _ Conclusido: BC ~51cm e AB=~109cm
BC BC

tan41°=— < 0,8693=— <
5 5

< BC =0,8693x5 . Entdo, BC~ 4,3 .



1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Pagina 11 — Aplica Etapa 2:
AS h h
Seja M o ponto médio de [AB]. tan65°= -0 < 1an6d=— < x = s
A =5AB=5X58=29 tan48°:£<:>tan48°:77h7<:>
AE DE + AD
C
i < tan48°= h <tan48°= _h
5 29+x 3 29+ h
36° | tan65°
Ae—m 'B
> 29cm N o h
< Ty > tan48°= —
29+ tan65°
cos36°= 2 . ac =22 - .Logo, AC ~35,85.
cos 36 o_ htantb5°
T S tan4go=_————
Como AC =BC, entao: 29tan65°+h
AC +BC = 35.85+35.85= 7170 ~ 72 & tan48°(29tan65°+h) = htan65° AB ~ 3,2
AC+BC~72cm & 29tan48°tan65° +htan48°= htan65°
& 29tan48°tan65°= htan65°-htan48°
O triangulo [ABC] é iséscelese AC=BC . & 29tan48°tan65°= h(tan65°—tan48°)
¢
_ 29tan48°tan65°

" tan65°—tan48°

Etapa 3:
”c £ _L B Recorrendo a calculadora, h~ 66,8 .
) 12m ! “O valor de h, altura do edificio, & 66,8 m.”
Entao, a altura do tridangulo [ABC] € o segmento de
reta [CM], sendo M o ponto médio de [AB]. Pagina 13

A= aB=1x24-12
2 2

M: ponto médio de [BC]
B

tan35°= cM
1,2

i

& CM =1,2xtan35° . Entso,

CM ~ 0,84 .

A altura do triangulo [ABC] em relagdo ao lado

[AB] é, aproximadamente, 0,84 m.

c0s35°= 2 & AC -2
AC cos 35°

c

Entao, —
sin70°= % < AM =30sin70°
AC~1,465m. o

Logo, AM ~ 28,191.

Rasc) =AB+AC+BC =2,4+1465+1465=

=533~53 cos70°:%©WC:SOCos70°
O perimetro do triangulo [ABC] &,

. Logo, MC ~10,261.
aproximadamente, 5,3 m.

BC =2MC =2x10,261= 20,522

Pagina 12 — Tarefa inicial Avpscr = %Zm _20, 522; 28,191 2893

Etapa 1: , s .
A area da bandeira &, aproximadamente, 289,3 cm?.

o =180°— SDE =180°-115°= 65°



ACB = 90°-22°= 68°

c0s68°= @ < BC=
BC

2300

i BC ~ 6140

O helicoptero encontra-se a, aproximadamente,

6140 m do bote.
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BD =AB° +AD < BD =a’+a° <

& BD’ :ZaZE%O@:\/Ea

tanazizgz']
B a
BD 2a 2 2
cosa—E 2 1 —2
BD 2a 2 '

Como o triangulo [ABD] é retangulo e isésceles,

a=45°.

sin cos tan

woag | V2 V2
2 2

ws-RsS
2

a
2

2
ST =MT +MS° o a2 =WZ+(g) &

sa?=MT +& sa?-2 —uT’
4 4
2 - 2
LIy RNy v R LR
4 MT>0 4
oMT=-3,
2
7S=§e7T:\/§a
2 2
B
MT 5@ J3a 3
s|nﬂ=:=7=7=7
ST a 2a 2
— a
cosﬂ:ﬁ:;:izl
T a 2a 2
V3
MT 5@ 2J3a
tanf=—=-45—= =4/3
d MsS a 2a V3
2

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

sin¢9:£:cos/3:1
ST 2
cosezﬂzsinﬂ:ﬁ
ST 2
a
ang-MS_ 2 _ 2a _ 1 J—
mT ( “23a 3
Como o triangulo [RST] é equilatero,
B= @ =60°e 0 =90°-60°=30°.
sin Cos tan
NEY 1
=60° = —
B > > J3
9 = 30° 1 ﬁ ﬁ
2 2 3
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sinaso= K V2 Kk 8x£<:>k 42
8 2 8 2
cos60°= 7, @%_7 < k=15
tan30°= ] @§:1 oS k=443
1200‘
, Ik
V6

a =180°-120°=60°
tan60°= \/— \/——£ k=2

x’t/a
/
/’//
0/
/
3&/
/
/ 1oe |
/x R |
[0 .-
/‘i b
) k
a =180°-110°-40°= 30°
sin30°= Lal L@k—17

34 2 34



30°
o
20
B "k
(15"
X
sin30°= X o 12X o 110
20 2 20

a =180°-30°-15°=135°
£ =180°-135°=45°

10 _~2 10, 20

sing5°= — o —=—co k=—< k=102
k 2k J2 V2
tan45°= 12 1212 o AB - 12

AB AB
tan30°:£<:>£:£®

BD 3 BD
@@:%@@:%@@:12&

AFundodacaixa =EXED=12X12@=144J§

A area do fundo da caixa € igual a 144+/3 cm2.

x : diagonal espacial da caixa

P 2
32 =CD +12° & 2% =122 +(123) +12° &
o' = 720c;x =+/720 . Entéo, x~ 26,8 .

O lapis cabe na caixa porque 25 < 26,8 .
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Seja O o ponto de intersegéo das diagonais do
papagaio [ABCD].

B ..
24°
Cc 05 o A |40 cm
409
R
— o= 1
OD=—BD=—x40=20
2 2

tan40°= % < OA =20tan40°

Logo, OA~16,782.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

tan240= 2% — 6c - 20
ocC tan24°

Logo, OC ~ 44,921.
AC = AD +0OC =16,782 + 44,921=61,703 ~ 61,7

Conclusdo: AC ~ 617 cm

cos40°= 22 — ap-_ 20 & AD ~ 26,108
AD cos40°

sin24°0= 2% . D = ,20 < CD~ 49,172
CcD sin24°

P oo = 2AD +2CD = 2x 26,108 +2x 49,172 =

=150,56 ~ 150,6
O perimetro do papagaio [ABCD] &,

aproximadamente, 150,6 cm.

Seja D a projecéo ortogonal de C sobre AB.

320 \

.
¢ 45 cm A

Os triangulos [ACD] e [BCD] séo retangulos.

CAB =180°-110°-32°= 38°

sin38°= %) & CD =45sin38° . Entéo,

CD ~ 27,705 .

27,705 <BC- 27,705 Entso,

sin32°= - .
BC sin32°

BC~523.

Concluséo: BC ~52,3cm
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N o
ACB=4><%=4><30°=120°

DCA =180°—ACB = 180°-120°= 60°

CAD =180°-90°-60°= 30°

sin60°:A—3D©£:AD AD- 3

Logo, AD~ 2,598 .



cos60°= CD<:>1:C—D®@:§®@:
3 2 3 2
ADxCD 2,598x1,500
A[CDA] = ; = ; ~ 1949
A[BDA]:ADXBD:2’598X6’500z8,444
2 2

Calculo auxiliar: BD = BC +CD =5 +1,500 = 6,500

Ansc) = Aeoa) — Arcpay = 8,444 1949~ 6,5
A area do triangulo [ABC] é, aproximadamente,
6,5.
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BAC =180°-DAB = 180°-120°= 60°

CBA =180°-90°—60°= 30°

tan60°= ZE®I=L—O@A7=E

Entdo, AC ~ 40,4 cm.

sin60°=7:0 £ LO AB = =
AB AB J3

Entdo, AB~80,8cm.

CD=125m=125cm
E: projecéo ortogonal de D sobre CB.

125 cm 60°

sin6oe= AB Y3 _AB I 1553

125 2 125
Entdo, AB=~108.

A distancia entre os pontos Ae B é,

aproximadamente, 108 cm.
AD=7?

cos600 CE L 1_CE _ =z _125

Ry
125 72 125 2
< CE=625
AD =BE =CB-CE =841-62,5=216

A medida do raio da roda traseira € 21,6 cm.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

A
1.6m
60°
A
B C
sin60° 1’6®ﬁ=1’6®TC=3’2
AC 2 AC V3
32 128
x2L - 90174
NCENE)

A quantidade minima de fio necessaria para os

quatro estiradores € 7,4 m.
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P(3,0) - a circunferéncia tem raio 3.
Assim, B(0,3).

Seja M a projecédo ortogonal de A sobre OB.
AOM = 90°-30°=60°

sin60°= AMQE:MQW:ﬂ

3 2 3 2
cosGO°:Oﬂ®1:Oﬂ®W:§

3 2 3 2
Assim, A ié

2 '2

Como C é simétrico de A em relagdo ao eixo Oy,

entéo C(—SXZ/_ SJ

2
Conclusio: 3J— 3 B(0,3) e —i 3
2 2 2 2
33
o 2x—— |x3
_ACxOB _ 2 _3/3x3 93
Aossc) = 2 2 22

Ponsc) =40A=4x3=12

Pagina 20 - Pratica

RS=CD-DR-SC=40-12-12=16
Seja M a projecéo ortogonal de T sobre RS.



(@]
o
w
[9)]
(o]
()
|
]
3

- cos58°
Entdo, RT ~ 15,097 .

+TS = 2RT =2x15,097 ~ 30,2

RT=TS

3
2

O comprimento do fio que suspende a placa é,

aproximadamente, 30,2 cm.

Seja D a projegéao ortogonal de B sobre AC.

Ci

&
<

Y.

8 km
O triangulo [ABD] é retangulo e isdsceles.

sinso-BD Y2 _BD _ g5 32
3 72 3 2

.08

@=A7C—ﬁ=8—¥=16—¥

Como o triangulo [CDB] é retangulo em D:

BC'=CD +DB <

2 2
B :£16—3«/§] +[3J§]
2 2
o BC_256-96v2+18 18
4 4
wBE 292 —496J§

& BC =73-242

& BC=+73-242

< BC~6,2

A distancia entre as casas da Beatriz e do Carlos
€, aproximadamente, 6,2 km.

A rosacea divide a circunferéncia em seis arcos

. Lo 360°
geometricamente iguais. Logo, « = B 60°.

£ =180°-40°-60°=80°

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

AB=12

Seja C a projecao ortogonal de B sobre OC.
[BC] é a altura do triangulo [OAB] em relacédo
ao lado [AQ].

sin40°:%<3 BC =12sin40°

raio=0OA=0C +CA
=Yl H o
BC \/—:125|n40 -

tan60°= — < .
oc oc
- H o -
o 0C - 128IN40° o o OC =~ 4,453 .
J3

cos40°= % < AC =12cos 40° . Entso,

AC ~9,193 .
r=4,453+9193=13646 ~13,6

O raio da circunferéncia é, aproximadamente, 13,6.
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AB="?

A
e W12 560

250 m

C

Seja D a projecéo ortogonal de C sobre AB.
Os triangulos [BCD] e [ACD] sao retangulos em D.

sin56°= S0 ED - 250sin56°
250

i o
tan20°= C:D o tan20°= M -
AD
_ . o
< AD = 250sin56°
tan20°

cos56°= B2 BD - 250c0s56°
250

250sin56°
tan20°

AB=AD-BD = —250c0s56°, ou seja,

AB ~ 430
A distancia percorrida pelo drone entre os pontos
A e B foi, aproximadamente, igual a 430 m.



Seja BD = x . Entdo, DA=600-x .

Seja CD = h (altura a que voa o falc3o).
C

400 3 928 ‘

tan40°= h A tanb2°=
X 600 —x

< h=xtan40° A h=(600-x)tan52°
Entao:

xtan40°= (600 - x)tan52° <

< xtan40°=600tan52°—xtan52°

< xtan40°+xtan52°=600tan52°

< x(tan40°+tan52°) = 600tan52°

o 600tan52°
tan40°+tan52°

Entdo, x~362,4115.
h=362,4115tan40°~ 304,1

O falcdo voa a uma altura de, aproximadamente,
304,1 m.
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1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas
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Como o hexagono [ABCDEF] é regular e tem
centro em O, sabe-se que:

AOB = BOC = COD = DOE = EOF = FOA =

360°
6

Lado origem: OB

Lado extremidade: OF
BOF = —(2x60°) = —120°
Lado origem: OE

Lado extremidade: OF
EOF = +60°

Lado origem: OF

Lado extremidade: OD

FOD = —(2x60°) = ~120°

Como o pentagono [ABCDE] é regular e esta
inscrito na circunferéncia, sabe-se que:

g o

-2 720

Amplitude do arco orientado CD que passa por A:
CAD = —4xT72°= -288°

A extremidade do arco orientado com origem
em B e amplitude —72° é o ponto A.
144°=2x72°

A extremidade do arco orientado com origem
em B e amplitude 144° é o ponto D .
-216°=3x(-72°)

A extremidade do arco orientado com origem
em B e amplitude —216° é o ponto D .

A origem do arco orientado cuja extremidade &

o ponto E e a amplitude é 72° é o ponto D

A origem do arco orientado cuja extremidade é o
ponto C e a amplitude & —144° (-2x72°), é E.
288°=4x72°

A origem do arco orientado cuja extremidade é
o ponto E e a amplitude é 288°, é o ponto A.

216°=3x72°; R(o, 216°) (E) =C

R

(0, —72°)

(B)-A
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450°=90°+1x 360° . O lado extremidade do

angulo de lado origem TR e amplitude 450° & 7'S .
630°=270°+1x 360° . O lado extremidade do

angulo de lado origem TR e amplitude 630° € TQ .
-900°=-180°-2x 360° . O lado extremidade do

angulo de lado origem TR e amplitude —-900° ¢ TP .

o
360° _ 500
12

Decorridos 40 minutos, o ponteiro dos minutos

encontra-se no numero 8. Entéo, descreveu um
angulo de amplitude —(8x30°) =-240°.
—-390°=-30°-360°

Se o ponteiro dos minutos descreveu um angulo
de amplitude —390°, entdo deu uma volta completa



seguida de um angulo de amplitude —30°. Assim, o
relégio marca 1 hora e 5 minutos.

A amplitude do angulo descrito pelo ponteiro dos
minutos apo6s terem decorrido 2 horas e 20 minutos
éigual a —-4x30°-2x360°, ou seja, —-840° .
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Como a escala de temperatura esta dividida em

360°

30 partes, entao: 0 =12°

60°=5x12°

Se, a partir da posigédo D, o manipulo rodar 60°,
entdo a temperatura selecionada é 250°C .
-60°=-5x12°

Se, a partir da posigédo D, o manipulo rodar —60°,
entdo a temperatura selecionada é 50 °C.
120°=10x12°

Se, a partir da posigédo D, o manipulo rodar 120°,
entdo a temperatura selecionada €200 °C .
—72°=-6x12°

Se, a partir da posigédo D, o manipulo rodar —72°,
entdo a temperatura selecionada ¢ 60 °C .
168°=14x12°

Se, a partir da posigédo D, o manipulo rodar 168°,
entdo a temperatura selecionada €160 °C .
-216°=-18x12°

Se, a partir da posigédo D, o manipulo rodar —216°,

entdo a temperatura selecionada é 180°C.

A amplitude do angulo generalizado que
corresponde a passagem da posigéo | para a
posicao I, no sentido positivo, dando duas voltas
completas é:

25x12°+2x 360°=1020°

A amplitude do angulo generalizado que
corresponde a passagem da posicéo | para a
posicéo I, no sentido negativo, dando uma volta
completa é: —5x12°-1x 360°= -420°

A amplitude do angulo generalizado que
corresponde a passagem da posicéo Il para a
posicao |, no sentido positivo, dando trés voltas
completas é: 5x12°+3x360°=1140°

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

A amplitude do angulo orientado descrito pelo
manipulo ao rodar, no sentido positivo, da posicao D
para 200 °C é 10x12°=120° .

480°-120°=360°

Donde se conclui que 480°=120°+1x 360° .

o
1080° _ 3
360°

Donde se conclui que 1200°=120°+3 x 360° .

2520°
360°

Donde se conclui que 2640°=120°+7 x 360°.

1200°-120°=1080° e

2640°-120°=2520° e
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A amplitude do angulo orientado, que é convexo,
com lado origem OC e lado extremidade OA é
-120°.

A amplitude do angulo orientado, que é concavo,
com lado origem OA e lado extremidade OB &
-270° .

A amplitude do angulo orientado, que é convexo,
com lado origem OD e lado extremidade OB é
-60° .

A amplitude do angulo orientado, que é concavo,
com lado origem OD e lado extremidade OA é
210°.

O quadrado [ABCD] divide a circunferéncia de raio
menor em quatro arcos iguais de amplitude
360°: 4 =90° e o octégono [EFGHIJKL] divide a
circunferéncia de raio maior em oito arcos iguais
de amplitude 360°:8 =45°.
Como 135°=3x45°, conclui-se que o lado
extremidade do angulo orientado de lado
origem OA e amplitude —135° & OJ .
O lado extremidade do angulo orientado de
lado origem OA e amplitude 135° & OH .
315°=7x45°. O lado extremidade do angulo
orientado de lado origem OA e amplitude
-315° & OF .
R (A)=B

(0,90%)



Ro 1350) (E) =H
R(o -180°) (D) =B

R

(0,-90%)

(H)=F

R

(0, 45°)

(L)=E

R

(0, -278°)

(L)=F
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855°
360°

Numero de voltas completas: 2
Como 855°-2x360°=135°, entdo
855°=135°+2x 360° .

1522°
360°

=2,375

=4,2277...

Numero de voltas completas: 4
1522°-4x 360°=82°, logo 1522°=82°+4x360° e
-1522°=-82°-4x 360° .

1318°
360°

Numero de voltas completas: 3
Como 1318°-3x360°=238°, entédo
1318°=238°+3 x 360°.

1800°
360°

Entéo, 1800°=0°+5x360° .

1260°
360°

Numero de voltas completas: 3
1260°-3x 360°=180° , logo
1260°=180°+3x 360° .
-1260°=-180°-3 x 360°

3015°
360°

Numero de voltas completas: 8
3015°-8 x360°=135°, logo

=3,66111...

=35

=8,375

3015°=135°+8 x360° —3015°=-135°-8x 360°.

1155°
360°

=3,208 33...

Numero de voltas completas: 3
1155°-3x 360°=75°,
1155°=75°+3x360°e —1155°=-75°-3x 360°.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Assim, a semirreta que representa o lado
extremidade do angulo de lado origem VAe
amplitude —1155° & VD .

A opcéao correta é a (D).

2465°

=6,847 22...
360°

Numero de voltas completas: 6
2465°-6x 360°=305°, entdo
2465°=305°+6x 360° .

O lado extremidade do angulo é a semirreta VB.

2880°
360°

=8, logo 2880°=0°+8x360°

O lado extremidade do angulo é a semirreta VA .

3345°
360°

Numero de voltas completas: 9
3345°-9x 360°=105°
3345°=105°+9x 360° e —3345°=-105°-9x 360°

=9,29166...

O lado extremidade do angulo é a semirreta VC .

Conclusao:

2465° > VB: 2880° > VA e —3345° > VC

Como o hexagono [ABCDEF] é regular e esta
inscrito na circunferéncia, divide-a em seis arcos

iguais de amplitude % =60°.

2665°
360°

Numero de voltas completas: 7
2665°-7 x 360°=145°
2665°=145°1+7x360° e —2665°=-145°-7 x 360°

=7,402 77...

O lado do hexagono que ¢ intersetado pela
semirreta OP ¢[DE] pois —180°< -145°< -120° .

4270°
360°

=11,8611..

Numero de voltas completas: 11
4270°-11x 360°=310°

4270°=310°+11x 360°

O lado do hexagono que ¢é intersetado pela

semirreta OP & [AF]pois 300°< 310°< 360° .

878°—(—2002°) = 2880°= 8 x 360°



Distancia percorrida: 3,2 km = 320 000 cm
Raio de cada roda da bicicleta: 35 cm

Perimetro de cada roda: P =2xx35=70x cm

320 000
T

~1455,13

Donde se conclui que cada roda da bicicleta deu
1455 voltas completas.

Casa da Sara a escola > 1000 voltas completas
1000x 70z =70 0007 ~ 219 911,5 cm
219911,5cm=2,199 115 km~ 2,2 km
Estima-se que a escola se encontra a,

aproximadamente, 2,2 km da casa da Sara.
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Como 180°<165°<90°, o lado extremidade do

angulo cujo lado origem € OP e a amplitude é
165° pertence ao 2.° quadrante.

Como -180°<-100°< -90° , o lado extremidade
do angulo cujo lado origem é OP e a amplitude é
—100° pertence ao 3.° quadrante.
862°=142°+2x360° e 90°<142°<180°

Assim, o lado extremidade do angulo cujo lado
origem & OP e a amplitude & 862° pertence ao
2.° quadrante.

Como 90°<135°<180°, o lado extremidade do
angulo cujo lado origem € OP e a amplitude é
135° pertence ao 2.° quadrante.
1380°=300°+3x360° e 270°< 300°< 360°
Assim, o lado extremidade do angulo cujo lado
origem & OP e a amplitude & 1380° pertence ao
4.° quadrante.

—-710°=-350°-1x 360° e —360°< -350°< -270°
Assim, o lado extremidade do angulo cujo lado
origem & OP e a amplitude & —710° pertence ao

1.° quadrante.

972°=252°+2 x 360°
-1500° = —60°—4 x 360°

855°=135°+2x 360°

Assim:972° - OR ; —1500° — OS e 855° — OT

A imagem de A pela rotacdo de centro O e

amplitude —60° é D.

Como 510°=150°+1x 360° , a imagem de A pela

rotacdo de centro O e amplitude 510° é C.

Como 1125°=45+3x360°, a imagem de A pela

rotacdo de centro O e amplitude 1125° é B.

Assim: 510° > C; 1125° - B; -60° > D
Atendendo a que 1125°=45+3x360°, tem-se:

B(cos45°,sin45°), ou seja, B[\/z_ \/Z_J

Sabe-se que D(cos(-60°), sin(-60°)).

Como D é o simétrico de E em relagéo ao eixo

Ox e E(cos60°,sin60°) , ou seja, E[; \/2_]
entao D 1,—ﬁ .
2 2

Pagina 30

A(cos30°, sin30°) e B(cos45°, sin45°), ou seja,
A1), p2 2
272 27 2
2
C(x, —gj, sendo x<0.

POC=a
Como C pertence a circunferéncia trigonométrica,

definida pela equagdo x*+y?=1:

25 5 5
Como x. <0, tem-se C(—\/— —ij
ASSim,COSOt:—g e sina:—%.

cosp’=—% e fe3.°Q

sing="?

10



2
sin? B+cos? B =1 @Sin2ﬁ+(—%j =1

@sin2ﬂ+%=1 <zsin2ﬁ’=1—1

9
QSinzﬁ'=g ®Sinﬁ=\/§vsinﬁ=—\/§

Como Be3.°Q, sin<0.

Logo, sinp = ——2\/5 .

3
3+4sina=0 A axe4.°Q
cosa =7

3+4sina=0®sina=—%

3 2
sin2a+cosza:1@(—zj +cos’a =1
@3+cosza=1®cosza=1—3®

6 16
) 7 \/7 \/7
< cos’a=-— < CoSa =,|— vCOSa = —, |—
16 16 16

g

Como a€4.°Q, cosa >0 . Entéo, cosa = 4

Pagina 31 — Tarefa 5

sinb<sinc , pois y; <y..

cosa>cosd , pois cosa>0 e cosd <0.
sinc>cose, pois sinc>0 e cose<0.
cosbxsina<0, pois cosb>0 e sina<0.

sinexcos(1170°)=0, pois sine<0e

cos(1170°) = cos(90°+3 x 360°) = cos(90°) =0
cosd xsin(-450°)=—cosd , pois

sin(-450°) = sin(-90°~1x 360°) = sin(-90°) =1 e
cosd <0

cose+sina<0, pois cose >0 e sina<0

sina = —% e a€4.°Q (verfigura)

2
. 1
sin? o +cos?a =1<i>[—5 +cos’a=1<

& —+cos‘a=1<cos"a=—<
9 9

[8 /8
& cosa=,/—vcosa=—,|—
9 9

Como a€4.°Q,cosa>0.

242

Entdo, cosa=—-—.
3

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

sind=% e de2.°Q (verfigura)
1 2
sin?d +cos®’d =1 @(E] +cos’d=1<

@%+coszd=1 @coszd=§@

36
&< cosd :1/3—5vcosd:—1/3—5
36 36

Como de€2.°Q,cosd <0.
35

Entdo,cosd = ———.
6

cose = —g e ee3.°Q (ver figura)

2
. . 3
sine+cos’e=1 @smze+(—g -1

.2 9 .5 55
o sinffe+—=1osine=—<

64 64
. [65 [55
< sihe=,|— v Sihe=—,|—
64 64

Como €€3.°Q, sine<0.

/55

Entdo, sine=-———.
8

3 3
x5=z,logo cosb=z.

2
sin?b+cos?h =1 @sin2b+(§) =1

4

esintb=—" & sinb=|-L vsinb=—|
16 16 16

NG

Como be1.°Q, sinb>0. Entao, sinb:T.

Seja B’ a projecao ortogonal de B sobre o eixo Ox .

O triangulo [BOB’] é retangulo em B’.

V7
tanb BB =i_ﬂ
oB' 3 3
4
Conclusao: sinbzg; cosb:%; tanb:ﬂ

640°=280°+1x360° —4.°Q
1455°=15°+4x360° —1.°Q
950°=230°+2x360° —»3.°Q
1200°=120°+3x360° —»2.°Q

A opcéao correta é a (D).

11



1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Pagina 32 Como «€2.°Q, sina>0.

A : iti 1.° .0
tangente é positiva no e no 3.° quadrante e o Entdo. sine ﬁ -
cosseno € negativo no 2.° e no 3.° quadrante. 4

Se tand>0e cosf <0, entdo O pertence ao N
3.9 quadrante. tana = % = —?7
A tangente é negativa no 2.° e no 4.° quadrante e 4

0 seno ¢ negativo no 3.° & no 4.° quadrante. Sendo [AB] um diametro da circunferéncia

Se tand <0e sin¢ <0, entdo & pertence ao trigonométrica, sabe-se que A e B sdo0 simétricos

4.° quadrante. em relacdo ao ponto O (origem do referencial).

A tangente é positiva no 1.° e no 3.° quadrante e o Entao, B =a+180°.

cosseno € positivo no 1.° e no 4.° quadrante.

Se tand>0e cosf >0, entdo 6 pertence ao tan # =tan(a +180°) = tana = —g
1.° quadrante.

A tangente é positiva no 1.° e no 3.° quadrante e o

Pagina 34 — Pratica
seno é positivo no 1.° e no 2.° quadrante. g

Se tand>0e sind >0, entdo & pertence ao cosg 2.1
1.° quadrante. 4 2
Atangente € negativa no 2.° e no 4.° quadrante e sin B =%

0 seno é positivo no 1.° e no 2.° quadrante.

Se tanfd<0e sind >0, entdo 9 pertence ao cosa =%

2.° quadrante.

cos&:% e 8€1.°Q (ver figura)

OA =g . Seja B o ponto de coordenadas (1, 0) .

2
sin@+cos’0=1< sin20+(1) o PN
O triangulo [AOB] é retangulo em B. 2

- PR R 2 _ 2 1_ .2 _3
OA2=OBZ+A82@(g) 2 1AB & < sin €+Z_1®sm 9_2@
49 ——2 24 —2 < sind = 3 sing = — 3

o -—=1+AB oZ2=-AB o DR\ R
25 25
o .
— 24 — 2U8 Como #e1.°Q,sind>0.
"8\ A8 TS A
Logo, sin0:73.
A(1,NEJ , logo tana :& ’
S sinﬂ:Z e fe2.°Q
1 2
Pagina 33 sin? B+cos? B =1 @(Zj +cos’f=1
Como x -3 sabe-se que cosa=—§. 1 251 2515
A 2’ 2 ®E+cos f=1&cos ﬂ_ﬁ
2
sin2a+cosza:1@sin2a+[§) =1 & cosf= /Evcosﬂ:— /L5
4 16 16

Como fe€2.°Q,cosf5<0.
J15

16 16
Logo =,
. [7 /7 90, cos 4
< SIiha =, [— v SINa = —,[—
16 16

.2 9 .2 7
sSsinfa+—=1osinfa=—<

12



cowg:% e aed’Q
3 2
sina +cos’a =1 @Sin2a+(zj 1<

.2 9 .2 7
oSsinffat+r—=1osinfa=—<
16 16

. /7 . [7
o sina =,[-—= vsina =—,|—
16 16

Como o €4.°Q, sina <0. Logo, Sina:—ﬂ.

4

r=3e x,,:—%.

Seja P a projegao ortogonal sobre Ox . Assim, o
triangulo [POQ] é retangulo em Q.
9

. ~ 4 9
Seja 6=POQ . cosf =4 -2 _
) oQ 3712

Nlw

3
CoOsa =—-C0S0 < CoOsa = ~2

cosa=—% e ae3.’Q
3 2
sin2a+cosza:1@sin2a+[—zj “1a

C>SII"I a—— & sing = 1/ v sina = 1,

Como ¢ €3.°Q, sina <0 . Entéo, sma——T.

cosa =—% e 0e3.’Q

2
. . 3
sina +cos?a =1 @sm2a+(—? AN

., 40 . [40 /40
o sin“a=— o sina =,|-——vsina =—[—
49 49 49

Como o €3.°Q, sina<0.

Entéo, SInaz_—£

_zm
tang o SN _ 7 zzm

cosa 3 3
7
Conclusio: sina=—@; cosa = -3;
7 7

tana =@

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

sina =% e a€2.°Q (ver figura)
2 2
sinfa+cos’a=1< (gj +costa =1

4 2 2 21
& —+co0s“a=1ocos"a=—
25 25

/21 /21
& CoSa=,|——= VCOSa =—,/—
25 25

Como o €2.°Q, cosa <0. Logo, cosa:—% .
2
tan ﬂ i—_i—_@
cosa 21 21 21
5
S.na_% cosw=—@, tan =—Zé?

cosa = g e ae4°Q

2
siffa+cos’a =1 sin2a+[ﬁJ 1o
3

. 5 . 4
oS sinfa+—=1<sin“a=—

S sina =, |~ vsing=—|~
9 9

Como a €4.°Q, sina <0 . Entdo, sing = _g.

f=1

2
sina __3__ _ 25
cose 5 5 5

3

tana =

= 5
Conclusio: sing - _% . cosa = 5

25

tana-——

Como o hexagono [ABCDEF] é regular, sabe-se

~ o
que AoB =%= 60° -

Ent&o, B(cos60°,sin60°), ou seja, 3[1 \/_] .
O ponto C é simétrico de B em relagdo a Oy, logo
C[J f}

2 2

H (1, tan60°) , ou seja, H(1,+/3).

13



1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

O ponto F & simétrico de B em relacdo a Ox, logo inp _4 4
sin 5
t == - 9=
£ 1 43 anf cospg 3 3
20 2 ) 5
Conclusio: sing--2 e tanp - %
EF//Ox, logo: EF : y=—\/25 5 3
Como G é o ponto de intersecédo da reta EF com a
V5 o
; . NG cosf=—— e 0€2.°Q.
reta t (de equagdo x=1), entdo G| 1, -5 3
2
sin0+cos’f =1 Sin29+(_£j PN
Assim, H(1,\/§), C(_1’\/§j e G[1,—J§J 3
2 2 2
osinf+2-1 osintd=2o
9 9
Pagina 35 — Pratica o sing =2y sing = _%

sina =—§ e N°<a<A’® Como 8€2.°Q, sind>0. Logo, sing =§.

Como ~NP°<a <9 e sina<0, conclui-se que 2 "
sind 3 2 25
o tand = = = =
aed’Q. T RN :
a2 2 2\’ 2 3
sin“a+cos“a=1< -3 +cos‘a=1<
Conclusdo: sing- 2 e tangz_&
@g+cosza=1@cosza=g@ 3 5
A(cosd, sind) , ou seja, A —ﬁ,g
B 2
<& CosSa = §VCOS(Z:— 6

5 C(1,tan#) ou seja, C 1,—&
Como o €4.°Q, cosa >0. Logo, Cosa =5 S

D(1,sind), ou seja, D(1, %j

2
tana = >N% _J:_iz_&

“cosa 5 5 5
3 B(cos®, tand), ou seja, B —ﬁ,-&
3 3 5
Conclusao: cosazg e tanO,:_Z\5/g Conclusao:
A_ﬁg B_ﬁ_z\/g C1_2\/g
cosﬂ:—%e180°<ﬂ<360° 3'3) 3’ 5 ) "5
Como 180°< <360° e cos B <0, conclui-se e D(1 gj
"3
que Se3.°Q.
3\ A[ABCD]=ADXCD=(1+\/§JX(2+2\/§]=
sin? g +cos® g =1 C>Si“2ﬂ+(_§j =1 3 3 5
2 25 25 10
S sin fr =1 e sin? f-1- = o 375 9 15
25 25
@sinzﬁ—E@sinﬁ—i sinﬂ——i ~ 30+18v5 +10v5 + 30
" 25 5" 75 = 25
Como £€3.°Q, sinf<0. Entao, sinﬁz_%_ :M
45

14



Pagina 36 — Pratica

4tan9+1=0c>tan0=—%

Como tanf@ <0 e —90°< 9 <90°, entdo 9 4.°Q.

1

1+tan’d=——— <
0s” 0

t— =
16 cos“ 6@

17 1
o —= 5
16 cos® @

<:>cosza=E

17
cosH:JE \/COSH:—JE
17 17

Como #€4.°Q, cosé >0.

4 417
Entdo, cosf=—=——.
V17 17
sind 1 sind . 17
tand = o ——= & sinfd =———
coséd 4 417 17
17
sing+cos = -7 AVIT _ 3VI7

17 17 17

cosa = 2F o cosa = AF < AF —5c0sa
EF 5

sing :%c sina =%<:>E=5Sina
AB = AF + FB = AF + AE = 5cosa + 5sina
A(a)=(5c03a+53ina)2 =

=25c08’a +2x5c0sa x5sina + 25sin*a
=25c0s® a +25sin* a + 50cosa sina
=25(cos® a + sin® o) + 50cosa sina

=25x1+50cosasina

=25+50cosasina

A(O) =25+50c0s0sin0=25+50x1x0=25
Geometricamente, significa que, quando ¢ =0, o
quadrado [EFGH]coincide com o quadrado

[ABCD] e a sua area é igual a 25 cm?.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

tana=§
4

1+tan’a =

1 [sjz 1
— <1+ —| = 7
cos“a 4 cos“a
9 1 25 1
S1+—= — &= >
16 cos“«a 16 cos“«a

2 16 4 4
S CoS“a=— <& C0Sa@=—VCoSa=——
25 5 5

Como o € um angulo agudo, sabe-se que

. 4
cosa > 0. Donde se conclui que cosa = 5

_ sina
cosa

Sinx

tana

3 3
& —= < Slha =—
4 5

U'l\-h‘

4 3
=25+50x—x—==49
A[ABCD] X5><5

P(cos30°, sin30°), ou seja, P(f;J
1 1
_ADxy, Yo 1
A[OPA] = 2 T _Z

J31

Por exemplo, R(Z’_Zj . Neste caso, os

tridangulos tém a mesma base e a mesma

altura, logo tém a mesma area.
d=AP
P(cosd, sind), sendo 0°< & < 180°

A(-1,0)

d=AP= \/(—1—0039)2 +(0-sing)’ =

=\1+2cos@ +cos? 6 +sin? @

=1+2cosf+1=~2+2cosd
Se d =+/2+2cos6 , entdo d?> =2+2cosd.
Se d=12, entdo:

122=2+2c0sf < 1,44-2=2c0s0 <

< cosf =-0,28 < cosl = —l
25

1+tan29=% < 1+tan?6 = =N

0s2 6 ( 7 jz
25

@1+tan29=% @tan29=ﬁ®
49 49

@tan9=§vtan9=—2—4
4 4

15



1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Como cosf <0 e 0°<# <180°, conclui-se que Calculos auxiliares:
2— = = = —
#e2.°Q. Logo, tan0=—2—74. K-3=0ck=\3vk=—/3
AN/
-3 N5
k*-4=0ck=2vk=-2

k-1
41.1. sina =——nacosa =k +1 \ /
o 2 A o + \ / + N

N

41.4. tanx = k —2k* A180°< x < 270°

Se 180°< x <270°, entdo tanx >0

Pagina 37 — Pratica

—1<sing <1an-1<cosa <1asin®a +cos’a =1

Assim, a condicdo dada é possivel se:

k-1 k-1Y
-1< N <Ia-1<k+1<1 /\(T] +(k+1)2 =1e Assim, a condi¢do dada é possivel se:
1
_ _ k-2k*>0 < ke|0, —
@u2—1A%s1Ak+1z—1Ak+1s1/\ < e{ '2}
2 _ Calculo auxiliar:
K =2kl ey o121
4 k—-2k*=0 k(1-2k) =0
o k>-Ank<3rk>-27k<0A5k>+6k+1=0 1
k=0vk=o
<:>_1§k£0/\k:w 1
10 0/ T \7 R
<:>—1<k§0/\(k:—%vk:—1j B / B
@kz_%vk=_1 42.1. Pgep; =20 = 4x AB=20 & AB=5
A D
ke{—'],—l}
5
41.2. sinﬂ=1—g/\—45°<ﬂs180° Ol P M
J2 31| 60
Se —45°< <180°, entéo —7<sin/3g1. 2
30°
A condigéo dada é possivel se: ] c
V2 Kk kK N2 .k .. PQ PQ — 53
B e R e N R R tan60 ‘ﬁ@*/_‘§ ©PQ=="
o2-k>—2r2-k<2 2
& -k>—2-2A-k<0 —_ __ __  5/3 10-5/3
o k<2+2rk=0 PM=QM-QP =5-—==—>—
e kel0, 2+42] 42.2.
41.3. cosx =k®> -3 A0°< x <90° A D

Se 0°<x<90°, entdo O0<cosx<1.

Assim, a condi¢cdo dada é possivel se:

0<k?*-3<1e

S k?-3>0nk*-3<1
< k?-3>0Ak?>-4<0
o (k<—3vk=3)a(-2<k<2) - c

@ke[—z,—\/ﬂu[\/&z]

Njon
©
o

S
|
Q

16



_PQ _ sin(90°-a) PQ

o_ -
tan(90°-«) T (80°=) 5
2

cosa _PQ _ 5cosa

= o =PQ <
sina 9 2sina «
2

> _PQe-2 _PQ
23"’10! 2tana

cosa

Entéao:
5

PM =QM-QP =5-

2tana

Pagina 38
1rad 4 cm
X 56 cm
v 1x 5,6 _14

4
A amplitude do arco AB é 1,4 rad.

1rad 4 cm
2,4 rad X
x=m=9,6

1

O comprimento do arco BC € 9,6 cm.

O angulo ACB esta inscrito na circunferéncia, logo:

AB=2xACB=2x15=3rad

raio= 0B =6 cm

1rad 6 cm
3 rad X
x=18cm

O comprimento do arco AB é 18 cm.
A opc¢éao correta é a (B).

Pagina 39 — Tarefa 6

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

1rad 10m
a rad 21m
0:=M ,ou seja, =21rad

10
A amplitude do &ngulo BOC é 2,1 rad.

COA =2nrad-18 rad—2,1rad = (2n-3,9) rad

1rad 10m
(21t—3,9)rad xm

x=10x(2n-3,9), ou seja, x =20n-39
Comprimento, em metros, do arco CA: 20n -39
Comprimento, em metros, da fita que é necessario
comprar: 20nt—-39+0,2

Custo total da fita:

(20n-39+0,2)x 3,75 ~ 24,0319 3,75 ~ 90,12

O custo da fita & 90,12 €.

BOC =«

1rad ___ 12m
arad____ 21m

a= 1:—221 ,ou seja, a=175rad

CA=COA=(2r-18-175) rad
=(2n-3,55) rad

1rad _12m
(2n—-3,55) rad ym

y= 12(2n—3,55) =241-42,6
Custo total da fita:
(2411:—42,6+ 0,2)>< 3,75~123,74

O novo orgamento para a fita de iluminagéo é
123,74 €.

Pagina 40

1rad 10m
1,8 rad X
x=18m

O arco AB tem 18 m de comprimento.

180 T
60 X

x=@=ﬁ , logo AB =L rad
180 3 3

x : comprimento da circunferéncia, em cm

kid 10
3
2n X

17



_2nx10 _ 20n
B T B T

3 3

A circunferéncia tem 60 cm de comprimento.

=60

PRQ =108°
180___
108

1087

3n ~ 3n
= =—,logo PRQ =—rad.
180 5 g Q 5

Como .56 = I/??Q , sabe-se que:

~ ~ o_ [
RPQ - RGP - 180°-108° 2108 =36°
180 m
36 y
ﬁ E ad
180 5

RPQ = RQP =g rad

Conclusao: PﬁQ = 3—; rad e RI5Q = R@P =g rad

Pagina 41

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Pagina 42

CBA=n-BAC-AGB—n-2Z_F_3T_T
) 12 3 12 4
Angulo BAC
180___ = 180x 2"
51'[ x=712=75
X —_— T
T2
Angulo ACB
180 T 180x *
n y=—3-60
— T
y—3
Angulo CBA
180___ =« 180x
nz=—%4-45
z — 1
—4

BAC =75°, ACB=60° e CBA = 45°

EOF=EF=Z
3
che EAC 4*3 2n
2 2 3
— 2x=
FEg-B__3_T
2 2 3

O octdégono é regular e esta dividido em oito
tridngulos iguais, cada um dos angulos ao centro
tem amplitude, em radianos, igual a % =§ .

T ion

4

1 volta completa

O lado extremidade do angulo de lado origem
OA e amplitude %+2‘n: é OB .

3n
—+ 61
4 (32m)

3 voltas completas
O lado extremidade do angulo de lado origem

OA e amplitude %+67‘c é OD.

—7—671 2)((—*) 3><271:
4

3 voltas completas
O lado extremidade do angulo de lado origem
OA e amplitude —g—Gn é 0G.

5Tﬂ+2krc keZ

O lado extremidade do angulo de lado origem
OA e amplitude 57f“+2kn, keZ & OF .

—%+2k1‘c kelZ

O lado extremidade do angulo de lado origem
OA e amplitude —3—;+2kn, keZ é OC.

10n _ 4rn+ 61't 47
3 3 3

O lado do octégono que € intersetado pelo lado

+27

extremidade do angulo de lado origem OAe

amplitude ﬂ é [FG].

n -m-67 T
-_—= =——-27
3 3 3

O lado do octégono que € intersetado pelo lado

extremidade do angulo de lado origem OAe

amplitude —7—; é [GH].

18



17n  5n+12n 5=
——=———=—4+27

6 6 6
O lado do octégono que ¢ intersetado pelo lado
extremidade do angulo de lado origem OAe
amplitude 1% é [DE].

491t 7n+48n =«
— = =—+8n
6 6 6

O lado do octégono que ¢ intersetado pelo lado
extremidade do angulo de lado origem OAe

amplitude %% é [AB].

Pagina 43 — Tarefa 7

Como a circunferéncia estéa dividida em 12 arcos
iguais, a amplitude, em graus, de cada um desses
arcos é % =30° e em radianos & % =g .
150°:30°=5
Entéo, se a cabina P descrever um arco de
amplitude 150°, a posicédo da paragem € F; .
—n rad - meia-volta no sentido negativo.
Se a cabina P descrever um arco de amplitude -«
rad, a posicéo da paragem é P, .

4n rad; ﬂ:E=8
3 3 6

Se a cabina P descrever um arco de amplitude

4—; rad, a posicéo da paragem & F, .

-270°; 270°:30°=9
Se a cabine P descrever um arco de amplitude
-270°, a posi¢do da paragem € P, .

-210°; 210°:30°=7
Se a cabine P descrever um arco de amplitude
-210°, a posicdo da paragem é F, .

AL rad ; m:E=11
6 6 6

Se a cabine P descrever um arco de amplitude

% rad, a posicéo da paragem € P, .

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

E+21'5=E+1><21't
6 6

Se a posicéo de partida é P, e a amplitude do arco

descrito é g + 27, entdo a posicédo de paragem é P, .

E+4n=gﬁ+2x2n=2xﬁ+2x2n
3 6 6

Se a posicéo de partida é P, e a amplitude do arco
descrito é g + 47 , entdo a posicéo de paragem é F, .

@+8n=5><£+4><27c
6 6

Se a posicéo de partida & P, e a amplitude do arco
descrito & 5—; +8n , entdo a posicéo de paragem é
P

—E—6ﬁ=—@—3><27t=—2><5—3><2n
3 6 6
Se a posicéo de partida é P, e a amplitude do arco

descrito —g—Gn , a posicéo de paragem é F; .

T 10m =T By 2n=3x 4 Bx2n
2 6 6
Se a posicéo de partida é P, e a amplitude do arco

descrito g+10‘n: , a posicdo de paragem é P, .

—ﬂ—6n=—8—n—3x2n=—8xﬁ—3x2n
3 6 6
Se a posicéo de partida & P, e a amplitude do arco

descrito € —%—61‘5 , a posicdo de paragem é F,; .

7xZ 1 8x2n , OU seja, E+16n
6 6

—3><E—5><2n , OuU seja, —E—1On
6 2
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P

pista

=2nx78 =156t m

f(a)=§<31—%sin(23)=§<3 —%sin(Za):—%

L _2mx200 _ 100

" 156n 39

A amplitude do arco descrito pela Joana é% rad.
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2n 1561

4,2 y

Y= 4,2x1567 _327.6
2n

O Vasco percorreu 327,6 metros.

r : raio da circunferéncia

1rad r
2 rad 9

r=§=4,5 cm; P, =2nx4,5=91tcm

O comprimento da circunferéncia & 97 cm.

2n 9 cm
X 6,3 cm
x=2nx63=14
On
BC =14rad
360° 9 cm
y 6,3 cm
o
,_360°x83 o o
T
BC =80,2°
ACB =50°
n rad 180°
x 50°
50 5mn
X=—=——
180 18

A opcéo correta € a (D).

Como AC=BC, entdo ABC = BAC .
Atendendo a que a soma das amplitudes dos
angulos internos de um triangulo é igual a = rad,

conclui-se que:

o 9%
AE%C:BZ\C:%z% rad

Seja o a amplitude do setor circular.
Sabe-se que g rad<a<mnrad.

Entéo, das amplitudes indicadas, a que pode

corresponder a amplitude do setor circular é 2 rad.

A opc¢éao correta é a (B).

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Sabe-se que P se desloca sobre uma
circunferéncia de raio r e descreve um arco de
comprimento 3r.

Entéo, o ponto P descreve um arco de amplitude
3 radianos.

nrad ___ 180°

3rad ___ «x

3x180°
X =
T

~172°

A opcao correta € a (A).

Pagina 45 - Pratica

Se o triangulo [ABC] é equilatero e esta inscrito na
circunferéncia, entio divide-a em trés arcos de

igual amplitude. A amplitude, em radianos, do arco

BCé 2~
3
2
Entao, BAC = BC -3 _T rad.
2 2 3

Como [BD] € um dos lados de um quadrado

inscrito na circunferéncia, entdo a amplitude, em

radianos, do arco BD é 2m =T
== 2t T 0«
CD=BC-BD=""-_—--—
3 2 6
— T
D@c_&c=§=l rad
2 2 12
AdB-2E_Z
1 6
G6/= ><E=E
6 3
AOF =5x = 2%
6
06F=3><E=E
6
AGE —4x T - 2T
3
o T 5n
ORL= 6=L=577T
2 2 12

Amplitude, em radianos, do arco maior AH: i

Raio da circunferéncia: 3
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1rad 3
7—ﬂrad x
6
x=ﬁ=ﬁz11,0
6 2
@=72n+18n=@+6n=ﬂ+3x2n
3 3 3 6

O lado extremidade do angulo de lado
origem OA e amplitude % rad & OF .
3n _7n+24n _7n
6 6 6

O lado extremidade do angulo de lado origem

OA e amplitude % rad e OH .

+4n=%+2><2rc

_3fm _-n-36n_ m o T o oo
6 6 6 6
O lado extremidade do angulo de lado origem

OA e amplitude —% rad e OL .

1 4
a 8
a=2rad
360 2nx4
a 8
o
0= 11460
8n

Seja 6 a amplitude do arco descrito por P .

360 2nx4
1% 15
o
9=Mz2150
8n

O arco tem, aproximadamente, 215° de

amplitude.
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1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

O lado extremidade do angulo de amplitude —a
é 0D.
Como B é simétrico de A em relagdo ao eixo Oy, C
é simétrico de A em relacéo a origem do
referencial e D é simétrico de A em relagéo ao eixo

Ox, pelo que B(-a, b), C(-a,—b) e D(a, -b).

sin(n—a)=b

cos(n+a)=-a

tan(n+a)=c

sin(—a)=-b
cos(-a)=a
tan(-a)=-c

Pagina 47

sina=b, COSx=a e tana=c

O lado extremidade do angulo de amplitude
n-aé OB.
O lado extremidade do angulo de amplitude

t+aé OC.

cos 3 =cos(180°—a)=—cosa = _%

sin 8 =sin(180°-«a) = sina =

ooﬁ
[6)]

N

0| w
I
—
|

)

sina +cos® o =1 <:>sin2a+(

) 55 .
Ssifa=— & Slna =
64 aéagudo

ooﬁ
()]

sin(r—a)+cos(4r—a) =
=sina +cos(—)

=sina +cosa

cos(n+a)xtan(n—a)=
=-cosax(-tana)

=cosa xtana

sina .
=Cc0Sax—— =Sina
cosa

tan(7n+a)—-cos(9n-a)=
=tana —cos(n-a)

=tana —(—cos(a)) =tana +cosa
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sin(135°) +cos(210°)
= sin(180°-45°) +cos(180°+30°)
= sin45°-cos30°

Z B Vi3

"2 2 2

sin[s—;) —cos(3n) =
= sin(Zn + g)—cos(2n+ )
sin(gj —cos(n) =1-(-1)=2
5)lS)
cos| —— |+sin| —
6 3
[5)een(=3)
=cos| = |+sin| t+—
6 3

V3 Sin(E)

3 3

2

=0
3
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1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Se A ﬂ 2 ,entdo A" E N1 .
5'5 5 5
2 1 1 2
Se A|—,—=|,entdo A"|-—, —
[ 5 5] ( 5 \/EJ

Se A(a, b), entdo A"(-b, a).
3]
sin| =+« |=cosa
2
5re)--s
cos| = +a |=-sina
2

Pagina 49

a+ =90 f=90°—«

sin 8 =sin(90°-a ) =cosa = i

d+=180°<60=180°-p
cos 0 = cos(180°-4)
=-cos 8 =-cos(90°-«)

N

=-sing =——
4

Calculo auxiliar:

2
sina +cos?a =1 & sina +(%]
02 7 . 7
o sinfag=— sing = Y-
16 aéagudo 4

Se A(1 N—J entdo A(Z\s{E

. T T
sin| —+a |-2cos| —+a
(2 j [2 )

=cosa —2(-sina) =

Se A[m,zj,entéo A'(g’\/?j' =cosa +2sina
. T
sm(n—a)—Zcos[—7+aJ=
Se Al-2 ij_ 2
5 V6

s 5

=sina —2COS(£—0¢)
2

=sina -2sina

=-sina

22



cos[—a—z7t —aj +tan(-a)=
= cos(Zn —3—; —aj —tana

T
= coslf—a)—tana
2

=sina —tana

{3 ool )
~sin[ 3 -] =-cosa
cos(?’;+aj=cos(n+[2+aD=

_ _cos(gm) - _(-sing) =sina
cos(i;_a)+sin(7n+a)=
=cos(2n+[:—aD+Sin(6n+n+a)
=cos£%—a]+sin(n+a)

- sin(a) - sin(a) = 0
sin(lz"_aj_cos(e,nm):
:sin(2n+(32n—a)]—cos(2n+1r+a)

. (3=
= sm(?—aj—cos(n+a)

= sin[n +(g —aD —(—cos(a))

= —Si“(g —a) +cos(a)

=-cos(a)+cos(a)=0
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Os angulos « e p sdo suplementares, porque

sdo angulos consecutivos de um paralelogramo.

Entdo: a+pf=nca=n-p4

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

cos[%+a]=—sina =-sin(n- )=
V13

=-sinff=——+
d 7

2
. . 6
sm2a+cosza=1@sm2a+[—? =1

osintg=13 osing= Evsin/f:— 13
49 \ 49 \ 49

Como O< B <m,entdo sing>0.

Logo, sinﬁ=@.
7
. . 13
sin(n+a)=-sinad=- 7
tang < SN _ sin(z-p) _ sing _
cosa cos(m—f) —cosp
V13
7 13

_(_j 6

cos(n—a)= —%/\a e[-n, 2n] =

~Nlo

< —cos(a) = —% Aa e[-n, 2]

=N cos(a)=%/\a e[-m, 2n]

Como cosa >0 A« €|n, 2n], conclui-se que

ae]ﬂ,Zn].
2

sin(9n+a)=sin(8n+n+a)=sin(r+a)=

sina:—( \/EJ=\/E

4

4

Calculo auxiliar:

2
. . 1
sin @ + cos®a =1 <:>s,|n2a+(Z =1

L, 15
Ssinffa=—
16
Como a e E,Zn , entéo sina=—£.
2 4
sin(12n—a)=sin(—a):—sina:—(—f’}:15
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V15
tan(n+a)=tana =% -4 __[fi5
cose 1
4

cos(10m—a)=cos(-a)=cosa =%

Como sina>0/\ae}g,3—;[, ae2.°Q.

cos(a+m)-sin(4n—a)=-cosa -sin(-a)=
=-cosa —(-sina) =-cosa +sina

_ (1), 5 _ 54411
B 6 ) 6 6

2
. 5
s,|n2a+cos2oz:1<:>(6 +cos’a =1

<:>COSZa=ﬂc>Cosa=@\/c05a=_@
36 6
Como «€2°Q,cos<0.Logo,cosa = —% .

tan(10n—a)+cos(8n—a) = tan(-a ) +cos(-«a) =

sina
=-tana +cosa =———+cosa

5
6 V) 511 V1119Vt
11 6 66

+ [
UM

6
sin(3n—-a)-cos(n—a)-tan(4n-a)=
=sin(2n+n-a)-(-cosa)-tan(-a)
= sin(n—a)+cos(a) - (~tan(a))

=sin(a)+cos(a)+tan(a)

1+tan2a=co12 o146 = o

s?a cos’a

©37=—7 ®0082a=i©
cos“ a 37
[1 f1
& CosSa =,[— veosa = — [—
37 37

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Como a e }n, 3—;[ cosa<0.

Entéo, 003a=—@.
37
tana = Sina < 6= Sina @sina=—@
cosa 37 37
37

sin(3n—a)-cos(n—-a)—tan(4n—-a) =
=sin(a)+cos(a)+tan(a)

6137 (J??] 737
— |- +6 =- +6

37 37

cos(%—a]+sin(a—gj=
el )
ol ol

]

N

=-sina —cosa
_ [ 837 [ 37 _7V37
37 37 37
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sin(E+01j=—§ A ae[O, 1[]
2 8
cosﬂ=% c>cosa=—§/\ae[0, m

5 .
Como cosa = —ghae [0, ], conclui-se que

ae2.°Q

cos(gm)_sm(_g_a):
a[(zan
o ()

=-sina +cosa
2
8 8
_—/39-5
8
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Calculo auxiliar:
5 2
sin2a+cosza:1c>sin2a+(—g] =1
o, 25 ., 39
osinfa=1-— osinfa=—<
64 64

/39

@Sina:@v sinag = ———
8 8

39

Como ¢ €2.°Q, sine>0. Logo, sina :T'

cos(%—ajﬂan(—a):
3n
=cos 2n+7—a +(-tana)
5~
=cos| —-«a |-tana
2

T
= cos[n+(2—aD—tana

T
= —costf—aj—tana
2

=sina —tana
__ 39 [ V39
8 5
_ Y39 39 _3V39
8 5 40
Calculo auxiliar:
/39
tan _ sina =L=_@
cosa S 5
8
0=90°+a

sind =sin(90°+a) = cosa

sinﬂ:% e [ é agudo
3 2
sin2ﬂ+coszﬂ:1c>(g) +cos? f+=1

, 16 4 4
cos =— cosf=—vCcosSf=——
S8’ f=og S eosf=pveosf=—g

Como S é agudo, cos>0.

sing = cosa =cos(90°-p3) =sin B =g

cosf =cos(180°—4)=—cos 8 = —%

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

3
tand = sinb _ 5 __3
osd 4 4
5
Conclusao:

sin9=§, cos¢9=—i e tan¢9=—g
5 5 4

cos(s—;+ aj+ sin(5n+a) =
:cos(n+(;+aD+sin(4n+n+a)

T .
= —cos(5+aj+ sin(n+a)

=—(-sina)+(-sina)

=sina -sina =0
sin[%—aj—cos(5n+a) =

= sin[n+[g—aD—cos(4n+n+a)
=—sin(g—aj—cos(n+a)

=-cosa —(-cosa)
=—-COSa +CoSa

=0

Sendo o ¢%+k%, keZ , tem-se:

sin| f o
T (2 j cosa 1 1
tan 2 %)= “sinag sina  t
cos[f—aj sina ana
2 cosa
sing =28 _3 25193 _2B_6
5 10 5

Como o tridngulo [ABC] é retangulo em B:
AC’ =AB’ +BC’ <102 =62+BC <
& BC° =64 < BC=8cm

BC>0
a+90°+4 =180 a+f=90°>a e f séo
complementares

sin B =sin(90°-«a) = cosa

cos 3 = cos(90°-a) = sina
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sin/;’:DE<:>£=DE<:>7E=iX8<:>E=3,6
4,5 10 4,5 10

DE =3,6 cm

cosﬁ=CDc>§=C =CD=3X45 . Cp-27
4.5 5 45 5

@=2,7cm

Assim:

A[ABDE]:AB;DEX@:6+23’6x(8+2,7):51,36

A =5136 cm?

Como sin(x)=g Axe |-E
5 2
xel1.Q.

tan(41n—x)—- sin(x —g) =

=—tan(x)—[—sin(72t—xD

=—tanx+cosx

2021 2

21 5

__10V21 2121 1121
105 105 105

Calculo auxiliar:
2 2
sinx+cos’x=1< (E] +cos’x=1<

V21 V21

& COSx=—V COSX=———
5 5

Como x€1.°Q,cosx>0

21

Logo, cosx=—.
J X 5

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

OCxAB 1xtana _tana

Aoser =~ 2 2
tana
A =
(o)
cos| —+a =—g, ae |0, i
3 2
& —sin(a)=-=, ae}o, g|:

=N sin(a)=g, ae |0, X
3 2
Calculo auxiliar:
2
sin2a+cosza:1<:>(§] +cos’a =1
c>coszoz=§ @COSa:@vCOSa:—g

Como «a e }0, g[ cosa >0.

Logo, cosa = g

25

Assim, A(a):taﬂ =L=ﬁ.
2 2 5
Pagina 52 — Consolida
AB=?
B
c
35m

A

tan60°:%c>x/§:%<:>ﬁz35x/§

Entdo, AB ~ 60,6 m.

A largura do rio &, aproximadamente, 60,6 m.

x : comprimento do cabo de aco

cos70°=£ S x= 31

- = 0s70° " Logo, x~9,1.

X

O comprimento de cada cabo de ago é,
—p . .
31m aproximadamente, igual a 9,1 m.
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2.2,

y : altura do solo a que os cabos estdo fixados a

antena.

y tan70°=

i

y~85.

1@y 3,1tan70° . Logo,

-—
3Im  Os cabos estao fixados a antena a,

aproximadamente, 8,5 m do solo.

Como o tridangulo [ADE] é isésceles, entao:

AE=DE=2cm.

10 cm

Seja F a projecéo ortogonal de C sobre AB.

tan30e- 2 Y32 _Fp_ 6*/— ~FB-23
FE” 3 FB

DC=AB-AE-FB=10-2-2J3-8-23

10+8-2V3 221823

A[ABCD] = xDE =
A area do trapézio [ABCD] & (1 8- 2J§) cm2.

Seja h a altura maxima atingida pelo escadote.

1,5m

Lsc h=0,75tan76° .

A altura maxima atingida pelo escadote é,
aproximadamente, 3 m.

tan76°= Entdo, h~ 3.

90 cm

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Seja E o ponto de intersecdo das diagonais do
papagaio.

tan20°= % < tan20°xDE = CE

tan61°= % < tan61°xDE = AE
CA=90 < CE + AE =90
tan20°xDE + tanB61°xDE =90 <
& (tan20°+tan61°)x DE = 90

— 90

oDE=——2" __  Entdo, DE ~41513.

tan20°+tan61°
A pscp) =90x 41,513 =3736,17 ~ 3736

A area do papagaio &, aproximadamente,
3736 cm?

6. BDC=180°-121°=59°

Seja BD=y .
¢
X
121°
320 m!

Al D B

10 cm
tan59°= = A tan32°= o

y 10+y

< x=ytan59° A (10+ y)tan32°=x

ytan59°=(10+y)tan32°<
< ytan59°=10tan32°+y tan32°
< ytan59°-ytan32°=10tan32°
< y(tan59°-tan32°) =10tan32°

_ 10tan32°
tan59°—-tan32°

Logo, x=6,012xtan59°~10,0.

. Entédo, y ~6,012.

Conclusao: O valor de x é, aproximadamente,

igual a 10,0 cm.
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7.  Seja D a projecao ortogonal de C sobre AB.
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A B D
2m

CBD =180°-128,1°=51,9°

v_

tan51,9°= C:D A tan26,8°= CEL =
BD 72+BD

< CD =tan51,9°xBD A CD =tan26,8°(72 + BD)
tan51,9°xBD = tan26,8°(72+ BD) <

& tan51,9°xBD = 72tan 26,8° +BD tan 26,8°

& tan51,9°xBD — BDtan 26,8°= 72tan 26,8°

< BD(tan51,9°~tan26,8°) = 72tan 26,8°

- o
—BD= 72tan26,8
tan51,9°-tan26,8°

Entdo, BD ~ 47,2206 .

CD = tan51,9°x47,2206 ~ 60,2227

Como o triangulo [BDC] é retangulo em D, tem-se:

BC’=BD’ +DC’ < BC =+/47,22067 + 60,2227>

BC>0
Logo, BC~ 76,5 .

Conclusido: BC ~76,5m

Pretende-se determinar a distancia, na horizontal,

entre o miradouro e a Torre Eiffel, ou seja, BD .

312m

A
Seja BD=x e CD=y , entdo DA=312—y .

tan11°=

oo><\‘<

tan11°xx =y
= =
312-y tan23°xx=312-y
X

tan23°=

-l—
{tan23°xx =312-tan11°xx

1. Trigonometria. Fungdes trigonométric

as

RES
tan23°xx+tan11°xx 312

Il

< 312

tan23°+tan1 1°

{ (tan23°+tan11°)xx =312

&

{x ~ 504

A distancia, na horizontal, entre o miradouro e a
Torre Eiffel &, aproximadamente, igual a 504 m.

A
ACB = 90°-8°=82°

tan82°= %@AB 18tan82°

Entdo, AB~128.
A base da torre de vigia encontra-se a,
aproximadamente, 128 m do foco de incéndio.

96
X

B

tan26°= 96<3y 96tan26°

Entdo, y ~ 46,822 .
ABC = 44°+26°=70°

tan70°= %‘2822 & 96tan70°= x + 46,822 <

< 96tan70°-46,822 = x
Entao, x~217.
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Seja Q a projecéo ortogonal de P sobre AB.

732m

A Q 'B

; D

Consideremos que PQ=x e AQ=y , entdo

R)=7,32—y .
tan720= %
y x =ytan72° -
tan379=— > x=(7,32-y)tan37°
7,32-y

- {y(tan72°+tan37°) ~7,32tan37°

x=ytan72°
<4 7,32tan37°
tan72°+tan37°

Entdo, y ~1440; x~1440tan72°~ 4,4
A distancia do Pedro a linha de baliza é,
aproximadamente, igual a 4,4 m.

Pagina 54 — Consolida

1425°
360°

N.° de voltas completas: 3
Como 1425°-3x360°= 345° , entao:
1425°=345°+3 x 360°

800°
360°

=3,9583...

=2(2)

N.° de voltas completas: 2
Como 800°-2x360°=80°, entdo
800°=80°+2x 360° e —800°=-80°-2x360°

1125°
360°

N.° de voltas completas: 3
Como 1125°-3x360°=45° , entdo
1125°=45°+3x360° e —1125°=-45°-3 x 360°

o
2250 6,25
360°

=3,125

N.° de voltas completas: 6

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Como 2250°-6x360°=90°, entdo
2250°=90°+6 x 360°

Como o octégono [ABCDEFGH] é regular e esta
inscrito na circunferéncia, sabe-se que divide a
circunferéncia em oito arcos iguais de amplitude

360°
8

=45°.

o o o 900
810°=90°+ 2x360° e > =2
oo 45°

2 voltas completas

Aimagem de A pela rotacédo de centro O e
amplitude 810° é o ponto C.

—1485°=-45°- 4x360°
X0V

4 voltas completas
Aimagem de A pela rotacéo de centro O e
amplitude —1485° é o ponto H.

o
135 _3
o

1215°=135°+ 3x360° e
2xX Oy,

3 voltas completas
Aimagem de A pela rotacéo de centro O e
amplitude 1215° é o ponto D.

225°
45°

5

-945°=-225°- 2x360° e
exX Y

2 voltas completas
Aimagem de A pela rotacédo de centro O e
amplitude —945° é o ponto D.
45°
Rio.10ss0) (D) =Ro.s1s9 (D) =C
-1125°=-45°-3x 360°

R(o, ~1125°) (D) = R(o, ~45°) (D) =C

Entdo, R 1350 (D) = Rio 1125 (D) -

1035°=315°+2x360° e 7

135°
45°

R(o,3735°) (D) = R(o,135°) (D) =G

3735°=135°+10x360° e 3

o
_2385°= —225°_6x360°e 222 _5

45°

Ro.-ases0 (D) = Rio 225 (D) =G
Entd0, R 750 (D)= Rio_zsese) (D) -
1928°=128°+5x 360°, logo
Reoe2sr) (P) = Ro 126 (P)
-3112°=-232°-8x360°, logo

R(O,—3112°) (P) = R(O,—232°) (P)
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Como 128°+|-232° =360°, ent&o as imagens

de P obtidas pelas rotacdes de centro O e
amplitudes 1928° e —3112° sdo coincidentes.
5610°=210°+15x 360°, logo

R(O,5610°) (P) - "?(0,210“) (P)
-7350°=-150°-20x 360°, pelo que

R(o,-7350°) (P) = R(o,-150°)(P)

Como, 210°+|-150° = 360°, ent&o as imagens
de P obtidas pelas rotagdes de centro O e
amplitudes 5610° e —7350° sao coincidentes.

1950°
360°
N.° de voltas completas: 5
Como 1950°-5x360°=150° , entdo:
1950°=150°+5x 360° e —1950°=—-150°-5x 360°
o o
360 _30° 150
12 30°

Depois do ponteiro dos minutos ter descrito um

=5,416...

=5

angulo de amplitude —1950°, decorreram 5 horas e
25 minutos. Assim, serdo 19 horas e 25 minutos.

21h 45 min — 14h=7h 45min

45=9x5 (em cada 5 minutos, o ponteiro percorre
30° no sentido negativo)

7x360°+9x 30°=2790°

O ponteiro dos minutos descreve um angulo de
—2790°.

a=55°, B=-220°, §=250°, O =-40°,
y=160°e o =-320°

Como 0°<a <90°, o lado extremidade do &ngulo
a pertence ao 1.° quadrante.

Como —270°< f3<-180°, o lado extremidade do
angulo S pertence ao 2.° quadrante.

Como 180°< 6 <270°, o lado extremidade do
angulo ¢ pertence ao 3.° quadrante.

Como -90°< 0 <0°, o lado extremidade do angulo
6 pertence ao 4.° quadrante.

Como 90°< y <180°, o lado extremidade do
angulo y pertence ao 2.° quadrante.

Como -360°< o <-270°, o lado extremidade do

angulo o pertence ao 1.° quadrante.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

sina >0, cosa >0 e tana >0
sing>0, cosf<0 e tanf <0
sind <0, cosd<0 e tand >0
sind <0, cosfd>0 e tand <0
siny >0, cosy <0 e tany <0

sinc >0, coso >0 e tancg >0

Se sinaxcosa <0, entdo (sina >0Acosa <0)

u (sina <0Acosa >0). O lado extremidade

desse angulo pertence ao 2.° quadrante ou ao
4.° quadrante.

sin1110°-cos1500°=
=sin(30°+3x 360°)—cos(60°+4 x 360°)

=sin30°-cos60° =—-—=0
2 2

cos(-390°) + tan(1860°)
= cos(~30°-1x 360°) + tan (60°+5 x 360°)
=cos(-30°)+tan(60°) = cos(30°)+tan(60°) =

J—J—sx/_

sin450°—[ cos1125°—sin(-405°) |
=sin450°-cos1125°+sin(—405°)

=5sin(90°+1x 360°) — cos(45°+3 x 360°) + sin(-45°—1x 360°)
=5in(90°) - cos(45°) + sin(-45°)

=1- g— 2 4

cos(540°) +tan(-765°) —cos(420°)

= cos(180°+1x 360°) + tan(~45°—2x 360°) - cos (60°+360°)
=cos(180°) + tan(—45°) — cos(60°)

— 1—tanaso-t -3
2 2

Pagina 55 — Consolida

A(cos(-150°), sin(-150°))

cos(—150°) = cos(150°) = cos(180°-30°) =
V3

2

=-c0s30°=-—
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sin(~150°) = —sin(150°) = - sin(180°~30°) =

=-sin30°= A
2

V31
2

Entéo, A(—,— .
2

Como B é o simétrico de A em relagéo a origem do

J§1J_

referencial, entdo B| —,
2 2

C(1, tan(-150°))
tan(-150°) = —tan(150°) = —tan(180°-30°) =

=—(-tan30°) = g . Entéo, C(Lf] .

Concluséao: A —ﬁ,—l , B ﬁ,l eC 1,§
2 2 2 2 3

8 8
Como x, =-——, sabe-se que cosa = —
17 17

(xe1°Q).

2
sin ¢ +cos’ a =1@sin2a+(%) =1

.5 64 .5 225
osinfa=1-— osinffa=—<
289 289
. 15 . 15
< sina=-— v sina=-——
17 17

Como «€1.°Q, sina >0. Entao, sina:%.

15
tang = SN _17 _15
cosa 8 8
17
. 15 15
sina =— e tana =—
17 8
A(cosa, sina), ou seja, A 815
17 17

C(1, tana), ou seja, 0(1, gj

8 8
Como =—, sabe-se que cos ff =—
T g F=17

(Be4°Q)

Entéo, atendendo aos calculos efetuados em

. . 15
, conclui-se que sinf=——.
17
15
sing 17 _ 15
anf=——=—"/{—-__"—
p cosfp 8 8
17

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

. 15 15
sinf=-— e tanf=-—
“ 17 p 8
i : 8 15
B(cosp, sinp), ouseja, B| —, - —
(o <in) ) (17 17)

D(1, tanf3), ou seja, D(1,_1§5j

ae€2°Q e sina=0,6
sin2a+cosza=1@(O,6)2+cosza =1

< cos’a=0,64 < cosa=0,8vcosa=-08
Como a€2.°Q,cosa<0.
Logo, cosa =-0,8.

_sina _ 0,6
cosa -0,8

2cosa —tana =2(-0,8)-(-0,75) =-0,85

tana

=-0,75

A afirmacéo é falsa, pois se sina <0, entdo
2e3°Qou aec4°Q.

A afirmacao é verdadeira.

A afirmacéo é falsa, pois, se f#€2.°Q, entdo
tang <0.

A afirmacgéo é verdadeira.

Se sin g xcos B <0 entdo sinS e cos S tém sinais

sin 3

contrarios. Como tanfg = , conclui-se que
cosp

tanf <0.

A afirmacgéo é verdadeira, pois o seno é
decrescente no 2.° quadrante.

A afirmacao é verdadeira, pois o cosseno é
crescente no 3.° quadrante.

Se cosa <0 e tana <0, entdo o pertence ao

2.° quadrante. Entéo, a afirmacéo é falsa.

ABC =15 rad
Como o angulo ABC esta inscrito na

circunferéncia, entao:

AC=2xABC=2x15=3rad

1rad r

3rad 18

r=ﬁ=60m
3

A opcéao correta é a (C).
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Pagina 56 — Consolida

180 b1
40 x
_40m 2 2
— ; —m rad
7180 9 9
180 m
120
120n 2 2
—n; —n rad
180 3 3
180 b1
-240 X
-240n 4
= —n; ——mnrad
180 3
180 n
-20 X

(A)@ TA24T T gn— T i2x2n
6 6 6

Os lados extremidade dos angulos de amplitudes

n_ 25m . -
—e —— sdo coincidentes.
6 6

(B) @ 21 40n _ 2%, 52" x2n
3 3 3

M _ S+ 61't 51

3 3 3

Os lados extremidade dos angulos de amplitudes

8t 11rn
—€e ? ndo sao coincidentes.

3

1 2n=2" 1 2n
3

(c) -Mm_dn-12n_ 5t 5 5T _x2n
6 6 6 6

ﬁ=7n+24n n +4x _7—+2><2n
6 6 6 6

5n

7n 5n 7n 12n
- —=—+
6

O, TN 2AT _on
6 6 6 6

Entao, os lados extremidade dos angulos de

amplitudes —% e 3—: sdo coincidentes.

o) L S L P PY L P P
a4 2 2

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

177 _ n+16n=£+4n=£+2x2n
4 4 4 4

b1 51t n_6n_3n
= — #27

_5m, ™
474 T2

4

Entéo, os lados extremidade dos &ngulos de

9t  17xn
amplitudes Y e 4 nao sao coincidentes.

€ T 8 T 4 T oyon
2 2 2 2
E 37t+47t 3n +2n _37_'_1)(211_
2 2 2 2
n| 37 T, 3n 4Tt
——+—==+—=—=2n1
2l 2 2 2 2

Entéo, os lados extremidade dos &ngulos de

amplitudes —@ e 7—; néo so coincidentes.

Assim, conclui-se que os pares de angulos cujos
lados extremidades sao coincidentes sdo os que
estéo representados em (A), (C) e (E).

[411] (1311] [111‘:)
tan sin +COS
3 6 3
=tan(n+Ej—sin[2n+ﬁj+cos[4n—ﬁj
3 6 3
T . T T
=tan| — |-sin| — [+ cos| ——
(3) [6j ( 3]

1 b 1 1
3-2rcos|Z|=\a-1+1 o3
2+cos£3j V3 2" J3

[371) (1711] ( 3th
sin +tan 2cos| —— |=
2 4 4

= 1+tan| X+ 4n|-2cos| 2 3n
4 4

= —1+tan(£j—2003(n—%)
= —1+1—2(—cos(ZD = —Zx(—fJ =2

23|n(1;nj+tan(—2—;j+cos(5n)=

= 23in£4n—§) ’tan(z3 j+cos(n+ 4r)
= 23in£—%]—tan(n—§)+ccs(n)

= 2[—sin[gj) - (—tan(;)] +(-1)
=3+3-1=41
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26.1. sinE=sin n—E =smE=—3
3 3 3 2
T n .1
sin—=sin| t—— |=sin—=—
6 [ 6] 6 2

. (271:) . [571:)
Logo, sin| — |>sin| — |.
3 6
26.2. cos iz =Cos 1t+E =-Cos T =——3
6 6 6 2
(5)-eon{=-5)--eon(g) -
cos|— |=cos|t——|=-cos| = |=——
6 6 6 2
(77[) (5n)
Logo, cos| — |=cos| — |.
6 6

26.3. tan(_ﬁj - _tan(_ﬁj _ _tan(n _Ej -
3 3 3

Entao, tan[—@j = tan(ﬁj .
3 3
26.4. sin @ =sin E+21t =sin i =1
6 6 6) 2

6 2
Entéo, sin(@j<cos(5j.
6 6
27. ae[—n, 27t[
.5t . n .1
sin— =sin| 1—— |=sin—==—
6 6 6 2

‘sina‘:% A ae[—n, 215[@

. 1 . 1
= Slna=5VSIna=—§ A ae[—n,Zn[@

b5n s b5n
Sa=-——Va=-—VvVa=—vVa=—V

6 6 6 6

n 11n

va=—vVvoa=—r0o

6 6

n wm wnm 51 7n 11n
AEq——y —— =,

6 6 6 6 6 6

y“

28.1.

28.2.

28.3.

28.4.

29.

30.1.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

2cos(n—a)+sin(6n—a)+cos(-a) =
=2(—cos(a))+sin(-a)+cos(a)
=-2cosa +(-sina)+cosa =-cosa —sina

tan(n+a)+M =
cos(n+a)

—sina

—cosa

=tan(a)+ =tana +tana = 2tana

sin(7n+a)-tan(5n - «) -sin(-a) =
=sin(6n+n+a)-tan(-a)—(-sina)
=sin(n+a)—-(-tana)+sina

=-sina +tana +sina =tana
sin®(n—a)+cos’(-a)-sin(5n+a) =
=[sin(n-a)] +[cos(-a)] ~sin(4n+n+a)=
= (—sina)2 +(cosa)? —sin(n+a)

=sin’a +cos’a —(-sina) =1+sina

. 3 T
sina=-- e ae |-—,—
5 22
Como sina <0 e ae}—%,g[, aecd’Q.

-2tan(-a)xsin(a -n) =

=-2(~tana)xsin(-(1-«))
=2tana xsin(-a) =-2tanasina
sina sin®a

sing =-2
cosa cosa

S
—oxn 29,26 5,9 _ 9

=2

2
sin2a+cosza=1®(—%) +cosfa=1
2 16 4 4
& C0S°a=— < COSa=—V COSa = ——
25 5 5
Como a €4.°Q, cosa >0. Logo, cosa=%.
sin(n— B)xsin(-a) <0<
< —sinfx(-sina) <0 < sinfxsina <0
Como a e B pertencemao 1.°Q, sina>0e

sing>0.Logo, singxsina>0.

A afirmacéo é falsa.
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tan(n—a)xtan(-p)>0<

< —tanax(-tan ) >0

< tanaxtang >0

Como « e B pertencemao 1.°Q, tana >0e
tang>0.

Logo, tana xtang >0

A afirmacéo é verdadeira.
cos(a—m)xsin((n+B)>0<

& cos(—(n—a))x(-sinB)>0

& cos(n—a)x(-sinp)>0

& —cosax(-sinf)>0

< cosaxsing >0

Como a e p pertencemao 1.°Q, cosa >0 e
sing>0. Logo, cosaxsing>0.

A afirmacéo é verdadeira.
cos(n—a)+cos(-p)>0<

& —cosa+cosf>0

< cosf >cosa

Como a e B pertencemao 1.°Qe g >« , entdo
cosf<cosa .

A afirmacéo é falsa.

tan(n+a)-tan(2n+ B) <0 =

S tana-tan <0

< tana <tanpg

Como a e pB pertencemao1.°Qe fB>«,entdo

tan B > tana . A afirmacéo é verdadeira.

cos(5n+a)<0 A sin(-a)>0<

< cos(4n+n+a)<0 A —sina>0

& cos(n+a)<0 A sina<0

o —cosa <0 A sina<0

< cosa >0 A sina <0

Conclui-se que o angulo de amplitude « pertence

ao 4.° quadrante, porque é nesse quadrante que o
cosseno € positivo e 0 seno é negativo.

cos(-a)<0 A tan(n+a)>0<

o cosa<0 A tana >0

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Conclui-se que o angulo de amplitude « pertence
ao 3.° quadrante porque € nesse quadrante que o
cosseno é negativo e a tangente € positiva.

Pagina 57 — Consolida

P(cosa, sina), xe1.°Q

Como y, = ? , entdo sina =g .

3cos(n—a)-tan(-a)=3(-cosa)—-(-tana)=
=-3cosa +tana

J7

2
sin2a+cosza=1©[4j +cosla =1

2 9 3 3
& CoS°a=— & C0Sa=— Vv COSa = ——
16 4 4

Como a€1.°Q, cosa >0.

3
Logo, cosa =—.
4

N
tana = Sina _i=ﬂ
cosa 3 3
4
3cos(n—a)-tan(-a)=-3cosa +tana =
3 N7_ 9.7
=-3X—4—=——+—
43 4 3

A(cosa, sina), B(1,tana), C(0, tana) e
D(0, sina)

BC+AD =

A[ABCD] = 5 xCD

BC =1, AD=cosa e CD=tana-sina

1+cosa

A nsco; =Tx(tana—sina)=

_ (1+cosa)x(tana —sina)

= 5 =

_tana —sina + cosatana —cosasina

= > =
tana - sina + cosar % _ cosa sina

= 5 =

_tana —sina +sina —sinacosa _

= > =

_ tana —sinacosa

2
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Se a==2 , entdo:
3

tan” —sin " cos *
A(*) 3 "3 3

V3 1 3B
IR N P W WY
2 2 2 8
a =E rad —» B(cosﬁ, sinﬁj
3 3 3
;-cos(x-3)
COS—=C0S| T—— |=—-C0S— = ——
. 2n ( j T 3
SIN—=SIN|T—— |=SIN—=——
2
B —Lﬁ e c(—l,oj
22 2
1 3 3 43
- 1 o ¥ O N9
_Achc_( +2jx 2 2%,
A pscy = 2 = > =E55 -
3V3
_ 4 _3\/5
2 8

B(cosa, sina); ae E n[ — C(cosa, 0)

Como «a € [g n[ , entdo:

cosa<0e sina>0.
BC =sina

AC = A0 +0C =1+|cosd| 1-cosa

=
cosa<0
_ACxBC _(1-cosa)sina
o2 2 -

A

=1sina(1—cosa)
2
. 2 |:TL' |:
sina==—e ae|—, @
3 2

2
. 2
S|n2a+cosza=1©(§ +cosla=1<

2 5

S costa=—

9
@cosa=ﬁvcosa=——5
3 3
Como ae[g,n[, cosa<0.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

5
Logo, cosa =——.
3

Area:lxgx 1+§ =
2 3 3

_1(3+5) 3+5
"3 3 ) 9

Pagina 58 — Avalia 1 — Parte 1

O triangulo [AOC] ¢ isosceles.

M: ponto médio de [AC].

0
3
30°
C M A
00330°=ﬂ@£=ﬂam=ﬂ
3 2 3 2

Lado: E:zW:zﬁf:sﬁ

A opcao correta é a (B).
O triangulo [ABC] é equilatero e esta inscrito na
circunferéncia, logo divide-a em trés arcos iguais
[
de amplitude % =120°.

o
1920° _ 5,(3)
360°

N.° de voltas completas: 5

Como 1920°-5x360°=120°, entdo
1920°=120°+5x 360°

-1920°= -120°-5x 360°

Aimagem do ponto A pela rotagéo de centro O e
amplitude —1920° é o ponto C.
A opcéao correta é a (D).

a e]O, n[ e cosa =—%

2
sin2a+c032a=1@sin2a+[—§j =1
S, 16 4 4
o sinffa=— < sina=— v sing=——
25 5 5
Como « €0, 7, sina >0.

Entao, sina = 4 .
5

A opcgéao correta é a (B).
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. . 1
sin(n—a) = sina =3

sin(n+a)=-sina =—(—%j=

. . 1
sin(-a) = -sina =3

W=

sin(2n+a)=sina =—%

A opcéo correta é a (B).
cos&—Stan@=cos 2n+ X |-3tan| n-Z | =
6 6 6 6

= costg)—3£—tan(gD = §+¥ =

_B, 5308
2 2

A opgéo correta é a (C).
41r _ -n—407 _.=

P 2T TR T gn=-T_4x2n
5 5 5 5

—g €4.°Q, logo a afirmacéo é falsa.

Il: a, pe }n, 3—27[[

No 3.° Q, o seno é decrescente, isto &, se a < 3,
entdo sina >sinfg .

Logo, a afirmacgéo é verdadeira.

lll: Se cosaxtana >0, entdo cosa >0 e
tana >0o0u cosa <0 e tana <0, isto &, «
pertence ao 1.° Q ou ao 2.° Q.

Logo, a afirmacéo é falsa.

A opcéo correta € a (B).

Pagina 59 — Avalia 1 — Parte 2

AB="7
B
24,9° 33¢
j D A
— >
20m

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Seja AB=xe DA=y

X

=S
O+y

tan33°=2 A tan24,9°=
y 2

< ytan33°=x A (20+y)tan24,9°=x
ytan33°=(20+y)tan24,9°<

< ytan33°=20tan24,9°+y tan24,9°
< ytan33°-ytan24,9°= 20tan24,9°
< y(tan33°-tan24,9°) = 20tan24,9°

y= 20tan24,9°
tan33°-tan24,9°

Entdo, y ~ 50,1217 .
Donde se conclui que:
x=50,1217tan33°~ 32,5

A altura do Farilhdo &, aproximadamente, 32,5 m.
cos(n+a)=04 A ae]n, 27[[<:>
4
< —cos(a)=—— A ae]n, 2a]
10
2
< cos(a)= 5 A e ]7[, Zn[

Como cosa <0 A ae]r, 2a[, entdo «€3.°Q.

tan(-a) = -tana

1+tan20z=cos12 S 1+tan’a = Yt
a
&)

@1+tan2a=§ @tan2a=%@

V21 V21

stana=— v tana=—
2 2

Como ¢ €3.°Q, tana >0.

V21

Logo, tana =——.
g @ 2

Assim, tan(-a)=-tana = —g .

c0s25%°= x
cos(2365°) =7

2365°
360°

= 6,569(4)

N.° de voltas completas: 6
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41.

4.2,

Como 2365°-6 x 360°=205°, entdo:
2365°=205°+6 x 360°
€0s2365°= cos(205°+6x 360°) =

= c0s205°= cos(180°+25°)

=-co0s25°

=-x

Sendo C[

N|w

,ﬁ],entéo 8(1,\/7].
4 4
Foasc =0A+AB+BC+0C
=1+ﬁ+(1—3)+1

4 4

V7 1
=24+ —+—
4 4

_9+\/7
4

C(cosa,sina)
ae}o,g[—mowoo e sina >0.

B(1, sina)
A(1,0)
Foase; =0A+AB+BC+0C

P(a)=1+sina +(1-cosa)+1=

=3+sina—cosa

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas
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Pagina 60 — Tarefa inicial

A presséo arterial do paciente em observacao
varia entre 80 mmHg e 120 mmHg.

Por observagédo do grafico, sabe-se que a duragéo
de um batimento cardiaco do paciente é de 0,75 s
(intervalo de tempo entre dois maximos ou entre
dois minimos).

1 minuto = 60 segundos

60:0,75=80

A frequéncia cardiaca do paciente € 80 bpm.

Pagina 62

f(x)=sinx, xe [0, 211:]

O maximo de fé 1, quando x =%. Logo, A(g 1)

O minimo de fé -1, quando x = 3—27[ . Logo,

c(@,-q .
2

Zeros dafuncdof: 0, e 2n
Como as abcissas dos pontos B e D séo positivas,

conclui-se que B(n,0) e D(2r,0).

f(x)=sinx, xe[O, 211]
7 T . 7
Ala,— | eae |-, 7 ,logo sina=—.
10 2 10

2
sinfa+cos?a=1 @(%] +cos’a=1<

C>COSZG=ﬂ @COSa:E v cosaz_@
100 10 10
Como ae]g,n{, cosa<0.
Entao, cosa=—@.
10
7
tana = sina 10 =— 7 __@
cosa /51 /51 51
10
Concluséo: cosa:—@ e tana=_7\é?

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

B b,—l ebe n,% , logo sinb=—l.
10 2 10

2
sin’b+cos’b=1 @(—%) +cos’b=1<

e cos?h=—21 @cosb=ﬁvcosb=_@
100 10 10

Como be]n,e’—;[, cosb<0.

Entéo, cosb=—@.
10
7
anpoSNP _ "10 _ 7 _7V51
cosb /51 /51 51
10
Conclusao: cosb=—ﬂ et b—75—\/?

Pagina 63

g(x)=sinx e D, =R
g(g+knj=1,keZ

Nos pontos de abcissa g+ kn,k e Z , afungédo g

assume um extremo, ou seja, o valor 1 ou o valor
—1. Assim, a afirmacéo é falsa.
Os zeros da funcéo seno ocorrem nos pontos de

abcissa n+2km,k € Z, logo a afirmagéo
g(n+kmn)=0,keZ & verdadeira.
4kn=2x2kn,keZ

Como 2kn é periodo da fungéo seno, entdo 4kr

também é. Assim, a afirmacao

g(g 4 4ch) = g(g) k € Z é verdadeira.

g(—E+ 2knj = sin(—E+ 2kn) =
6 6
= sin(—Ej = —sin(ﬁj, keZ

6 6

A afirmacgéo é verdadeira.

Sabe-se que Vx e |n, 27, sinx<0.
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Como 27 é o periodo positivo minimo da fungéo

seno, entdo Vx e |n+2m, 2n+ 27|, sinx <0, ou
seja, Vxe ]37:, 4‘rc[, g(x) <0.

A afirmacgéo é verdadeira.

Vx e i|—1t,—£|:, sinx <0
2

Logo, a afirmacéo Ix e }—n,—%[ :g(x)>0éfalsa.

sinx=0=x=knkeZ
Como sin(-n) =0, a afirmagéo

Ixe ]—3—; —g[ :g(x)=0 é verdadeira.

A(a,-1),ae i|5n, %[ pertence ao grafico de f,

logo:

sina=-1A 66}51':,%[

©a=%+2kﬂ:,k€ZAa€ 5n,@
2 2
11n

sa=—
2

B(b,0),be }571, %[ pertence ao grafico de f,
logo:

sinb=0 A be}Sn,%[@

o b=kn, keZ n be]Sn,%[

< b=6n

1
2

(RO XUHE
f(%j—f(%)=f(%+4nj—f(%+6n)
=f(%+2x2nj—f(%+3x2nj

=f(ﬂ-)_f(n)=\/25—\/§, porque 2n €0

4 3 2

Conclusio: A( ,—1) e B(6m,0)

periodo positivo minimo da fungéo f.

\2-3
2

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

f(&j—f(ﬁj=f(—E+4n)—f[ﬁ+4nj
6 6 6 6
=f(—g+2x27t)—f(7—6n+2x2nj , porque 2n &

o periodo positivo minimo da funcao f .

)

Pagina 64 — Pratica

Vx e }7—;,47{, f(x) = 0 — A afirmagao é falsa, pois

f(3n)=sin(31)=0 e 3ne ]7—;,4n|:.

Aafirmagéo 3x e |-m, [ : f(x) =1 & verdadeira,

porque f(g)=sin(g)=1 e %e]—n, .

Aafirmagdo Vxe |-, n[:f(x)=1 & falsa, pois

f(—g) = sin(—gj =-1e —% € -mnf.

Aafirmag&o 3x e |-m, 7| :f(x) =0 & verdadeira,

pois f(0)=sin0=0 e Oe]-m, n.

B(b,0) e D(d,0); b<0 ed>0

g(x)=0 Ssinyx=0<ox=kn,keZ
k=-1->x=-n

k=0—>x=0

k=1->x=7

k=2—->x=2n

k=3->x=3n

Atendendo a representacéo grafica, conclui-se que
B(-m,0) e D(37,0).
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1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

A(a,1).a<0 e C(c,1),¢>0 81.2. f(x)=sinx e D, [z}

g(x)=1 & sinx =1
O0<siny<1<0<f(x)<1

ox=2412%knkeZ A
2 y
1 T
k=0->x== =
2
B _ 3n P -
k=-1->x= —7 o0 x'
k=1—>x=@
2
Atendendo a representacéo grafica, A[—%, 1] e ,
2 D, =[0.1]
0(57;,1)_ Minimo de f: 0
Maximo de f:1
Assim: A(—S—;A), B(-m,0), C(%A] e Zerode f:m
D(3m,0). 81.3. f(x)=sinx e Df=[5—6n,5—2n}
Conclusao: a=—3—2n, b=-m, c=5—2n e d=3n —1£sinxs1©—1sf(x)s1
A
Y| sn
1172
Pagina 65 — Pratica 5n
6
81.1. f(x)=sinx e D, = %E n
4 2 0 x'
-1
D, =[-11]
Minimo de f: -1
Maximo de f:1
Zerode f:m e 2n
81.4. f(x)=sinx e D, = @ﬁ
4 2
Calculos auxiliares:
—1£sinx£—% @—1sf(x)s—%
sin[ﬁ) = sin[n —Ej = sin (Ej = Q
4 4 4 2 y
1
D} ={_1,*/§}
2

Minimo de f: -1

2

Maximo de f: —
2

Zerode f: =
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Calculos auxiliares:

Minimo de f: -1

V2

Maximo de f:-——
2

f nao tem zeros.

81.5. f(x)=sinx e D, =[—g,f}

3

Minimo de f: -1

3

Maximo de f: —
2
Zerode f:0
. n n
81.6. f(x)=sinx e D, =|-—, —
6 3

—1ssinxs§ @—1sf(x)s73

h

Minimo de f: -1

82.

82.1.

82.2.

83.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

3

Maximo de f: —

2
Zerode f:-m eO0
f(x)=4+sinx e D, =R
Como D, =R, tem-se:

—-1<sinx<1 < 4-1<4+sinx<4+1

< 3<f(x)<5

D~ [3.5]

f(x)=46 A xe]E,@[a
2 2

< 4+sinx=4,6 A xe]g,@{

2
1.1 I *Doc ra [l X
6.666Y7
£1(x)=4+sin (x) £2(x)=4.6
LI = e

(2.4980924.6) (6.926686,4.6)

0.5

WX

n 5-m
2 2

N

Recorrendo as capacidades da calculadora
gréfica, conclui-se que x. ~ 2,498 e x, ~ 6,927 .
BC = 6,927 — 2,498 = 4,429 ~ 4,43

Seja h a altura do triangulo em relagéo a base

[BCI:
h=46-3=16
A - Bcth _ 4,432><1,6 3544535

A medida da area do triangulo [ABC] é,
aproximadamente, igual a 3,5 u.a.

A(0,3); f(x)=sinx e D, =[-m, 7]

P é um ponto mével que se desloca sobre o
grafico de f.

P(x, f(x)), xe [—Tt, 71:]

PA = J(x=0) +(f(x)-3)" =¥ +(sinx-3)
g:[—n,n]—)R

X —)1/x2+(sinx—3)2
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Recorrendo a calculadora grafica, sabe-se que o
grafico de g é o seguinte:

] 1.1 g *Doc rap [I] X

6.6666Y

¥
£1(x)={x2+(sin()-3) |

s

(1.053587,2.377045)

-1t 0.2 n
k 2

Recorrendo as capacidades graficas da

calculadora, conclui-se que o minimo da fungéo g
&, aproximadamente, 2,38.

Pagina 66 — Tarefa 10

1.1.

f(x)=25sinx e D, =R
-1<sinx <1

2,5><(—1)S sinx <2,5x1
-25<f(x)<25

D; =[-2,5;2,5]

1.2. a) Afuncéo f tem trés zeros pertencentes ao

. 51 9n
intervalo | — .

372
f(x)=0=25sinx=0=sinx=0 x=kn, keZ

51 9n
3 2

k=1—>x=ne[—, —
k=2—>x=2n¢e
k=3—>x=3ne
k=4 >x=4nec

k=5->x=bne¢|—, —

Os trés zeros sdo: 2n, 3w e 4x .

2.1.

2.2.

2.3.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

b) Como o ponto A tem abcissa % e pertence ao

grafico de f, entdo a sua ordenada é dada por
f[@j .
3
f(@j = 2,53in[@) = 2,5sin(2n-ﬁj =
3 3 3
= 2,Ssin(—Ej = 2,5(—sin5)
3 3

:2,5[_ﬁj=5[_ﬁ]=_5£

2 2 2 4

c) Como o maximo da funcéo f é 2,5 pretende-se
mostrar que a ordenada do ponto B é 2,5.

Vs =f(9—2nj=2,5$in(%j=

=2,53in[£+4nj=
2

= 2,55in(5) =
2

=25x1=2,5

z=3,5
2

A(% 0) , logo raio =0A =
V(3,5cosx; 3,5sinx)

Seja V' a projecéo ortogonal de V sobre areta r,
de equagdo y =-5. Entdo, V'(3,5cosx; —-5).
d(V,r)=VV'=35sinx—(-5)=35sinx+5
f(x)=35sinx+5=5+35sinx

A funcgao f ndo tem zeros porque a distancia do
ponto V a reta r nunca € nula ja que o ponto V
nunca pertence a retar.

—-1<sinx <1
-3,56<3,5sinx<3,5
5-3,56<5+3,5sinx<5+3,5

1,5sf(x)s8,5
D, =[15,8,5]
Maximo de f:8,5

Minimo de f:15

Significados: As distdncias maxima e minima do
ponto V a reta r séo, respetivamente, 8,5 e 1,5.

42



1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

2.4. f(x)=3 A xe[0,2n] Como ae|m 27|, sina<0.
.lD 3
‘Aa’ - o [§ X Logo, sina=—ﬂ.
Mo v 4
f1(1)=5+3 S sm(x)
Nid
tana = sina _74=77
cosa 3 3
4
Y Conclusao: sina=——7 e tana=—7
£2(x)=2 (2 749838,3\)\(_5§7,4’5:L,3) 4 3
X
. > 86. f(x)=cosx e D, =[0,2n]
-2

86.1. ac|0,=| e f(a)=0,8
Recorrendo as capacidades graficas da < [ 2[ (a)

calculadora, conclui-se que f(a)=0,8 < cosa=0,8

x~3,75rad ou x~ 5,67 rad
f(r—a)=0,8 < cos(n—a)=—-cosa=-0,8

Adi 86.2. fl *_a|=cos E—a)=sina
Pagina 67 (2 J (2

84. f(x)=cosx e D, =0, 2n] sin’a+cos*a=1¢

f 2
Por exemplo: < sina+(-0,8) =1
y & sin*a=0,36

< sina=0,6 v sina=-0,6

Como ae{o,g[, sina>0.

Logo, sina=0,6.

. T .
84.1. f é negativa e crescente em }t, 3—27[[ } Assim, f(i - a) =sina=06.

84.2. f é positiva e decrescente em }0, E[ .
2 Pagina 68

84.3. f é negativa e decrescente em E n[ . 87.1. f(x)=cosx e D, =R

3 f(x)=0Axe[-m3n]<
i o b
84.4. f é positiva e crescente em ]— Zn[ .

2 <:>cosx=0/\xe[—rt,3n]

s
85. f(x)=c05x,xe[0,27t[ @x=§+kn,keZ xe[—n,Sn]
A(a,—%],ae]n, 2n[ , pertence ao grafico de f, k=0—>x=g€[—1t, 3n]
. 3 3n
logo: cosa=—z A ae|m 27| k=1—>x=?e[—n,3n]
z 5n
sin®a+cos’a=1 <:>sin2a+(—%j =1s k=2—>x=?e[—n,3n]
7 J7 J7 k=3—>x=ﬁe[—n3n]
c»sinza:% @sina:Tvsina:—T 2 s
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Entao, xe {2, % 3% 5T
22 2 2
Maximo da fungéo f: 1

f(x)=1/\xe]%,8n}<:>
< cosx=1n }%,Sn]

< x=2knkeZ xe]%,&t}

k=2—>x=4n¢ %,B‘K

k=3—>x=6ne m,&t

2

k=4 >5>x=8ne %,Bn

Assim, x e {687} .

Minimo da fungéo . —1
f(x)=—1/\xe]%,81ti|®

& cosx=-1n ]% 871'}

Sx=n+2knkeZ xe}%,&t]

k=2->x=5n¢ %,815

k=3->x=T7Tne m,Sn

2

k=4 >x=9n¢ %,B‘K

Entdo, x e {7n} .

g(x)=1+cosx e xeR

-1<cosx<1e

1-1<1+cosx <1+1

0<g(x)<2

D, -[0.2]

27 é periodo da fungéo g se paratodoo xe R se

verifica a condigdo g (x+2mn)=g(x).

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

g(x+2m)=1+cos(x+2n)=1+cosx =g(x)
Logo, 27 é periodo da fungédo g .

VxeR,g(x)>0

A afirmagéo é falsa pois D', =[0,2].
Ixe]-m0[:g(x)=0
g(x)=0e=1+cosx=0<cosx=-1<

S x=n+2Kkn, kel

k=-1>x=-n¢l|-nr0[
k=0->x=mn¢|-n0

A fungdo g nao tem zeros no intervalo |-r,0[ .

Entao, a afirmagéo é falsa.

h(x)=-3cosx e D, =R
-1<cosx<1e

< -3<3cosx<3

< 32-3cosx=>-3

< -3<h(x)<3

D', =[-3,3]

Maximo de h:3

Minimo de h:-3

h(x)=0 < -3cosx=0 < cosx=0«
@x=g+kn,keZ

Zeros de hem [0, 2x]: ge 3—27[

* Se Ostg , entdo cosx >0 . Logo,
-3cosx <0, ou seja, h(x)<0.

e Se g<x<3—2n, entdo cosx <0. Logo,
-3cosx >0, ou seja, h(x)>0.

e Se %<x<2n , entdo cosx >0 . Logo,

-3cosx <0, ou seja, h(x)<0.

Calculos auxiliares:

h(0)=-3cos(0)=-3x1=-3

h(2n)=-3cos(2n)=-3x1=-3
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Quadro de sinais da fungéo h no intervalo [0, 2r]:

n 3n
X O E 7 2‘It
h(x) | 3 |- [0 |+ |0 |- |-3

Pagina 69 — Tarefa 11

AP =25m e OA=80m

OAP = xrad

f é a fungéo que, a cada valor de x , faz
corresponder a distancia do ponto P ao solo, em
metros.

Como, em metros, OA =80 e AP =25 (raio da
circunferéncia), entdo conclui-se que:

Maximo de f: 80+25=105

Minimo de f: 80-25=55

f(a) & maximo em [0, 2x] quando OAP = nrad .

Entdo, a=n.

f(b) € minimo quando OAP =2km ke Z.

b=2kn, keZ n be|:77ﬂ,51t],logo b=4n.

Seja Q a projecao ortogonal de P sobre Ox .

1.° Caso:
A

A 25
X

80m

v_|

0

Se xe ]an,g+2kn[,k eZ; ou

xe}S—;+2kn, 27t+2k7t|:, keZ;

COS x =g—§ & AQ=25c0sx

Entdo, f(x)=80-25cosx .

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

80m

v_|

0

Se xe}g+2kn,n+2kn|:,kezg ou

xe]n+2kn,3—;+2kn|:,keZg

PAQ=1t—x

cos(m—x)= AQ  cosx=AQ
25 25

o
< AQ=-25co0sx

Entédo, f(x)=80+(—-25cosx)=80-25c0sx.
3.°Caso: x=2knk eZ,

PO =80-25=80-25cos(2kn)

Entdo, f(x)=80-25cosx .
4.°Caso: x= L +km keZ;

2
A distancia do ponto P ao solo é 80.

80—25003£g+knj=80—25x0=80

PO =80-25 =80 - 25c0s(2kn)

Entdo, f(x)=80-25cosx .

5.°Caso: x=n+2km, ke Z;

PO =80 +25=80-25cos(n +2kn)

Entédo, f(x)=80-25cosx .

Conclusao: f(x)=80-25cosx
f(x)=80-25cosx
f(x+4m)=80-25cos(x+4n)=
=80-25cosx =f(x)

Como VxeR, f(x+4n)=f(x), entdo 4n é

periodo da fungéo f.
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3.2,

3.3.

f(x+m)=80-25cos(x+m)=80-25(-cosx)=

=80+25cosx = (x)

Entédo, = néo é periodo da funcéo f.

a) f(35n)=280-25co0s(35m)
=80-25cos(n+34n)
=80-25cos(n+17x2n)
=80-25cosn
=80-25x(~1)=105

b) f(487)=80-25cos(48)
=80-25cos(0+48m)
=80-25cos(0+12x27)

=80-25co0s0
=80-25x1=55

c) f[mnj 80— 25cos(21nj
4 4
=80—25cos(57?+4nj

=80- 25cos(5n)
4

= 80—25cos(n+£)
4

sl

=80—25x[—f]=80+25£/§

d) f[19nj 80— 25003[1%)
3 3
=80-25cos[g+6nj
=80—25cos(ﬁj
3

—80-25x
2

25 _135

=80-
2 2

xe [611:, 911:] e a distancia de P ao solo é 65 m.

f(x)=65 A xe[6m 9n]

Recorrendo as capacidades graficas da
calculadora, conclui-se que:

1. Trigonometria. Fungdes trigonométr

icas

(A9.77685,65)

\(/6 06004, 6

B

5)

9.

x~19,78 v x~24,21v x ~ 26,06
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Funcées do tipo y =sin(cx) com c#0
Periodo
Valor de ¢ Funcao positivo
minimo
1 y =sin(x) 2n
2 y =sin(2x) T
1 (1
— =sin| —
5 y =si (2 xj 4n
-1 y =sin(-x) 2n
5 y =sin(5x) 2n
5
2 . 2
- =Ssin| ——
3 y =Ssi ( 3 xj 3n
2. O periodo positivo minimo da fungdo y =sinx,

3.1.

3.2,

. 21n
comc#0,é —.

o

y=sinx,com c=#0
" " .. Y
Periodo positivo minimo: 5

l%’l‘=g@|c|=1o@c=1ovc=-1o

Por exemplo: y =sin(10x)

Periodo positivo minimo: 3x
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2n

fel

(2
Por exemplo, y = sin —gx .

w|N

2 2
=3nc>\c\=§c>c=§vc=—

Periodo positivo minimo: 0,4rn

a=0,4nc>‘c‘=5<:c=5vc=—5

2n
Por exemplo, y =sin(5x).

. - . 4n
Periodo positivo minimo: 3

2n  4n 6 3 3
—=—ol=-cld==oc==vec=-
‘c‘ 3 4 2 2

N | w

(3
Por exemplo y = sin _Ex .

Fungées do tipo y =cos(cx) com c#0
Periodo
Valor de ¢ Funcao positivo
minimo
1 y =cos(x) 2n
2 y =cos(2x) n
1 1
= =cos| —
2 y (2 xj 4r
-1 y =cos(-x) 2n
3 y =cos(3x) 2n
3
5 . 5 4n
-= y=sin|-=x —
2 2 5

A partir da exploracao feita na tarefa, conclui-se
que:

Fungdes do tipo y =sin(cx) e y =cos(cx), com
¢ =0, sdo periddicas e o periodo positivo minimo

2n

o

éigual a
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y=bsin(cx),com b=0 e c#0

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

b=1-y =sin(cx),com c=0

Exploracéo da aplicagdo em GeoGebra — ao
cuidado do aluno.

Relativamente a familia de fungdes do tipo

y =bsin(cx),com b#0 e ¢ 0observa-se que:
Zeros: ﬂ keZ

c
Contradominio: [-11]

Periodo positivo minimo: 2n

\C\
c=1->y=>bsin(x),com b=0
Exploracéo da aplicacdo em GeoGebra — ao
cuidado do aluno.
Relativamente a familia de fungdes do tipo

y =bsin(x), com b =0 observa-se que:
Zeros: kn, k e Z

Contradominio: [—\b

b]

Periodo positivo minimo: 2x

)

f(x)=bsin(cx),com b0 e c#0

» Periodo positivo minimo: g

Entgo, 27 =T o || =16 = c =16 v c =16

c 8

» Contradominio: [-3,3]
b|=3<b=3v b=-3

Assim sendo, uma fungao f da familia que
satisfaca as condi¢des do enunciado €&, por

exemplo, f(x)=3sin(16x).

y =bsin(c(x—d)),com b#0 e c=0

Se b=1e c=1, entdo y =sin(x-d)
Exploracéo da aplicacdo em GeoGebra — ao
cuidado do aluno.

Relativamente a familia de fungdes do tipo
y =sin(x—d), observa-se que os zeros se

alteram (d = 0) , mas o contradominio e o periodo

positivo minimo n&o se alteram.
Zeros: d+km, keZ

Contradominio: [-1, 1]

Periodo positivo minimo: 2x
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g(x)=bsin(c(x—d)),com b=0 e c#0

11
D,=|-= =
2]

b\z%,ouseja,bz !

v b=——

Assim,
2

N|=

Zero: X
3

Considerando b= % e c=1, tem-se

9(x)=sin(x~d)

T

Se g é zero de g, entdo g£3j=0.

g(5)=0 @lsin(ﬁ—dj=0©
3 2713
@sinEE—dj=O
3
ot d=knkeZ
3
©d=g—kn,keZ

Sendo k=0, entdo d=g.

Assim, uma funcado g da familia que satisfaca as
condi¢des do enunciado €&, por exemplo:

g(x)= %sin(x—gj

y=a+bsin(c(x-d)),com b=0 e c=0

Fixar, por exemplo, b=1, c=1e d =0e fazer
variar o valor de a.

Exploracdo da aplicagdo em GeoGebra — ao
cuidado do aluno.

Relativamente a familia de fungdes do tipo

y =a+sinx , observa-se que, sendo a=0, os
zeros alteram-se (podendo a fungéo ter ou ndo ter
zeros), o contradominio também se altera, mas o
periodo positivo minimo mantém-se.

Zeros: dependendo do valor de a (pode ou ndo ter

Zeros)
Contradominio: [a - |b|, a +|b]]

Periodo positivo minimo: mantém-se

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Exemplo de uma fungéo da familia que nao tenha

zeros: h(x)=3+ sin[x + %)
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f(x)=2cosx e D, =R

-1<cosx<1e
& -2<2cosx<2
o -2<f(x)<2

D =[-2.2]

f(x)=—%COSx eD, =R

-1<cosx<1e

f(x)=3-cosx e D, =R
-1<cosx<1e

<12 -cosx -1

< 4>3-cosx>2

©2<f(x)<4
D~ [2.4]
f(x)=25+0,25cosx e D, =R

-1<cosx<1e

< -0,25<0,25c0sx<0,25

< 2,25<2,5+0,25c0sx<2,75
<225<f(x)<2,75

D, =[2,25; 2,75]

f(x)=2cos(4x)e D, =R

g ¢ periodo da funcéo fse Vx e R, f(x + g) =f(x)
f(x+72t]=2003(4(x+;D=2008(4x+21t)=
=2cos(4x) =1 (x)

Entao, gé periodo da fungao f.
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f(x)=-3cos(-4x)e D, =R

gé periodo da funcéo fse VxeR, f(x+gj =f(x)
f(x+g) = —3005(—4(x +;)) =-3cos(—4x—2n)=
=-3cos(—4x)=f(x)

Entéo, gé periodo da fungéo f.

f(x)= —1+%cos(4x) eD, =R

gé periodo da funcéo fse VxeR, f(x + g) =f(x)

flx+Z )= 1+ cos| 4] x+ 2 :—1+1cos(4x+2n)
2 2 2 2

=1+ cos(4x) = f(x)

Entéo, gé periodo da fungéo f.

y =bcos(cx),sendo b=0e c#0.

D'= —11 —>\b\=1©b=1 -
22 2 2 2

Periodo positivo minimo:

1

2n
en _ v
2

]

Por exemplo: y = —lcos X
' 2 2

A > 4nc>\c\=%c>c= c=-

1
2

y =bcos(cx) sendo b=0e c#0
D'=[-3,3] >|p|=3<=b=3 v b=-3
Periodo positivo minimo:

T ole|=16<c=16 v c=-16

T 27
T, ,em_ T
8 | 8

Por exemplo: y =3cos(16x)
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f(x)=cosxe g(x)=cos(x—£); D, =D, =R

As coordenadas do vetor de menor norma, com

sentido igual ao do eixo Ox, associado a uma

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

translacéo que aplica o grafico de f no grafico de g

sdo (E,Oj.

4
Fungao f:
f(x)=0Axe[-n, 21| =
< cosx=0A xe[—n,Zn]

_3n
2

m T
SX=—=VX=—-VX
2 2

Zeros de f em [-m,2n]: —g, g e %

Fungao g:
Como o grafico de g é aimagem do grafico de f pela
Y

translacéo de vetor (4 0) , entdo os zeros de g no

. " nnt T n 3n T
intervalo [-m, 2n|sd0 ——+—, —+—e ——+—, ou

n 3n  T=n

- — e R

4 4 4
Zeros de g em [-m, 27]: —E,ﬁ eﬁ
44 4

f(x)=cosxe g(x)=15cos(2x); D, =D, =R

Funcao f:

-1<cosx<1

—1<f(x)<1

D, =[-11]

Funcéao g:

-1<cosx<1

—1<cos(2x) <1

-15<15c0s(2x)<15

—1<f(x)<1

D, =[-15;15]

Conclusio: D, =[-1,1] e D, =[-15;,15]

f(x)=0Axe[-m 21

& cosx=0A xe[-m, 2n]
n T 3n
2 VYTV

Zeros de f em [-7,27]: —g, ge 3—;
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g(x)=0n xe[—n, Zn]c
<15c08(2x)=0 A xe[-m, 2n]
< c0s(2x)=0 A xe[-n, 2n]
©2x=g+kn,keZ/\xe[—n, 27[]

k

n
Sx=—+—
2

=£ ,keZ/\xe[—n, 271]

k=0—>x=Ee[—n, 2‘It]

4
k=1—>x=ﬁe[—n, 211]

4
k=2—>x=57;ne[—n, 2n]
k=3—>x=77ne[—1t, 271:]
k=4—>x=97n€£[—1t, 27:]
k=—1—>x=—Ee[—ﬂ:, 271:]

4
k=—2—>x=—37jce[—n, 211]

k=—3—>x=—57ne£[—‘rt, 2n)

Zeros de g em [-x, 2n]:

3n nmn wm 3n 57 _Tn

4’ "4 4’ 4 4
h(x)=k+g(x), keR
-15<g(x)<15<
o k-15<k+g(x)<k+15
< k-15<h(x)<k+15
D, =[k-15k+15]

O contradominio da funcao h esta contido em R~

se k +1,5 for negativo.

k+1,5<0©k<—1,5©k<—g
ke ]—oo,—§|:

2
A opcéo correta é a (B).

f(x)=a+bcos(c(x+d));a, bc,deR, b=0e

c=0

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Periodo positivo minimo: 2—;

@=Ec>\c\=3c>c=3 v c=-3
el 3
D,=[0.9]
a+|b|=5 a+a=5 2a=5
= = =
a-|p|=0 " |b|=a b|=a
5 5
a=— a=—
< 25© g 5
\b\=f b=—v b=—=
2 2 2
Considerando a=g, b=—§, c=3ed=0:

f(x)= g—gcos(Sx)

Pagina 74

‘.,
—_~
=
SN—

Il

—
©
=}
=
@
O
Il
I
N a
N3
1

A afirmacéo dada é falsa.

)l 5) () ()

A afirmacgdo dada é verdadeira.

el
(3)-erlz)
(- 3)

A afirmacgdo dada é falsa.

el (3)

A fungéo tangente é crescente no intervalo
_nr
22

Como X<Z , sabe-se que tan[ﬁj < tan[ﬁj .
5 3 5 3
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A afirmacdo dada é verdadeira.

3n
f(x)=t 0,27]\4 %, =%
(x)=tanx, x [0, 2n] {2, 2}

f(x)=0 A xelo, 27:]\{%%}@

etanx=0 A xe02r]\] 2 30
22

@x=kn,keZAxe[O,2n]\ E,ﬁ
2 2
Sx=0vx=nvx=2rn

Zerosde f:0, te2xn

A(xA,\?J e B[xs,\f] pertencem ao grafico de f.

f(x)=§c>tanx=ﬁ/\xe[0,2n]\ E,% o
3 3 2 2
b1 b1
SX=—VX=—+T
6 6
b1 n
Sx=—Vvx=—
6 6
Entéo,xA=fexB—7—6n

C(xc,—\/g) e D(xD,—\/g) pertencem ao grafico
def.

f(x)=—x/§©tanx:—x/§/\xe[0,27:]\{%,3—;}@

T T
@x=——+nvx=—§+2n

2n 5n
Sx=—vVX=—

3 3
Entéo,xc=—exD=5—;.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Pagina 75

f(x) =tanx

Sabe-se que a funcéo tangente é negativa em

intervalos do tipo ]—g +km, kn { k e Z e positiva

em intervalos do tipo }kn, g+ km [ keZ.

Assim, o quadro de sinal da fungéo fem [-2x, 0] &:

X 21 —3—; -7 —g
f(x) 0 +| nd |-| 0 [+ nd

A fungao é positiva em ]—27[, —3—;[ eem

feal

. . . 3n
A funcao é negativa em o T eem

Sabe-se que a funcéo tangente é crescente em
. . i i
intervalos do tipo }—2+kn,2+kn[, kelZ.

Assim, o quadro de variagdo da fungdo fem
[Tl:, 37:] é:

f o| /" |nd |/ | nd |/ 0

L 3n 3n 5n
A fungédo é crescente em n,7 ,em 5

5n
—, 3n|.
eem}2 n}

g(x)=tanx
Dg:{xeR:x¢n+kn,keZ}
2

Entéo, os elementos do intervalo [5m, 7] que

nao fazem parte do dominio de g sdo L ;n e
13n
y
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99.2, g(x)=0 A xe]gzn, 7n}c>
<tanx=0 /\xe}gzn, 7n}

c>x=k7t,keZ/\xe}9—2n,7n}

oSx=b5nvx=6nvx=7n

T
o x=—=
6 6

9
Os zeros de g pertencentes ao intervalo };,h}

sdo 5n,6re 7w .

—> ADxEE'
100.1. A ppepe) = Ansen; + Aiaoe; = BC ""T
E
/\
A T D
—

E': Projecéo ortogonal de E sobre AD.
2 8

X X
tan(i) tan(ij
=16+ =
2 2

4 x

2
A[ABCDE] =4"+

4

()

=16+

100.2. f(g)=16+ 4 e

2| ()
— tan| —
tan 2 4
2
=16+—=20
Pagina 76
101.
T 0 r
(o4 ' i
A i / B m
.~ ~-i——-" .
P v
OA=60cm

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

T6P=a,ae E,@
6 6
1m=100cm
1.° Caso: ESa<E
6 2

Seja P’ a projecéo ortogonal de P sobre a reta r.

< PP'=60sina

PP
sina =

60

Entédo, f(a)=100-60sina .

2.° Caso: z <a gﬂ
2 6

Seja P’ a projecao ortogonal de P sobre a reta r.

r

POP'=n-a

P(’;' & PP'=60sin(n-a) &

sin(n-a) =

& PP'=60sina
Entédo, f(a)=100-60sina .

3.° Caso: oz=E

2
f(a)=100-60 = 40
100—605in(gj=100—60x1=40

Entédo, f(a)=100-60sina .

Conclusao: f(a)=100-60sina

Pagina 77 — Tarefa 14

1.1. h(0)=15
1.3. h(3)=05
1.5. h(7)=05

1.7. h(42)=15

1.2. h(1)=05
1.4. h(4)=15
1.6. h(24)=15

1.8, h(53)=05
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1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

2. O movimento do baloico & periédico, sendo que se 1. d(O) = 45+1,53in(0) =45+15x0=45
repete de 2 em 2 segundos. Significa que no instante inicial, a bola encontrava-se

Entéo, o periodo positivo minimo da fungéo h é 2. a 45 cm do fundo da piscina.

A opcgéo correta é a (A).

2. Periodo positivo minimo: 2—: =8

3. h(t)=a+bcos(ct),a,b,ceR e b#0e c#0

4
3.1. %=2©‘c‘=n<:>c=nvc=—n
. . T
Assim, a opcdo correta & a (D). 3. A<sin(t) <1 ‘:’_135'"(Zt)31©
. T
3.2. Se c=n,entdo h(t)=a+bcos(nt). ©_1'531'5S'n(2t)31'5
h(0 b 0
(0)=1 a+bcos(0) =1 ©43,5s45+1,5sin(3t)s46,5
h(1)=0 a+bcos(7r) 4
a+bx1_15 arb=1s _ ©435<d(t)<46,5
N @{
a+b>< a-b= 05 Dd'=[4315;46‘5]
a=15-b a=15-b a=1 ¥, =46,5 (maximo da fungao f)
N N N
15-b-b=0,5 -2b=-1 b=0,5

¥g =43,5 (minimo da funcéo )
Conclusao: a=1e b=0,5

4.  Pretende-se saber quantas solugdes tem a

4. h(t)=12te[30,31]< equagdo d(t) =46, nointervalo [0, 20]

& 1+0,5cos(nt) =12 A t [30,31] Recorrendo as capacidades graficas da

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora conclui-se que, no intervalo [0, 20] ,a

calculadora, conclui-se que t ~ 30,37 . equaggio d(t) — 46 tem seis solucdes.

{EER» *Doc rap [ X

3 Y <{EBR *Doc rap [l X

49.86 Y
f1 (x)=1+0.5- cos(rt- x)

e P N N

£2(x)=1.2 (30%)\ d \/ \/ k

0.2
B0

—yX

w

Donde se conclui que, durante os primeiros 20
Pagina 78 — Tarefa 15 segundos, houve seis vezes em que a distancia da

n bola ao fundo da piscina é igual a 46 cm.
d(t)=45+ 1,5$in(zt)

t : tempo, em segundos, ap0s o inicio da Pagina 79 — Tarefa 16

ondulacéo.

d : distancia, em centimetros, da bola ao fundo da 1. Diametro da roda gigante: 30-2 =28
piscina.

Raio da roda gigante: % =14
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No instante inicial, o Pedro encontrava-se a 16 m
do chéo, ou seja, f(0)=16.

Assim, a fungdo indicada na opgao (B) néo define
a fungéo f, pois, nesse caso:

f(0)=16+14cos0=16+14x1=30

Quando o ponto P descrever um arco de amplitude
grad, ou seja, quando a roda der um quarto de
volta, o ponto P fica a 30 m do chdo. Nesse caso,
tem-se f (g) =30.

Assim, a fungdo indicada na opgéo (D) ndo define
a fungéo f, pois, nesse caso:

f[ﬁj=16+sinﬁ=16+1=17
2 2

Da mesma forma, a funcéo indicada na opgéo (A)
também nao define a fungéo f pois, nesse caso:

f£3j=16-14sin5=16-14x1=2
2 2

Conclusao: A opcao que define a fungéo fé a (C).
Motivo da rejeicéo da opgéo (B): f(0) =16

Motivo da rejeicéo das opgdes (A) e (D):

f(fj %30
2

f[ﬁ)=16+14sin(@j=
2 2

. T
=16+14SIn£§+6‘KJ

=16+14sin(ﬁj
2

=16+14x1=30

Depois de descrever um arco de amplitude % ,

o Pedro esta a 30 m do chéo.

f(m) - 16+14sin(27n) ~27.33
10 10

Depois de descrever um arco de amplitude 217071 ,

o Pedro esta a, aproximadamente, 27,33 m do
chéo.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

g(x)=16+14sin(x-d),deR

Quando x=0 a Rita encontra-se a 2 m do chéo,
ou seja, d(0)=2.
d(0)=216+14sin(0-d)=2 &

& 14sin(-d) =-14 < sin(-d) = -1

~ . T .
Entdo, d podera ser 2 pois, nesse caso,

ol

A opcao correta € a (A).

Pagina 80 — Tarefa 17

x(t)= 4cos£§t+g); te[0,10]

T =6 é periodo da fungdo x se

vt e[O, 10], x(t+6)=x(t)

x(t+6)=4cos(g(t+6)+gj=

= 4cos(gt+ 21'5+E) = 4cos(Et+gj =x(t)

6 3
Assim, conclui-se que 6 é periodo da fungédo x
b1 2n  2m
o=—,logo —=—=6.
3 o T
3

Donde se conclui que 2n =T.
(0]

Sabe-se que f =% , sendo f a frequéncia do
oscilador harménico e T o periodo positivo minimo.
Assim, f=% pois T =6.
d(t)= 5+2cos(nt+g), te[o,12]
-1< cos(nt +E) <1
3
& -2< 2005(nt+%) <2

@335+2cos(nt+g)s7

©3<d(t)<7

Distancia minima: 3 dm

Distancia maxima: 7 dm
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d(t)=5+2003(1tt+g)
Entdo, A=2, m=ne “’=%'

. . . , T
A fase do oscilador harmoénico é 3 sendo a

amplitude igual a 2.
Como a frequéncia é igual ao inverso do periodo e

. , 21 . N
o periodo é = =2, conclui-se que a frequéncia é
Y

igual a 1
3

No caso de se conhecer a pulsagdo, o, pode
obter-se o periodo positivo minimo, T, através de
2n

o

Pagina 81 — Tarefa 18

Recorrendo a uma calculadora grafica, inserem-se
os valores da tabela em duas listas e consegue-se
encontrar um modelo f do tipo

f(x)=a+bsin(cx+d) sendo, neste caso:
a=16,10; b~1,30;, c~0,48e d =0,02

Assim, o modelo encontrado é:
f(x)=16,10+1,30sin(0,48x + 0,02)

Vamos resolver as questdes seguintes
considerando o modelo:

f(x)=16,1+1,3sin(0,48x-0,02)
f(3)=16,1+1,3sin(0,48 x3-0,02) ~ 17,3852
f(3)-17,32~17,3852-17,32 = 0,0652 ~ 0,07

A diferenca entre o valor estimado pelo modelo e o
valor apresentado na tabela da profundidade do
cais é, aproximadamente, 0,07 m.

7 h do dia 1 de outubro > x=7
f(7)=16,1+13sin(0,48x7-0,02) ~ 15,84
Recorrendo ao modelo, conclui-se que a
profundidade do cais as 7 h do dia 1 de outubro
era, aproximadamente, 15,84 metros.

7 h do dia 2 de outubro > x=24+7=31

f(31) = 16,1+ 1,3sin(0,48 x 31-0,02) ~ 17,07

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Recorrendo ao modelo, conclui-se que a
profundidade do cais as 7 h do dia 2 de outubro
era, aproximadamente, 17,07 metros.

-1<sin(0,48x-0,02) <1<

< -1,3<13sin(0,48x-0,02) <13

< 14,8 <16,1+1,3sin(0,48x-0,02) < 17,4

< 14,8<f(x)<17,4

Amplitude da profundidade: 17,4 -14,8 =2,6

A amplitude da profundidade dada pelo modelo é

igual 2,6 metros.

2n
0,48

Periodo: ~13

xe[8, 20]

Recorrendo as capacidades graficas da
calculadora, conclui-se que a profundidade
maxima e minima no cais, entre as 8 horas e as 20
horas do dia 1 de outubro, foi, respetivamente,
17,4 me 14,8 m.

1.1 I8 *Doc raD [l] X

Y £1()=16.1+1.3- sin(0.48- x-0.02)

(16.40413,17.4)

(9.859144,14.8)

B 20

Profundidade maxima: 17,4 m
Profundidade minima: 14,8 m
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Por observagao grafica, sabe-se que o periodo
positivo minimo da funcéo f é 1,25.
Assim, a fungao f pode corresponder a

representada na opgéo (A) ou na opgéo (B) pois

2t _10_5_, 5
8t 8 4
5

Por observagao grafica também se sabe que
f(0)=130.
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Na opcéo (A) tem-se f(O) =130+76cos0=206 ¢,
na opgéo (B), tem-se f(O) =103+27cos0=130.

Entéo, a opgéo correta é a (B).

f(x)= 53in(2x+g) eD =R
Seja T o periodo positivo minimo, entdo
f(x+T)=f(x).

f(x+T)=f(x)c>

cb58m£2(x+T)+%j=53m[2x+gj

¢:53m£2x+2r+gj=5sm(2x+gj

Daqui resulta que 2T =2kn, k € Z , ou seja,
T=knkeZ.
O periodo positivo minimo ocorre quando k =1
eeT=m.
f(x)= 30031377“] eD, =R
Seja T o periodo positivo minimo, entéo
f(x+T)=f(x).

f(x+T)= f(x)

< 3cos ﬁ(x+T) =3cos Smx
4 4

@3008[ﬁx+ﬁ7—j=3005(3ﬂ)
47 4 4

Daqui resulta que 371TT =2kn, k € Z , ou seja,

T=§k,keZ.
3

O periodo positivo minimo ocorre quando k=1 e

eT=3
3

f(x)=200$(§x) eD, =R
Y
Seja T o periodo positivo minimo, entéo
f(x+T)=f(x) .

3 3
f(x+T)=f(x) 2cos£f(x+T)j = 2005(*)() &

T T

= 2003[§+§Tj = 2005[§xj
T T T

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Daqui resulta que 37 — 2kn, k € Z , OU seja,
T
_ 2kn?

3

T

keZ.

O periodo positivo minimo ocorre quando k=1 e

_2n

3

éeT

f(x)=4sin(gx—ﬁj eD =R
n 6

Seja T o periodo positivo minimo, entdo
f(x+T)=f(x).

f(x+T)=f(x)c>

& 4sin(g(x+T)—E)= 4Sin[gx—2j
T 6 6

T
=3 4sin(gx+gT—Ej=4sin(gx—Ej
T N 6 n 6

Daqui resulta que gT =2kn, k e Z , ou seja,
T

T=kn® keZ.
O periodo positivo minimo ocorre quando k=1 e

éT=n’
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f(x) = 4cos(6607x)

Funcéo Periodo positivo minimo

y = 2cos(880m) 2n _ 1
880n 440

y =4cos(698x) 2n 1
698n 349

y =2cos(524mx) or 1
5241 262

y =2cos(660mx) 2n 1
660n 330

A fungéo que representa uma onda sonora mais
grave do que a modelada por f, ou seja, com maior
periodo é a que consta da opgéo (C).

f(x)=acos(bx), abeR\{0} e D, =R
Por observacgéo grafica, conclui-se que o periodo

da fungéo é 9-(-3), ou seja, 12.

f(0)=2«< acos(0)=2<=ax1=2<a=2
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Sabe-se que 2n

6]

a=2; b=2yp=-2
6 6

=12@\b\=g©b=

105.3.Se a=2e b=g , entdo f(x)=2008(%xj.

Se a=2e b=—g,entéo f(x)=2cos(—ng.

No entanto, Zcos[—gx) = 2003[% xj .

Assim, A[S,Zcos(?)) .

2003[5—;) = ZCos(n—gj = 2(—003%] =
- 2(-\?] =3

106. V(t)=2,5- 025cos[’g)

106.1. V(t+4)=25- 025cos[ (”4)]

= 2,5—0,25003[“”“]

=2,5-0 25cos(—+ 21:)

=25-0, 25cos(7;tj V(1)

Como VteRy, V(t+4)=V(t), conclui-se que 4 &

periodo da fungéo V.

106.2. Pretende-se determinar as solugdes da equacéao

V(t) =2,375 que pertencem ao intervalo [0,4].

1.1 *Doc rap [I] X
s v :

£1(x)=2.5-0.25 cos(” =

£2(x)=2.275 2

[ P

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Recorrendo as capacidades graficas da

calculadora, conclui-se que t ~ 0,67 vt ~ 3,33

- d(t)=1+Asin(ot +¢), t €[0,+ |

A: amplitude; A>0
o : pulsagédo; o >0
p:fase; ¢e[0,27]

Periodo da funcéo ¢ 2, logo tem-se:

@=2©w=n
@

Como a fase é g ,entdo ¢ =

n
6
Assim, d(t)=1+Asin[nt+gJ.
—1ssin(nt+5js1©
6
o -A< Asin(nt+g)s A

@1—As1+Asin(nt+gjs1+A

S1-A<d(t)<1+A
=[1-A1+A]

Como a distancia minima de Pa O é 70 cm:
1-A=07<A=03

Assim, d(t) =1+O,3sin[nt+g)_
Distancia de Pa O noinstante { =12,5s:

d(12,5):1+O,3sin(12,5n+gj

=1+0,3sin(12n+n+n)
26

-1+0,3sin| 2+ X | =1+0,3cos| =
2'6 6

=1+0,3x £—1+i £
2 10 2
=1+3J§ =20+3J§
20 20

Adistdnciade Pa O noinstante t =12,5s é

20+3V3 "
20
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1.

21.

2.2,

2.3.

3.1.

Como f(0)=1,f(-n)=1 € = & o periodo positivo

minimo da fungéo f, entdo a opgao que pode
corresponder a fungéo f é a (B).

BR]
T, —
2

A funcgao ftem dois zeros pois o seu grafico

f(x)=2-3sinxe D,{—

interseta o eixo Oxem dois pontos.

»

3 .
Como xe€ [—n, 27[} , sabe-se que —1<sinx<1.
4
y

any
|

-1<sinx <1

1N

< -3<3sinx<3
< 3>-3sinx>-3
< 5>2-3sinx>-1

o -1<f(x)<5

b, -[1.5]

A(-n, f(-n)) e B(0,(0))

Como f(-n)=2-3sin(-1)=2-3x0=2 e
f(0)=2-3sin(0)=2-3x0=2, entdo A(-x,2)e
B(0,2).

A ordenada de C é -1, porque € o0 minimo da
funcéo e a ordenada de D é 5 porque é 0 maximo
da funcao.

Assim ¢[Z.-1] e D[ 2 5.
2 2

A(-w,2), B(0,2), c(%,-ﬂ e 0(3—2",5)

f(x)=sinxe D, =[-=,0] y
-1<sinx<0<
< -1<f(x)<0

B ~[-1.0

3.2.

3.3.

3.4.

5.1.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

f(x)=sinxe D, =[g,n]

O<sinx<1e

<:>0£f(x)£1

0 -[o.1

f(x)=sinxe Df=[—g,n]
-1<sinx<1<
& -1<f(x)<1

D =[-1.1]

f(x)=sinxe Df=[

-1<sinx <1<

& -1<f(x)<1

D =11

A
3 1
3 \
0 x
_5m
6
-1

2

44
2

f(x)=0,75sinxe D, =R
-1<sinx<1e

< -0,75<0,75sinx <0,75
< -0,75<f(x)<0,75

D =[-0,75;0,75]
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5.2.

5.3.

f(x)=0 A xe|:—31t, -g}

< 0,75sinx=0 A xe|:—37t, _g]

& sinx=0 A xe[—31‘t, —g}

Sx=km keZ A xe|:—3n,—g}
ox=-3nvx=-2nv x=-T

Zeros de fem [—31:, —g] 1 -3m -2nte-xn

a) P(cosa,sina), ae }0, g}
A area do tridngulo [POQ] é dada por OQXTPP ,

sendo P’ a projecao ortogonal do ponto P sobre o

eixo Ox.

=A_DBp §><sinoz

OQxPP_ 2 =§sina=0,753ina=f(a)
2 2 4

) Frog =OP+PQ+0Q=1+PQ+3 =2 +PQ

Se a—f entdo P(0,1)e

e

Logo, Reoq = + >

2 2

c) Se a =g , entdo a area do triangulo [POQ] é

dada por f| X |.
P (3)

() 20,75sin[ Z | 0,75x Y3 _3,¥3 _3V3
3 3 2 4 2 8

33

Se a= 5 a area do triangulo [POQ] e— u.a.
d) Nao existe nenhum valor de « para o qual o

triangulo [POQ] ¢ equilatero pois OP =1e 0Q =
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N w

6.

f(x)=2,5sin(3x+fj eD, =R
2

6.1.

6.2.

6.3.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

2—; é periodo da fungao f se:

VxeR, f(x+2—3n) f(x)

f(x+@]:2,55in 3(x+2—ﬂ]+E =
3 3 2

=2,5$in(3x+2n+gj

=2,5$in(3x+g)=f(x)

Entao, 2—; é periodo da fungéo f.

xeR

—1SSin(3x+gjs1©

& -25< 2,53in[3x+g]£2,5

©-25<f(x)<25

D, = [—2,5; 2,5]

Maximo: 2,5

Minimo: -2,5

Pretende-se determinar os zeros de f

pertencentes ao intervalo [2m, 3n], ou seja,
encontrar as solugdes da equagéo f(x)=0 que

pertencem ao intervalo [2m, 37] .

f(x)=0 A xe[2r, 3n]

-

It
=8

=
—

Il

o

i

©

4]

5

(5]

P

+
o |3

05 (6\806784,0) (8.901179,0)
7
R (7.853982,0) 3

X
Sy
>
1LY

-4

Recorrendo as capacidades da calculadora
grafica, conclui-se que ftem trés zeros:
x~6,8vx~79vx~89
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7.1.

7.2.

7.3.

f(x)=1—%sin(2x) e xeD,

Seja T o periodo positivo minimo da fungao f.
f(x+T) = f(x) =

1 . 1 .

RN 1—§sm(2(x+T)) = 1—Esm(2x)
1 . 1 .

=3 1—Esm(2x+2T) = 1—§sm(2x)

Daqui resulta que 2T =2kn, k € Z , ou seja,
T=kn keZ.

O periodo positivo minimo ocorre quando k=1 e

éT=m.
f(n)=1—1sin(2xﬁj=1—fsm(5)=
2 6 3
=1_1 ﬁ_»]_ﬁ:ﬂ
2 2 4 4

1 2
=1-—x—
2 2
_q 2
4
_4-\2
4
Ento, f(“j:""*/5 e f(:"f”‘jJ‘JE .
6 4 4
f(a)=§©1—%sin(23)=§@

wlN

1 . 1 .
= —Esm(Za) =3 < sin(2a) =

f(a—;j=1—;sin[2(a—;)J=1—;sin(23—n)=
= 1—%sin(—(n—23)) = 1—(—%sin(n—2a)j =

1 . 1.
—1+§sm(n—23)—1+§sm(23)—

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

g(x)=1-2cosx e D, =R

-1<cosx<1e

< -2<2cosx<2

< 2>-2c08x>-2

< 321-2cosx>-1

< -1<9g(x)<3

Maximo de g : 3

Minimo de g : -1 y
g(x)=0 A x€[0,2n] & 3

< 1-2cosx=0 A xe[O,Zn] !

@Cosx=%/\xe[0,2n] '

b1 bn
Sx=—Vx=—

3 3 on

C(c,0) sendo ¢ a maior solugao negativa da

1

~ . Y
equagéo cosx =, ou seja, ¢ = -3

Entso, c(—E,oj.
3

a) D,"'=[-1, 3], entdo nao existe nenhum valor

real x , tal que g(x)=—g [—%<—1) . O valor

légico da afirmagéo IxeR: g(x) = —g é falso.

b) Se xe ]gn[ ,entdo —-1<cosx <%.

y

1
-1<cosx<—
2

& -2<2cosx<1

< 2>-2cosx> -1

< 3>1-2cosx>0
<0<g(x)<3

O valor légico da afirmacéo

Vxe En[ g(x)>0 é verdadeiro.
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1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

10.2. f E—x =E©COS[E—XJ=E©Sinx=E
2 3 2 3 3
sinx+cos’x=1<
2
@(g) +cos?x=1
3

9.1. f(x)=cosx A xe[—n, 0[

-1<cosx<1<

1
1<
e -1<f(x) <1 —
D, =[-1.1
2 5
3 & cos x=§
9.2. f(x)=cosx A xe[O, —] a
4 y
c»cos;c——5 v cos;c———5
3 3
—%scos;csh:
T ~
N 0 Como xe[O, 5[ ,entdo cosx>0.

<:>—7Sf(x)s1 1 x

Logo, COSx=§.

, [ V2 } 3
D, =|—,1
2 2
. sinx 3 2 25
Assim, tany=——=—2>-=——="—"—"—
i ¥ Cosx V5 V5 5
3

9.3. f(x)=cosx A xe[—E,E]
2 2

O0<cosx<1e

4
Y=
2
/:\ X 1. f(x)=1—2003(3x]
@OSf(X)S'] 0 1 x 2 4
) 11.1. Seja T o periodo positivo minimo da funcéo f.
D, =10,1
e _ T Entao, tem-se que f(x+T)=f(x).
2
f(x+T)=f(x)<:>
yA
!

9.4. f(x)=cosx A xe[—E,E]
6 3 1 b 1 b1

< —-2cos| —(x+T)|=—=—-2cos| —x
2 4 2 4

w|a

Nla
-

@1—2003 Ex+ET =1—2003(Exj
2 4 4 2 4

O------0
y

Daqui resulta que %T =2kn, k €Z , ou seja,

11]
2’ T=8k ke

O periodo positivo minimo ocorre quando k=1e é

10.  P(cosx,sinx) e Q(-cosx,sinx), com xe[o, g[ T=8.
- 1 m M1 )
PQxRM PQxMO 11.2.f(2)_§—2cos[2x2)_E—Zcos(ij—
A[RPOQ] = A[PQR] _A[PQD] = 2 - 2 )
1 240 1
sendo M o ponto médio de [PQ)]. =57 xU= 2
M (0,sinx) 1 . 1
f(12)=——Zcos[—x12)=——2003(3n)=
Entéo, a area do quadrilatero [RPOQ] é dada por: 2 4 2
1 1 5
2008x(1+sinx)_2005x><sinx B =5_2X(_1)=§+2=5
2 2 -
1 5
= COS X + COS x SiNx — COS X SiNx = COS X f(2)=E e f(12)=5
f(x)=cosx
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f(—a)=%—2003(%x(—a)) = %—2003(—%3] =
=%—2cos(%aj=f(a)=1

f(a+16)=%—2cos(%
)=%—2cos(%a)=f(a)=1

f(-a)=1e f(a+16)=1

=1—2cos Tatan
2 4
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f(x)=2cos(2x) e D, =R

A(0.f(0)), B(;f(gj] e C(mf(n))
f(0)=2cos(2x0)=2cos0=2x1=2
f[g)=2008[2x%j=2c08n=2><(—1)=—2

f(n)=2cos(2xm)=2cos(2n)=2x1=2

T

A(0,2), B[E,—Zj e C(n2)

D, =R, logo
—1<cosx<1e -2<2c0sx<2 e -2<f(x)<2

D, = [—2,2]
O periodo positivo minimo da fungao fé 2—; ,ou

seja, n .

Os extremos da fungéo sdo 2 (maximo) e -2
(minimo).

f(x) =2 v f(x) =2

< 2c0s(2x)=2 v 2cos(2x)=-2

< cos(2x)=1v cos(2x)=-1

= 2x=km, keZ

<:>x=ﬂ, keZ
2

No intervalo [57[, %] as solugdes sédo

5‘It,ﬂTt,6‘It e ﬁ
2 2

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

f(x)=4+3003(ij eD =R
2
Como xe R, tem-se:

-1< cos(ij <1s
2
< -3< 3003(%) <3

@1£4+300$(%]£7

o 1<f(x)<7

5, ~[17]

P(0,7(0)) e 0(23", f@“)]

f(0)=4+3cos(0)=4+3x1=7

f 2n =4+3cos| = =4+3><1=E
3 3 2 2

21 11
P(0,7) e Q[?,Ej

f(x+2n)=4+3005(x+22nj=4+3cos(%+n)=

oo esel 3

Como f(x+2mn)=f(x),entdo 21 n&o é periodo

da funcéo f.

f(x+4m)= 4+3cos(x+24n) = 4+3cos[; +2n) =

=4+3cos(;j =f(x)

Como f(x+4n)=1f(x), entdo 4n é periodo da

fungéo f.

f(—3)=4+3cos[—E
3 6
=4+3x§=4+%

f(mj = 4+3cos(27n) = 4+3cos(37T +6nj =
2 4 4

= 4+3cos(3n) = 4+3cos(n—nj = 4+3(—cosnj
4 4 4

Ne—

=4+ 3COS(EJ =
6

=422

=4+3(—£J 3v2
2 2
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13.5.

14.

15.1.

15.2.

f(34n)=4+3cos(17n)=4+3cos(n+167)=
=4+3cos(n)=4+3x(-1)=1
Entao:

()2 %)-

Valor minimo da fungéo f: 1
f(x)=1x xe[O, 41':]<:>

32

4_7 f (34r) =

@4+3cos(%)=1 A x€[0,4n]
@cos(%j=—1 A xe[0,4n]

©%=n+2kn,keZ A x€[0,4‘rt]

S x=2n+4kn, keZ A xe[0,47c]
S x=2n
No intervalo [0,4x]a fungéo fatinge o valor

minimo uma vez.

D,'= [-2.2], entdo g(x)=2sinx.

D;'#[-11]e D,'#[-2,2]. Desta forma, conclui-se
1 .

que g(x)=_sinx.
2

n & o periodo da fungdo h, entdo h(x)= sin(2x)

i(n)>0,logo i(x)= sin(%j .

Conclusiao:

g(x)=2sinx, h(x)=sin(2x), i(x)= sin(%] e

j(x)=%sinx

Sendo o == , entdo P(cosE, sinE), ou seja,
6 6 6

53

1 V3

PR = 2x5—1 e 0Q = 2><—=\/§

OQ><PQ J_x J§

A[PORQ] 2 2

P(COSa,sina) e R(cosa, —sina), sendo

b

15.3.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

PQ=2sina e OQ=2cos« , logo:

o) 2cosax2sina _4cosasina
(@)= =

Pretende-se determinar o valor de « , pertencente

=2sinacosa

. T P
ao intervalo }0, E[, para o qual a area do losango

€& maxima.
Recorrendo as capacidades graficas da
calculadora, conclui-se que a area do losango &

maxima quando « ~0,79.

{EKR > *Doc rap [l X
b v
fl(\)= sm(‘c) cos(..\‘)
0.7853981,1
0 w’
2
=1
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16.1.

16.2. cos[g+a)=—sina =-

f(x)=1—cos;ce xeR

1

ac[0n] e f(n+a)=§

f(n+a)=1@1—cos(n+a)=%©cos(n+a)=§@
= —cos(a)=§© cos(a)=—§

Como cosa = —% e ae[0,n], conclui-se que

ae2.°Q

sina="?
2 2
sina+cos?a=1 @Sinaz+[—§j 1o

5

C>Sin26=§ @Sina=§ v sina=-——
9 3 3
Como xe€2.°Q,sina>0.

Entao, sina= NS .
3

V5
3
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17. L(x)= O,6sin[gx)

T

171. 1< sin(ngﬂcy
T

< -06< O,GSin(ng <06
T

<-06<L(x)<06
D,'=[-0,6; 0,6]

17.2. As abcissas de A e de B sdo zeros da funcgéo L.
Recorrendo as capacidades graficas da

calculadora, conclui-se que x, ~—4,935¢

x5 ~4,935.
{EKR > *Doc rap [I] X
34V
2
f1 (x)=0.6- sin|—-x
b1
(-4.924802,0) y
0.2 e -
S " (4.934802,8)
-3

Assim, AB=2x4,935=9,87~9,9.
A largura da parede em que é feita a projecéo é,

aproximadamente, 9,9 metros.
18.  f(x)=acos(cx)

Periodo positivo minimo: 2—;

Considerando ¢ =3, entdo f(x)=acos(3x).
f(n)=-1<acos(3n)=-1 ax(-1)=-1=a=1
Neste caso, f(x)=cos(3x).

g(x)=acos(cx)

De forma analoga se concluique c=3v c=-3.

Se considerarmos ¢ =3, entdo g(x)=acos(3x).
1 1 1 1
g(O)—Ec)acos(O)—Eﬁax1_5©a—5

Neste caso, g(x)= %cos(3x) .

19.

19.1.

19.2.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

11n 11 1) 1 11n
fl— |+g| —— |=cos| 3x— |+—=cos| 3x— |=
3 6 3 2 6

=cos(11r)+ %cos(%) =cos(m+1 0n)+%cos(3—27t + 4n)

=cos(n)+%cos[@j=—1+lx0=—1

ae [O, E[
2
Preco da ligacédo de P a B: 1,50 €/km

Preco da ligacédo de B a C: 1,20 €/km
Taxa de saida: 2 €

2 2

C
[

A

8km

tana =T©TB=4tana

BC=AC-AB=8-4tana
O custo, em euros, do servigo efetuado pelo taxi é

dado por:
2+15xPB+12xBC

f(oz)=2+1,5><C 4 +1,2><(8—4tana)

{01724

=2+ +9,6 —4,8tana

Cosa

-4 8tana

=116+ 6
cosa

Se « =% , entdo o custo final é dado por f(gj .

f(fj=116+445i4——48wn(5jz1553
5 5

=

O custo final se « =g é, aproximadamente, 15,53 €.
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f(x)=tanxe D,={xeR:x¢g+kn,keZ}

D, =R

f(x)=1<tanx =1

% ¢ solugéo da equacéo e, como f &€ uma funcéo
periédica de periodo positivo minimo =, também
séo solucdes da equacgéo %— me %+ 7, OU seja,

3n _ 5n . 3n b1
-—e — . Assim, x, =——, x, =—
4 4 4 4

e x, =

7-
f(x)=-1< tanx=—1

—% € solucéo da equacao e, como f € uma fungéo
periddica de periodo positivo minimo =, também

~ ~ ~ b . 3n
séo solucdes da equacgéo _Z+ 7, OU Seja, i

Assim, xg =—% e xg =f
f(x)=0 sStanx=0 o x=kn, keZ
O menor zero positivode fé .
f(x)=0 ©tanx=0 & x=kn, keZ
O maior zero negativode fé —x .

O periodo positivo minimo da fungdo fé = .
Aafirmagéo Va, S <0, n]\{g} .Se a < f3, entdo
tana < tan g é falsa. Por exemplo, se a =0e

/)’=37j[entéo: tanag =tan0=0

tan g =tan 3n —tan|n-Z|=—tan® = 1
4 4 4

Assim, tana >tang.

Df={xeR:x¢%+%,keZ} e f(x)=tan(2x)

f(x+%) = tan(z(ﬁgn =tan(2x+m) =tan(2x)=f(x)

Como VxeD,, f[x +%] =f(x), conclui-se que g

€ periodo da fungéo f.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

f(%j = tan(z(kznj] =tan(kn)=0keZ

Entao, os numeros do tipo % ,com k eZ sado

zeros da funcgéo f.

h=50e9e]o,§[
2

tan«9=£ = tan€=L@ r =50tan@
h 50

O perimetro do circulo limitado pela trajetéria da

esfera é dada por 27r .

Entdo, f(0)=2nx50tand =100xntand .

f() = 500 < 100ntand = 500 <

S tand = 500 = tan€=§
1007 T

Como 1+tan®d = % , tem-se:
cos“ 4

2
1+(§j $<:>1+2—§ 1

= 2 = 7,
b cos“ 6 b cos“ 6
w2 +25 1 7
T =5 &C0s0=,|—
b1 cos“ g O n°+25
T
< cosf =

Jn? +25
(1) Como 96]0, g[ , entdo cosd >0.

A opcéao correta é a (B).

T

ae]O,E[ e BAC=1Z
3 3

O triangulo [ABC] é retangulo em B e BAC =% .

D
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Entéo:
x) BC BC —
tan| X =8¢ _BC L BCc-1043
[] AB(:\/_ 107 B
AD+PC —
b) A[APCD]=72 xCD

tana =%@§3=10tana

PC =BC-BD =103 -10tana
Assim, a area do trapézio [APCD] é dada por:

10+/3 +104/3 - 10tana .
2

_20Yy3-10tana
2

10=

10

=(10J§—5tana)x1o
=1004/3 - 50tana

24.2. Pretende-se determinar « e ]O, g[ tal que a area

do trapézio é igual a 150, ou seja:
100+/3 —50tana =150

Recorrendo as capacidades graficas da

calculadora, conclui-se que « ~ 0,43 .

rap [l X

< RN » *Doc

00 v
| £1(x)=100- 3 -50- tan(x)

\

(0.4345188,150 )w

’w>J;1
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25.

25.1.

AOP=xrad e xe E,E
4 2

A reta r é tangente a circunferéncia em A, logo é
definida pela equagdo x=1.

A(1, O)e D(O, 1)
Sendo a=% , entdo 8(1, tangj , OU seja,

B(1.4/3).

25.2.

26.

26.1.

26.2.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Como [ABCD] é um trapézio retangulo, entdo
c(0,43).

B+CD ——

A[ABCD]=TXB =
V3++/3-1
== x1
2
_2J3-1

2

Se « =% , a area do trapézio é 2v3

Sendo AOP = xrad , entdo B(1, tanx) e
C(0, tanx) .
f(x)= tanx+tanx—1X1
2
__ 2tanx-1
2

=tanx—1

2

12

—1£cos[n(t+6)]s1©
12

< -4< 4cos(n(t+6)] <4

T(t)=21+4cos[n(t+6)j, t<[0,24]

12
o 17£21+4cos[7[(2;-6)]s 25

< 17<T(t)<25

Temperatura maxima nesse dia: 25 °C

Temperatura minima nesse dia: 17 °C

Amplitude térmica nesse dia: 25°C-17°C=8°C
Pretende-se determinar durante quanto tempo,
nesse dia, a temperatura foi inferior a 20°C. Temos
de resolver graficamente a condigéo:

T(t)<20Ate[0,24]
4] 1.1 g *Doc rap [l] X
o7 v

f1 (X)‘:Z 1+4- cos(n. (x+6))

9

£2(x)=20 *
\‘\
(0.9®( 11.03483,20)
o 2%




Coordenadas dos pontos de intersecao:

I (O, 965;20) e I, (1 1,035;20)
T(t)<20Ate[0,24] < te]0,965;11,035
11,035-0,965 =10,07

Conclui-se que, nesse dia, a temperatura foi inferior
a 20 °C durante, aproximadamente, dez horas.

2nt 5n

f(t)=0, 75008(T+€)

F(1)=0,75c0s[ 221, 9% ) _ 0 75c0s[ 274 2T |
3 6 36

=0,7500$[9—;j 0, 75cos[32“j -0,75x0=0

f(1)=0
1 segundo apés o inicio do movimento, a esfera
encontra-se na posicdo de repouso.

f(t+3)=0,75005[ 5

= 0,75005[

—075005(ﬁ+2 j

2nt + 67 571:)
+
3

2nt 511] (l‘

=0, 75005[?+—
Como teD,, f(t+3)=f(t), entdo
3 é periodo de f.

f(t)=0 A te[0,10]<:>

@075cos(%+%) 0 A te[0,10]

(Znt 57‘5)
< cos|—+— (=0
3 6

@%“Lﬁzﬁﬂm,kez A te[010]

@@_—gmn,kez A te[0,10]

3
<:>t=—1+%,keZ A te[0,10]
2 2

A te[0,10]

<:>t=1vt=§vt=4vt=ﬂv
2 2

vl‘=7vt=177vt=10

No intervalo [0,10]a fungdo admite sete zeros.

N(t)= 04003[ jte[010] t=0-12h
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12 horas > t=0
N(0)=0,4cos(0)=0,4x1=0,4
As 12 horas, o desvio do nivel da 4gua em

relacdo ao nivel médio era de 0,4 m.
14 horas > t=2

N(2)= 0,4005(27?[j = 0,4cos(gj =0,4x0=0

As 14 horas, o desvio do nivel da agua em
relacdo ao nivel médio era de O m.
15horas > t=3

N(3)= 0,4cos£ﬁj = 0,4cos£n—£j =
4 4

= 0,4[-cos(2jj =0,4x [-*/25] --0,22~-0,28

As 15 horas, o desvio do nivel da agua em
relacéo ao nivel médio era, aproximadamente,
-0,28 m.

Seja T o periodo positivo minimo da fungdo N.

N(t+T)=N(t) =

@0,4005[ ] 04cos %t

@0,4cos[nt+n7-j O4cos(%tj
TtT nt

@04003 T =0,4cos| —

Daqui resulta que T =2kn, k€ Z , ou seja,

T

=8k, keZ.

O periodo positivo minimo ocorre quando k=1e é

T

=8.

Pretende-se determinar t €[4,6], tal que

N(t)=-0,25.

Re

cal

2l 1.1 14 *Doc

My

0.1

£1(x)=0.4- cos(n. '\')
4

£2(x)=-0.25

correndo as capacidades graficas da

culadora, conclui-se que t ~ 5,1404 .

rap [l] X

4

iy x

5.140396,-0.25 )

67



51404 =5+ 0,1404
1h =60 min
0,1404x60=38,424~8

A situagéo ocorreu passadas 5 horas e 8 minutos
apos o inicio da observacao, ou seja, as 17:08.
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f(x)=1+sinx xe |:5—6n,7c]

Se xe [5—67[15] , entdo:

OSSinxSlc>
2

v

@1£1+sinx£g

<:>1sf(x)s§

2
D - [1, ﬂ
2
A opc¢éao correta é a (B).
A(50) ¢ of%0f3)
2 2 2

g[ﬂj=2—cos(ﬁj=2—0=2
2 2

Ent3o, D(i;,zj e AD=2.

O minimo da fungao f, definida por f(x)=cosx, é
-1.

cosx=-1x=n+2kn, keZ

A abcissa de B corresponde a segunda menor
solucéo positiva da equagéo anterior, ou seja, a
3n . Entdo, B(3m,—1).

Sabe-se que no ponto C a fungdo g admite um
maximo.

Sabe-se que:

-1<cosx<1 o 1>2-cosx>-1<
©322-cosx21<1<g(x)<3

Maximo de g: 3

Entéo, y. =3 e, como [ABCD] é um trapézio,

Xo =3m.

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

C(3n,3)e BC=3-(-1)=4

BC+ AD
A[ABCD] = ?X h=

4+2 [ 3th
=—x|3n——
2 2

6 3=n
= — X —
2 2
_on
2

A opcgao correta é a (A).

Seja T o periodo positivo minimo.
2n

f(x)=1—2$in(1tx)—>7'=?=2
g(x)=cos(£)—>T=E=4n
2 1
2
. mx 2n
h(x)=sm(—j—>T=—=4
2 u
2
2n

i(x)=2+2005(2x)—>T=7=n

A opcgéao correta é a (D).

Das representacdes graficas apresentadas, as que

sao fungdes periodicas positivas sdo (A) e (B). No

caso da representacgao grafica (A), o periodo
positivo minimo é 4. No caso da representagéo
grafica (B), o periodo positivo minimo é 2.
Assim, a opgao correta é a (A).

f(x)=0/\xe]ﬁ,m|:<:>
2 2

7n 11n
stanx=0Axe |—,—
2 2
<:>x=kn,keZAxe}E,m[
2 2

Sx=4nv x=5n

A funcao ftem dois zeros que pertencem ao

. 7n 11n

intervalo |—,—| .
2 2

A opcéao correta é a (C).
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f(x)=-cosxe g(x)=%+2$inx
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D, =D, =[0,x]
Como C é o ponto de intersegdo do grafico de g

com o eixo das ordenadas, entdo C(O, g(O)) .

1 1 1

g(0)=—+2sin0=_+2x0=—. Entédo, C|0, 1 .
2 2 2 2

B(x0), tal que f(x)=0.
f(x)=0/\xe[0,7c] <:>—COSx=O/\xe[O, TC]<:>
< cosx=0 A xe[0n] <:>x=%
Entao, B(E,oj.
2
Como xe[0,n], entdo: yT

O<sinx<1e

< 0<2sinx<2

. 5
o =< +2$|nxs5 0 x

N =
N[ =

(x) <

IA
«Q

)
N[ =

Maximo de g: —

Nl No

Entdo, a ordenada de A é g .

A(x, gj , tal que g(x)=§ .

5

g(x)=gAxe[0,n]©%+23inx=§ A xe[0,n]

osinx=1 xe[0n]ox=" . Entao, AT, 2.
2 2'2

A[ABC] = % , sendo C’ a projecéo ortogonal

de C sobre AB.

AB-2eCC'=F_0-T
2 2 2
5 n bn

— X —

_2 2_4 _5m
/4[ABC]_ 2 - 2 - 8

P(cosx,sinx), xe [0, E[

B(1tanx), xe [o, E[

A(O, tanx), Xe |:O, §|:

c(01)

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

A[APC] = AC%PP , sendo P’ a projecéo ortogonal

de P sobre o eixo Oy .

AC=1-tanx e PP'=cosx

F(x) = (1-tanx)cosx _cosx—tanxcosx _

2 2
cosx— SN¥ og
Y cosx 0" cosx-sinx
2 2

C(x)=293,85+126,28sin(0,44x +116)
x:n.°do més

¢ :consumo do gas natural (KWh)

Més de setembro > x=9

C(9) = 293,85 +126,28sin(0,44x 9+1,16) =
= 293,85 +126,285in(5,12) ~ 178

O consumo de gas natural no més de setembro
foi, aproximadamente, 178 KWh.

Recorrendo a calculadora grafica, através da
construcdo de uma tabela de valores, verifica-se
que o consumo de gas natural foi minimo no més
de agosto. O valor correspondente a esse
consumo foi, aproximadamente, 168 KWh.

Preco por KWh: 0,1285 € (sem IVA)

Més de outubro > x =10

C(1 0) ~ 210 (valor obtido na calculadora)
Valor sem IVA: 210x0,1285 = 26,99

Taxa de IVA: 23%
Valor correspondente ao IVA: 26,99x0,23 ~ 6,21

Valor total a pagar: 26,99 + 6,21= 33,20

O custo, em euros, correspondente ao més de
outubro foi 33,20 €.
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ACB =180°~BAC — ABC = 180°-50°-70°= 60°
C

50° 70"‘
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Aplicando a lei dos senos:
sin50° sin70°  sin60°

a b 6
sin50° sin60° sin70° sin60°
= A = L
a 6 b 6
a 65sin50° _ 6sin70°

= ADb=
sin60° sin60°
< ax~53Ab~65
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[ABCDEF | & um hexagono regular inscrito na
circunferéncia de centro O.
DBA=a e FED=p

O angulo DBA esta inscrito numa

.. ~ . . - T
semicircunferéncia, logo é reto. Entdo, « = i
O hexagono, sendo regular, divide a circunferéncia

em seis arcos iguais, de amplitude 2—6n =g cada.

4x T
3

2 3

ﬁ:FED=7F’2D=

. . . . 2n . n
sina —sinf =sin——-sin—=1-sin| n—— |=
2 3 3

1sin®oqM3_2-3
3 2 2

ACB =180°~(110°+40°) = 30°

Pela lei dos senos:

sin30° sin40° —— 40sin40°
=——oAC=——
40 AC sin30°
Entao, AC ~514.
sin30° sin110° —= 40sin110°
=——BC=—""—"—
40 BC sin30°

Entdo, BC~ 75,2 .

Assim, AC~514cm e BC~752cm.
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Pela lei dos cossenos:
x? =E2+%2—2XEX§CXCOSE®
o x2=32+52_2x3x5xc0s70°

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas

Como x>0, entéo:

x=+/34-30cos70° ~ 4,9

Pela lei dos cossenos:

x? =E2+ﬁ2—2xﬁxﬁxcosﬁ©
o x2=42125%_2x4x%x25x%xcos130°
< x?=22,25-20xcos130°

Como x>0, entdo x =+/22,25-20c0s130° ~ 5,9 .

Pela lei dos cossenos aplicada ao triangulo [ACB]:
AB° =AC’ +BC -2xACxBCxcosC

& AB’ =9+64-48c0s78°

& AB’ =73-48c0s78°

Assim, AB =+/73-48c0s78° ~7,94 .

Entdo, AB~7,94m.

Pela lei dos cossenos:

%2 =E2 +E2 —2x ABx AC xcos BAC <
52 =42 16% - 2x4xB6xcosBAC

< 48cosBAC =27

& cosBAC = 9
16

Sabe-se que:
sin® BAC + cos’ BAC =1

o sin?BAC =1- 2]
256

o sin?BAC =112

256
Como 0°< BAC <180°, sinBAC = 1/1£ 57 .

256 1
5V7
tanBAC = —196 = —5\/7
16

5\7 5\7

cosBAC =g , sinBAC =YL e tanBAC =220
16 16 9

Pela lei dos cossenos:

a?=32+5%-2x3x5%xc0s120° <
& a® =9+25-30cos(180°—60°)
< a° =34 +30cos60°

< a° =34+30><%

< a’=49
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7.2.

Como a >0, entdo a=7, como se pretendia

mostrar.

Pela lei dos senos:

sinC  sin120°
=

5 7
~ i 0
osinC= 5xsin60
7
4:>sin(3=51£

sinC+cos’C=1<

2
@(51\?] +cos?C =1

4:>cosz(3=E
196
& cosC = % , pois ACB é um angulo agudo.
tanC = sm(i o tanC =@
cosC 1
siné=ﬂ,cosa=ﬂ etan6‘=@
14 14 11

1. Trigonometria. Fungbes trigonométricas
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