Priopoestaside resollcao

da unidade! 2 dermanual

Recorda e Aplica
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1 ry—gx+E
7 55

s (v, y)=[0, -%]+k(2, _3), keR

11. m =—

Um vetor com direcdo da reta r &, por exemplo,
u(s,2).
1.2. Um vetor diretor dareta s é v(2, -3).

Entéo, m, =_—3=—§.
2 2
1.3. ny=—x+—
Y=5""%

Se x =0, entdo y=?.

Areta r passa no ponto de coordenadas (0, E) .

Uma equacéo vetorial da reta r é:

(x. )= (o, %)m(s, 2). keR
3 ~ . .
1.4. m, = —5 logo uma equacéo dareta s é do tipo
3
=——x+b.
y 5 X
Como o ponto de coordenadas (0, - %) pertence

areta s, sabe-se que b= —% .

Entdo, areta s é definida pela equacédo y = —%x—% .

2.t (x,y)=(4 -4)+k(-2,1), keR
A: ponto de intersecdo da reta t com o eixo Ox
A(x,0) e Aet, logo tem-se:

(x,0)=(4,-4)+k(-2,1), keR

c{x=4_2k®{x=_4 - A(-4,0)
0=-4+k | 4=k

B : ponto de intersecdo da reta t com o eixo Oy

B(0,y) e Bet, logo tem-se:

(0,y)=(4,-4)+k(-2,1), keR

0=4-2k k=2
= =3
y=—4+k y=-2

B(0, -2)

AB=B-A=(0,-2)-(-4,0)=(4,-2)
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3.1.

3.2,

41.

4.2,

5.1.

u(-2,1) e v(3,2)

o) i -J2r 7 - 5

b) [V|=v32+22 =13

c) u+v=(-2,1)+(3,2)=(1,3)
Ja+v] =V +32 =10

d) -2u=-2(-2,1)=(4,-2)
|2 = 4> + (-2)° =20 = 215

a) W:%(&-z&):%((—zn)—z(s,2))

1 1

-3 ((2.1)-(6.4) - 5(-8.-3) <
b) 3u-w=vo3(-2,1)-w=(3,2)

=(-6,3)-(3,2)=w (-9, 1) =w

X(—%, 1) — ponto médio de [SU]

u(1, 3)
SU =2XU

XU=U-X=(1, 3)—(—%, 1):(%, 2]

Entéo, SU = 2[3 2):(3, 4)

2
2
| - /(E] 2 8ia B0
2 4 4 2
r(-1,0,3) e s(1,-2,-1)
t=-r+2s=—(-1,0,3)+2(1,-2,-1) =

=(1,0,-3)+(2,-4,-2)=(3,-4,-5)

o)
2
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52. r+2f=-so2t=-s-ro
2t=-(1,-2,-1)-(-1,0, 3)

©2f=(-1,2,1)-(-1,0,3)

©2{=(0,2,-2)

@?=1(o 2,-2)
5(0.2,

o t=(0,1,-1)

6. u(50,0), v(0,-2,0) e w(0,0,7)

6.1. u+v=(50,0)+(0,-2,0)=(5-2,0)

H&+\7H = /52 +(—2)2 +02 =29

6.2. AB=-Uu+v+w
(-5,0,0)+(0,-2,0)+(0,0,7)
-5,-2,7)

A opcéo correta é a (A).

Tema 1: Declive e inclinagao de uma reta
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2. Produto escalar

2. 6=A0P=32°e OA=8m
Desnivel da rampa: AP
tan3,2° = A—; < AP =8xtan3,2°, ou seja,
AP ~0,45m

Pagina 103

1. Inclinacdo dareta r: 0°
Inclinagéo da reta s : 35°

2.1. Como o triangulo [ABC] & equilatero, a amplitude
de cada um dos angulos internos é 60°.
Entéo, BAC = 60°
Inclinagdo dareta AC: 8°+60° =68°

2.2. Inclinacéo da reta BC : 68°+60°=128°

A opcéo correta é a (A).
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3x
11. OP: y=4—8 e xp =952

_ 3x952
P7 48

P(952; 59,5) e A(952,0)

=59,56

AP 595
OA 952
Neste caso, a regra néo foi cumprida.

1.2. P(875,54), logo A(875,0)

=0,0625 = 6,25%

£=ﬁz0,0617, ou seja, 6,17%
OA 875

Neste caso, a regra também nao foi cumprida.

13. OP. y=" ey, =52
y 17 Yp

52=%<:>x=52><17<:>x=884

P(884, 52)
AP _ 52 0,0588, ou seja, 5.88%
OA 884

Neste caso, sim, a regra foi cumprida.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

r:y=mx+b e s:y=mx

Para cada valor de m verifica-se que as
inclinacdes das retas r e s s&o iguais.
Conjetura: Retas com o mesmo declive tém a
mesma inclinagéo.

Considerando valores de m positivos, verifica-se
que o angulo associado a inclinagdo da reta é
agudo.

Considerando valores de m negativos, verifica-
se que o angulo associado a inclinagédo da reta é
obtuso.

Conjetura: Se o declive da reta for positivo, entao
o angulo associado a inclinagdo é agudo. Se o
declive da reta for negativo, entdo o angulo
associado a inclinagdo é obtuso.

r:y=mx+bes:y=mx

1.° ¢ :inclinacdo dasretas r e s .

2.° Ao cuidado do aluno.

3.° Comparando o valor de m com o valor de

tana , conclui-se que m=tana .
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4.° Conjetura: A tangente trigonométrica da

2. Produto escalar

Pagina 107 — Pratica

inclinacao de uma reta nao vertical é igual ao

declive da reta. 7.
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3.1.

3.2.

41.

4.2,

a) Areta r passanos pontos A(-1,2) e B(3,0).

Seja 6 ainclinagcéo dareta r .

0-2 2 1

3-(-1) 4 2

tanfd=m, =

b) s:y=-15x-1
Seja « ainclinagdo dareta s .
tana =m, =-15

tana =-15 e 90° < o <180°

a=tan'(-15)+180°~123,7°

a) Como AE =BE , entdo: ABE = BAE = 28°
Inclinagéo da reta BE : 180°—28° =152°
b) Inclinagédo dareta BC : 180°—-90°-28° =62°

a) Asretas ED e BC sé&o paralelas, logo tém o

mesmo declive.
Mgp = My =tan62° ~ 1,88
b) Asretas CD e BE sao paralelas, logo tém o
mesmo declive.

Mep = Mg =tan152° ~ -0,53
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5.1.
5.2.
5.3.
5.4.

A reta que tem menorinclinagdo é a s .
A reta que tem maior declive é a r .
A reta que tem maior inclinacdo éa r.

A reta que tem maior declive éa ¢ .

A(-2, 3) e B(3,-1)
Como @ é ainclinagédo da reta AB , entdo:

13 4 4
tan@=m,, =— > -“*__2
e =3 (2)" 5 5

A opcéo correta é a (D).

9.2.

8.1.

8.2,

9.1.

AB: y=%x—2
Como AeOy, entso A(0,-2).

BeOx e Be AB, logo tem-se:
1

O=—x-2ox=4
2

B(4,0)

Inclinagéo da reta BC : 135°

Declive da reta BC :

m =tan135° = tan(180° - 45°) = —tan45° = —1

A equacéo reduzida da reta BC é do tipo
y=-x+b.

Como B(4, 0) pertence a reta BC , entéo tem-se:
O=-4+b=b=4

BC: y=-x+4

Logo, C(0, 4), pois CeOy e CeBC.

Conclusgo: A(0,-2), B(4,0) e C(0, 4)

Seja « ainclinagdo dareta r .

m, =tana

Sabe-se que o +6 =180°, ou seja, 0 =180°-« .
tané =tan(180°-a) = —tana = -m, =-0,4

£=90°-«

_sin(90°-a) cosa _

tan /5 = tan(80°~) = (907 —a) ~ sinw

__ 1 1 _10_5_
“tana 0,4 4 2

2,5

A opcéo correta é a (B).

a) Como areta r € paralela a reta de equagéo
y =-x,entdo m, =-1.

Seja 0 ainclinagdo dareta r .
tand=-1A90°<0<180° <
& O =tan"(-1)+180° < 0 =135°
b) Seja « ainclinagdodareta s .
a+80°=135° < o =55°
mg = tan(55°) ~ 1,4

A opcéo correta é a (A).
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2. Produto escalar

10.1. Be Oy, logo B(0, y). 3.1. H?HxHHchosB=x/ﬁx\/%x00360°=
Como B e AB, tem-seque y; =6.
8 = 260x1=2x/&x1=\/@
Entso, B(0, 6). 2 2
. . ~ , . AB AB 1 AB
Seja M o ponto de intersecéo das diagonais do 3.2. cosf=7—cos(B0%)="—-—="—
=)0 "2 o
losango. M(0, 3)
Seja « ainclinagédo dareta AB . @E=@
tana =m __3
AB 2
Pagina 109
Como o triangulo [ABM] & retangulo em M: agina
. . BM 11.1. (CR, CS)=130°
tan(MAB)=%©tan(180°—a)=%© ( ' )
—=~—==\ 180°-130° 50° o
3 (3) 3 3 3 1.2, (UT [ CS)=————="-=25
o-tano=— |- |==—= - =—
AM 2) AM T2 AM o
o 11.3. (SR, UT) =180°
oS AM =2
Entdo, A(2,3) e C(-2, 3). 11.4. (URTS)=0°
Vértices do losango: O(0, 0), A(2, 3), B(0, 6) 11.5. (ﬁfﬁ)=90°—25°—65°
e C(-2,3) 11.6. (RC |, TU) = 180° - 25° = 155°
10.2. ¢ :inclinagéo dareta AO L
1M.7. (RT =50°
a0 3 (RTUS)=50
tand=m,o=—-=- € 0°<#<90°
2-0 2 -
) 12. AB=AC e BAC=110°
1+tan? g = — @1+(§j 1 B 1
cos? 6 2 cos’d 4 cos’d ABC = AR = 180°=110° _
© 00820 =2 & cosh = —2— v cos O = ——=— —n
13 3 13 12.1. (CA | CB)=35°
C 0°< 8 <90°, sabe- 0>0. A —
omo 0°<6 < sabe-se que cos@ > 12.2.(CA,BA)=110°
2J13
Entéo, 0=———. .
niao, co80="13 12.3. (BC | AB)=180°-35°=145°
sind A
Como tand = , conclui-se que: = °-110° = 70°
p—y q 12.4. (AC,BA) 180°-110° = 70
sin6=tan0xcosa=§x@=@
2 13 13 Pagina 110 — Tarefa 2
Tema 2: Produto escalar 11.a13.
r' N
y
Pagina 108 — Tarefa inicial )
1. F=AC=C-A=(2,5)-(1,2)=(1,3)
B
d=AD=D-A=(6,3)-(1,2)=(5,1) I i
I !
2. HI?H:\/12+32:x/ﬁ; 8H=\/52+12=J% 5 CNCIRE: >
1 X
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2. Produto escalar g

2 A2.0), B(4.9) 0 B(4.0) 15:3.3) .5 [l ccos{i ) -
3.1, |OA| =[] =v2?+0? =2 =2x3xcos(180°) = 6x(-1) =6
3.2 H@H:H\;H=\/42+32=@:5 b) W\;:‘WHxH\?chos(v—v:G):3x\/§x%:3
3.3. H@H - |B-0] =|(4,0)-(0,0)| = (4, 0)| = Calculo auxiliar:
Nrora o= +2* = 75
cos(vT/j\—/):i w
41. U-v=0AxOB'=2x4=8 J5

A

4.2. a) Como o triangulo [OBB'] é retangulo em B": c) w-i= VT/HXH?HXCOS(V—V , t)=
cos(AéB):% =@=@xcos(Ao“B) =3><\/ﬁ><(—\/?_3j=—9
Como AOB = (ZJ ) \?) , conclui-se que: Calculo auxiliar: w
@:@xccs(&:\—/) cos(v—v:?)=cose T 0
b) ax@Porfz.a)&X@XCOS(Zl:‘;): Cosmgoo_e):%@
=HL—IH><H\;H><COS(L—IT\;) @—cose=%@cose=—%
d) u-v=ullx|v xcos(ﬂ:\—/)
Pagina 111
] ] o =2><\/§><(—\/1§j:—2
134 Jul =3, |v]=25 e (¢, v)=42° Calculo auxiliar:
l.—l-\—/=HL—IH><H\;H><COS(I.—I:\—/)=3><2,5><COS42°~5,57 cos(ﬂf\—/)=003a 7
o
- - A Sabe-se que: u
13.2. Ju| =8, |v|=4 e (ulv)=115° 1 m
cos(180°-a)=—= <
e e B J5
u-v=HuHvachos(u,v)=8x4xcos115°z—13,52 1 1
o —cosa "5 < cosqa = 5
14. Se u-v<0, entdo cos(ﬂ:\—/)<0.
Como 0°< (fl ) \7)3 180° e cos(ft ) \7)< 0, entao Pagina 112
~1<cos(uv)<0. 16.1. AB-AB =|AB[ = 4B’ =34
Assim, a opgéo correta é a (C). Como o triangulo [ABC] é retanguloem C:
15.1. 0(-2,0), v(1,2), w(3,0) e {(-3, -2) AB’ = AC’+BC < AB =5°+32 < AB =34
15.2. a) HfH _ (_3)2+(_2)z _13 ; , 16.2. CA-CB =0, porque CA1CB.
L " 16.3. B—C~A—B=B—C~(—§4)=—(B—C~§4)=
b) cos([:j?)=cos6’=£=i / I I
AC 13 ¢ =—(HBCH><HBAH><COS(BC , BA))=
c) E-f=||ﬁ||x||f||xcos(fl:f)= :_(3“/&)(\/2_4):_9
=2x13x 3 =6
J13
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ld]=3. |v|=5. (u.v)=0 e u-v=9

17.1. u-v =|u]x|v|xcos(u v} = 9=3x5xcos0
@9=1500$9@COS«9=%

17.2. (2u)-v =2(d-v)=2x9=18

17.3. u-(-v)=~(u-v)=-9

17.4. (-3[1).\? =—3(a.\7)=—3x9=—27
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1.1. W—(&+\7)=W~u+w-v=
= |wlx[uxcos(w )+ [w]~|v]xcos(w' v)
=3x4xcos180°+3x6xcos180°
=12><(—1)+18><(—1)=—12—18=—30

12 G-(V4w)=d-veiw=
= o[ <cos{ v} o <cos( )
=4 x6xcos0°+4x3xcos180°
=24><1+12><(—1)=24—12=12

1.3. (W—&)-&:W&—Z;&:

=[]y cos(w v)-Jul

V|xcos(u’v)
= 3x6xc0s(180°) - 4x6x cos(0°)
—18x(~1)-24x1= 1824 = 42

14, 2w-(u-v)=(-2w)-u-(-2w)-v =

= -2(w-u)+2(wv)

2(HWH <[ xcos(w - )+ 2] < xcos(w v)

(

(

-2(3x4xcos(180°))+2(3x6x cos(180°))

—2(12x(-1))+2(18x(-1)) =24 -36 =12

2. A—D-E=A—D.(A—B+B—c)=ﬁ.A—B+AD.BC

= 0+HADHxHB—Cchos(A—D:B—C)=2x2xc050°

ADLAB

=4x1=4

2. Produto escalar

3. W-R:W~(2xﬁ)=(ﬁ+ﬁ)~(2ﬁ)=

~2[a0| +0-36
Calculo auxiliar:

AO=0-A=(-3,3,0)

|AC| = (-3)* +3% +0? = Vo +9+0 =18
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18.1. HZJH

HVH 4«/—ecos(u v)

u-v= HUH Hvchos u, v =3x4/2 2

/ﬁ N‘%‘

JEJ 12
18.2. HZIH=5, H\7H=3 e (u : v)=30°

u-v= HuHvachos(u , v) =5x3xc0s30° =

V3 153
=15x —=—
2 2

18.3. HZIH=3 e H\?HCOS([J:\;)=8,5
Z:-G:H&HXH\?chos(&f\7)=3x8,5=25,5

18.4. ZIHXHJH —-7e (Z: ) &) -135°

u-v= H[JH x H\?HxCOS([J ] \7) =7xcos(180°-45°) =

= 7x(-cos(45°)) = h[-f] =

18.5. |u] = 4, H\"/H=5 e (a:a)=1130

u-v =|Uujx

v xcos(f/ ) \?) = 4x5xcos(113°) ~ ~7,81

191. @ =60°; #=120°; f=60° ¢ AB=4
Justificaggo: Como o hexagono [ABCDEF| &
regular, sabe-se que os triangulos [AOB],
[BOC]|, [DOE], [EOF] e [FOA] sao

equilateros. Sabe-se que OA =4.

19.2.3) AB-AO =|AB|x|AC|x cos(ﬁ ) To) =

=4x4xcos[5§]=16x;=8
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20.

20.1.

20.2,

b) AB:DA=|AB|x|DA|xcos(AB DA) =
= 4x8xcos(120°) = 32x cos(180° - 60°)
= 32x(-cos(60°)) = 32x (—%j =-16

¢) EF-AB=|EF|x|AB|xcos(EF  AB)-

9
=4><4><COS[120°]=16><(—;)=—8

d) EF-BC = |[EF|x[BC|xcos(EF  BC) -
— 4x4xcos(180°) = 16x(~1) = -16

e) CF-DE =|CF|x|DE|xcos(CF ’ DE) =
— 8x4xcos(0°) = 32x1=32

f) ED-AD = |ED|x|AD|xcos(ED’ AD)-

=4><8><COS(60°)=32><%= 16

M : ponto médio de [BC]

C(4,0) e D(-1,2)
CD=\/(4+1)"+(0-2)° =25+ 4 =29
P asco) = 4xCD = 429

O triangulo [ABM] é retangulo em B e

BM = @ , porque M é o ponto médio de [BC].

Aplicando o Teorema de Pitagoras, tem-se:

—2 —2 —2 —2 2 @2
AM° = AB” +BM" = AM :(@) +( j o

2
®m2=29+§ AMZ—EQ AM = 145
4 Am>0 2
AB 29 229 229

a=—= = = =
AM 145 145 29x+/5
2

_2 2
5 5
29
COSH=%=L=@= @
AM 145 145 J29x5
2
_ 1 Y5
5 5

2. Produto escalar g

20.3. a) MA-MB = HWH X HWH X cos(m A WB) =

V145 29 205 5 29
=———X——XC080 =——x—=—
2 2 4 5 4

b) MA.DC = HWHX HD—CH x cos(M—A ) D—C) =

J145 295

== 29 xcos(90°+0) = > x(—sing)

=292\/§x(—0080!)=292\/§><(—2\5/gj=_29
) BC. WA - B x |1 «cos(BC | WA) -

=@x\/gﬁxcos(180°—6’)=zgfx(—cos‘g)

2 | 5 2

21. Uv=-4,w=-20c¢ HZ:H:s

214, vaw =v-(-2u) = -2(v-u) = -2(u-v) =

=—2><(—4)=8

21.3. w-(u-v)=(-2u)-(u-v)=(-20)-u-(-2u)-v
= 2(0-u)+2(a-v) = -2l +2x(-4)

=-2x32-8=-26
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— 12 — - — -
22.1. Hu+vH =(u+v)-(u+v)=u-u+u-v+v-u+v~v
-2 - - - - —112 -2 - - —112
=l o vea v < ful +2(a-v) 4]y

22.2. (fl+\7)~(fl—\7)=u-u—u~v+\7~f1—\7»\7=

[l a7 | =l -

23. ﬁ-fB:G?A)-E b ¢
N 0
= 1(C/3+BA) .AB
2
'56.184).28 A B
-|~CB+-BA| - AB 6
2 2
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=[1€B].E+[Jajﬁ
2 2

([ P —
=§(CB-AB)+E(BA-AB)

= 1o-Y(aB.2B)
CBLAB 2 2

=0—1HA—BH2 _ e2-_18
2 2

24, HPH=40, HHH:G e w =160

w = HﬁHxHachosﬁ < 160 = 40x 6 x Ccos @

< 160 =240co0sd < cosl =@ & cosd =g
240 3

0 =cos™ [g) ~ 48,19°
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25. u(-3,2), v(2,-1) e w(-1, 4)

251, u-v=(-3,2)-(2,-1)=-3x2+2x(-1)=

25.2. w-v=(-1,4)-(2,-1) = -1x2+4x(-1) =

25.3. 2u-w=(2(-3,2))-(-1,4) = (-6, 4)(-1,4) =
=(-6)x(~1)+4x4=6+16=22

25.4. (a+v)-w=((-3,2)+(2,-1))-(-1.4) =
=(=1,1)-(-1,4) = (-1)x(-1) +1x4=1+4=5

25.5. (3v)-(u-w)=(3(2,-1))((-3,2)~ (-1, 4)) =
= (6,-3)(-2, ~2) = 6x(-2)+(-3)x(-2)
=-12+6=-6

26.1. u(1,2) e v(-2, 3)
u-v=1,2)(-2 3)=1x(-2)+2x3=-2+6 =4
Como u-v>0 e U e V n3o sdo colineares,

entdo o angulo formado pelos vetores uev e

agudo.

26.2,

26.3.

26.4.

271.

27.2.

27.3.

27.4.

2. Produto escalar

u(-5,1) e v(2,-3)
u-v=(-51)(2,-3)=-5x2+1x(-3)
—_10-3=-13

Como u-v<0 e u eV nao sio colineares,

entdo o angulo formado pelos vetores uev e

obtuso.

u(-3,1) e v(2,6)
u-v=(-3,1-(2,6)=-3x2+1x6=-6+6=0
Como u-v =0, entdo o angulo formado pelos
vetores u e v é reto.

u(4,1) e v(1,-5)
u-v=(4,1-(1,-5)=4x1+1x(-5)=4-5=-1
Como u-v<0 e u eV nao sio colineares,

entdo o angulo formado pelos vetores uev e

obtuso.
u(-1,4) e v(k+1,-2)
Ulveuv=0s(-14)(k+1,-2)=0c
< (-1)x(k+1)+4x(-2)=0< -k-1-8=0
< k=-9
u(-1,4) e v(1-k, k)
Ulveuv=0s(-14)(1-k k)=0=
& (-N)x(1-k)+4xk=0< -1+k+4k=0
<:>5k=1<:>k=1

5
u(-1,4) e v(2k, k+1)
ulveuv=0s(-1,4)(2k k+1)=0s
& (-1)x(2k)+4x(k+1)=0< —2k+4k+4=0
o2k=-4ck=-2
u(-1,4) e v(k*-5,1)
Ulveuv=0ec(-1,4)(k-5,1)=0
& (-1)x(k*=5)+4x1=0 -k’ +5+4=0

ok?’=9< k=3vk=-3

31



Pagina 117

28.

28.1.

28.2,

28.3.

28.4.

28.5.

29.1.

29.2,

29.3.

u(0,-1,2), v(1,2,-1) e w(3,-2,1)
u-w=(0,-1,2)-(3,-2,1)=
=0x3+(-1)x(-2)+2x1=0+2+2=4
wov=(3,-2,1)(1,2,-1)=

= 3x1+(-2)x2+1x(-1) =3-4-1= -2
a-(-v)=(0,-1,2)-(-1,-2,1)=

= 0x(<1)+(-1)x(-2)+2x1=0+2+2=4
(u-v)-w=((0,-1,2)-(1.2,-1))-(3,-2,1) =
=(-1,-3,3)-(3, -2, 1) = (~1)x3+(-3) x(-2) + 3x1

=-3+6+3=6

(~v)-(u+w)=(-1,-2,1)-((0, -1,2)+(3,-2,1)
=(-1,-2,1)-(3, -3, 3) = (-1)x3+(-2)x(-3) +1x3

=-3+6+3=6

u(1,0,2) e v(1,-2,-1)
u-v=1,0,2)-(1,-2, -1) = 1x1+0x(-2) + 2x (1)
=1+0-2=-1

Como u-v<0 e U e Vv ndo sdo colineares,

ent3o o angulo formado pelos vetores u e v &

obtuso.

u(-5,-2,1) e v(-2,6,2)
u-v=(-5-2,1-(-2,6,2)

= (-5)x(-2) +(-2)x6+1x2=10-12+2=0
Como u-v =0, entdo o angulo formado pelos
vetores U e v é reto.

u(-1,1,2) e v(-2,0, 6)
u-v=(-11,2)(-2,0,6)=(-1)x(-2)+1x0+2x6
—2+0+12=14

Como u-v >0 e osvetores U e V n3o sio

colineares, entdo o angulo formado pelos vetores

u e v éagudo.

30.1.

30.2.

30.3.

30.4.

2. Produto escalar

=2+6+5=13

Como u-v >0 eosvetores U e V n3o sdo

colineares, entdo o angulo formado pelos vetores

U eV éagudo.

u(-1,1,3) e v(k+1,-2, k)
ulveuv=0s(-1,1,3)(k+1,-2,k) =0
& (1) x(k+1)+1x(-2)+3xk =0 &
<:>—k—1—2+3k=0<:>2k=3<:>k=%

u(-1,1,3) e v(1+2k, k2, 0)
Ulveuv=0s(-1,13)(1+2k k*0)=0<
& (-1)x(1+2k) +1xk* +3x0=0

<o -1-2k+k?>+0=0

o k?-2k-1=0
_2+4+4
T2
_2+22
2

sk

<k

ok=1+v2 vk=1-+2

u(-1,1,3) e v(-k, 3+k, 1)
ulveuv=0s(-1,1,3)(-k, 3+k,1)=0

& (-1)x(-k)+1x(3+k)+3x1=0<=

o k+3+k+3=02k=-"6ok=-3
u(-1,1,3) e v(k, 0, k?)
Ulveuv=0s(-1,13)(k0,k)=0c

& (-1)xk+1x0+3xk?* =0 -k +0+3k* =0

© 3k -k=0ck(3k-1)=0ck=0v 3k-1=0

(:)k=0vk=1
3
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31.1.

AB-DC =(-1,-6)-(-1,-3)

=(-1)x(-1)+(-6)x(-3)=1+18=19

32



31.2,

31.3.

31.4.

32.

32.1.

32.2.

BD-2j=(6,4):(0,2)=6x0+4x2=0+8=8

BC-(~i)=(5,1)-(-1,0)=5x(-1)+1x0
=-5+0=-5 )
AC-DA=(4,-5) (-5, 2) = 4x(-5)+(-5)x2

=-20-10=-30

h=6
P, =16 < 4AB=16 < AB=4
Situagao |

A(4,0,0), B(4,4,0), C(0,4,0), b)

a)

0(0,0,0) e V(2,2,6)
b) OA=A-0=(4,0,0)-(0,0,0)=(4,0,0)
CV=V-C=(2,2,6)-(0,4,0)=(2,-2,86)
OA-CV=(4,0,0)(2,-2,6)=
=4%x2+0x(-2)+0x6=8+0+0=8

33.1. a)

R : ponto médio de [BC]

R ﬂ,ﬂ,w , ou seja, R(2, 4,0)
2 2 2
T : ponto médio de [BV]

7[4+2 442 048} o seja, T(3,3,3)
22 2

CR=R-C=(2,4,0)-(0,4,0)
AT=T-A=(3,3,3)-(4,0,0)
CR-AT =(2,0,0)-(-1,3,3)= 0
=2x(~1)+0x3+0x3=-2+0+0=-2

Situagao ll

Como o triangulo [AOB] é retangulo em O,

aplicando o Teorema de Pitagoras, tem-se:

AB’ =OA’+0B’ = 42=0A"+0A < 16=20A <

@8=&2§0&=J§@&=2ﬁ

A(2v2,0, o), B(0, 22, o), C(-2v2,0,0),

c)
D(0,-2v2,0) e V(0,0,6).

S : ponto médio de [AV]

2. Produto escalar

|

2\/§2+0, OJZFO, OZGJ , OU seja, S(\/E, 0, 3)
0S=5-0=(v2,0,3)-(0,0,0)=(+2,0,3)
BO=0-B=(0,0,0)-(0,2V2,0)=
=(0,-2v2,0)
0S-BO=(+2,0,3):(0,-22,0)=

= V2%0+0x(-212)+3x0=0+0+0=0
CS=5-C=(v2,0,3)-(-22,0,0)=
-(3v2,0,3)
OV=V-0=(0,0,6)-(0,0,0)=(0,0,6)
CS-0V =(3+2,0,3)(0,0,6) =
=3v/2x0+0x0+3x6=0+0+18=18

P e Ox, logo P(x,0)
CB=B-C=(0,-2)-(4, -1)=(-4, -1)
CP=P-C=(x,0)-(4,-1)=(x-4,1)
CB-CP=0&(-4,-1)(x-4,1)=0c

& (-4)x(x-4)+(-1)x1=0

4:)—4x+16—1=0<:)x=$

PeOx e CB-CP=0, logo P[?,Oj.

POy, logo P(0, y)
AP=P-A=(0,y)-(-2,1)=(2, y-1)

AD=D-A=(2,3)-(-2,1)

(4.2)
AP-AD=0&(2,y-1)-(4,2)=0s
< 2x4+(y-1)x2=0
©8+2y-2=0y=-3

PeOy e AP-AD=0,logo P(0, -3).
P € Ox, logo P(x, 0)
BA=A-B=(-2,1)-(0,-2)=(-2, 3)

AP=P-A=(x,0)-(-2,1) =(x+2, -1)

33



BA-AP=0(-2,3) (x+2,-1)=0&

<:>(—2)><(x+2)+3><(—1)=0<:>

@—2x—4—3=0@x=—%

PeOx e BA-AP =0, logo P[—%,OJ.

33.2. AC=C-A=(4,-1)-(-2,1)=(6,-2)

AT =T-A=(k*,9-k)-(-2,1) = (k*+2,8-k)

Se o angulo formado pelos vetores AC e AT &

obtuso, entdo AC-AT <0.

C-AT <0< (6,-2)(k*+2,8-k)<0
© 6x(k*+2)+(-2)x(8-k)<0
& 6k?+12-16+2k <0 < 6k* +2k-4<0
©3k2+k—2<0©ke]—1,§[

Calculo auxiliar:

1+ 1-4x3x(-2
32+ k-2=0c k= x3x(-2)

2x3

f=—4

—1+4/25

sk v k=-1

=
Il
WIN
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34.

Como C e Ox, entdo C(x, 0, 0).

A(-1,2,1) e B(3,-1,2)
CA=A-C=(-1,2,1)-(x,0,0)=(-1-x,2,1)
CB=B-C=(3,-1,2)-(x,0,0)=(3-x,-1,2)
Se o triangulo [ABC] é retangulo em C, ent&o:
CA-CB=0&(-1-x,2,1)-(3-x,-1,2)=0

& (~1-x)x(3=x)+2x(-1)+1x2=0

& -3+x-3x+x2-2+2=0x2-2x-3=0

=Zi,l4—4x1x(—3)

2

X Sx=3vx=-1

Entéo, C(3,0,0) ou C(-1,0,0).

35.

2. Produto escalar

F=F+F,, |F|-5000, [F]-8000 e
(R F)=s50°

-

[Fl =17+

o - Ff )
el el )

= 5000 x 8000 x cos (50°)

=40 000 000cos(50°)

Assim, tem-se:

|7+ Fsz = 50002 +2(40000000cos (50°)) + 80002

e|R+ /—in =89 000 000+ 80 000 000cos(50°)

& |[F+ £ = \/89 000 000+ 80 000 000cos(50°)
& [F+F|~ 11850

A intensidade da forca F é, aproximadamente,
11850 N.
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36.

36.2.

u(-4,3), v(-2,-2) e w(-1,1)

H&H = (-4)*+3% =5
= (=2 +(-2)* =B =22

cos(ﬁ\?)— uv___ 2 ___2_ __1 2
' v 5x2v2 1042 542 10

v

u

X

Recorrendo a calculadora, conclui-se que

(fl . \7) =cos™ [\1/3} ~81,9°
(

Assim, conclui se que (\? i vT/) =90°.
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2. Produto escalar g

6.3, (-u w)="? 37.3. (u-v w)="?

(-u)-w =(4,-3)-(-1, 1) = 4x (~1) +(-3)x1 u-v=(0,1,-2)-(2,2,-1)=(-2,-1,-1)
=—4-3=-7 (u-v)-w=(-2,-1,-1(-1,3)
H“WFW* = (=2)x(-1)+(-1)x3+(-1)x1=2-3-1=-2

AREEE
oo 1R - 5 o= 757 -

[l 52~ o

(@)W s
Recorrendo a calculadora, conclui-se que cos(u—-v . w g _ )
( )uvwa_J_
. L[-742
(—u , W)=COS [Jz171,9°
10 _-2J66 _ 66
) 33
37. u(0,1,-2), v(2,2,-1) e w(-1,3,1) Recorrendo & calculadora, conclui-se que
37.1. R af 86 Lo
( ) (u v, W) cos [ 33 J~104,3
u-v=(0,1-2)-(2,2 -1)=0x2+1x2+(-2)x(-1)
D
=0+2+2=4 38.
A<>C
H&H =,0?+1 +(—2)2 =5
B
H\?H =22 + 22 +(—1)2 =/9=3 ﬁ(3 1)
cos(—“): uv 4 45 B(2,1)
v 5x3 15 D(2 3)
Recorrendo a calculadora, conclui-se que e
(BC'CD)="

(&:\;)=COS_1 ﬂ ~53,4° . .
15 BC=C-B&C=B+BC<C=(2,1)+(3, 1)<

37.2. (v w)="? =C=(5,2)

vew =(2,2, =1)-(-1, 3, 1) = 2x(=1) +2x 3+ (1) x1 CD=D-C=(2,3)-(5,2)=(-3,1)
=-2+6-1=3 BC-CD=(3,1)(-3,1)=3x(-3)+1x1=-9+1=-8
V| =22 +2% +(-1) =o =3 [BE| =3+ 7 =<0
W] = (=1)* + 32+ 2 = VA1 leo] - (3«7 =io

N 3 Jﬁ BC.CD -8 -8 4
cos(v , W) = ‘V—VH 3\/— cos(BC CD) HBCH HCDH \/_Ox\/_ 0 5
Recorrendo & calculadora, conclui-se que Recorrendo a calculadora, conclui-se que
(v:w)=cos™ (*/111—1] ~72,5° (BC ' CD)=cos” (-%] ~143,13°
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39. Como o pentagono é regular e esta inscrito na

circunferéncia, divide-a em cinco arcos iguais de

o

amplitude 360

,0ouseja 72°.

39.1.

—

A—BTA—E)=72°

oy 720

39.2. AD,BD) 5 =%

—

39.3.

—

E)f&\)ﬂzo

40.1. Sendo « o angulo formado pelo eixo Ox e areta
AB , entdao o =27°.
40.2. Sendo 6 o angulo formado pelo eixo Oy e a

reta CD, entdo 0 =180°-90°-27°=63°.
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41. r:y=3x-1
s:(x,y)=(2,0)+k(-1,2), keR
411.a) m, =3
Um vetor diretor da reta r é, por exemplo,
r(1,3).
b) Um vetor diretor dareta s €&, por exemplo,
s(-1,2).
41.2. r-s=(1,3)-(-1,2)=1x(-1)+3x2=-1+6=5

|| = JP#+32 =10
Is| = JE 422 =5

o~ el r-s
cos(r : s) = ‘cos(r : s) = FME =
35
J10x4/5 /50

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

ae 5
r,s =cos1()=45°
(rs)=0s"| 55
42.1. Um vetor diretor da reta BE:
BE=E-B=(0,0,2)-(2,2,0)=(-2,-2,2)

2. Produto escalar

Um vetor diretor da reta BD:

BD=D-B=(0,2,2)-(2,2,0)=(-2,0,2)

BE -BD=(-2,-2,2)-(-2,0,2)=4+0+4=8
[BE| = (-2)° +(-2)° +22 =12 =23
Hﬁ)H (22 +02+22 =8 =22

. [eED
cos(BE ; BD) = ‘cos(BE , BD)‘ - W -

__ 8 _ 8 _2
C23x242 46 6

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:
2E " BR) _ 1 i . o
(BE , BD) = cos ( %) 35,26

42.2. Um vetor diretor da reta AC:
AC=C-A=(0,2,0)-(2,0,0)=(-2,2,0)

Um vetor diretor da reta DM:

DM=M-D=(1,0,2)-(0,2,2)=(1,-2,0)
AC-DM=(-2,2,0)-(1,-2,0)=-2-4+0=-6

[AC] = (-2 +22 +0 =B =
o] = %+ (-2 +0? =B

cos(G D)< eos(c o = /2SO

facl<ow]

|-6| 6 3

T 2/2x¥5  2J10 Y10

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

(A—C A W) =cos™ (3j ~18,43°

J10
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11. SP=P-S=(-2,2)-(2,-2)=(-4, 4)
RS=S-R=(2,-2)-(0,-10)=(2, 8)

1.2. SP-RS=(-4,4)-(2,8)=-8+32=24
57 =i+ =52 a2

HR—SH =22 +8% =68 =217
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1.3.

21.

2.2,

2.3.

«5-58) SP-RS 24
c0s(SP RS)~ [spl[rs] " VB <27 -
24 _ 3
834 34
Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

SP " RS)=cos™ 3 ~ 59°
(57:75)-eon'( )
-10-2 -12
MR ()" 2

b) Seja 0 ainclinacédo dareta PR .
tangd=-6 A 90°<6<180° <

< 0 =tan"'(-6)+180° & O ~ 99,46°

B(4,0,4) e V(2,2V15,2)

AC=C-A=(4,0,0)-(0,0,4)=(4,0,-4)

AV =V -A=(2,2V15,2)-(0,0,4)= (2,215, -2)

AC-AV =(4,0,-4)-(2,215,-2)=8+0+8=16

HRH = /4% +0? +(—4)2 =\32=42

[AV] = 22 + (2415) +(-2)" - BB - 2417

AC-AV 16

cos(AC AV)

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

(A—C A W) =cos™ (2 ~ 70°

&)

M : ponto médio de [CV]

C(4,0,0) e V(2,2V15, 2), entdo

M4+20+2JE 0+2
2 ' 2 2

j, ou seja,

M(3,415,1).
a) Um vetor diretor da reta AM:

AM =M-A=(3,15,1)-(0,0, 4)

=(3,J1_,—3)

Um vetor diretor da reta CM:

CM =M -C=(3,415,1)-(4,0,0)=(-1,+15, 1)
AM-CM = (3,15, -3)(-1,15,1) = -3+15-3=-9

HACH HAVH T a2x217 B4

b)

2. Produto escalar g

HWH=\/32+ JIB) +(-3) =T

HCMH \/ +12 J17

\AM CM\

cos(AM CM) ‘cos(AM CM‘ H_H HCMH

e
T J33x17 _\/561

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

(mjm)=cos1(\/%

Um vetor diretor da reta OM :
OM =M-0=(3,415,1)-(0,0,0)=(3,15,1)

Um vetor diretor da reta VA :

j ~ 67,7°

VA=A-V=(0,0,4)-(2,2/15,2)-
=(-2,-2V15,2)
OM-VA=(3,/15,1) (-2, -2V15, 2) =

=-6-30+2=-34

HWH: 3% (J_) +1 =\25=5

- (-2

2J_ ? 22~ 68 =217

. |ow-VA
cos(OM , VA) = ‘cos(OM , VA)‘ = HO_H XHT‘\H =
24 Rl
" 5x217 SJ—
Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

~ 34,4°

(W . W\) =cos™ [\/ﬁj
5
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431.a) OC=C-0=(2

b)

1-(0,0)=(2,9)
Joc| -2+ -8
3)-(0,0)=(1.3)
o8|+ - o

OC-0OD = (2,

OD=D-0=(1,

1)-(1,3)=2x1+1x3=2+3=5



- OC-0D 5
c) COS(OC’OD):HﬁHXHCTDH:\/—Xm
5 _5 1 2
50 5V2 V2 2
V2

d) Como cos (@ ) @) = , entdo

2
(oC0D)=45°.

43.2.a) CD=D-C=(1,3)-(2,1)=(-1,2)
AC=C-A=(2,1)-(-3,0)=(5,1)

CD-AC=(-1,2)-(5,1)=-5+2=-3

e = J=1)?+22 =5
HTCH =V52+12 =26

CD-AC -3

cos(@ A TC) =

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:
-3

V130

b) AC=(5,1) e [AC|=+26

cos(ﬁ)jA—C) = cos‘( jz 105°
BD=D-B=(1,3)-(-1,-2)=(2, 5)
|BO] = v2* +5° =29
AC-BD=(5,1)(2,5)=10+5=15

AC-BD 15

feo]-Jac] <28

{10 ] ool s

Recorrendo a calculadora conclui-se que:

~ 57°

15 j
J754

(TC ) @) = 0031(

44. AB=(5,1) e BC=(1,2)
BAD - (4B, AD)
AB=BC=(1,2)
AB-AD=(5,1)-(1,2)=5+2=7
46|57+ - 25
[AD] - J#+7 -8

45.

45.1.

45.2.

2. Produto escalar

AB-AD 7 7
el [ac] 5 5 e

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

cos(ﬁ A ﬁ) =

BAD = cos™’ ( ’

~ 52°
V1 30]

Como num paralelogramo os dois angulos
adjacentes ao mesmo lado s&o suplementares,
sabe-se que ADC =180°—-52°=128°.

Assim, tem-se que:

A medida da amplitude, em graus, arredondada
as unidades, do angulo externo de vértice A é

52° e a do angulo interno de vértice D é 128°.

A(8,0,0), C(0,5,0) e £(0,0, 2)
a) FC=C-F=(0,5,0)-(8,0,2)=(-8,5,-2)
0G=G-0=(8,5,2)-(0,0,0)=(8,5,2)
b) FC-0G=(-8,5,-2)-(8,5,2)
= —64+25-4=-43
& RN
H@H:JMN%

FC-0G -43 -43

el %) el joe] v w

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:
(FC’ 0G)=cos (g) ~117,5°
Como P e[DE], entdo P(0,y,2), 0<y<5.
OB=B-0=(8,5,0)-(0,0,0)=(8,5,0)
OP=P-0=(0,y,2)-(0,0,0)=(0, y, 2)
OB-OP=15%(8,5,0)-(0,y,2)=15=
©0+5y+0=15<5y=15<y=3 . P(0,3,2)
08| =87 57+ 07 = 69
0P| =07 +37 + 2% = i3

_O0B-OP 15 15
_H@HXH@H_\/S_XJE_WW

cos(@ A @)

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

15

1157

(O—B A O—P) =cos™ ( j ~63,83°
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2. Produto escalar g

Pagina 125 — Pratica Um vetor diretor da reta r é, por exemplo,
46. r:y=-3x+2 ;(_1’ 3).
Areta s passa pelos pontos A(-2, 0) e sty =-05x+3
B(1,3). ms=_0‘5=_%
46.1. m, =-3 Um vetor diretor da reta s é, por exemplo,
r : um vetor diretor da reta r §(2, ‘1)-
Por exemplo, r = (1, -3) rs=(-1,3)-(2,-1)=—2-3=--
s : um vetor diretor da reta s H;H _ m _J10

Por exempilo,
$=AB=B-A=(1,3)-(-2,0)=(3, 3) |s] =22 +(-17 =5

46.2.a) r-s=(1,-3):(3,3)=3-9=-6

b) |r]=yP+(-3)* =10 e

rs |

s o<

cos(? : §) = ‘cos(? , §)

5 5 J2
HgHZW=«/ﬁ=3\/§ - 55
-3 -6 6 Entéo, (Fj§)=45o_

c) ‘cos(? A §)

"] V03V "oV
48. E:D—A:(O, a,a)-(a,0,0)=(-a, a, a)

6 1 5
“3x2y5 V5 5 BE=E-B=(0,0,a)-(a, a 0)=(-a,-a,a)
AD.RE — (_ (_a _ a2 92,2 _ 22
d) (; §)—cos‘1 55}%634 AD-BE =(-a,a,a)-(-a,-a,a)=a’-a’+a’=a

HEH —J(-a)’+a?+a? = J3a?
HﬁH = 1I(—a)2 +(—a)2 +a? =+[3a?

474.r: y=4x-1es: x+y=3y=—x+3

m =4 em;=-1

Um vetor diretor da reta &, por exemplo, r(1, 4). cos(A—D: ﬁ;‘) = ‘cos(A—D A ﬁ:‘)‘ = _D - Bi =
D x|BE

Um vetor diretor da reta s €, por exemplo, §(1, —1) .

. B ‘32‘ a1
r-s=(1,4)-(1,-1)=1-4=-3 —7% g—g—g

H;H =P +4? =17 Como cos (A—D ) ﬁf) é constante, conclui-se que
sl =.[12 +(_1)2 =2 o angulo formado pelas retas AD e BE n&o

o depende do valor de a .
PRaPA | r~s‘ “3‘ 3 Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

cos(? , §) = ‘cos(r , s)

T

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

r,s)=cos™ 3 ~ 59,0°
(rs) NeT

47.2. 1+ (x,y)=(5,7)+k(-1,3), kR

;

X

(E ) ﬁ:‘) =cos”’ [%) ~70,5°

Pagina 126

49. r:y=-3x+2

491.tLlr earetat passaem A(6,-1).
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a) Comom,=-3 etlr,entdo mt=—i=7.
m

r

b) Uma equacdo da reta t é da forma
1
=—x+b.
y 3 X
Como A(6, -1) et tem-se:

—1=%x6+b©—1=2+b©b=—3

Equacéo reduzidadareta t: y = %x—3

49.2. sllr e r passaem B(2,-7).
a) Como retas paralelas ttm o mesmo declive,
conclui-se que mg=m, =-3.
b) Uma equacdo dareta s é daforma
y=-3x+b.
Como B(2,-7)es, tem-se:
7=-3x2+b< -7T=-6+be b=-1

Equacéo reduzidadareta s : y =-3x—1

50. r. (x, y)=(1, _%jm(z, 5), k< R

s Lr einterseta o eixo Ox no ponto A(5, 0)

50.1.a) Um vetor diretor da reta r é: r(2, 5)
Entéo, m, = ﬁ.
2

b) Como s L r,entdo mg =—i=—§

m,

50.2. a) Uma equagédo dareta s ¢ da forma
2
=——x+b.
y 5 X
Como A(5,0)es, tem-se:

O=—§x5+b©0=—2+b©b=2
~ . 2
Equacéo reduzidadareta s : y =—5x+2

b) m, = —% , entdo um vetor diretor da reta s

é, por exemplo, 5(5, -2).
Uma equacéo vetorial dareta s é:

(x,¥)=(5,0)+k(5,-2), keR

2. Produto escalar

Pagina 127 — Tarefa 5

r: x+3y-5=0

A e B pertencem areta r e tém abcissa -1 e 2,

respetivamente.
DeOy; Ecr e EcOx

5.1.

A(-1, y)er, logo tem-se:
-1+3y-5=0c3y=6oy=2 .. A(-12)
B(2, y)er, logo tem-se:

2+3y-5=03y=3<y=1 ..B(2,1)

x+3y—5=0©3y=—x+5@y=_%+g

Como [ABCD] € um quadrado, sabe-se que a

reta AD é perpendicular areta AB (retar).

ADch»mAD:—i@mAD:S
mr

Uma equacio da reta AD é daforma y=3x+b.
Como A(-1,2)e AD, tem-se:
2=3x(-1)+b=2=-3+beob=5

AD: y=3x+5

Como DeOy , entdo D(0, 5).

D+AB=(0,5)+(B-A)=

=(0.5)+((2,1-(-1.2))
=(0,5)+(3,-1)=(3, 4)

No contexto apresentado, o resultado obtido
representa as coordenadas do ponto C.

a) EF Lr,logo mEF=—i=3

m,

Uma equagéo da reta EF é da forma
y=3x+b.

Como E é aintersegdo dareta r com o eixo
Ox , entdo tem-se: x+3x0-5=0

E(5,0)

E € EF ,logo tem-se: 0=3x5+b < b=-15
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5.2.

5.3.

EF: y=3x-15

F(x,-6) pertence areta EF , entao tem-se:
6=3x-159=3x=x=3

F(3,-6)

b) G=A+EF
EF=F-E=(3,-6)-(5,0)=(-2, -86)
Logo, G=(-1,2)+(-2,-6)=(-3,-4).

A(-1,2) e C(3,4)

o 42
SN

A(-1,2) e F(3,-6)

= 872 _8_,
s E

1
Mpc XMy = Ex(—Z) =-1
Como my,. xmye = -1, conclui-se que as retas

AC e AF sao perpendiculares

AC L AF, porque m- xm,- =-1).
AC AF

G(-3,-4) e E(5,0)

o

-4
5-(-3)

—_
~

| N
N[ =

Mge =

B(2,1) e D(0, 5)

My, =24
B0 p0-2 -2

1
Mge X Mgp =§><(—2) =-1

GE 1 BD, porque Mgg x Mgy =-1.

Pagina 128 — Consolida

1.1.

« :inclinacdo da reta r

A

A4

1.2,

21.
2.2,
2.3.
24,

41.

4.2,

2. Produto escalar

o =90°+30°=120°

A opcéo correta é a (D).

m, =tan120° = tan(180° - 60°) = —tan60° = —/3
Uma equacéo dareta r é dotipo y = —~3x+b.
Como o ponto de coordenadas (4, 0) pertence &
reta r, tem-se:
0=—3x4+b=0=-4/3+b=b=43
Equacéo reduzidadareta r: y = —~f3x+43

A opcéo correta é a (A).

Como o triangulo [ABC] é equilatero, sabe-se
que a amplitude de cada um dos seus angulos
internos é 60°, isto & BAC = ABC = ACB = 60°.
Sabe-se, ainda, que CAO =75°.

Inclinacéo da reta AC: 180°—75° =105°
Inclinagdo dareta OA: Q°

Inclinacéo da reta AB : 180°—60°—-75° =45°
Inclinagédo dareta BC :

BCO + AOC = 60°+15°+90° = 165°

Areta r passanos pontos A(4,-1) e B(-1, 2)
0 :inclinacdo dareta r

Sabe-se que tanéd =m, .

— 2_(_1) _iz_é; tan9=_§
5 5

T 1-4 -5
A opcgéo correta é a (C).
(x,¥)=(2,3)+k(1,4), keR

Um vetor diretor da reta &, por exemplo, u(1, 4).

Declive da reta: m = % =4

Seja 0 ainclinagdo da reta. Entdo:
tand=motand=4 < 0=tan'(4) = 0~ 76°
A inclinagcéo da reta &, aproximadamente, 76° .
y=-2x+5

Declive dareta: m=-2

Seja € ainclinagdo da reta. Entdo, tem-se:
tand=m e tanfd=-2 < 0=tan'(-2) © O~ 117°

A inclinagcéo da reta &, aproximadamente, 117° .
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2. Produto escalar g

5. [ABCDE] é um pentagono regular. 81. U-v= H&H x HQH x cos(f/ A \7) =2x4xcos(180°)
5.1. A amplitude de cada um dos angulos internos do _8x (_1) __8
, . (5-2)x180° . .
pentagono regular ¢ ~————— | ou seja, 108°. 8.2 u-w=lulxlw XCOS(L—IAV—V)=2><6><COS(0°)
a) Inclinagéo da reta AE : 108° —12x1=12
b) Inclinagdo da reta BC : 180°-108°=72° 8.3 u-s=ldlxls xCOS(L—IAg)z
52 CEp-1807108°_72° a4

2 2 =2x~22 432 x

2
=4
(92 2
Inclinagéo da reta ED : 36° 243

Mep = tan(36°) ~ 0,7265 8.4 1= ][] <cos(a ) -2x 5x(_ij __g

5

0,72 <mgp <0,73 Calculos auxiliares:

A opcao correta é a (C). H?H _ m -5

Pagina 129 — Consolida Seja (u , t) =a . Entao, sabe-se que:

6.1. Num paralelogramo, os dois angulos adjacentes cos(180°—a) = g & —-cosa = % & cosa = —%
ao mesmo lado sdo suplementares.

s XCOS(;:§)=4X\/1_><(_\/?_3)=_8

(ﬁf?c)=1800-400=140° 85 v-s=

6.2. ) (BA BC) 140° Calculo auxiliar:

Seja (\7 A §) =6 . Entdo, sabe-se que:

(4D
6.3. (AC
(Ac

AC ,BC)=(AC AD)- °=2oo
2 2
cos(180°-0) = —— < —cosf = —— <
6.4. (AC. BD)=90 V13 V13
2
& coslh =———
J13

71. A—B~O—C=HA—BH><HO—CH><COS(A—BTO—C)= .

8.6. u-r=|u

x ‘Fchos(fJ:?)=2x3xcos(90°)=6x0=0

= 5x4xcos(180°) = 20x (~1) = 20

7.2, OC-OA - [OC| |0 cos(0C . 07) - o1 uv=42:[u|-25 e[v|-4
=4x 742 x 2 =8 cos0=7
1742 u-v = ulx|v XCOS(L—IT\—/)<:>4,2=2,5><4><C089<:>

7.3. %'O—B=HO—CHXH@HXCOS(O—CTO—B)= < 4,2=10xcos0 < 0036’::‘—5 < cosd =0,42

- 3 o
=4XoBX(—§j=—12 9.2. u-v=315 e cosf=0,35

u

v|="?

Calculo auxiliar:

X

4

Seja (073 ) @) =a i
u-v= H&Hx Qxcos{& ) OJ & 315= H&Hx H(/on, 35

COS(180°—a) =% & —Ccosa =% PN

345 -1 1=l -l
o35 =l = Jul <] -

0,35
<:>COSO(=—; - -
OB 9.3. HuH:Z,B; HvH=4,5 e 0=120°
u-v="2
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10.

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

11.

u-v= H&HxH\?chos(ﬁ . \7) = 2,8x4,5xcos(120°)
=12,6x cos(180°-60°) = 12,6 x(—cos(60°))

=12,6><(—1j =-6,3
2

altura da piramide: 6

M : ponto médio de [AV/]

AB=4

AB - DB - | AB] x | DB cos 4B | DB) -
=4xx/mxcos(45°)=4x4\/§x§ -16
AV AC = |AV] x| AC| xcos(AV | AC)
Designemos por O o centro da base da
piramide.

AV = A0 +OV’ = AV’ =(2x/§)2+62 o

oAV =44 o AV =44 & AV = 2411
AV=0

Seja (H/ ) TC) =
Entéo, sabe-se que:

_A0_22 _\2
CAV 211 Y11

AV AC - 2yTix a3 x Y2 _16

11

AB-CD = HTBHx H@H xcos(@ ) FD) -

Cosa =

=4x4xcos(180°)
=16 (-1)
=16

AM - AV = |AM]|x|AV] x cos(AM | AV ) =
=2me2\/ﬂ><cos(0°)=22x1=22

B BE = B0 x [BE]xcos (85, BE ) -

_BDxBEx 22 _ BDxBD - BD’

BE
O triangulo [ABD] é retangulo em A, pelo que:
—AB° +AD
=a’+a°
=2a?

2. Produto escalar g

Pagina 130 — Consolida

12. Atendendo aos dados da figura sabe-se que o
triangulo [AEF| & equilatero (E =EF = AF = 1) .

A amplitude de cada um dos seus angulos

internos é 60°.

12.1. A—G-D—B=(2A—E)-(—E)=—2(A—E-E)=
—2x HEHZ — 2P =-2

12.2. AB-AB = HEHZ =(J§)2 =3

Calculo auxiliar:

Como o triangulo [ABG] é retangulo em B, tem-se

tan(B,Z\G) _B¢ , ouU seja:
B

1 B 1 —
tan(30°)=—=< —=— < AB=+/3
an( )AB©3 AB:) V3

12.3. (5TC)~CTJ=5(E~CTJ)=5XO=0
Nota: Como AC L CM , entdo AC-CM =0.
12.. 3 AN |-CK - AG-CK - (24E) (42F) -

= 8(AE -EF) (HAEH [EF]xcos(AE EF))

= 8(1x1xcos(120°)) = sx(-%) =-4

Calculo auxiliar:

cos(120°) = cos(180°-60°) = —cos (60°) = —%

12.5. (-HL)EA = (-2EF )- EA = -2(EF -EA) =

— —2(|EF|  |EA]| xcos (EF © EA)| = -2(1x 1xcos (60°))

e

12.6. (—AG)-(—Z@):—%(E«FB)

w

-2((40]-Jo|xcos( a6  8)
-=(2x1xcos(180°))

=—5(2x(-1)=

525
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132 w-(u-2v)=w-u-w-(2v)=u-w-2(w-v)

=5-2(V-W)=5-2(-2)=5+4=9

14. M : ponto médio de [VA]
VA =2vM
VB =4VC
VC=15
VM =2
O triangulo [VCM]
é retangulo em C e Ce|[VA].
VA.VB=?
VA =

M é o ponto
médio de [VA]

VM =2x2=4

Como VB =4VC , entdo VB=4VC =4x15=6.

Seja a = (V—B ) W\) . Entao, sabe-se que:

VA-VB = |VA|x|[VB| < cos (VA | VB) = 4x6x " ~ 18
15, Pape)=12=3AB=12 AB=4
15.1. AB-AD = |AB|x |AD| x cos(AB , AD)
- 4x4xc05(60°) = 16x =8
15.2. AB-CB = (-BA):(-BC) = (-1)x(-1)(BA)-(BC)
= BA-BC = |BA|x|BC|xcos(BA " BC)
- 4x4xcos(60°) = 16x 8
15.3. 2(BD):(~AD)=2(-DB)-(DA) = -2(DB-DA) =
- 2([oB] o] «cos{05 - o4)

=—2(4><4><COS(60°))=—2[16x%]=—2><8=—16

2. Produto escalar g

15.4. AC-BD - AC-(BA+ AD) - AC-BA+ AC-AD

c( ) HACH HADchos(AC AD)

( )+4><4><COS(60)

(HACH HABchos AC AB))+16x(1j

=—(4><4><COS(60°))+8=—(16x%]+8=—8+8=0

16.1. u v=(—2 %)~(3,—1)=(—2)x3+*X(—1)=
113
T2 2

16.2. v-w =(3, —1)-(1, 4) =3x1+(-1)x4=3-4 = -1
16.3. (-2v)-(u+w)=(-2(3, —1)).((—2,;j+(1, 4)]
=(—6,2)~[—1,gj:(—ﬁ)x(—1)+2x%=6+9=15

16.4. &-(O-W):[-z,

N| =
~—

((3,-1)-(1, 4))
=[ 2, %j 2. 5)=(—2)x2+%x(—5)=—4—§=—?

17.1. u(3,-1), v(-2,-4) e w(-1,2)
17.2. PeOy ,logo P(0,y), yeR
a) AP=P-A=(0,y)-(3,-2)=(-3,y+2)
\;LA—P@\;-A—P=O©(—2,—4)~(—3,y+2)=0
& (-2)x(-3)+(-4)x(y+2)=0&
<:>6—4y—8=0<:>—4y=2<:>y=—%

Entado, P (O, - 1) .
2

b) u+w=(3,-1)+(-1,2)=(2,1)
(u+w) LAP & (d+w)- AP=0<
<(2,1)(-3,y+2)=0=2x(-3)+1x(y+2)=0

©b6+y+2=00y=4
Entao, P(0, 4).
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Pagina 131 — Consolida

18. A(4,0,0) e C(0,4,0)
18.1. u(-4,0,4), v(—4,-4,4) e w(4,-4,0)
18.2. u-v=(-4,0,4) (-4, -4, 4)

=(_) (~4)+0x(~4)+4x4=16+0+16 = 32
v=(4,-4,0)-(-4,-4,4)
=4x(~4)+(-4)x(-4)+0x4=-16+16+0=0
R

32

J(-4)2 407+ 42 x(-4) + 47 + 42

18.3. a) COS(ZI A \7)

32 33 32 2
T V32x48  42x43 166 6
_2J6 6
)

b) u-w=(-4,0,4)(4,-4,0)

= (-4)x4+0x4+4x0=-16

Ju] =32 = 42
HV—VH =42+ (-4 +0% =32 =42
cos(ﬂfv—v): _Z”W_: -6 _
x H 42 x 42

_-16 1
T 32 2

c) cos(v—vf\7): _V—V' S 0 -

HWHXV 4243

19. u(-1,3), v(3,2) e 6=(u’v)

19.1. u-v=(-1,3)-(3,2) =—1x3+3x2=-3+6=3
R ETREN
=52 - 13

080 3 3 3130

T 1013 130 130
19.2. cosH=3 130
130

20.

20.1.

20.2,

21.

21.1.

2. Produto escalar

Logo, 6 =cos ™
130

3@]_

Recorrendo a calculadora, conclui-se que
0~74,74°.

[OABC] € um quadrado de lado 6 .

OE-'0C ¢ OD=20A
3 3

a) C(0,6)
—— 2 2
OD=20A=2x6=4, logo D(4,0).
m. 0-6_-6__3
P40 4 2

CD: y=—%x+6
b) B(6,6)

Oi=fOC—§x6 2,logo E(0, 2).

Mmen =
co
‘”BE

Conclui-se que as retas CD e BE séo

perpendiculares.

AP(2,-4)
s:(x,y)=(4,-2)+k(6,3), keR

AP & um vetor diretor da reta r , logo

Um vetor diretor da reta s &, por exemplo, s(8, 3).

Logo, m,

m\w
I\)\A

1 .
Como m, xm, =-2x—=-1, conclui-se que as
2

retas I e s sao perpendiculares.

Assim sendo, o triangulo [ABP] & retangulo em P.
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21.2.

22

221.

22.2.

22.3.

Designemos o eixo Oy porreta ¢ .
Um vetor diretor da reta t &, por exemplo, ?(0, 1).

5 1) loos(3 1) - =1L _[6.3)-0.1)
cos(s , t):‘cos(s , t) = HgHXHfH = \/62 e =

_|ex0+3x1 3 5
/45 x1 35 5

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:
(5 . ?) =cos™’ [JE] ~63°
5

Areta s e o eixo Oy formam um angulo de,

aproximadamente, 63°.

A(-2,-3)

r:y=2x-3

s:(x,y)=(-12)+k(4, 1), keR

Retar: y=2x-3

m, =2

Um vetor diretor da reta &, por exemplo, r (1, 2)
Retas: (x,y)=(-1,2)+k(4,-1), keR

Um vetor diretor da reta s é, por exemplo,

s(4,-1).

—1
ms =7

(r's)=2
r-s=(1,2)-(4, -1)=1x4+2x(-1)=4-2=2

|| = JEi22 =5
=42+ (1) =17

N

cos(r , s) = ‘cos(r , s)

1
4

[ )

s

r 22

N

;

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

r,s)=cos™ 2 ~77,5°
(rs) N

Seja t areta que passaem A e é perpendicular
areta r.
Como t L r, entdo m, =—i.

m

r

22.4,

2. Produto escalar

m, =2, logo m,=—%.

Uma equacgéo dareta t é do tipo y=—%x+b
Como Aet,tem-se:
—3=—%x(—2)+b4:—3=1+b4:)b=—4

1
t:y=——x-4
y 5

Seja u areta que passaem A e é perpendicular

areta s.

1
uls,logo m,=-——.
mS

1 .
Como mg = ——, conclui-se que m, =4.
4

Um vetor diretor da reta u &, por exemplo, u(1, 4).

Uma equacéo vetorial dareta u é:

(x.y)=(-2,3)+k(1, 4), keR

Pagina 132 — Avalia 1 — Parte 1

NN

1 1
mAB =—Z < tana =—z

BAO =180°-«

tan(BAo) = tan(180°- ) =

S
=—tana=—-|——|=—
4) 4

A opcéo correta é a (C).

u(a,2) ev(a-1,a), aecR

O angulo formado pelos vetores u e V & obtuso
se u-v<0.
Z/-\;<0<:>(a,2)-(a—1,a)<0<:>a><(a—1)+2><a<0

ca’-a+2a<0oa’+a<0sael-1,0]
Calculo auxiliar:

a’+a=0< \ /
<a(a+1)=0 _1\_/0 >

<a=0va+1=0
<a=0va=-1

A opcéo correta é a (A).
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41.

4.2,

AC’ = AB"+BC" & AC" =(\2) +(v2)

SAC =4 AC=2 D C

- . P
Como as diagonais de um ,2/2
quadrado se bissetam, sabe-se

i A B
AC Va2

que AP =PC=2Z-2_4

PC - PA = [PC| [P cos (PC . PA) =
=1x1xc0s(180°) = 1x (1) = —1

A opcao correta ¢ a (B).

A(-1,-2,0), C(0,3,0) e C(-3,1,5)

Os vetores AB e DH sdo perpendiculares, logo
AB-DH =0.
A afirmacéo verdadeira é a (C).

Um vetor diretor da reta CH :
CH=H-C=(-3,1,5)-(0,3,0)=(-3,-2, 5)
Um vetor diretor da reta AH :
AH=H-A=(-3,1,5)-(-1,-2,0)=(-2, 3, 5)
CH-AH =(-3,-2,5)-(-2, 3, 5)

=(—3)><(—2)+(—2)><3+5><5=6—6+25=25
IGH| = (37 + (2 <5 =3B
[4F] = (27 + 37 + 57 =38

o cH A
COS(CH y AH) = ‘COS(CH y AH)‘ = W =
__ ¢ 25
J/38x+/38 38

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:
(CW . ﬁ) =cos™ (éj ~ 49°

38
A opcéo correta é a (D).

r(x,y)=(-2,3)+k(1,-4), keR

Seja s areta que passa no ponto (-4, 11) eé
perpendicular a reta r .

Um vetor diretor da reta r &, por exemplo, r(1, -4).

Declivedareta r: m, = ? =4

2. Produto escalar

slr,logo mg=-

S
m, 4
Uma equagdo dareta s édotipo y = %x+ b.

Como o ponto de coordenadas (-4, 11) pertence

areta s, entdo tem-se:

11=%x(—4)+b@11=—1+b©b=12

Equacéo reduzidadareta s : y = %x+ 12

A opcéo correta é a (C).

Pagina 133 — Avalia 1 — Parte 2

1.

1.1.

1.2.

Reta r : tem 60° de inclinagcéo e interseta Ox

no ponto de abcissa 2

Reta s : é perpendicular a r e interseta o eixo Oy
no ponto de ordenada 3

m, =tan60° = J3

r:y= V3x+b

Como areta r passa no ponto de coordenadas
(2,0), tem-se:
0=V3x2+b=0=2J3+b=b=-23

Entdo, areta r é definida pela equagéo

y=\/§x—2\/§.

Como s L r, entdo m, =—i=—i=—ﬁ.
m, 3 3
Seja 0 ainclinagdo dareta s .
V3

Sabe-se que tand = 3 A 90°<H<180°.

0 =tan™’ [-f}nam =-30°+180° = 150°

Ainclinagdo dareta s & 150°.

A(-2,5) e B(3,6)

r:(x,y)=(-21)+k(5,-1), keR

PeR,logo P(-2+5k, 1-k), keR

OP =P-0=(-2+5k, 1-k)-(0, 0) = (-2 +5k, 1- k)

AB=B-A=(3,6)-(-2,5)=(51)
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AB-OP =0 (5,1)-(-2+5k,1-k)=0 &

& 5x(-2+5k)+1x(1-k) =0 & —10+25k +1-k = 0

4:)24k=9<:)k=£<:)k=§
24 8

3

Entéo, P(—2+5><§, 1—%) , OuU seja, P[—l, ﬁj

8 8

P(9,0,2), Q(1,3,0) e R(0,1,1)
QP=P-Q=(9,0,2)-(1,3,0)=(8,-3,2)
QR=R-Q=(0,1,1)-(1,3,0)=(-1,-2,1)
QP-QR=(8,-3,2)-(-1,-2,1)=
=8x(-1)+(-3)x(-2)+2x1=-8+6+2=0
Como QP-QR =0, entdao QP L QR.

Logo, o triangulo [PQR] & retangulo em Q.

r:y=2+2x
s:y=2-x
A e B tém abcissa 4 e pertencem,

respetivamente, asretas r e s .

A(4,2+2x4), ouseja, A(4,10)
B(4,2-4), ouseja, B(4,-2)

Pes,logo P(x,2-x).

Se o triangulo [APB] & retangulo em P, entéo
APB =90°, logo PA L PB.

Assim, PA-PB=0.
PA=A-P=(4,10)~(x,2-x)=(4-x, 8+x)
PB=B-P=(4,-2)—(x,2-x)=(4-x, -4+x)
E4~/3—B=0©(4—x,8+x)~(4—x,—4+x)=0©
< (4-x)x(4-x)+(8+x)x(-4+x)=0

& 1687 +x°—32+ 85 —4x+x° =0

<252 -4x-16=0< x> -2x-8=0

2. Produto escalar

U=EB'=EA'+TB=_%E+TB

;=EC=@+ETC=§E+D?

<

.;=(_1A—D+A—Bj.[ﬁm+o—cj
3 3

() ) )
3 3 3
(2 — .
+AB-[§AD]+AB«DC

2 1

- -2 (D  AD) - (AD-DC)+ 2 (48 D)

+HA—BH x HD—CH x cos(0°)

Tema 3: Equagoes cartesianas de planos no

espaco
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2+,/4-4x1x(-8) 2+6 2.6
= X= & X = VX =
2 2 2

Sx=4vx=-2
Como P é distinto do ponto B, entdo x = 4 .

Assim, x=-2 e P(-2, 4).

1.

Como \7(2, 3) € um vetor diretor dareta r

= 3
entdo m, = 2

Sendo s L r, entdo ms=—i=—g.
m, 3
2
S:y=—-—x+b
y=-3%

Como Oes,entdo b=0.

Equacéo reduzidadareta s : y = —%x

Seja 0 ainclinagdo dareta s .

Sabe-se que tand =m,, ou seja, tand = —% .

Logo, @ =tan™ (—%)HBO" ~ 146,3°.

a+60=180°, logo o ~33,7°.
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Pagina 135 — Tarefa 6

1. Sendo P um ponto do plano « distinto de A,
entdo AP Ln, ouseja, AP-n=0.

A opcéo correta é a (C).

2. AB=B-A=(5,0,-1)-(-1,2,-3)=(6,-2,2)

B-n=(6,-2,2)(3,1-4)

6x3+(-2)x1+2x(-4)=18-2-8=8

Bga ,porque AB-n#0 .

3. AC=C-A=(-4,3,-5)-(-1,2,-3)=
=(-3,1,-2)
AC-n=(-3,1,-2)-(3,1,-4)
=-3x3+1x1+(-2)x(-4)=-9+1+8=0

Cea,porque AC-n#0

4.1. Sendo P(x,y, z) um ponto qualquer do plano
« e n um vetor normal ao plano « , entdo
AP.n=0.

4.2. AP=P-A=(x,y,z)-(-1,2,-3)
=(x+1,y-2,2+3)

AP-n=0& (x+1,y-2,2+3)-(3,1,-4)=0
& (x+1)x3+(y-2)x1+(z+3)x(-4) =0

< 3x+3+y-2-4z-12=0
< 3x+y-4z-11=0

43. a=3,b=1ec=-4
Como 5(3, 1,-4), conclui-se que a, b e c
correspondem, respetivamente, a 1.2, 2.2 e 3.2

coordenada do vetor n .
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51.  A(2,-4,3) éum ponto do plano ¢
Zl(—1, 2, 5) & um vetor normal ao plano ¢
51.1. AR=R-A=(1,3,0)-(2,-4,3)=(-1,7,-3)
AR-u=(-1,7,-3)(-1,2,5)=1+14-15=0,

logo Red.

51.2.

52.1.

52.2

2. Produto escalar

AS=S-A=(-4,1,-2)-(2,-4,3)=(-6,5,-5)
AS-u=(-6,5,-5)-(-1,2,5)=6+10-25=-9
Como AR-u#0,entdo S¢0 .

AT =T-A=(-1,-3,2)-(2,-4,3)=(-3,1,-1)
AT -u=(-3,1,-1)(-1,2,5)=3+2-5=0, logo
Teo.

Os pontos que pertencem aoplano § sdo R e T .
P(k,-2, k+1), keR

Como P e @, sabe-se que AP -t =0
AP=P-A=(k,~2 k+1)—(2,-4,3)=(k-2,2,k-2)
AP-u=0&(k-2,2,k-2)-(-1,2,5)=0

& —1(k-2)+2x2+5(k-2)=0

& —-k+2+4+5k-10=0 ©4k=4< k=1

Q(1,1,2) e n(-2,1,3)

Seja a o plano que passaem Q e admite n
como vetor normal.

Sendo P(x, y, z) um ponto qualquer de « ,

entdo QP -n=0.
QP=P-Q=(x,y,2)-(1,1,2)=(x~1, y -1, z-2)
QP-n=0&(x-1,y-1,2-2)-(-2,1,3)=0

e 2(x-1)+1(y-1)+3(z-2)=0

& 2x+2+y-1+3z-6=0

< —2x+y+3z-5=0 — Equagéo do plano «
Q(0,-3,1) e n(2,-1,2)

Seja o o plano que passa em Q e admite n

como vetor normal.

Sendo P(x, y, z) um ponto qualquer de « ,
entdo QP -n=0.
QP=P-Q=(x,y,2)-(0,-3,1)=(x, y+3, z-1)
QP-n=0e(x,y+3,z-1)(2,-1,2)=0

& 2x-1(y+3)+2(z-1)=0

& 2x-y-3+2z-2=0

< 2x—y+2z-5=0 — Equagéo do plano «
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Pagina 137 — Tarefa 7

a:2x-3y+z+6=0

1.

° (—1, 1, —2)60{?
2

2x(—%)—3x1+(—2)+6 =0
-1-3-2+6=0 — Proposicéo verdadeira
Logo, o ponto de coordenadas (—% 1, —2)

pertence a « .

. (—3, 0, 1)ea?

2x(-3)-3x0+1+6=0

—6-0+1+6=0 — Proposicio falsa

Logo, o ponto de coordenadas (-3, 0, 1) n&o
pertence a « .

. (4, -1, 1)ea?

2x4-3x(-1)+1+6=0

8+3+1+6 =0 — Proposicio falsa

Logo, o ponto de coordenadas (4, -1, 1) néo
pertence a « .

e (3,4,0)ea?

2x3-3x4+0+6=0

6-12+0+6 =0 — Proposicio verdadeira

Logo, o ponto de coordenadas (3, 4, 0) pertence

ao.

Concluséo: Os pontos de coordenadas

(—%, 1, —2) e (3,4, 0) pertencem ao plano « .

2.1. P(1,-3,2z)ea, logo tem-se:
2x1-3x(-3)+z+6=0<2+9+z+6=0<
& z=-17
Entdo, P(1, -3, -17).

2.2. P(0,y,-6)ea,logo tem-se:
2x0-3y+(-6)+6=0=-3y=0<y=0

Entao, P (0,0, -6).

2.3.

3.1.

3.2,

3.3.

2. Produto escalar

P(x,1,z)ea, logo tem-se:
2x-3x1+2+6=02x+2+3=0<2z=-2x-3
Por exemplo, se x=1, entdo z=-5. Logo,
P(1,1,-5) . Neste caso, a resposta néo € Unica,
porque qualquer ponto de coordenadas

(x,1,-2x-3), xeR pertence ao plano « .

Ox: y=0A2z=0
2x-3x0+0+6=0<=2x=6<x=-3

As coordenadas do ponto de interse¢éo do plano «
com o eixo Ox séo (-3, 0,0).

Oy:x=0A2z=0
2x0-3y+0+6=0=-3y=-6oy=2

As coordenadas do ponto de interse¢do do plano «
com o eixo Oy s&o (0, 2,0).

Oz:x=0Ay=0

2x0-3x0+z+6=0<=2z=-6

As coordenadas do ponto de interse¢do do plano «

com o eixo Oz s&o (0,0, -6).
2x-3y+z+6=02x+6-3y+1z=0
< 2(x+3)-3(y-0)+1(z-0)=0

& 2(x—(-3))-3(y-0)+1(z-0)=0
Um ponto do plano « : A(-3, 0, 0)

Um vetor normal ao plano « : n(2, -3, 1)
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53.1.

53.2.

\?(2, 1, =1) € um vetor normal a « .

Uma equacgéo do plano a € do tipo
2x+y-z+d=0.

O ponto T(2, -6, 3) pertence a a , logo:
2x2+(-6)-3+d=0<4-6-3+d=0<d=5
a:2x+y-z+5=0

Se areta r é perpendicular ao plano « , entdo
tem a direcao do vetor v (2, 1, -1).

Como o ponto T(2, -6, 3) pertence a I, entao

uma equacao vetorial da reta r é:
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(x,y,2)=(2,-6,3)+k(2,1,-1), keR

54. p: %x—y+32=2
54.1. Por exemplo, ﬁ(% -1, 3) .
54.2.t (x,y,2)=(3,-7,5)+ku, keR
Como t 1 B, entdo u & um vetor normal ao
plano S e, consequentemente, colinear com o
vetor ﬁ(l, -1, 3). 56.2
2
Como (—1, 2, —6) =-2n, conclui-se gue a opgao
correta é a (C).
55. Seja M o ponto médio de [AB].
Como A(2,0,0) e B(0, 4,0), entao
M(ﬂ O+4, wj , ou seja, M(1,2,0).
2 2 2
V] 1 3 57.
MV=V-M=|-2,—-,-2|-(1,2,0)=|-3,-=,-2
2 2
€ um vetor normal ao plano que contém a base
do cone.
Uma equacéo cartesiana do plano é do tipo
3
-3x-—y-2z+d=0.
2
Como A(2, 0, 0) pertence ao plano, tem-se:
—3><2—%><0—2><0+d= 0 -6+d=0<d=6
Uma equacéo cartesiana do plano que contém a
base do cone é —3x—gy—22+6= 0.
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56. a:x+2y-z+4=0 58.
A, B e C sao os pontos de intersecao do plano «
com os eixos Ox, Oy e Oz, respetivamente.
56.1.
58.1.

e AeOx,logo A(x,0,0)
Como Aea, tem-se:
x+2x0-0+4=0=x=-4
Entéo, A(-4,0,0).

2. Produto escalar

e BeOy,logo B(0,y,0)

Como Bea , tem-se:
0+2y-0+4=02y=4d4y=-2
Entéo, B(0, -2, 0).

e CeOz,logo C(0,0, z)

Como Cea, tem-se:
0+2x0-z+4=0-z=-4<2z=4
Entao, C(0,0,4).

. I :reta que passa em B e é perpendicular ao

plano « .
Como r 1 «, entdo tem a direcdo de qualquer

vetor normal a « .

O vetor n(1,2,-1) énormala .

Assim, n & um vetor diretor da reta r .
Uma equacéo vetorial da reta r é:

(x,y,2)=(0,-2,0)+k(1,2,-1), keR

B:2x-z+3=0;60: x+y—-2z+1=0

Um vetor normal a 3 é: u(2, 0, —1)

Um vetor normal a 6 é: v (1,1, —2)
u-v=(2,0,-1)(1,1,-2)=2x1+0x1+(-1)x(-2) =

=2+0+2=4

Jo =22 40+ (-1 =5
- 27 -6
cos B:Q=£=L=i
-5 "
Recorrendo a calculadora, tem-se:

(Z/ ) \7) =cos™ (4) ~ 43,09°

V30

r(x,y,2)=(1,0,-2)+k(-1,1,3), keR

As coordenadas de qualquer ponto da reta r sao
do tipo (1-k, k, —2+3k).

Per,logo P(1-k, k, —2+3k).

x0z:y=0

Como P exOz ,tem-se: k=0

Entgo, P(1,0,-2).
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58.2. Per,logo P(1—k, k, —2+3k).
xOy:z=0
Como P e xOy , tem-se: —2+3k=0<:>k=§
Entéo, P(1—g, g, —2+3xg),ou seja,
33 3
(12,0
33
58.3. Per,logo P(1-k, k,—2+3k).
Como P pertence ao plano definido por
2x—y—-z=3, tem-se:
2(1—k)—k—(—2+3k)=3@2—2k—k+2—3k=3
1
& Bhk=-1ok=—
6
- 11 1 .
Entdo, P|1-—, —, -2+3x— |, ou seja,
6 6 6
P(ﬁ,i,é)_
6 6 2
58.4. Per,logo P(1—k, k, —2+3k).
Como P pertence ao plano definido por
y+2z=-1, tem-se:
k+2(-2+43k)=-1o k-4+6k=-1
©7k=3@k=§
7
Entéo, P(1—§, g, —2+3x§),ou seja,
77 7
p(43_5)
77 7
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591. a: 2x+3y-2z+5=0

Um vetor normal a « : u, (2, 3, -2)

p: -3x—-9y+3z-1=0

Um vetor normal a 8: v, (-3, -9, 3)

Os vetores E e E néo sé&o colineares, pois

ndo existe k e R tal que 6 = k@ .

59.2.

60.

60.1.

60.2.

61.

2. Produto escalar

vy =ku, <(-3,-9,3)=k(2,3,-2)

& (-3, -9, 3)=(2k, 3k, - 2K)

3

%k=-3 [K=73
<13k=-9<{ k=-3 — Impossivel

-2k=3 3

2
Como E e @ ndo sdo colineares, entdo os
planos a e S nao séo paralelos.
6: x+3y-z=0
Um vetor normal a 6 : WT; =(1,3,-1)
De 59.1. ja sabemos que o vetor E(—3, -9,3) ¢
normala f.
Como E =-3w, , entdo os vetores E ew,

sdo colineares.

Entao, os planos S e 6 s&o paralelos.

a: -4x+2z+1=0 e P(-1,2,-3)
Um vetor normal a « : B:(—4, 0,2)

Sendo r L« , entao n=(-4, 0, 2) &um vetor

diretor da reta r.

Como P e r, entdo uma equacao vetorial da reta r
é (x,y,2)=(-1,2,-3)+k(-4,0,2), keR

Se B éparaleloa « , entdo n =(-4,0,2),

sendo normal ao plano « , também é normal ao
plano S.

Assim sendo, uma equacéio do plano £ é do tipo
—-4x+2z+d=0.

Como P(-1, 2, —3) pertence ao plano £, tem-se:
—4x(-1)+2x(-3)+d=0=4-6+d=0=d=2
P —4x+22+2=0< -2x+2z+1=0
a:3x-2y+z+7=0

Um vetor normal a « : u, (3, -2, 1)

p: Bx+ky-2kz+3=0, keR

Um vetor normal a f3: @(—6, k, —2k)
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Os planos a e S sao paralelos se os vetores
u, e v, forem colineares.

Ora, _—6=—2, Kk __k e ﬂ=—2k.
3 -2 2 1

Os vetores seriam colineares se
k .
—§=—2/\ -2k=-2,ouseja, k=4Ark=1,0
que é impossivel.
Como os vetores u, e v, ndo s&o colineares,

entdo, para qualquer numero real k , os planos

a e P nao séo paralelos.
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2. Produto escalar

Uma equacao cartesiana do plano S é:

—x+y+2z-12=0.

63.2. A é um ponto da reta AV, logo as suas

coordenadas s&o do tipo (-3-3k, 7+5k, 7+2k).
Como A pertence ao plano « , tem-se:
—(-3-3k)+(7+5k)+2(7+2k)=0

< 3+3k+7+5k+14+4k=0=12k=-24 o> k=-2
A(-3-3x(-2), 7+5x(-2), 7+2x(-2)), ou seja,

A(3,-3,3)
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62.1.

62.2.

63.

63.1.

a:x+3z=1e0:2x+y-z+3=0
Um vetor normal a « : u, (1, 0, 3)
Um vetor normal a 0 : v, (2,1, -1)

Os vetores u, e v, nao séo colineares, pois

1.0 3
—E—r—
2 1 -

Entéo, os planos a e € nao sio paralelos.
AeOx,logo A(x,0,0)

Como Ae«a, entdotem-se: x+3x0=1<x=1
A(1,0,0)

Como o plano S é paralelo a @ , entéo é definido
por uma equacao do tipo 2x+y—-z+d=0.
Como Aef, tem-se:
2x1+0-0+d=0=d=-2

Uma equacdo do plano S é: 2x+y—-z-2=0.

a:—x+y+2z=0

V(0,2,5)

AV: (x,y,2)=(-3,7,7)+k(-3,5,2), keR
plloaeVep

Como o plano S é paralelo a « , entéo é definido
por uma equacao do tipo: —x+y+2z+d=0.
Ve g, logo:
—0+2+2x5+d=02+10+d=0<d=-12

64.

a:2x+y-z-5=0¢e A(2,1,-3)
Um vetor normal ao plano : n(2, 1, -1)

Sendo ¢t L « , entdo o vetor 5(2, 1,-1) éum

vetor diretor dareta t .
Como A et, entdo uma equacgéo vetorial da reta ¢

& (x,y,2)=(2,1,-3)+k(2,1,-1), keR.

65.1.a) a:3x-y+z+3=0

p.2x+y-z-1=0

Um vetor normal ao plano « : u(3, —1, 1)
Um vetor normal ao plano fB: v(-2, 1, -1)
uv=(3-11(-21-1)=-6-1-1=-8

Como u-v =0, entdo os vetores U e vV nao

sdo perpendiculares.

Logo, os planos a e [ nao séo perpendiculares.
b) B:-2x+y-z-1=0

6: 4x-3y+5z=0

Um vetor normal ao plano 3: \?(—2, 1,-1)

Um vetor normal ao plano & : W(—4, -3,5)

vw=(-2,1,-1)-(-4,-3,5)=8-3-5=0

Entdo, v Lw .
Assim sendo, os planos £ e 6 séo

perpendiculares.
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2. Produto escalar

65.2. A: ponto de intersecdo do plano « com o eixo 4.1. Como oplano « é perpendicular a reta OB,
Oy entdo o vetor OB , sendo vetor diretor da reta
AeOy, logo A(O, y,0). OB , € um vetor normal ao plano « .

Como Aeca, tem-se: OB=B-0=(4,4,0)-(0,0,0)=(4, 4,0)
3x0-y+0+3=0y=3 Uma equagéo do plano « é do tipo
A(0,3,0) 4x+4y+d=0.

v -2,1, —1) é um vetor normal ao plano £.
( ) P P Como D(3, 3, gj pertence ao plano « , tem-se:

Sendo r L S, entdo o vetor v é diretor dareta I .
4x3+4x3+d=0=12+12+d=0=d =-24
Como A e r , entdo uma equacéo vetorial dareta r

4x+4y-24=0<x+y-6=0
é (x,y,2)=(0,3,0)+k(-2,1,-1), keR

a: x+y-6=0

Pagina 143 — Tarefa 8 4.2. a) Re[AB],logo R(4,y,0) e O<y<4.

Rea,entdo: 4+y-6=0cy=2
1. AeOx,logo A(x,0,0). Y Y

R(4,2,0)
Como A pertence areta AV , tem-se:
Se|BC|,logo S(x,4,0) e 0<x<4
(x,0,0)=(0,4,10)+k(—1,1,§j [ ] ( )
2 Sea, entdo: x+4-6=0cx=2

S(2,4,0)
x=0-k x=4
=49 0=4+k <<k=-4
0=10+gk k=—4 b)

Entéo A(4,0,0).

2. B(4,4,0),C(0,4,0),V(2,2,5)e

R M )
D|3,3 5 Sa 2 2 2
AR RS = \(4-2)*+(2-4) +(0-0)
Calculo auxiliar: _J3+470-/8-242
Como D ¢ o ponto médio da aresta [BV] sabe-se M : ponto médio de [RS]
4+2 4+2 0+5 . 5
que D( 2 ’ 2 ’ 2 ),OU s€ja, D(31315) M Lﬂyﬁ‘w ,ou seja’ M(3’3‘0)
2 2 2
3.1. Comooplano @ ¢é paralelo a base da piramide e W=§ e DR =DS
2
passaem D, entdo G é o ponto médio de [AV]. 5
Seom 2N2x>
4+2 0+2 0+5 . 5 _RSxDM _ 2 _52
G T, 2 ,T , ou Seja, G 3,1,5 . A[DRS] 2 2 2

3.2. O quadrilatero [DEFG]| é um quadrado.
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2
DG=\/(3—3)2+(3—1)2+(5—5] =J0+4+0=2
2 2 66. A(2,-1,3) e B(-4,1,-1)
Entéo, P[DEFG]:4E:4XZ:8. a: x+2y-z+3=0

p:-8x+y-2z+5=0
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2. Produto escalar

66.1. a) Um vetor normal ao plano a : u(1, 2, -1) 68. p:1x-2z+4=0

Um vetor normal ao plano g : v (-3, 1, -2) 68.1. A<Ox, logo A(x,0,0).

3 1 -2 L Como Ac g, tem-se: x-2x0+4=0=x=-4
Como — # —#— , os vetores U e v nédo
12 -1 Entéo, A(—4,0,0).
s&o colineares.
BeOz,logo B(0,0, z).
Logo, os planos o e B néo séo paralelos.
I Como Be g, tem-se:
b) uv=(12-1)(-3,1-2)=-3+2+2=1
0-22+4=0-2z2=-4<2=2

Como u-v =0, 0s vetores U e v n&o sao Entso, B(O, 0. 2)'
perpendiculares.
= 2 2 2
Logo, os planos « e B n&o séo paralelos. AB:\/(—4—O) +(0-0)"+(0-2)" =16 +4
66.2. AB=B-A=(-4,1,-1)-(2,-1,3)= =20 =25
_ 3 2

=(-6.2,-4) Vauwo = (AB)” =(245)" =(245) x(245)
AB é um vetor diretor da reta AB . _ (4X5)X(2\/§) — 20x 245 = 40V5

v (-3, 1, -2) & um vetor normal ao plano 5 . -
68.2. Se o plano é perpendicular areta AB , entdo AB

Como AB =2v, os vetores AB e v sdo .
’ € um vetor normal ao plano.

y . .
colineares AB=B-A=(0,0,2)-(-4,0,0)=(4,0, 2)

Donde se conclui que a reta AB é perpendicular
ao plano g . a) Vetor normal ao plano: TB(4, 0,2)
Ponto do plano: A(—4, 0, 0)

67. a:x+2y+4z=23 e B(2,2,-1)
Equacéao do plano:

67.1. O plano & é paralelo ao plano « , logo € definido
4(x+4)+0(y-0)+2(z-0)=0

por uma equacgao do tipo x+2y +4z+d =0.

Como B e 6 . tem-se: b) Vetor normal ao plano: A—B(4, 0, 2)

2+42x2+4x(-1)+d=02+4-4+d=0d=-2 Ponto do plano: B(0, 0, 2)
Uma equacao cartesiana do plano 8 é Equagéo do plano:
x+2y+4z-2=0. 4(x-0)+0(y-0)+2(z-2)=0

67.2. Areta AB é perpendicular ao plano « .
n , , 69. 0:-y+3z=5e P(3,-12)
O vetor u(1, 2, 4) é normal ao plano « , logo é

um vetor diretor da reta AB | Um vetor normal ao plano ¢ é: u(0, -1, 3)

Como B pertence areta AB, entdo uma e Como P nao pertence ao plano de equacgao
equacao vetorial da reta AB é: x =5, aopc¢ao (A) esta excluida.
(x,¥,2)=(2,2,-1)+k(1,2,4), keR e (B) y:x+2y+z=3

67.3.Como Ae AB, entdo A(2+k, 2+2k, —1+4kK). Um vetor normal a a; : n;(1, 2, 1)
Sabe-se, ainda, que A<« , logo: n-u =(1,2,1):(0,-1,3)=0-2+3=1

2+k+2(2+2k)+4(-1+4k) = 23 Como n,-u#0, 0s vetores n, e U n&o s&o

S 2+k+4+4k-4+16k=23 <2tk =21k =1 perpendiculares.
Entéo, A(3,4,3). Ent&o, os planos ¢ e @, ndo s&o perpendiculares.

A opcéo (B) esta excluida.

55



C) ay: 3y +z=-1
Um vetor normal a a, : n,(0, 3, 1)
=(0,3,1):(0,-1,3)=0-3+3=0, logo

n, Lu.

Assim sendo, os planos 6 e a, s&o perpendiculares.

P ea,,porque 3x(-1)+2=-1.

Logo, a opgéo correta é a (C).

Pagina 145 — Pratica

70.

B(4,4,0) e E(0,0, 4)

RST: gx+y+3z—19=0

O poligono que resulta da intersecédo do plano RST
com o cubo € o triangulo [RST].

Re[FG],logo R(4,y.4) e 0<y<4.

Como R pertence ao plano RST , tem-se:
gx4+y+3x4—19=0©6+y+12—19=0<:>y=1
R(4,1,4)

Se[BG],logo S(4,4,z) e 0<z<4.

Como S pertence ao plano RST , tem-se:
gx4+4+32—19=04:)6+4+32—19=0<:>z=3
S(4,4,3)

T e[GD],logo T(x,4,4) e 0<x<4.

Como T pertence ao plano RST , tem-se:

gx+4+3><4—19=O@%x+4+12—19=04:x=2

T(2,4,4)

F’[Rsr]=%+ﬁ+§

RS = \(4-4)+(1-4)*+(4-3)* =0+ 9+1=+10
RT =\[(4-2) +(1-4) + (4-4) =4+9+0 =13
ST =\(4-2) +(4-4)+(3-4) =4+0+1=+5

Entéo, Agsr) = J10+\13 +5 % 9.

2. Produto escalar

A medida do perimetro do poligono que resulta
da intersecéo do plano RST com o cubo é,

aproximadamente, iguala 9.

7. B(1,3,-2)er
(x, Y, z)=(0, 1, 2)+k(2, -1, 1), keR
Como Per,entdo P(2k, 1-k, 2+k).
BP & o menor possivel se BP Lr .
BP=P-B=(2k,1-k,2+k)-(1,3,-2)
=(2k—1, -k-2, k+4)
Um vetor diretor da reta r : r( —1, 1
BPlreBPlreBP.r=0
@(2k—1, -k-2, k+4)-(2, 1, 1)= 0
<:>2(2k—1)+—1( ) (k+4)=
4k-2+k+2+k+4=06k=-4<k =—§
Entéo, P[ i S ﬂj .

3’3’3
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72.1. Por exemplo, BC e BD.

72.2. Por exemplo, AF e BD.

72.3. Por exemplo, a reta AF é estritamente paralela ao
plano BCD .

72.4. AFE e BCD

72.5. Por exemplo, AFE e AFD.

72.6. Por exemplo, areta CF é concorrente ndo
perpendicular ao plano AFE .

72.7. Por exemplo, a reta AB é perpendicular ao plano
BCD .

72.8. Por exemplo, a reta AE é aposta ao plano AFE.
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73. B x-3y+2z=2
O vetor u( -3, 2) énormal ao plano £ .

734.r:(x,y,2)=(3,1,4)+k(2,0,-1), keR

O vetor F(Z, 0, —1) tem a diregdo dareta r .

ru=(2,0,-1-(1,-3,2)=2+0-2=0
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73.2.

73.3.

74.

74.1.

Como r-u=0, entdo areta r é paralela ao plano g .

Resta saber se r é estritamente paralelaa g ou
se esta contidaem 3.

Para tal, basta verificar se um ponto da reta r

pertence ao plano g .
A(3,1, 4) pertence areta r e néo pertence ao

plano g, pois 3-3x1+2x4 =2 é falso.

Assim, areta r é estritamente paralela ao plano £ .
r: (x, Y, z)=(5, 1, 0)+k(3, 1, 1), keR
O vetor F(3, 1,1) tem a diregéo dareta r .

ru=(3,1,1)(1,-3,2)=3-3+2=2.

Como r-u =0, areta rnao é paralela ao plano 4.

Logo, areta r é concorrente com o plano 3.
Resta saber se r é perpendicular ou obliqua ao
plano 5.

Para tal, basta verificar se os vetores r e u sdo
colineares, ou seja, se Ik eR: r=ku.
r=kus(3,1,1)=k(1,-3,2)

< (3,1, 1) =(k, -3k, 2k)

< 3=k A 1=-3k A 1=2k — Impossivel
Assim, areta r é concorrente obliqua ao plano 3 .
ri(x,y,z)=(4,2,2)+k(1,1,1), keR

O vetor r(1, 1, 1) tem a diregdo da reta r .

ru=(1,1,1)-(1,-3,2)=1-3+2=0

Como r-u=0, entdo areta r & paralela ao plano £ .

Resta saber se r é estritamente paralelaa g ou

se estd contidaem 5.

A(4, 2, 2) pertence areta r e pertence ao plano g,

pois 4-3x2+2x2 =2 é verdadeiro.

Assim sendo, a reta r esta contida no plano £ .

a:x-2y+z=6 e A(3,-1,-4)
a) Se areta é perpendicular ao plano xOy ,

entdo um vetor diretor da reta é, por exemplo,

u(0,0,1).

Uma equacéo vetorial da reta que passaem A

e é perpendicular ao plano xOy é:

2. Produto escalar

(x, y,z)=(3,-1, —4)+k(0, 0, 1), keR
b) Se areta é perpendicular ao plano xOz ,
entdo o vetor \7(0, 1, 0) tem a diregéo da

reta.
Uma equacéo vetorial da reta que passaem A e

é perpendicular ao plano xOz é:
(x,¥,2)=(3,-1,-4)+k(0,1,0), keR

c) Se areta é perpendicular ao plano yOz, entdo
o vetor VT/(1, 0, O) tem a direcéo da reta.

Uma equacéo vetorial da reta que passaem A

e é perpendicular ao plano yOz é:
(x,¥,2)=(3,-1,-4)+k(1,0,0), keR

d) Um vetor normal ao plano o é: 5(1, -2, 1) .
Se areta r é perpendicular ao plano « , entdo
o vetor 5(1, -2, 1) tem a diregéo da reta.

Uma equacéo vetorial da reta que passaem A e
€ perpendicular ao plano o é:

(x,y,2)=(3,-1,-4)+k(1,-2,1), keR

74.2. AB=B-A=(k?1,-2k)-(3,-1,-4)

= (k*-3,2, -2k +4)

Um vetor normal ao plano « é: 5(1, -2,1).
Como areta AB é paralela ao plano « , entdo
os vetores AB e n s&o perpendiculares.
ABLln< AB-n=0

(K -3,2,-2k+4)-(1,-2,1)=0

o k?-34-2k+ A =0 k?>-2k-3=0

244112
B 2

Se k=3, entao B(9,1,-6).

<k S k=3vk=-1

Se k=-1,entdo B(1,1,2).

Conclusgo: B(9,1,-6) ou B(1,1,2)
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a: -4x+y-z+3=0; 0:2=2

A(2,-1,3)
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1.1.

A g @, porque a cota do ponto A ndo é iguala 2.

1.2. Etapa1: r:retaque passaemAeé

21.

perpendicular a ¢

5(0, 0, 1) é um vetor normal ao plano 6.

Como r L ¢, entdo n(0, 0, 1) & um vetor diretor
dareta r.

Uma equagéo vetorial dareta r é:
(x,y,2)=(2,-1,3)+k(0,0,1), keR

Etapa 2: Qualquer ponto da reta r é da forma
(2,-1,3+k).

Sendo T o ponto de intersecédo da reta r com o
plano ¢, entdo T(2,-1,3+k) e 3+k=2.
3+k=2ok=-1

Entgo, T(2,-1,2)

Etapa 3: AT =(2-2)° +(-1+1)+(3-2)" =
~J0+0+1=1

A distancia do ponto A ao plano ¢ éiguala 1.

B(1,-2,3)
Bea,pois -4x1+(-2)-3+3=0 ¢ falso.

Seja r areta que passaem B e é perpendicular

ao.

El(—4, 1, —1) é um vetor normal ao plano o .

Como r L« , entdo u(-4,1,-1) tem a direcéo
dareta r.

Uma equacéo vetorial da reta r é:

(x, y, z)=(1, -2, 3)+k(—4, 1, —1), keR

Seja T o ponto de intersecéo dareta r com o
plano « .

Como T er,entdo T(1-4k, —2+k, 3—k).

T e, logo:

—4(1-4k)+(-2+k)-(3-k)+3=0<=

@—4+16k—2+k7é+k+z=0@18k=6©k=%

Entéo, T£1—4><1, —2+1,
3 3

r-1-88)
3 33

3—1j , OuU seja,
3

2.2,

2. Produto escalar

S R RCE

% 1 1 [18
_ e 1 M8
9+9+9\/;‘/—

A distancia do ponto B ao plano o é V2.

B¢ 6, porque z; =3 e o plano ¢ é formado por

todos os pontos de cota iguala 2.
Seja s areta que passaem B e é perpendicular
aé.

Uma equacéo vetorial dareta s é:
(x,¥,2)=(1,-2,3)+k(0,0,1), keR

Seja T, o ponto de intersecdo dareta S com o
plano 4.

Como T, es, entdo T,(1, -2, 3+k).
T,e6,logo: 3+k=2< k=-1

Entao, T,(1, -2, 2).

BT, = (1-1/+(-2+2)* +(3-2)* =40+ 0+1 =1

A distancia do ponto B ao plano ¢ é 1.

C(0,1,-2)

Para sabermos se o ponto C esta mais proximo
do plano o ou do plano @, temos de calcular a
distancia de C a cada um dos planos.

Distancia de C ao plano « :

Seja rareta que passa em C e é perpendicular
aa.

Como r L« , entdo u(-4,1,-1), vetor normal
a o, € um vetor diretor da reta r .

Uma equacéo vetorial dareta r é:
(x,y,2)=(0,1,-2)+k(-4,1,-1), keR

Seja T o ponto de intersecéo da reta r com o
plano « .

Como T er, entdo T (-4k, 1+k, -2-k).

T e a, logo:
~4(-4k)+(1+k)-(2-k)+3=0<=

< 16k+1+k+2+k+3=0<= 18k =-6

<:>k=—1
3
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Entdo, T E’E’_ﬁ .
33 3

2 2 2
CT = (O—ij +[1—gj +(—2+§j
3 3 3
16 1 1 18
S LI L
9 9'9 \/: 2

A distancia do ponto C ao plano o é V2.

Distancia de C ao plano 6:

Como C(0,1,-2) e #: z=2, entdo a distancia

de C aoplano @ éiguala CC', sendo

c'(0,1,-2).

Ora, CC' = /(0-0) +(1-1+(-2-2)° =16 = 4
A distanciade C aoplano 6 é 4.

Conclusédo: O ponto C esta mais préoximo do

plano « .
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3
V(Z, 2, Zj — Veértice do cone

vs: (x.y, z)=(2,1,—1)+k(0, 12) keR

Z =9 — Equag&o do plano que contém a base do cone.

1. O centro da base do cone é o ponto V', projecéo
ortogonal de V sobre o plano que contém a base

do cone (plano de equagéo z=9).
Entao, V'(2, 2, 9) .
Altura do cone: VV' = 9—§ = 1—5

2 2

T pertence areta VS, logo T(Z, 1+ k, —1+gk).

Como T também pertence ao plano de equacao
z =9, entao tem-se:

12k 9 k10 k-4
2 2

Logo, T(2,5,9).
Seja r o raio da base do cone.

r=VvV'r=3

2. Produto escalar

1 1 15 45
Vcone =§Abasexh=§xnx32><7=?n

V.. . ~70,686 cm’

cone

Voone ~0,070686 dm®
V.

cone

~0,071L

2. Atendendo a semelhanca de tridngulos, sabe-se

que:

75¢cm

5
7,5
Vcafé = 3 ncm®
1em® =1mL
Entdo, V_.. ~ 20,9 mL

café
Ao lvo foi servido, aproximadamente, 20,9 mL

de café.
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1.1. O poligono que resulta da construcédo da secgao
produzida no cubo pelo plano ABC é o retangulo

[ABCD].

o>

we
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1.2. O poligono que resulta da construcdo da seccéo
produzida no cubo pelo plano ABC é o pentagono
[ABECD] .

(1]
om

De

2. O plano que produz uma secgao no cubo que
seja um quadrado tem de ser um plano paralelo a
uma face do cubo e que intersete o cubo.

3. Vg =512cm®

a: aresta do cubo

a@=512ca=3Y512=a=8

O corte produzido no cubo pelo plano ABC divide-o
em dois solidos: um prisma triangular e um
prisma quadrangular.

Prisma triangular:

V=Abase><h=428 ¥

x8=128 , ou seja, 128 cm

Prisma quadrangular:
V=V 4 =512-128 =384, ou seja,

cubo — Vprisma
triangular

384 cm®.
O volume de cada uma das partes &€ 128 cm® e

384 cm’.

oC

o>

2. Produto escalar
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41. H(4,3,4)
a) 1(4,4,3),J(3,4,4) e G(4,4,4)
b) Hi=y(4-4) +(3-4) +(4-3)" =JO+1+1
2
Como o A[HIJ] & equilatero, ent&o:
Py = 3HI = 3V2
c) OG=G-0=(4,4,4)-(0,0,0)=(4,4,4)
Como OG & um vetor normal ao plano HIJ ,
entdo uma equacéo do plano HIJ é do tipo
4x+4y+4z+d=0.
O ponto H(4, 3, 4) pertence ao plano HIJ ,
logo tem-se:
4%x4+4x3+4x4+d=016+12+16+d =0
s d=-44
HIJ : 4x+4y +4z-44 =0, ou seja,
x+y+z-11=0
4.2. L(4,4,1)

Como K e M sao pontos médios das arestas a

que pertencem, entédo K (4,2, 4) e M(2, 4, 4).

1 2x2
X

1 -
V[KMLG]=§><A[KGM]XGL=§>< 3=2
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1.1.

A(3,4,-1) e B(2,-5,6)

« : plano que passaem A e admite AB como
vetor normal
AB=B-A=(2,-5,6)-(3,4,-1)=(-1,-9,7)
Uma equacgéo do plano o € do tipo
—x-9y+7z+d=0.

Como Ae« , tem-se:
-3-9x4+7x(-1)+d=0<-3-36-7+d=0
< d=46

Uma equacéo cartesiana do plano o é

—x-9y+7z+46=0.
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1.2.

21.

2.2,

3.1.

B : plano que passa em B e admite AB como
vetor normal

Uma equacéo do plano B é do tipo
—x-9y+7z+d=0.

Como Be g3, tem-se:
—2-9x(-5)+7x6+d=0<-2+45+42+d=0
< d=-85

Uma equacéo cartesiana do plano g é

—-x—-9y+7z-85=0.

Sabe-se que AB e u sao vetores
perpendiculares.

AB=B-A=(3,-4,0)-(-1,3,-1)=(4,-7,1)

ABLus AB-u=0<(4,-7,1)(k,5-k, -k)=0

< 4k-7(5-k)+1(-k)=0< 4k—-35+7k—-k=0
7
<:>1Ok=35<:>k=5

A opcéo correta é a (D).
Se k=z,entéo u z,é,—z }
2 22 2
Como u & um vetor normal ao plano « , entdo
uma equacao cartesiana do plano « é do tipo

Zx+§y—zz+d=0.
2 27 2

Como Aea,tem-se:
%x(—1)+gx3—%x(—1)+d=0

<:>—z+g+z+d=0<:>d=—g
2 2 2 2

Uma equacéo cartesiana do plano o é

7 3 7_9
—x+—-y-—z-—=0.
2 27 2 2

P(2,0,-5)

Seja r areta que passaem P e é perpendicular
ao plano de equagdo —2x+y-3z=5.

O vetor n(-2, 1, —3) & normal ao plano.

Como a reta é perpendicular ao plano, entdo o

vetor n tem a direcdodareta r .
Uma equagéo vetorial dareta r é:

(x,y,2)=(2,0,-5)+k(-2,1,-3), keR

3.2.

3.3.

3.4.

41.

4.2,

4.3.

5.1.

2. Produto escalar

Seja r areta que passaem P e é perpendicular

ao plano de equagéo 4y -3z=0.
O vetor B(O, 4, -3) é normal ao plano.

Como a reta é perpendicular ao plano, entdo o

vetor n tem a direcdodareta r .
Uma equacéo vetorial dareta r é:

(x,y,2)=(2,0,-5)+k(0,4,-3), keR

Seja r areta que passa em P e é perpendicular
ao plano de equagéo z=4.

O vetor n(0, 0, 1) é normal ao plano.

Como areta r é perpendicular ao plano, entdo o

vetor n tem a direcdodareta r .
Uma equacéo vetorial dareta r é:

(x,¥,2)=(2,0,-5)+k(0,0,1), keR
Z=x-y-z+1o —x+y+2z-1=0
Seja r areta que passaem P e é perpendicular

ao plano de equagéo —x+y +2z-1=0.
O vetor ﬁ(—1, 1, 2) € normal ao plano.

Como areta r é perpendicular ao plano, entdo o

vetor n tem a direcdodareta r .
Uma equagéo vetorial dareta r é:

(x,y,2)=(2,0,-5)+k(-1,1,2), keR

2x-y+3z=7T<2x-y-7+3z=0
©2(x-0)-(y+7)+3(z-0)=0

Por exemplo, n(2,-1,3) e A(0,-7,0).
—-x-y+2z+4=0&

< -1(x-0)-1(y-0)+2(z+2)=0

Por exemplo, n(-1, -1, 2) e A(0, 0, -2).
x+z+5=0<1(x-0)+0(y-0)+1(z+5)=0

Por exemplo, n(1,0,1) e A(0,0,-5).

f/(4, —2,7) énormal ao plano ¢ e tem a

direcdo dareta r.

A(2,-2,0) pertencea ¢ ea r.

Uma equacéo vetorial dareta r é:

(x,y,2)=(2,-2,0)+k(4,-2,7), keR

61



5.2. Uma equacéo do plano 4 é do tipo

5.3.

6.1.

6.2.

4x-2y+7z+d =0
Como Ae@,tem-se:
4x2-2x(-2)+7x0+d=0<8+4+0+d=0

od=-12

Uma equacgdo do plano 6 € 4x-2y+7z-12=0.

Ox:y=0Az=0
4x-2x0+7x0-12=0<x=3 ./,(3,0,0)
Oy:x=0Az=0
4x0-2y+7x0-12=0<y=-6 ../,(0,-6,0)

Oz:x=0Ay=0
4x0—2x0+7z—12=0<:>z=% .'.11(0,0,%)

O plano @ interseta os eixos coordenados nos

pontos de coordenadas (3, 0, 0), (0,-6,0) e

(0, 0, Ej :
7

O ponto P(2k2, k+1, —k) pertence ao plano 4

4(2k%)-2(k +1)+7(-k)-12=0 =

< 8k?-2k-2-7Tk-12=0<8k*>-9k-14=0
K 91—,&81—4><8><(—14)
B 16

o k= vk=3%2 - T k=2
16 16 8

u(-1,3,5) é um vetor normal ao plano « e
R(2, 4, —3) € um ponto desse plano.

A opcéo correta é a (C), pois CR-u=0.
CR=R-C=(2,4,-3)-(3,1,-1)=(-1,3,-2)
CR-u=(-1,3,-2):(-1,3,5)=1+9-10=0

A, B e D nao pertencem a « , porque AR-u#0,
BR-u#0 e DR-u#0
AB=B-A=(-5,0,4)-(-3,-6,-6)=
=(-2,6,10)

Os vetores AB e u s3o colineares, porque

AB=2u.

6.3.

2. Produto escalar

Entéo, areta AB é perpendicular ao plano « .
Os pontos que definem uma reta perpendicular a
o sdao A eB.

Seja r areta que passa na origem e é

perpendiculara o« .
Como &(—1, 3,5) énormala o e r La, entdo
u é um vetor diretor da reta r .

Uma equacéo vetorial dareta r é:

(x,v,2)=(0,0,0)+k(-1,3,5), ke R
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71.

7.2.

7.3.

A(3,-3,1) e B(1,0,2)

O vetor AB é normal ao plano ADE.
Uma equacéao do plano ADE é do tipo
-2x+3y+z+d=0.

Como A pertence ao plano ADE, tem-se:
—2x3+3x(-3)+1+d =0 -6-9+1+d=0<
<d=14

ADE: -2x+3y+z+14=0

O plano mediador de [FG]| ¢ paralelo ao plano

ADE.
Entédo, uma equacéo desse plano é do tipo

-2x+3y+z+d=0.

O plano mediador de [FG| passa no ponto médio

de [AB], cujas coordenadas s&o

)

3+1 -3+0 1+2 . 33
—_— ,—— |,ouseja, | 2, ——, — |. Logo,
2 2 2 2 2

tem-se:

—2x2+3x 3 +§+d=0©
2) 2

<3—4—g+§+d=0<3d=7
2 2

Uma equacéo cartesiana do plano mediador de
[FG] € -2x+3y+z+7=0.
O plano GBC ¢ paralelo ao plano ADE , logo é

definido por uma equacéo do tipo

-2x+3y+z+d=0.
Como B pertence ao plano GBC, tem-se:

—2x1+3x0+2+d=0<=d=0
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7.4.

8.1.

8.2.

9.1.

Uma equacéo cartesiana do plano GBC é

-2x+3y+z=0.
F’(kz, 1-2k, k+4) pertence ao plano GBC se:
-2(K?)+3(1-2k) +(k+4)=0 =

< 2k>+3-6k+k+4=0< —2k*-5k+7=0

5+ [25—4x(-2)x7 _
k= (X7 Ly _5+9 59
4 4 4

ok=-L k=1
2

a:x+y-2z+3=0 e V(-1,2,5)
O vetor u(1, 1, -2) € normal ao plano « .

Seja C o centro da base do cone e r areta que
passaem V e é perpendiculara o .
Como r L« entdo u(1, 1, -2) & um vetor

diretor dareta r .

Uma equacéo vetorial dareta r é:
(x,y,2)=(-1,2,5)+k(1,1,-2), keR
Como Cer,entdo C(-1+k, 2+k, 5-2k).
C e, logo tem-se:
~1+k+2+k-2(5-2k)+3=0<

< -1+k+2+k-10+4k+3=0

S 6B6k=6<=k=1

Entéo, C(0, 3, 3).

Altura do cone:

VC = (-1-0)2 +(2-3)*+(5-3) =1+1+4 =6

A altura do cone é \/E .

r: (x, y, z):(1, 5, —3)+k(0, -2, 1), keR
rla

A(1, 9, -5) é o ponto de intersegéo de o com r .
Um vetor diretor dareta r é r(0, -2, 1).

Como r L« , entdo r(0, -2, 1) é um vetor
normala « .

Uma equacéo do plano o € do tipo
—2y+z+d=0.

Como Ae«a, tem-se:

—2x9+(-5)+d=0<-18-5+d=0<d =23

9.2,

9.3.

9.4.

10.

10.1.

10.2.

10.3.

2. Produto escalar

Uma equacéo cartesiana do plano o é
—2y+z+23=0.

Com o plano B é paralelo a o, entéo é definido
por uma equacgéo do tipo -2y +z+d =0.

O ponto de coordenadas (1, 0, 8) pertence ao
plano 8 ,logo: -2x0+8+d=0<d=-8
Uma equacéo cartesiana do plano g é
-2y+z-8=0.

Comorlaeallp,entdor L.

Areta r é perpendicular ao plano g .

Seja | o ponto de intersecdo da reta r com o
plano g .

Como /er,entdo /(1,5-2k, -3+k).

lep logo: -2(5-2k)+(-3+k)-8=0<

4:—10+4k—3+k—8=0@5k=21@k=%

Entéo, 1(1, 5—2x%, —3+%) , OuU seja,

1(1, —E, 9).

55
A(-5,1,0), E(4,-2,3) e G(5,0,2)
O vetor AE é normal ao plano ABC .
AE=E-A=(4,-2,3)-(-5,1,0)=(9,-3,3)
Uma equacéo cartesiana do plano ABC ¢ do tipo
9x-3y+3z+d=0.
Como A pertence ao plano ABC , tem-se:
9><(—5)—3><1+3><0+d=0© d=48
Uma equacéo cartesiana do plano ABC é
9x-3y+3z+48=0.
Simplificando, tem-se ABC: 3x-y+z+16=0.
Como o plano EFG é paralelo ao plano ABC,
entdo uma equacéo do plano EFG é do tipo
3x-y+z+d=0.
Como G pertence ao plano EFG, tem-se:
3x5-0+2+d=0=d=-17
Uma equacéo cartesiana do plano EFG é
3x-y+z-17=0.
C=G+EA=(5,0,2)+(-9,3,-3)=(-4,3,-1)
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2. Produto escalar

Pagina 154 — Consolida Areta r interseta o plano yOz no ponto de

. coordenadas (0, 2, 3).
11.1. Um vetor normal ao plano 6: u(3, 2, -1)

Um vetor diretor dareta r : r(1, -2, 5) 12. A(-1,2,-3)

ru=(1,-2,5)-(3,2,-1)=3-4-5=-6 () —x+y-2z+15=0
() x-y+2z+9=0

Como r-u=0,areta r nao é paralela ao plano 6.
. (my —x+y+z=0
Resta saber se a reta r é perpendicular ou

obliqua ao plano ¢ . 12.1. Como as equagdes (1) e (ll) representam planos

paralelos, conclui-se que a equacéo (l11)

Para tal, vamos verificar se os vetores r e U s&o
corresponde ao plano ABG .

colineares.
O ponto A pertence ao plano representado pela

r e u sao colinearesse dkeR: r=ku. equaggo (Ill), pois —1—2+2><(—3)+9:0 &

r=kus(1,-2,5)=k(3,2,-1)

verdadeiro.
©1=3k A =2=2k A 5=~k — Impossivel Assim, a equacéo (Il) corresponde ao plano ABC
Assim, areta r é concorrente ndo perpendicular e a equacéo (I) corresponde ao plano FGH .
(obliqua) ao plano ¢ () > FGH, () > ABC e (lll) > ABG.

A opcéo correta é a (D).
11.2. Plano xOy: z=0

12.2. F é o ponto de intersecéo da reta AF com o plano

FGH .
(x,y,0)=(0,2,3)+k(1,-2,5) = FGH: —x+y-2z+15=0
o 3 co_3 Um vetor normal ao plano FGH é: u(-1,1, -2)
_ 5 5
¥ =k 3 16 Como areta AF é perpendicular ao plano FGH ,
oy=2-2k<s y=2—2£——]© y=— -
0=34+5k 5 53 entdo o valor u(-1,1, -2) tem a diregéo da reta
3 -_2
k=-% k=5 AF .

Uma equacéo vetorial da reta AF é:
(x, y.z)=(-12, —3)+k(—1, 1,-2), keR

A reta rinterseta o plano xOy no ponto de

coordenadas (—% E, 0) .

5 Como F pertence areta AF , entdo:
Plano xOz: y =0 F(-1-k,2+k, -3-2K)
(x,0,2)=(0,2,3)+k(1,-2,5) = F e FGH , logo:
Yok vt —(~1-k)+(2+K)-2(-3-2k)+15=0 &
©10=2-2k = k=1 o 1+k+2+k+6+4k+15=0 = 6k = 24 = k=4

z=3+5k z=8
Entao, F(3,-2,5).
A reta rinterseta o plano xOz no ponto de
12.3. Altura do prisma:
coordenadas (1, 0, 8)

AF = \[(-1-3)2 + (2+2)7 +(-3-5)° =
=\16+16+64 =+/96 = 4./6
A altura do prisma é 46 .

Plano yOz: x=0
(0, y, z)=(0, 2, 3)+k(1, -2, 5)<:>

0=k k=0
Sy =2-2k=y=2

13. A(4,0,5) ea: x-3y+2z-8=0
z=3+5k z=3

Um vetor normal ao plano o é: u(1, -3, 2)
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14.

14.1.

14.2.

O ponto A satisfaz qualquer uma das quatro
condigdes.
Um vetor normal ao plano representado na

condigo (C) é v (-1, 3, 2).
u-v=(1-3,2)(-1,3,2)=-1-9+4=-6

Como u-v #0, entdo os planos o e £ nao sdo

perpendiculares.

A condicédo que nao pode definir o plano g é a (C).

r(x,y. 2)=(4,0,-1)+k(1,3,-2), keR
p:3x-4y+z-7=0
V(2,y,z)er, logo tem-se:

(2,y,2)=(4,0,-1)+k(1,3,-2) <

2=4+k k=-2
<{y=0+3k ©iy=-6

z=-1-2k z=3
V(2,-6,3)

Seja S areta que passaem V e é perpendicular

ao plano .
Um vetor normal ao plano £ é: ﬁ(3, -4,1).
Como s L g, entdo o vetor ﬁ(3, -4,1) tema

direcdo dareta s.

Uma equacéo vetorial dareta s é:
(x,y,2)=(2,-6,3)+k(3,-4,1), keR
Seja | o ponto de intersecdo dareta S com o
plano 3.

les,logo /(2+3k, —6-4k, 3+kK).

Como /e g, tem-se:
3(2+3k)-4(-6-4k)+(3+k)-7=0<=

& 6+9k+24+16k+3+k-7=0

& 26k=-26 < k=—1

Entao, /(-1,-2, 2).

A altura da piramide é dada por V/ .

Vi=(2+1) +(-6+2) +(3-2) -
=/9+16+1=+26
A medida da altura da piramide é V26 .

15.

15.1.

15.2.

2. Produto escalar

F(4,3,-1)
BC: (x,y,2)=(1,5,-1)+k(-2,7,3), keR

B é o ponto de intersecdo das retas BC e BF .

Como B pertence a reta BC , entédo
B(1-2k,5+7k, —1+3k).

BF =F-B=(4,3,-1)-(1-2k, 5+ 7k, -1+ 3k)
=(3+2k, —2-7k, - 3K)

u(-2, 7, 3) & um vetor diretor da reta BC .
Como BF L BC, entdo BF Lu,ou seja,
BF-u=0.

BF -u=0< (3+2k, -2-7k, -3k)-(-2,7,3)=0
< -2(3+2k)+7(-2-7k)+3(-3k)=0

& —6-4k-14-49k -9k =0 & 62k = 20

_10
31

B 1—2(—10), 5+7[—10), —1+3[—10) , ou
31 31 31

. 51 85 61
seja, B| —, —, ——|.
31 31 31

< k=

Sendo k=—E,entéo BF = E,E,Q )
31 31 31 31

BF & um vetor normal ao plano EFG .

Uma equacéo do plano EFG é do tipo

73x+£y+@z+d=0.
31 317 31

Como F pertence ao plano EFG, tem-se:

3,4+ 8.3+ 0 ()rd-0o
31" 31 5

©@+ﬁ—@+d=0
31 31 31
= d=—@
31
Uma equacéio do plano EFG é

73 8 30 _ 286
—x+—y+—z-——=0
31 31 31 31
Simplificando, tem-se:

73x+8y +30z-286=0
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16.

16.1.

16.2.

16.3.

17.

17.1.

A(5,-2,4)
r:(x,y,z)=(4.12)+k(-3,2,-1), keR
Seja / o ponto de intersegéo da reta r com o
plano yOz.

1(0,y, 2)

Como [ er, tem-se:
(0,y,2)=(4,1,2)+k(-3,2,-1)

k=2
0=4-3k 3
4 11
oy =1+2k & y=1+2x§<3 y=§
z=2-k
z=2—i z=g
3 3

Entao, I[O, ﬂ, g)
33

Seja a o plano perpendicular a r e que passa
em A.

Um vetor diretor dareta r é F(—3, 2,-1).

Como « Lr, entdo r(-3,2,-1) éum vetor
normal a o .

Uma equacgéo do plano o € do tipo
-3x+2y-z+d=0.

Como Ae«a, tem-se:
-3x5+2x(-2)-4+d=0<-15-4-4+d=0<
< d=23

Uma equacdo doplano o & -3x+2y-z+23=0.
Seja S areta paralelaa r e que passa por A.
Como s // r, entdo o vetor F(—3, 2,-1), sendo
vetor diretor da reta r , também é vetor diretor da

reta S.

Uma equacéo vetorial dareta s é:

(x,y,2)=(5,-2,4)+k(-3,2,-1), keR

ABC: 3x-z+2z=8
V(5.4,-3) e F(6,0,2)
ABC Il EFG e F €[BV]

B é o ponto de intersecdo da reta FV com o plano
ABC.

17.2.

17.3.

2. Produto escalar

FV=V-F=(54,-3)-(6,0,2)=(-1,4,-5)

é um vetor diretor da reta FV .

Uma equacéo vetorial dareta FV é:
(x,y,2)=(6,0,2)+k(-1,4,-5), keR
Como B pertence a FV, entdo

B(6—k, 4k, 2-5k).

B pertence ao plano ABC, logo:
3(6-k)—(4k)+2(2-5k)=8 <

< 18-3k-4k+4-10k =8

<:>—17k=—14<:>k=1—4
17
Entdo, B 6—1—4,4><E,2—5><1—4 , OU seja,
17 17 17
88 56 36
17°17° 17)°

Como EFG é um plano paralelo ao plano ABC,
entdo é definido por uma equacéo do tipo
3x-y+2z+d=0.

Como F pertence ao plano EFG, tem-se:
3x6-0+2x2+d=0=18+4+d=0d=-22
Uma equacéo cartesiana do plano EFG é
3x-y+2z-22=0.

A altura da piramide [ABCDV] é dada por VT ,
sendo T a projecéo ortogonal de V sobre o
plano ABC.

Seja ra reta que é perpendicular ao plano ABC e
passaem V .

Como r L ABC, entéo o vetor n(3, -1, 2), que &
normal ao plano ABC, tem a diregdo dareta r .
Uma equacéo vetorial dareta r é:
(x,y,2)=(5.4,-3)+k(3,-1,2), keR
Ter,entdo T(5+3k, 4—k, —3+2k).

Como T pertence ao plano ABC , tem-se:

3(5+3k)—(4—k)+2(—3+2k):8<:>
@15+9k—4+k—6+4k=8©14k=3©k=%

T(5+3x3,4-3 -3
14

3 .
, +2x— |, ou seja,
14 14

(79 53 _18
14’14 7))
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18.

18.1.

18.2.

2 2 2
7[R 2 -
14 14 7

_ 126 V126 314

“N196 T 14 14

A altura da piramide [ABCDV|] & #.

r(x,y,2)=(0,-2,-5)+k(1,-1,4), keR

o mx-my-3z-7=0, meR

Seja | o ponto de intersecdo da reta r com o
plano xOz .

Entgo, /(x, 0, ).

Como / er, tem-se:

(x,0,2)=(0,-2,-5)+k(1,-1,4) =

x=0+k x=-2

=90=-2-k &1 k=-2

z=-5+4k z=-13
1(-2,0,-13)

Vetor diretor da reta r: r(1, -1, 4)

Vetor normal ao plano « : &(mz, -m, —3)
rilasrlusru=0s

= (1,-1,4)(m*, -m,-3)=0

osm?+m-12=0

—1i./1—4><1><(—12)
2
Sm=-4vm=3

om=

m=-4
O plano o é definido pela equagao
16x+4y-3z-7=0.
O ponto A(0, -2, -5) pertence areta r .
Como 16x0+4x(-2)-3x(-5)-7=0 &
verdadeiro, conclui-se que A € « . Entdo, neste
caso, r é aposta ao plano « .

m=3
O plano o é definido pela equagéo
9x-3y-3z-7=0.

O ponto A(0, -2, —5) pertence areta r .

19.

19.1.

19.2.

19.3.

2. Produto escalar

Como 9x0-3(-2)-3(-5)-7=0 é falso,
conclui-se que A ¢ « . Entéo, neste caso, r é
estritamente paralela a « .

Conclusao: m=3

EF: x=5rz=2J3 e F(5,4, 2\3)
A base [ABCD] esta contida no plano z=0 e a
aresta [AD] esta contida no eixo Ox .

Como A e Ox, entdo A(x, 0, 0).

O prisma é triangular regular, entdo as bases séo
tridngulos equilateros.

Seja E' a projecéo ortogonal do ponto E sobre

o eixo Ox.
Entao:
EE' 23— 23
tan(60°) = = 3= o AE' = o
(60°) AE' AE' V2
o AE'=2

Como o ponto E tem abcissa 5, conclui-se que

A(5+2,0,0), ouseja, A(7,0,0).
Sabe-se que B(7,4,0) e F(5, 4, 2\/5).

Sendo M o ponto médio de [BF], entéo

M[7+5, 4+4, O+2\/§],ou seja, M(G, 4,x/§).

2 2 2
CM=M-C= (6, 4,43)-(3,4,0)=(3,0,3)

Como o vetor CM & normal ao plano ABF , entédo
uma equacao do plano ABF é do tipo

3x++/3z+d=0.

Como A(7, 0, 0) pertence ao plano ABF , tem-se:
3x7+3x0+d=0=d=-21

Uma equacéo do plano ABF é 3x+x/§y—21 =0.

r : reta paralela a OF e que passaem A

Como r /l OF , entdao OF é um vetor diretor da

reta r.
OF =F-0=(5,4,2V3)-(0,0,0)=(5, 4, 2/3)
Uma equacéo vetorial dareta r é:

(x,¥,2)=(7,0,0)+k(5,4,2J3), keR
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1.

a:d4x-2y-2z+1=0
Um vetor normal ao plano « : 5(4, -2,-2)

Areta r passa pelos pontos E e V .

A reta VE é perpendicular ao plano « .

Sendo v um vetor com a direcdo da reta VE ,
entdo, como VE L« , v é colinear com o vetor
n(4,-2,-2).

v=k(4,-2,-2), keR

Assim sendo, a opgao correta é a (D).
a:2x-y+z-1=0

p:kx+3y-3z=0, keR

Vetor normal ao plano « : f/(z, -1,1)

Vetor normal ao plano 2 : \7(k, 3,-3)
flasviuevu=0s(k 3,-3)(2,-1,1)=0
©2k-3-3=02k=6<k=3

A opcao correta é a (C).
(x,y,2)=(-2,1,3)+k(1,-2,-1), keR

Vetor diretor da reta: r(1, -2, -1)

Vetor normal aos planos representados em (A) e
(€): u(-1,1,-3)
ru=(1,-2,-1-(-1,1,-3)=-1-2+3=0
Como r-u=0 , entdo r é paralela aos planos

representados nas opgdes (A) e (C).

O ponto R(-2, 1, 3) pertence a reta. Vamos

verificar se R pertence a algum dos planos
representados nas opgdes (A) e (C).

Como —2(-2)+1-3x3+10=0 éfalsoe
—2(-2)+1-3x3+6=0 & verdadeiro, conclui-se

que a reta esta contida no plano de equacgao
-x+y-3z+6=0.

A opcao correta é a (C).
a 1x—2y+z—1—0
"2

1 1
P ——x+y-—z+2=0
B PRAR A

2. Produto escalar

F(xy. 2)= (2.1, 2)+k(1, 1, %) keR

Vetor normal ao plano « : ﬂ(% -2, 1)

Vetor normal ao plano g : \7[—%, 1, —%]

u e v sdo colineares porque U =-2v .
Entéo, os planos o e B sé&o paralelos.

A opcéo correta é a (A).

Pagina 157 — Avalia 2 — Parte 2

1.1.

1.2.

A(1,-1,-2), u(-1,2,-2)

a: 2x+2y-z=1

Como o vetor U é normal a S, entdo uma
equacéo do plano g é do tipo
—x+2y-2z+d=0.

Ae B, logo:
“1+2x(-1)-2x(-2)+d=0<

o -1-2+4+d=0d=—1

Uma equacéo cartesiana do plano g é
—x+2y-2z-1=0.

r . reta que passaem A e tem a direcio de u
Uma equacéo vetorial dareta r é:

(x,y,2)=(1,-1,-2)+k(-1,2,-2), keR

Seja B o ponto de intersecéo da reta r com o

plano « .
Ber,logo B(1-k, —1+2k, —2-2k).
Como Bea , tem-se:

—2(1-k)+2(~1+2k) - (—2-2K) =1 &

<:>—2+2k—2+4k+2+2k=1<:>8k=3©k=%

5(1_3 _1+2x§, —2—2><§j , OU seja,
8 8 8

A(0,0,3); Pe[BC] e P(-1,3,1)

BFG: —x-2y+2z=-3
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21.

O vetor u(-1, -2, 2) & normal ao plano BFG.
Como o plano ADH é paralelo ao plano BFG,
entdo o vetor fl(—1, -2, 2) também é normal ao

plano ADH.
Uma equacgéo do plano ADH é do tipo
—x—2y+2z+d=0.

2. Produto escalar

PQ-PR 2 1
Paj<|PR| V2x2/2 2

cos(F"—Q ﬁ?) =

Ento, (ITQ' X PT?’) = 60°.

Pagina 160 — Para Saber +

Como A pertence ao plano ADH, tem-se: 1.1. AP-AC =0 Esta condicio representa a reta
—0-2x0+2x3+d=0=d=-6 tangente a circunferéncia no ponto A.
Uma equacso cartesiana do plano ADH & AP.-AC=0 & (x-1,y-4)-(2,-5)=0 <
—x-2y+2z-6=0. 2 18
; . & 2x-2-5y+20=0 y==x+—
2.2. Seja r areta perpendicular ao plano BFG e que 5 5
passaem P . 1.2. MP-AC=0. Esta condicdo representa a

Como r L BFG , entéo o vetor u(-1, -2, 2),

normal ao plano BFG, tem a direcdo dareta r .
Uma equagéo vetorial dareta r é:

(x,y,2)=(-1,3,1)+k(-1,-2,2), keR

a:x+y-1=0

PQLla e P(1,2,1)

mediatriz do segmento de reta [AC].

M —3+1,_1+4 , ou seja, M 2,§
2 2 2

MP-AC=0 < (x—Z,y—g)(Z,—S):O &

4:2x—4—5y+1—5=0 = y=gx+l
2 5 10

Q : ponto de intersecdo da reta PQ com o plano « .
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R(-1, 2, —1) ca

U vetor normal ao plano a & [1(1, 1,0) 2.1. O plano £ é definido pelos pontos P(x, y, z) do

Como PQ 1 «, entdo u é um vetor diretor da espago que satisfazem a condigdo AP-CA=0.

reta PQ . AP.CA=0 & (x-3,y-1,2z-2)(222)=0

Uma equagao vetorial da reta PQ é: & 2x-6+2y-2+2z-4=0<x+y+z-6=0

(x.y,2)=(1.2,1)+k(1,1,0), kR 2.2. O plano mediador de [AB] ¢ o plano que passa

Q pertence areta PQ, logo Q(1+k, 2+k, 1). em C e é perpendicular a AC. Pode ser definido

Como Qe « , tem-se: pela condicdo CP-CA=0.
1+k+2+k-1=02k=-2< k=-1

Entao, Q(0,1,1).

CP-CA=0&(x-1,y+1,2)-(2,2,2)=0&
& 2x-2+2y+2+2z2=0x+y+z=0
PQ=Q-P=(0,1,1)-(1,2,1)=(-1,-1,0)
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PQ-PR=(-1,-1,0)(-2,0,-2)=2+0+0=2 1. sina=P:f;?<:>sina=g<:>h=63ina

Al — _ 2 _ 2 2 _ .

[Pa] = V(1) + (1) + 0% = V2 sin(180°~150°) = - & sin(30°) = 83N o,
QR QR

PR = (-2 + 0% + (2] =B =242 1_8Bsina

2 QR

A opcao correta é a (C).

& QR =12sina
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tan(49°) = EH
FH o
tan(30°) = _EH
75-FH

EH = FHtan(49°)
75 FH tan(30°)

=4 J—
FH tan(49°) = 75tan(30°) - FH tan(30°)

g

0

FH (tan(49°) + tan(30°)) = 75tan(30°)

= 75tan(30°)

tan(49°)+tan(30°)

_ ol
FH = {Fszs,oa

{F Htan(49°) + FHtan(30°) = 75tan(30°)

{EI—I = 25,06tan(49°) {EI—I ~ 28,83
f= f=

Designemos por h a altura do Monumento aos
Restauradores.

Ora, h=EH +15 =28,83+1,5=230,33 ~ 30
O Monumento aos Restauradores tem,

aproximadamente, 30 m de altura.

Se xe E n{ , entdo sabe-se que sinx >0,

cosx <0 e tanx < 0. Assim, conclui-se que:
e tanx+cosx<0
e sinxxtanx<0

COS X
sinx

<0

e sinx—-cosx>0

A opcéo correta é a (D).

T 3 T
cos|—+a|l=——eae |0,=| &
(2 ) 4 } 2[

. 3 ] ‘It|:
& -sina=——eae |0, =
4 2

. 3 T
S sinag=—eae |0, =
4 2

cos(13n+a)—tan(n—a)=cos(n+a)—(-tana) =

=-cosa +tana

2. Produto escalar

Aplicando a formula fundamental da

trigonometria, tem-se:

2
. 3
smzo:+coszo:=1<:>(Z +cos?a =1

o —+cos“a=1<co8“a=—
16 16

/7 [7
& Cosa =, Vv Cosa =— |-
16 16

Como «a € ]O, g[ ,entdo cosa >0.

Donde se conclui que cosa = g .
3
tang sina 4 3x/7
cosa \/_ \/_

cos(13n+a)—tan(n—a) =-cosa +tana =

ﬁsf 5\7

T4 7 T8
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C(cosa, sina), P(cosa, 0), Q(1, tana),

R(-1, tana) e S(-cosa, 0)

Apars] =TXAQ
QR=2, PS=2cosc e AQ =tana

A(a)=2+2ﬂxtana =

2

:(1+cosa)><tana =tana +cosa xtana

sina
cosa
=tana + sina = sina + tana

=tana + cosa x

Periodo da fungéo:
n_(_m)_Tn m_8n_A4n

6 6 6 6 3
A opcéo correta é a (C).

f(x)=6+2,5003(ng ,com x €0, 24]

Pretende-se resolver, graficamente, a condicdo
f (x) >4,75.
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Recorrendo as capacidades graficas da

calculadora:

(4,475)_(3,475) (16,475)_{20,475)

X
01 24
)

conclui-se que x [0, 4]U[8, 16]U[20, 24] .

Assim, conclui-se que, entre as zero e as vinte e
quatro horas, desse dia, a embarcagao pode
entrar ou sair da marinha durante 16 horas.
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21.

2.2,

ABC =180°-BAC - ACB = 180° - 60° — 90° = 30°
Designando por « a inclinagédo da reta BC, sabe-se
que: a =180°— ABC =180°-30° = 150°

Mg = tan(150°) = tan(180°-30°) =

=—-tan(30°) = —g

A opcao que pode representar a reta BC é a (C).

Aet,logo A(x,4).

Como «a é ainclinagdo dareta s, entdo m, =tana .

A reta s passa na origem, logo
st y =tan(a)x

4
tana

Aes,entdo: 4=tan(a)x & x=

=
tana
Se o triangulo [OAB] é retangulo em O , ent&o

miﬁ,ouseja, OA-OB=0.

B é o ponto de intersecdo dasretas r e t.
y =-2x 4=-2x x=-2
& 2=
y=4 " |y=4 "|y-4
B(—Z, 4)

OB=B-0=(-2,4)-(0,0)=(-2, 4)

3.1.

3.2,

2. Produto escalar

&\':A-O:(i, 4]-(0, 0)=( 4 ,4]
tana tana

m-O—B=O<:>(i,4)~(—2,4)=O<:>
tana

8 1600 =8
tana tana

= =-16

o tana =1© a =tan™ [1j
2 2

Entdo, o ~26,6°.

BAC = DEF =90°
A(x, x, z) e B(-1,3,1)

AC: (x,y,2)=(3,-1,4)+k(0,4,-3), keR

u(0, 4, —3) é um vetor com a direéo da reta
AC.

AC 1 ABF , logo o vetor u é normal ao plano ABF.

Assim sendo, uma equacéo do plano ABF é do

tipo 4y -3z+d =0.

Como o ponto B pertence ao plano ABF, entéo:
4x3-3x1+d=0d=-9

Uma equacéo do plano ABF é 4y -3z =9 .

O ponto A(x, x, z) pertence a reta AC, ent&o:

(x,x,2)=(3,-1,4)+k(0,4,-3), paraalgum keR

x=3 x=3 x=3

S{x=-1+4k {3 =-1+dk ok =1

z=4-3k z=4-3k z=1
A(3,3,1)

AGB - (0A', OB
OA=A-0=(3,3,1)-(0,0,0)=(3,3,1)
OB=B-0=(-1,3,1)-(0,0,0)=(-1,3,1)
OA-OB=(3,3,1):(-1,3,1)=-3+9+1=7

HEL\H =32+32+12 =419
o8| = JE) 3247 =11

OAOB 7 7
[oA]og] ~iexii V208

Recorrendo a calculadora, conclui-se que:

cos((TA ) O—B) =

(ﬁ:@)=cos‘1£\/27o_g) ~61°
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4.

4.1.

4.2.

A(1,0,0)
DGF : 5x+5y+2z=10
D e F s&o os pontos médios de [AH] e [CJ],

respetivamente.

GeOz,logo G(0,0, 2)
Como G pertence ao plano DGF , tem-se:

5x0+5x0+2z=10<2=5 ~G(0,0, 5)
A(1,0,0) e H(1,0,5), logo D(1, Ogj

C(0,1,0) e J(0,1,5), logo F(O, 1%)

DGF =(GD , GF)

G—D=D—G=(1, 0, §)—(0, 0, 5)=(1, 0, —§)
2 2

ﬁ:F-G:(o, 1, §j-(o, 0, 5)=(0, 1, -§]
2 2

GD-GF =(1, 0, -§j-[o, 1, -§]=0+0+§=§
2 2 4 4

I PN e
2 4 \4 2

67| - oz+12+[_5j2=@
2 2
s
==~=g\_ GD-GF 4 _i=§
4

Recorrendo a calculadora grafica, conclui-se que:

DGF =cos™ Léj ~ 30,5°
29

P e[OG] e tem cota 1, logo P(0, 0, 1)

Seja a o plano paralelo ao DGF e que passa por P .

Como « I/l DGF , entdo uma equacéo do plano
DGF édotipo 5x+5y+2z+d=0.

P e a , logo tem-se:
5x0+5x0+2x1+d=0<d=-2

Uma equacéo cartesiana do plano o é
5x+5y+2z-2=0.

e Ox:y=0nz=0

5x+5><0—2x0—2=0(:)x=§

5.1.

5.2,

2. Produto escalar

e Oy:x=0A2z=0

5><0+5y—2x0—2=0<:y=§

O plano o interseta os eixos Ox e Oy nos

2 2
pontos de coordenadas 5 0,0(e |0, 5 0],
respetivamente.

Como o prisma é triangular regular, sabe-se que
as suas bases sdo triangulos equilateros.

Assim, Rz?Czsz/ﬂ e cada um dos

angulos internos tem 60° de amplitude.
AB-AC = HTBH x HTCH x cos(@ ) R) =

111

=\/ﬂx\/ﬂxcos(60°)=11x§ 5
A reta AE é perpendicular ao plano ABC.
Como AE L ABC, entdo o vetor u(1, -2, 1),

sendo normal ao plano ABC, tem a direcéo de
reta AE.

Uma equacéo vetorial da reta AE é:
(x,¥,2)=(2,-1,0)+k(1,-2,1), keR
Como A pertence a reta AE, entao
A(2+k,-1-2k, k).

A pertence ao plano ABC, logo tem-se:

2+k—2(—1—2k)+k=—6c>
< 2+k+2+4k+k=-6<

<:>6k=—10<:>k=—§
3
A 2_§,_1_2 _5 ,—é , OU seja,
3 3 3

A12-9)
33 3

A altura do prisma é dada por AE .
2 2 2
AE = (1—2) +(z+1) +[—§—0j
3 3 3
()
=== +| = +|—=
3 3 3
[25 100 25 56
= |—+—+—=——=r4
9 9 9 3

A medida da altura do prisma €&, aproximadamente, 4.
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