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Os elementos de AuB séd05,6,7,8¢09.
Os elementos de A~ B sédo 6 e 8.
#A=3 #B=4

#(AUB)=5 #(AnB)=2

Tabela de dupla entrada

boné tem cor diferente do restante equipamento:
2x3x 1 +2x 2 x 1
v v v

Boné T-shirt  Boné
vermelho amarela verde
ou azul

Pagina 8 — Tarefa inicial

45 697 600-5 290 000 = 40 407 600

— 1 5 3 7450249%702%0 x100% ~ 764 . Opcgéao correta: (A)

1| [ Q2] (9

2 @ @ alol1|2]3|lals]e|7]8]o

3 (3.1 1(3.2)] (3.3 a0 a1 |a2 | a3 | a4 |a5| a6 |a7 | a8 |ad

4 (@) e0 | el1|e2|e3|ed4|e5|eb|e7| e8| e9

= i0 i1 i2 i3 | i4 i5 i6 | i7 i8 i9

5 (5.1) @ (5.3) 00 | 01| 02|03|04|05]|06]|07]| 08]| 09

5 1) uo | ul | u2 | u3|ud | us | ud | u7 | u8 | u9
s |@ED

O numero de possibilidades para que a soma das
pontuacgdes seja igual a 7 é 6 (situagdes
rodeadas, na tabela, a cor vermelha).

O numero de possibilidades para que o produto
das pontuagdes seja para é 27 (situacdes

rodeadas, na tabela, a cor verde).

Pagina 7 — Aplica

Diagrama em arvore

1
2
! 3
a
1
2
z 1
a
1
2
3 1
a
1
2
4 3
4

Os numeros sao: 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24,
31,32,33,34,41,42, 43 e 44

Os numeros sdo: 41, 42, 43 e 44

Para um treino, pode fazer 2x3x 2, ou seja, 12

escolhas diferentes. Dessas, ha 10 em que o

ESPMAT11DRG © Porto Editora

E possivel registar 50 matriculas diferentes.
Divisores de 9: 1,3 e 9

Pares de algarismos que representam divisores
de 9: 11,13, 19, 31, 33, 39, 91, 93 e 99

E possivel registar 45 matriculas diferentes.
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Pagina 9

A: Conjunto dos nomes com duas letras iguais
A ={Ana, David, Jo&o}

#A=3

B: Conjunto dos nomes com trés letras iguais

B = {Mariana, Rodolfo}

#B=2

#(AUB)=#A+#B , porque os conjuntos A e B
séo disjuntos, isto é, AnB=0.
#(AUB)=3+2=5

#B=%#A e #(AUB)=57

Como A e B sdo conjuntos disjuntos, entao:
#(AUB)=#A+#B <
< 57=#A+ g#A

10

@57=B#A
10

57
@Ez#A

10
S #A=30

#B=2 x30=27
10

Assim, conclui-se que #A=30 e #B=27.

Pagina 10

#(NUG)=#N+#G, porque os conjuntos N e G

nao sao disjuntos.

Pagina 11 — Tarefa 1

16

#(BUV)=#B+#V = 2242547
#(VUP)=#V +#P =25+18=43
#(BUVUP)=#B+#V +#P =

=22+25+18=65
Nas respostas dadas em foi utilizado o
principio da adicdo que pdde ser utilizado porque,
como as atividades desportivas decorrem
simultaneamente, quaisquer dois dos conjuntos

B, V e P sao disjuntos.

Sabe-se que: #(NUG)=28, #N=23 e
#G =17
#N+#G=23+17=40 e #(NUG)=28

#(NG)=40-28=12

A: Amigos que utilizam a app de videos

B: Amigos que utilizam a app de mensagens
#A+#B=8+10=18

#(AmB)=18—15=3
#(A\B)=#A-#(AnB)=8-3=5
#(B\A)=#B-#(AnB)=10-3=7
#(A\B)=5 e #(B\A)=7

Sabe-se que:

A\B:{xeA/\xeB}
B\A={xeB A x¢A}
AmB={xeA/\xeB}

Se xe A\B ,entdo x¢ B . Logo, x nédo
pertencea B\A nema AnB.

Daqui se concluique A\B e B\ A séao
disjuntos, bem como A\B e AnB.

Se xeB\A,entdo x¢ A.Logo, x¢g AnB,
pelo que se conclui que também B\ A e
AN B séao disjuntos.

Assim, os conjuntos A\B, AnB e B\A
s&o disjuntos dois a dois.

Como AUB=(A\B)U(AnB)U(B\A) eos

conjuntos A\B, AnB e B\ A séao disjuntos
dois a dois, sabe-se que:
#(AUB)=#(A\B)+#(ANB)+#(B\A)
Ent&o:

#(AUB)=

= #A-#(AB) + #(A~B) +#B-#(ANB) &

o #(AUB)=#A+#B-#(ANB)

#B=23 e #(AnB)=18

Como a empresa tem 70 colaboradores e cada
um manifestou disponibilidade para, pelo menos,
uma das opgdes A e B, entdo sabe-se que
#(AUB)=70.

#(AUB)=#A+#B—-#(AB)
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Entao:
70=#A+23-18 > #A=65

Diagrama de Venn:

a7 13 ]

#(A\B)=#A—#(ANB)=
=65-18 =47
#(B\A)=#B-#(AnB)=
=23-18=5

Pagina 12
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Pagina 13

Para cada um dos quatro digitos existem

6 possibilidades.

Por aplicacao do principio da multiplicacéo, o
numero de codigos distintos que pode ser

formado &€ 6x6x6x6, ou seja, 1296.

Cada cliente tem a escolha 2 sopas, 4 pratos e
3 sobremesas.
Assim, podem-se formar 2x4x 3 =24 menus

distintos.

Pagina 14 — Pratica

A={a,b,c,d,e}; B={a,c,d,f, g}

e e fa
(]
ae o e

AuB={a,b,c,d e,f, g}
AnB={a,c,d}
A\B={b, e}
B\A={f, g}
P:{(x,y): xeA/\yeB}

#P=#Ax#B=5x5=25

Delegado Subdelegado
25 x 24 =600

O delegado e o subdelegado podem ser eleitos

de 600 maneiras diferentes.

A ordenacéo dos trés primeiros lugares pode ser
feita de 3x2x1=6 maneiras diferentes.

Miguel, Afonso, Lucas

Miguel, Lucas, Afonso

Afonso, Miguel, Lucas

Afonso, Lucas, Miguel

Lucas, Miguel, Afonso

Lucas, Afonso, Miguel

Para a ordenacgéo dos trés primeiros lugares

existem 6 possibilidades.

A: Conjunto dos pratos de peixe
B: Conjunto dos pratos de carne
#(A ) B) =12

#A:%#B e #A+#B=12

%#B+#B=12@%#B:Q@#B:%@#B:g
3
#A=%; #B=%><9=3
Bolas com uma vogal: a, e, i
Bolas com nimero primo: 2, 3,5, 7
2 3 5 7

a az2 a3 ab a7

e e2 ed eb e7

i i2 i3 i5 i7

Ha 12 possibilidades de retirar uma bola com
uma vogal e outra com um numero primo.
Bolas com uma letra que faz parte da palavra
MAR: a, m
Bolas com nimero par: 2, 4, 6

2

a 4

G

17
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Ha 6 possibilidades de retirar uma bola com uma

letra que faz parte da palavra MAR e outra com

um numero par.

Pagina 15 — Pratica

Os resultados possiveis sao:

EEE, EEN, ENE, ENN, NEE, NEN, NNE e NNN

A= {NNN}
B = {ENN, NEN, NNE}
C = {EEN, ENE, NEE}
D = {EEE}

Numero de sequéncias
com, no maximo, duas
faces E

Numero de sequéncias
com, pelo menos, duas
faces E

Numero de sequéncias
com, pelo menos, uma
face E

Numero de sequéncias
com, no maximo, uma

face N

P-R-F
2x3=6

#(BuCuUD)

#(CuD)

#(AUBUC)

#(AUF) =16, pois os 16 elementos que

participam na reunido falam pelo menos uma das
linguas.

#A+#F=5+13=18

#(ANF)=18-16=2
#(A\F)=#A-#(AnF)=

-5-2-3
#(F\A)=#F —#(ANF)=
=13-2=11

Diagrama de Venn:

1.2 vogal 2.2 vogal 1.° algarismo 2.° algarismo

A 2.2 vogal é igual a 12.
N.° de codigos: 5x1x10x10 =500

Nas condi¢des do enunciado existem 500 codigos.

LLAALL

A: algarismo

Se as letras utilizadas séo vogais (a, e, i, 0, u),

entdo para cada letra ha apenas 5 possibilidades.

5x5x10x10x5x5 =62 500

Nas condi¢des do enunciado podem ser

atribuidas 62 500 matriculas.

Pagina 16 — Tarefa 2
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Existem 6 ligagbes entre P e F passando por R.

Numero total de ligacdes entre P e F:

&<_J3+1wxg:6+2:8

passam  passam
por R por S

A: conjunto dos participantes que falam aleméo;
F: conjunto dos participantes que falam francés.
#A=5¢e #F =13

As afirmagdes que podemos garantir que séo
verdadeiras séo a (B) e a (C).

As outras afirmagdes ndo sao obrigatoriamente
verdadeiras, porque podemos colocar mais do
que uma bola em cada compartimento.

Nao é possivel garantir que todos os
compartimentos da caixa figuem ocupados, pois
pode colocar-se varias bolas no mesmo
compartimento.

Sim, pode-se garantir que pelo menos um
compartimento fica, no minimo, com duas bolas,
porque ha mais bolas (13) do que
compartimentos (12).
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Como o ano tem 12 meses, sdo necessarias 13
pessoas para garantir que o aniversario de pelo

menos duas delas ocorre no mesmo més.

N.° de alunos da turma: 29

N.° de meses: 12

29=12+12+5

Os 29 alunos da turma podem ser divididos em
dois grupos de 12 alunos e ainda sobram 5
alunos.

Em cada grupo de 12 alunos ndo se consegue
assegurar que dois deles fazem anos no mesmo
més, pois pode acontecer terem nascido em 12
meses diferentes.

Nos dois grupos de 12 alunos (no total 24 alunos)
temos a garantia de pelo menos dois fazerem
aniversario no mesmo més.

Como a turma tem mais 5 alunos, sabe-se que
pelo menos trés alunos tém de fazer aniversario
no mesmo més.

E possivel garantir que ha, pelo menos, 3 alunos

cujo aniversario ocorre no mesmo més.

Pagina 17
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O numero de sequéncias distintas que é possivel
obter é: *A, =82 =64

Se forem feitos trés langamentos consecutivos,
ent&o é possivel obter A, =8° =512 sequéncias

diferentes de trés niameros.

Apenas se podem utilizar os algarismos do
numero 2018, ou seja, os algarismos 0, 1,2 e 8.

N.° de sequéncias diferentes de dois algarismos
que é possivel representar: *A, = 4° =16

N.° de sequéncias diferentes de quatro

algarismos que € possivel representar:
‘A, = 4" =256
N.° de sequéncias diferentes de cinco algarismos

que é possivel representar: *A; = 4° =1024

4 digitos 3 Ieﬁas
N.° total de matriculas:
YA, x* A, =10*x26° =175 760 000
Como o sistema néo inclui vogais (A, E, I, O, U)
nem as letras N e Q, entdo apenas estéo

disponiveis 19 letras.

Assim, o sistema permite apenas:

%A, x"® A, =68 590 000 matriculas

S: Semaforo
1°8 2°8 3°S 4°S 5°S 6°S 7°8
3x3 x3 x3x3x3x3=3=A4

A opcéo correta é a (A).

O inquérito tem quatro pontos a classificar e, para
cada um deles, ha cinco op¢des de resposta.
Assim, podem ser dadas ao inquérito

°A, =5% =625 respostas diferentes.

Pagina 19

N.° total de possibilidades:
P, =31=3x2x1=6
N.° total de possibilidades:

P, =41=4x3x2x1=24

Cédigo de quatro digitos
4x3x2x1=41=24
E possivel obter 24 codigos diferentes de quatro

digitos.

Dos 11 concorrentes participantes, sabe-se que
durante a prova, 4 desistiram. Assim, s6
chegaram ao final da prova 7 concorrentes.

N.° possivel de classificacdes:

P, =7!=5040

A opcéo correta é a (C).

19
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Pagina 20

Pagina 22 - Pratica
Numero de formas diferentes de ordenar as nove

pessoas: P, =9! =362 880 Lancando o dado tetraédrico quatro vezes

©I01Ip3 0110d ® HYAL LYINDSI

consecutivas, € possivel obter * A, = 4* =256

A bandeira tem 6 barras e vai ser pintada com
) o numeros diferentes.
seis cores distintas (uma para cada barra).
. L i i Lancando os trés dados, um apos o outro,
Se ndo houver restricdes, é possivel obter
existem 3 possibilidades para langar o 1.° dado,

P, =6!=720 bandeiras diferentes. .
2 para 0 2.° dado e 1 para o 3.° dado, ou seja:

Se a primeira barra é preta, entdo é possivel 3x2x1=6

obter 1x P, =1x5!=120 bandeiras diferentes.

Se a primeira barra é azul e a ultima é verde, Pagina 23 - Pratica

entao é possivel obter
. Para que os livros do mesmo autor fiquem juntos,
1x1x P, =1x1x 4! =1x1x 4! = 24 bandeiras
temos de formar trés grupos de livros que podem

diferentes. . .
permutar entre si (3!) , os livros de Fernando

Pagina 21 Pessoa podem permutar entre si (3!) , 0s livros de

José Saramago podem permutar entre si(5!),

12,212 2x5_2 10_12

= 4+ — =
6! 4! 6x5! 4Ix5 5! 5! 5l assim como os livros de Eca de Queiros (2!) .

41 _ 41 - 41 - 41 - Assim, o nUmero de maneiras diferentes de
71-5! 7x6x5!-5] (7><6—1)><5! 41x 5!

ordenar os livros de modo que os do mesmo

1 autor fiquem juntos é: 3!x3!x5!x 2! = 8640

Os livros de Eca de Queirds podem ficar nos

118 _1x4x5 18 —E—i— 17 extremos de 2! maneiras diferentes.

3l 6! 3lx4x5 6x5! 5! 50 5
Os restantes 8 livros véo ficar seguidos, podendo
16!-2x15!=16x15!-2x15!= (16—2)x15! = permutar entre si de 8! maneiras diferentes.
Assim, o niumero de maneiras diferentes de
=14x15
ordenar livros de modo que os dos extremos
16!-141=16x15! 14!X15—16 15! 151 : L
R AT T sejam os de Eca de Queirds é: 2!x 8! =80 640

N.° total de maneiras de dispor os 10 livros na

=(16—ij><15!:(&—ijx15!:%x15!

15 15 15 prateleira: 10!

N.° total de maneiras de os livros de Eca de

As seis pessoas vao ser distribuidas por 6 Queiros ficarem juntos: 21x9x8!

cadeiras.

O numero de possibilidades de se distribuirem é: _ ) |

Fo=bl=720 N.° total de maneiras dos livros de Eca de
Depois de escolhido o lado da mesa (ha 2 Queirds nao ficarem juntos:

maneiras de o fazer), as 3 raparigas vao ser 101-21x9x 81 = 2 903 040

distribuidas por 3 cadeiras e os 3 rapazes vao ser

distribuidos pelas outras 3 cadeiras. N.° de empilhamentos diferentes em que o dado
Assim, o numero de possibilidades de se verde e o dado amarelo fiquem juntos:
distribuirem é: 2!x5x4!=240

2x3Ix3!=2x6x6=72

20
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N.° de empilhamentos diferentes em que o dado
branco e o dado amarelo nio fiquem juntos:
6!-2Ix5x4!=720-240 =480

Pretende-se que pelo menos um dos namorados
(Joana e Pedro) fique num dos topos da mesa.
Existem trés situacdes podem ocorrer:
S6 a Joana ficar num dos topos da mesa: o n.°
de maneiras de tal ocorrer &€ 2x4x4!=192.
S6 o Pedro ficar num dos topos da mesa: o n.°
de maneiras de tal ocorrer &€ 2x4x4!1=192.
A Joana e o Pedro ficarem nos dois topos da
mesa: o n.° de maneiras da tal ocorrer é
2x41=48 .
192 +192+ 48 =432
O numero de maneiras de os seis amigos se
distribuirem de modo que pelo menos um dos
dois namorados figue num dos topos da mesa é
432.

Impar ar Impar Par ar

= * 2 =12
Ha trés cartdes com numero impar (1,3 e 5) e
dois cartdes com numero par (2 e 4).
Os cartdes podem ser alinhados de 12 maneiras
diferentes de modo que os nimeros de cartdes

adjacentes ndo tenham a mesma paridade.

n cartdes numerados de 1 a n, sendo n par.
Como n é um numero par, entdo sabe-se que
metade dos cartdes tém numero par e metade

tem numero impar.

. . n
N.° de cartdes com numero par: 3

- . ; n
N.° de cartdes com nimero impar: 2

Os cartbes vao ser colocados em linha, lado a
lado.

A fila de cartées pode comecar com um cartdo
com numero par ou com um cartdo com namero

impar. Assim, ha 2 possibilidades.

\
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Os cartdes com numero par e os cartdes com

. , . n
numero impar podem permutar entre si de (E)!

maneiras diferentes.
Entdo, o numero de maneiras de colocar os
cartdes em linha, lado a lado, sem que os

numeros de cartdes consecutivos tenham a

mesma paridade & 2x(%)!x(%)! , OU seja,

=((5)]

Pagina 24

Se nao houver restricdes, pode haver repeticdo

de digitos. Assim, o nimero de codigos diferentes

que é possivel formar é: "° A, =10° =1000

Se os digitos forem diferentes, o niumero de
codigos diferentes que é possivel formar é:

101 10!
A= ————=—"=720
° o (10-3) 7!

— —— —— trés digitos diferentes,
escolhidos entre 0, 1, 2 e 3.

O numero de cédigos diferentes que é possivel
4! 4!

> 24

L. 4 _
formar é: A, = (@-3), =

O padio pode ser constituido de *°*A, =13 800

maneiras diferentes.

Pagina 25

SECUNDARIO — 10 letras diferentes
Utilizando sete letras diferentes da palavra
SECUNDARIO é possivel formar A, , ou seja,
604 800 sequéncias.

Vogais da palavra dada: A, E, |, O, U
Consoantes da palavra dada: C, D, N, R, S

5 x 5 x 4 x 3 x 4 =1200

21
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Utilizando cinco letras diferentes da palavra
SECUNDARIO, sendo a primeira e a Ultima
vogais e as restantes consoantes, é possivel

formar 1200 sequéncias.

O bilhete do cinema tem o numero 856 247.
Fazem parte desse numero seis algarismos
diferentes sendo quatro pares (2, 4, 6, 8) e dois

impares (5 e 7).

5 x 4 x 3 x 4 =20

E possivel formar 240 nimeros de quatro
algarismos diferentes que sejam pares.

mpar

5 x 4 x 3 x 2 =120

E possivel formar 120 nimeros de quatro
algarismos diferentes que sejam impares.

Para o numero ser multiplo de 5 e atendendo a
que s6 podemos utilizar os algarismos 2, 4, 5, 6,

7 e 8, tera de terminar em 5.

5 x 4 x 3 x 1 =60

E possivel formar 60 nimeros de quatro

algarismos diferentes que sejam multiplos de 5.

Pagina 26 — Pratica

Pagina 27 — Pratica

22

Das 7 cadeiras vamos escolher 5.

7T
Ay === 2520
° (7-5) 2

A distribuicdo pode ser feita de 2520 formas
diferentes.

Se as cadeiras dos extremos nao forem
ocupadas, entdo os cinco elementos da familia
distribuem-se pelas cinco cadeiras centrais.

O numero de maneiras de o fazer é 5!, ou seja,

120 maneiras.

N.° de maneiras diferentes de escolher 3 alunos

de uma turma que tem 24 alunos: **A, =12 144

Escolhidos os trés alunos, o nimero de maneiras

diferentes de os ordenar é 3!, ou seja, 6.

A={2,3,4,5,6,7}

Numeros de quatro algarismos diferentes,
pertencentes ao conjunto A, que sejam maiores
do que 5000:

5 6ou7

3x° A, =3x60=180

Nestas condicdes, € possivel formar 180
numeros.

Numero de quatro algarismos diferentes,
pertencentes ao conjunto A, que sejam pares e

menores que 2500:
3 loub

1 x 1 x 3 x 2

ou
(+)

Nestas condicbes, é possivel formar 9 nimeros.

N.° de maneiras de os amigos ocuparem cinco

dos sete lugares do sofa: " A, = 2520

Carla
ou — —| Diogo

2x2Ix° A, =2x2x60 =240

A distribuicdo pode ser feita de 240 maneiras

diferentes.

Divisoresde 4:1,2e 4
Multiplode 3 (de1a9):3,6e9
Mulliplas de 3

Dimsores de 4
=bxaxb=21G

Nas condi¢des dadas, ha 216 disposicdes

diferentes.

O numero minimo de apostas que garante ao
apostador que € um dos vencedores é * A, , ou

seja, 39 270.

Como o prego de cada aposta &€ 2,50€ , o

apostador gastara 39 270x2,50€ =98 175€ .
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Como o prémio & 50 000€, a estratégia ndo é

compensadora para o apostador.
Conclusao: A estratégia ndo é compensadora,
porque o apostador gastara mais do que ira

receber de prémio.

Numeros naturais maiores do que 999 e menores
do que 4250.

Pretende-se saber quantos desses niumeros séo
escritos com os algarismos 1, 2, 3 e 4.

e Entre 1000 e 1999 (inclusive):

e

1 x 3! =6

e Entre 2000 e 2999 (inclusive):

1 X 3! =6

e Entre 3000 e 3999 (inclusive):

1 x 3! =6

o Entre 4000 e 4249 (inclusive):

\-_v_-J
1 x 2x 2! =4

Nas condicdes dadas, existem 22 numeros.

3 raparigas
Grupo

1 rapares
O numero de maneiras diferentes de as trés
raparigas do grupo ocuparem trés lugares no
mesmo banco é 144 e é dado pela expressao
2x3* A
Entao:
2x3x* A =144 &
o 12x* A =144

= An=ﬂ
12

oA =12

&n=2

O grupo tinha 2 rapazes.

\
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Turma de 26 alunos: 17 raparigas e 9 rapazes

N.° de possibilidades de formar um grupo de

12 alunos:
%0 26!

- =9 657 700
121141

N.° de possibilidades de formar um grupo de
5 rapazes:

I
°C, = 9t 126
5141
N.° de possibilidades de formar um grupo de
10 raparigas:

|
70, =L _19 448
1017!

N.° de possibilidades de selecionar cinco
numeros:

5o _ 18!

= =3003
51101

No cartdo estdo marcados 15 numeros, dos quais
4 s3o pares.

N.° de possibilidades de selecionar trés numeros
pares:

‘C, = % =4

No cartdo ha 11 numeros impares.

N.° de possibilidades de selecionar seis nimeros

impares:
!
"C, = L 462
6!5!

No cartdo estéo registados 8 nimeros maiores do
que 40.
N.° de possibilidades de selecionar cinco
numeros maiores do que 40:
8!

8C,=—— =56

513!
Como o aluno sé responde a cinco das nove

questdes da prova do exame, pode fazer essa
escolha de 9C5 maneiras diferentes, isto &, de

126 maneiras diferentes.
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Pagina 29

Das 6 questdes de geometria terdo de ser
selecionadas 5 e das 4 questdes de
probabilidades terdo de ser selecionadas 2.

Assim, o numero de escolhas possiveis é:
6 4

C,x*C,=36
Das 6 questdes de geometria terdo de ser
selecionadas 4 e das 4 questdes de

probabilidades terdo de ser selecionadas 3.

Assim, o numero de escolhas possiveis é:

°C,x*C, =60

O numero total de apertos de méo é "*C,, ou
seja, é igual a 78 (as 13 pessoas terdo de se
cumprimentar 2 a 2, ndo interessando a ordem).

A opcéo correta é a (A).

Pagina 30 — Pratica

Pretende-se que o grupo de 5 suplentes tenha
pelo menos 3 médios. Entdo, como ha 7 médios

suplentes, o grupo pode ter 3, 4 ou 5 médios.

O numero de grupos que satisfaz essa condigdo é:

C,x*C,+'C,x*C,+" C, =980+280+21=1281
Pretende-se que o grupo de 5 suplentes tenha,
no maximo, 2 avancados e os restantes médios.
Assim, o grupo pode ter 2 avangados e 3 médios
ou 1 avancado e 4 médios ou apenas 5 médios.
O ndmero de grupos que satisfazem essa
condicéo é:

“C,x" C,+*C,x" C, + C; = 210+140 + 21 =371

Pagina 31 — Pratica

24

Como dois pontos definem uma reta, com os

cinco pontos assinalados na circunferéncia &
possivel definir °C, =10 retas distintas.

Como trés pontos nio colineares definem um

tridngulo, com os cinco pontos assinalados na
circunferéncia é possivel definir °C, =10

tridngulos distintos.
Sendo o ponto E um dos vértices do triangulo,
entao sera necessario escolher mais dois vértices

de entre os quatro pontos disponiveis (A, B, C e

D). E possivel definir *C, =6 triangulos distintos.

Utilizando exatamente cinco das oito moedas de
valores diferentes, é possivel obter 8C5 =56

valores diferentes.
Utilizando exatamente quatro das oito moedas de

valores diferentes, € possivel obter 8C4 =70

valores diferentes.

15 suplentes: 1 guarda-redes, 3 defesas, 7 médios
e 4 avancados
N.° de grupos de 5 suplentes formados por 2 defesas,

2 médios e 1 avancado:

°C,x" C,x* C,=3x21x4 =252

A= {1, 2,3,4,5,6, 7}

- — Com exatamente
trés 7 e os restantes algarismos diferentes
Nestas condi¢des é possivel formar

°C, x® A, =20x120 =2400 numeros.

Para definir uma reta precisamos de escolher 2 dos
8 pontos, ndo interessando a ordem.
A escolha pode ser feita da seguinte forma:
Um ponto na reta re um ponto na reta s:
°C,x* C,
Dois pontos na reta r.
1 (é sempre definida a reta r)
Dois pontos na reta s:
1 (é sempre definida a reta s)
Assim, é possivel definir:

°C,x* C,+1+1=5x3+1+1=17 retas distintas.

Para definir um triangulo precisamos de escolher
3 pontos néo colineares dos 8 assinalados nas
retasre s.

A escolha pode ser feita de duas formas
diferentes:

Dois vértices na reta re um nareta s:
5 3

C,x" C,
Dois vértices na reta s e um nareta r.

°C,x° C,
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O numero de tridngulos que é possivel construir é:
5C2 x° C, +° C, x° C =

=10x3+3x5

=30+15=45

Um prisma hexagonal tem 12 vértices (6 vértices
em cada uma das bases).

Como desses 12 vértices ndo ha 3 que sejam
colineares, ent&o & possivel definir '>C, =220

tridngulos cujos vértices sejam os do prisma.
Pretende-se saber quantos triangulos existem
cujos veértices, escolhidos entre os vértices do
prisma haxagonal, estdo em bases diferentes do
prisma.

Podem ocorrer duas situacdes: dois vértices
pertencem a base inferior do prisma e o outro
vértice pertence a base superior do prisma ou um
vértice pertence a base inferior do prisma e dois
vértices pertencem a base superior do prisma.
Assim, o numero de tridngulos que é possivel

construir nas condigdes do enunciado &

2><(6C2 x® C1), ou seja, 180.

Pagina 32 — Tarefa 4

\

Propostas de resolucdo da unidade 3 do manual J

2C, : nimero de maneiras diferentes de escolher

os 2 lugares para os frascos com compota de
péssego dos 2 que sobraram, depois de
colocados os frascos de compota de morango e
de mirtilos.

9! 5! 2!

N=C,x*C.x°C, = —x——_x—=_ =
47 T3 T2 41517 31217 210!

ok glx 2o

4k 5 x 3 21x 21
9!

T 413121

Pagina 33 — Tarefa 5

Cinco bolas, sendo trés vermelhas (iguais), uma
azul e uma vermelha.

A resposta correta é a 2.

A resposta 1 esta errada, porque o fator 5! indica
0 numero de possibilidades de distribuir, em

linhas, cinco bolas de cores diferentes.

5 8l

C3x2!—mx2!
5! 5!

=207

°C, : nimero de maneiras diferentes de escolher

os 4 lugares que os frascos com compota de
morango ocuparao na prateleira.

®C, : numero de maneiras diferentes de escolher
os 3 lugares para os frascos com compota de
mirtilos dos 5 ainda disponiveis, depois de
colocados os frascos de compota de morango.

O conjunto A é formado por toalhas de trés cores
diferentes: duas toalhas vermelhas, duas toalhas
brancas e uma preta.

Mantendo juntas as toalhas da mesma cor, &
possivel dispor as toalhas de 3!=6 maneiras
diferentes.

Pretende-se ainda que néo haja toalhas

consecutivas com a mesma cor.

—

Toalhas com
a mesma cor
(podem ser
brancas ou
vermelhas)

-
Assim, a toalha preta tera de ficar no meio.
N.° de disposicdes nas condicbes pedidas:
2xI1x1x1=2

As respostas corretas sdoa2 e a 3.

Resposta 2: 'C, x P,

7C3 — n.° de maneiras de escolher, das 7
posicdes do codigo, 3 para a letra K.

P, - n.° de maneiras de permutar os 4
algarismos diferentes que constituem o cédigo (2,
3, 5, 7) nas 4 posicdes ainda livres.

!
Resposta 3: n
3!

7! - n.° de maneiras de permutar os 7

elementos que constituem o codigo (ndo

atendendo a que ha alguns iguais (K, K, K)).
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3! —- como ha 3 elementos iguais, ao permuta-los
entre si, ndo originam um cédigo diferente. Assim,
€ necessario dividir 7! por 3!.

Esta resposta também resulta da aplicagao direta
da formula para permutacdes com repeticao:

7! 7!
3 3!

O conjunto B ¢é formado por oito toalhas de cores
diferentes.

N.° de maneiras diferentes de empilhar as oito
toalhas e as toalhas castanha e amarela ficarem

juntas:

2x 7
i

n° posicdes

para o bloco

(castanho e
amarelo)

x6!=10 080

Vao retirar-se trés toalhas do conjunto B.
Se a cor-de-rosa fizer parte do conjunto,
entdo sob é preciso retirar mais duas toalhas

das restantes sete. Assim, é possivel formar
’C, =21 conjuntos.

Se a castanha e a amarela ndo puderem
fazer parte do mesmo conjunto, entéo é
possivel formar:

5C, - 2C,x°C,

-
n° total de n° de conjuntos de trés
conjuntos  toalhas em que a castanha
de trés e a amarela fazem parte
toalhas

=56-6=250

As duas toalhas do conjunto A podem ser: preta e
vermelha; preta e branca ou vermelha e branca.
O numero de escolhas diferentes que o cliente

pode fazer é:

3x*C, =3x56=168

Pagina 34 — Consolida

26

Departamento de marketing: 8 elementos
(5 mulheres e 3 homens)
Departamento financeiro: 5 elementos

(3 homens e 2 mulheres)

As opcdes de escolha de dois elementos, sendo
um de cada departamento, sdo: 8x5 =40
Se forem escolhidos dois elementos do
mesmo sexo, sendo um de cada

departamento, entdo as op¢des de escolha

sd0: 5x2x3x3=19

mulheres  homens
Se forem escolhidos dois elementos de sexos
diferentes, sendo um de cada departamento,
entdo as opgdes de escolha sdo: 40-19 =21
N.° total de escolhas: 40
N.° de escolhas de dois homens: 3x3=9
Assim, se forem escolhidos dois elementos,
sendo um de cada departamento, em que
pelo menos um é mulher, entdo as opgdes de

escolha sdo: 40-9 =31

Recorrendo a um diagrama de Venn:

N: alunos que praticam natacao

V: alunos que praticam voleibol
#(NUV)=22

#(N\V)=7

#NNV)=5

Entdo, #(V\N)=22-7-5=10.
Assim, #(AUB)=7+10=17.

A opgéo correta é a (B).

Sejam / e F os conjuntos:
I: pessoas que falam inglés

F: pessoas que falam francés
Sabe-se que #/=18, #F =12 e #(/ NF)=3.

Recorrendo a um diagrama de Venn, tem-se:
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#(IuF)=25—3=22

#/+#F=18+12=30

#(/nF)=30-22=8

#(/\F)=18-8=10

#(F\)=12-8=4

Pretende-se escolher duas pessoas, uma que sO
fale inglés e outra que so6 fale francés.

As opcgdes de escolha sdo 10x4 =40 .

Na lista do restaurante constam 3 sopas, 3 pratos
de peixe, 5 pratos de carne e 4 sobremesas.

Se a Catarina optar por sopa e um prato de
peixe, entdo tem 3x3 =9 opgdes.

Se a Catarina optar por um prato de carne e uma
sobremesa, entdo tem 5x4 =20 opcdes.

Se a Catarina optar por sopa, um preto de peixe

e uma sobremesa, entdo 3x3x4 =36 opcodes.

Designando por A e B as duas equipas mais bem
classificadas e recorrendo a um diagrama em
arvore, tem-se:

Yitariano  Vitdriano Vitoriano  Vitdriano  Vitaria no
17 jogo 27 jogo 37 jogo 4! jogo 57 jogo

[vencewu) A
A ISR &
B B [wencoy)
B E
[venceu| [eencau|
A )
2 [ecice) A [
B .
B o [wencey]
peenced|
[wenced)

As equipas tém de disputar, no maximo, 5 jogos

até encontrar a vencedora.

Pagina 35 — Consolida

Os algarismos do nimero 417 séo 1,4 e 7.

Numeros de dois algarismos:

*A,=3*=9

Numeros de cinco algarismos:

*A, =3°=243

Numeros de quatro algarismos e par (o algarismo
das unidades tem de ser 4):

1% A, =1x 3 =27

\

Propostas de resolucdo da unidade 3 do manual J

Numeros de quatro algarismos e impar (o

algarismo das unidades € 0 1 ou 0 7):
2x* A, =2x3% =54
Numero de trés algarismos e inferiores a 500

(o algarismo das centenas é 1 ou 4):

2x* A, =2x3* =18

NUmeros pares:

8A, x 4 =8%x4=2048
tem de}erminar
em2,4,60u8
Ndmeros multiplos de 5:
*Ax 1 =8x1=512
tem de

terminar
em5

Numeros maiores do que 800 e pares:

1 x*Ax 4 =1x82x4=256
v
tem de tem de terminar
comegar em2,4,60u8
em 8

Numeros menores que 5300:
1.°) A comecgar por 1,2, 3 0ou 4
4x° A, =4x8°=2048

2.°) A comecar por 5 (0 2.° algarismo s6 pode ser
1 ou 2):

1x2x® A, =1x2x 8% =128

No total existem 2048 +128 = 2176 numeros que
sdo menores do que 5300.

N.° total de passwords:

%A, =10° =100 000

A Daniela tem 100 000 opcoes diferentes para
definir a password do tablet.

Pretende-se saber quantas passwords sao
representadas por um nimero maior do que 9999
e impar.

Se o numero que representa a password é maior
do que 9999, entdo nao inicia em zero.

Como o numero € impar, entdo tem de terminar
em1,3,5 70u9.

N.° de passwords nas condi¢cdes dadas:

9x'% A, x5 =9x10°x5 =45 000

O menor numero que se pode obter por
permutacéo de algarismos que constituem o
nuamero 137 456 é o 134 567.

O maior numero que se pode obter por
permutacéo de algarismos que constituem o
nuamero 137456 é o 765 431.
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Pretende-se que os algarismos impares (1, 3, N.° de sequéncias diferentes que é possivel
5 e 7) ocupem posi¢des consecutivas. formar em que a almofada azul ocupa um dos
Imparss extremos: 2x4!=48

— — N.° de sequéncias diferentes que é possivel
formar em que a almofada azul fica ao lado da

4! x3x2!=144 numeros nas condicbes
almofada verde: 2/x4x3!=48

pedidas

Pretende-se que os algarismos pares (4 e 6) el

nao ocupem posi¢gdes consecutivas. erele

Se ocupassem posicbes consecutivas, entéio 00 — —— -7 -7 -

obteriamos: N.° de numeros de dois algarismos diferentes
e que é possivel formar utilizando os

y T 2T =T = algarismos 1, 2, 3,4,5e6: °A, =30

2Ix5x4!=240 numeros N.° de numeros, multiplos de 5, com quatro
Sabe-se que permutando os algarismos d algarismos diferentes que € possivel formar
numero 137 456 é possivel obter 6!=720 utilizando os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6:
numeros diferentes. 1%5 A, =60

Assim, por permutacado dos algarismos do

numero 137 456, é possivel obter 720-240,

(£

ou seja, 480 nimeros em que os algarismos Os algarismos da sequéncia 3156 sdo 1, 3, 5 e 6.
pares néo ocupem posicdes consecutivas. N.° pares de trés algarismos que é possivel

Bandeira de seis barras e ha seis cores formar com os algarismos da sequéncia

diferentes disponiveis. 3156: 1x* A, =6
Se for possivel repetir cores, entdo ha Para que o numero de trés algarismos néo
® A, = 6° = 46 656 possibilidades de pintar as seja multiplo de 3, podemos utilizar os

barras. algarismos 1,3e60u 3,5e6.

Se forem utilizadas as seis cores, entdo ha Nestas condicdes, & possivel formar

apenas 6! =720 possibilidades de pintar as 3%+ 3!=12 nimeros diferentes.

barras.
Se nao for utilizado o amarelo, entdo ha
Am am: Amarela
A, =5° =15 625 possibilidades de pintar as —_— ¢ < ¥ = Vm: Vermalha
ettt V: Vorde
barras. Vi cu
O numero de sequéncias diferentes que &
N.° de formas diferentes de ordenar o . .
possivel formar de modo que as cadeiras
atendimento do grupo de 5 alunos: ) .
vermelha, amarela e verde figuem juntas e a
Py =5!=120 amarela entre as outras duas é dado por:
2x5x4!=240
Pagina 36 — Consolida Numa turma de 23 alunos, ¢ possivel formar

23 H B
N.° de sequéncias diferentes que é possivel C, , ou seja, 8855, grupos diferentes de quatro

formar em que a almofada azul ocupa a posigcéo alunos.

central: 1x4!=24

28
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Taxi A — 4 passageiros

Taxi B — 4 passageiros

O grupo de 7 pessoas pode ser repartido pelos
dois taxis das seguintes formas: 4 no taxi A e
3 no taxi B ou 3 no taxi A e 4 no taxi B.

O numero de formas diferentes de tal acontecer

6 7C,x*C,+" C,x* C, =35+35=70

Oito professores: 3 de Matematica,

2 de Portugués e 3 de Histéria

N.° de formas diferentes de distribuir os oito
professores pelas dez cadeiras de modo que os
trés professores de Historia figuem do mesmo

lado da mesa:
2x° A, x" A, =2x60x2520 = 302 400

N.° de formas diferentes de distribuir os oito
professores pelas dez cadeiras de modo que os
professores de Portugués fiquem em lugares
opostos (frente a frente):

5x2Ix® A, =5x2x20 160 = 201600

N.° de formas diferentes de distribuir os oito
professores pelas dez cadeiras de modo que os
professores de Matematica e de Portugués

fiquem do mesmo lado da mesa:

2x51x° A, =2x120x60 = 14 400

18 equipas e cada uma joga duas vezes com
cada uma das restantes.

N.° total de jogos realizados:

2x'® C, = 2x153 = 306

Seja n o numero de participantes na reunido.
Como, no total, foram dados 136 apertos de mao,
sabe-se que:
n!
"C,=13—— =136
2!(n - 2)!

n(n-1)(n ! 2_
M:136®n n=136<:>

2(n-2)! 2
on-n=272n*-n-272=0<

1-0_-«/1—4><‘|><(—272)
n= =

2
1+/1089 1+33 1-33
n= > < n= \%

=4

p=4

n= <
2 2

<n=17v n=-16

Propostas de resolucdo da unidade 3 do manual

Como neN, conclui-se que n=17 .

Estiveram na reunido 17 participantes.

Pagina 37 — Consolida

N.° de maneiras diferentes de distribuir os sete
discos (3 vermelhos, 2 azuis, 1 verde e 1 preto):
°C,x"* C,x"" A, =560x78x110 =4 804 800

N.° de linhas: 4

N.° de colunas: 4

N.° de diagonais: 2 (n.° total: 10)

Assim, o numero de maneiras diferentes de
distribuir os quatro discos (um de cada cor, de
modo que fiquem na mesma linha ou na mesma
coluna ou na mesma diagonal € 10x 4!, ou seja,

€ 240.

- —— —— —— —— — algarismos de 1a 9

Numeros que nao tenham algarismos repetidos:
°A, =15120

————— — algarismos de 1a 9
NuUmeros que tenham exatamente trés 7:

°C, x® A, =10x 8% = 640

————— — algarismos de 1a 9
Numeros que tenham exatamente quatro 1:
°C,x8=5x8=40

————— — algarismos de 1a 9
(primos: 2, 3,5e7)

Numeros que ndo tenham qualquer algarismo

que represente numero primo: °A, = 5° = 3125

Das retas definidas por pares de vértices do
prisma pentagonal, ha 15 que contém arestas do
prisma.

N.° de retas que nao contém arestas do prisma:
°C,-15=45-15=30

N.° de retas que contém diagonais das bases do
prisma:

2x(°C,-5)=2x(10-5)=10

N.° de maneiras diferentes de escolher o grupo

dos quatro netos que irdo ao cinema: °C, =126

29



//

\ 3. Contagem

Franzisce o Joac
As possibilidades de a avé Joana ficar entre os

Francisco e 0 Jodo sdo: 2x3x2!=12

A partir da casa da Ana (A) e feitos os

movimentos da sequénciaHHVHVVHH, o

ponto de chegada foi a casa do Bernardo (B).
Por exemplo, as sequéncias HHHHHVVV,
VVHHHVHH e HVHHVHVH.

No total ha 8 movimentos (5 na horizontal e

3 na vertical).

N.° de caminhos diferentes que existem para ir

de A até B: ®C, x* C, = 56

N.° de caminhos diferentes que existem para ir da

casa da Ana até a casa da Carla passando pela

casa do Bernardo:

(°Csx* C,)x(°C, ¥ C,) =56x10 =560

Pagina 38 — Avalia 1 — Parte 1

Argentina, Brasil e Coldmbia
N.° de disposicdes em que os representantes de
cada pais ficam juntos: 2Ix2Ix2Ix 3! =48

A opcéo correta é a (A).

A={1,4,57)

Os numeros naturais de seis algarismos, que &
possivel formar com os algarismos do conjunto A,
que sao pares e tém exatamente trés 4, sdo:
1x°C,x* A, =10x 32 =270

A opcéo correta é a (B).

1

lguais

Iguais

Algarismos de 1a 9
Capicuas: 9x9x9x1x1=729

A opcéo correta é a (D).

Pagina 39 — Avalia 1 — Parte 2

A={2,3,5,7,11,13)
B={2,4,6,8,10,12,14}

AUB={2,3,4,5,6,7,8,10,11,12,13, 14}
#(AUB)=12

A opcéo correta é a (C).

\-_.V_J \-—.V—J
Vogais Algarismos diferentes

N.° de codigos que € possivel obter:
*A,x"° A, =5°x720 =18 000

A opcéo correta é a (A).

30

Designemos por n o numero de vértices da
piramide.

Com os vértices da piramide é possivel definir 78
retas. Entao:

2!(:;2)!2

n(n—1)M=78
2(n-2)!

-n

"C,=78< 78 &

=

n2

=78

=n’-n=156<=n*-n-156=0

_’IiJ’I—4><‘I><(—’|56)

<n

2
,_1£/625
2
1+25 1-25
< n= vn=——

2
<n=13vn=-12

Como neN, entdo n=13.
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A piramide tem 13 vértices, logo tem 24 arestas

(12 arestas na base e 12 arestas laterais).

9 livros diferentes: 5 de ficcéo cientifica (FC) e
4 de policial (P)

FC P
1 2
2 1

Numero de selec¢des de trés livros com, pelo

menos, um de cada género:

°C,x*C,+°C,x* C,=5x6+10x4 =70

Cinco amigos: 3 raparigas (Ana, Carolina e Sofia)
e 2 rapazes (Bernardo e Gil)

Se as trés raparigas ficarem numa das trés filas,
entdo o numero de maneiras diferentes do grupo

de cinco amigos ocupar as cadeiras é:
3x3Ix° A, =540
O ndmero de maneiras diferentes do grupo

ocupar as cadeiras de forma que a Carolina e o

Bernardo ficarem a sés numa fila e os restantes

elementos ocuparem uma das outras duas filas é:

3x* A x2x3!=216

Departamento administrativo: 5 colaboradores
Departamento técnico: 7 colaboradores
Equipa: 2 administrativos e 3 técnicos
Numero de equipas que é possivel formar se
nem a Ana e nem o Pedro fizerem parte:
“C,x*C, =6x20=120
Numero de equipas que é possivel formar se
a Ana e o Pedro fizerem parte é:
1x* C,x1x° C, = 60
O codigo deve ter pelo menos um cinco e, no
maximo, trés cincos, ou seja, pode ter 1,2 ou 3
cincos.
N.° de codigos com um 5:
°C,x° A, =6x9° =354 294
N.° de codigos com dois 5:
°C,x* A, =15x9* =98 415
N.° de codigos com trés 5:

°C, x° A, =20x9° =14 580

Propostas de resolucdo da unidade 3 do manual

N.° total de cddigos com pelo menos um 5 e,
no maximo, trés cincos:

354 294 + 98 415+14 580 = 467 289
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Um desafio
1. O retangulo pode ser decomposto em seis
quadrados de 30 m de lado.

&7

60m

T

S0m

2. A maior distancia possivel entre dois pontos do
mesmo quadrado é, em metros, a medida, d, da
diagonal desse quadrado.

d? =307 +30°
Como d >0, obtém-se d = 3042 ~ 42,4 .
Assim, d <45, o que significa que a distancia

entre dois pontos de rega colocados no mesmo

quadrado é inferior a 45 m.

3. Como ha sete pontos de rega a distribuir, pelo
principio do pombal, pelo menos dois ficam
necessariamente no mesmo quadrado, o que
torna impossivel distribui-los nas condigdes

referidas.

Pagina 43 — Para Saber +

Proposta 1

Por exemplo, solicitar ao héspede que ocupa o quarto
numero 1 que passe para o quarto numero 27, ao que
estava no quarto numero 2 que passe para o numero

28, e assim sucessivamente.

Desta forma ficam libertos os 26 primeiros quartos.

31



/
\ 3. Contagem

Proposta 2
2.1. Numeros impares

A cada novo héspede H, é atribuido o quarto de
numero Q,, sendo Q, =2n-1 (sucesséo dos

numeros impares).

2.2. O principio do pombal aplica-se quando ha um
numero finito de “ninhos” para um numero finito e
superior de “pombos”, o que nao é aplicavel no
caso do Hotel de Hilbert por este ter um nimero
infinito (numeravel) de quartos (para cada
numero n, ha sempre o seguinte, n+1).

A estratégia referida permite libertar um conjunto
infinito de quartos (conjunto dos nimeros

impares), ficando ocupados também um conjunto
infinito de quartos (conjunto dos numeros pares).
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