Bropostasideliesollica®

Caderno de Atividades

1. NUMEROS COMPLEX0S

Ficha 1
Pagina 4

1

z 2—-i | =V3i | V2-2i 6i

N|[= [N]—=
ol

Re (2) 2 0 V2 0

Im(2) -1 -V3 -2 6

\ /

o
w

21, z=8i
22. z=V12i=2V3i
23. z=3+i
24. z=—\/5+5i
3. Opcdo (C)
Re(2)=—Im()) & —2V2=-Im(t) & 2V2=Im(t), ouseja, t=2V2i < t=V8i
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41, Para k=—1:2z=2x(=1)=1+(-143)i & z=-3+2i

42. a) Re(z)=3AIm(2)=5 < b) Im(2)=0 < k+3=0 &
& 2k—1=3ANk+3=5 & k=-3
& k=2
0 Zk—1=—1Ak+3=3 & d) 2k—1=k+3 & k=4
& k=0
¢ Re(2)=0AIM(@)#0 < f) Uk—1<0AKk+3>1 &
& h-1=0Ak+3%0 & 1

1 & k<-Nk>-2 &
& k=3 2
1
el
And 2
51. a) Re(z2)>0AIM(2)=0 &
S 1-2k>0AK —4=0
PEN k<%/\(k=—2vk=2) & k=-2
b) Re(z2)<0AIM(z2)=0 &
& 1-2k<0AK —4=0
= k>%/\(k=—2\/k=2) & k=2

Q) Re(2)=0AK —420 <> 1-2k=0Ak#—2 Ak#2 & k:%

+V4+12

52. 1-2k=—(k'—14) & K—2k—3=0 & k=2 > & k=—1Vk=3

Se k=—1,2z=3-3i;se k=3, z=—-5+5i.
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\ Propostas de resolucao

5.3.

@ python”

° k=float(input("k="))

a=1-2%
b = k**2 - a
print(f"z = {a} + {b}i")

if b==e:

print(f"z = {a}")

print("z € um numero real™)
elif a==8:

print(f"z = {b}i")
print("z € imagindrio puro™)

else:

print("z ndoc & um nimero real e ndoc & imaginaric purc")

6. z=t < Re(@=Re(OAIM@)=Im(t) & —k=k"'—6A1T+k=2k—1 & K'+k—6=0Ak=2 <

—1xVv1+24
2

& k=
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ANk=2 & (k=-3Vk=2)Ak=2 & k=2

71, 27°+436=0
= =-18 = z=—\/—_18\/z=\/—_18 =
o 2=—V18ivVz=V18i &
& 2=-3V2iVz=3V2i

73. 47+49=0

2 49 [ 49 [ 49
=2 =4/ =Hvz=4/=- X
&z 4 &z 4 z 4 &

7. 7.
&= z=—=iVz==i
2 2

75. (z-2)(22+4)=0

& 7-2=0V2 +4=0 & =2V 7Ii=-2 &

& 72=2Vz=-V-2Vz=V-2 &

& 722V z2=—V2iVz=V/2i

81 7 +3z+5=0
-3+v9-20 o yo=3EV-T
2

& z= > &
3. VN, 3 VI,
=4 —iVZ=—-= - —
= z 2+ 2 1Vz 2 2 i
83. 7 +6z+10=0
-6t — —6+V-—
o 7o 6_\/236 0 o, 6_2\/ 4 o
& =288 3= —3—

2

85. 2+(z+1)=0
o +)=-2 &
o z41=V2VHl=—V-2 &
& 7=—1+V2iVz=—1-V2i

7.2.

74.

7.6.

8.2,

8.4.

8.6.

Z+15=0
& F=-15 & z=—V-1BVz=V-15 &
= z=—\/1_5i\/z=\/1_5i

62°+24z=0
& 62(7+4)=0 & 7=0V7i=-4 &
& 72=0Vz=—V-4Vz=V-4 &

& z2=0Vz==-2iVz=2i

47’ +202=0
Pt 4z(zz+5):0 & 7=0V77 =-5 &
& 7z=0Vz=—-V-5Vz=V-57 &

= z=0\/z=—\/§i\/z=\/gi

22 —27+5=0

+V4— +V-
_2% ;1 20 ., ,_24V-16

=z 2

= z=% & z=1+2iVz=1-2i
(z-5/+64=0

o -5=-61 &

& 7-5=V-64Vz-5=-V-64 &
& 7=5+81\Vz=5-8i
20+(z=5)°=0

& (2-5/=-20 &

& 7-5=V-20Vz-5=-V-20 &
& 7=5+V20iVz=5-V20i &
& 7=5+2V5i1Vz=5-2V5i
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Propostas de resolucao J

4+£v16 — 52 4+v-36

91. Z-4z+413=0 & Z=f = z=—f —_
= z=4;6i\/2=%6i & 7=2+31Vz=2-3i

9.2. Sejam z,=2+3ie z,=2-3i.

222,V 2=2, &> ("“2‘—5=2/\5k+2=3>v(’“2“—5=2/\5k+2=—3> PEN

N <k=—1/\k=%) Vik=-1Ak=—1)

—_— ——
impossivel

Logo, para k=—1, tem-se z=2z,.

Pagina 7

10.  Opcdo (C)
4+V16—24

P +47+62=0 < 7(F7+42+6)=0 & z=0Vz=" 5

& 2=0Vz==2+V2iVz==2-/2i
1. 2+7432-5=0 &
& (-0 (+22+5)=0 <

1 1 2 5
_24+/4 —
| 1 2 5 |_o e 7=V =—2EV4a-20 24 ZUNEN
& z2=1Vz=—142iVz=—-1-2i
1.2.
2 0 9 m 2°+92+M=0 &
1 | -2 2 M & (240 (27— 2241 =0 &
2 -2 1 0 —
P z=_1\/z=w =
1. V21

z==1Vz=—+—+iVz=
L= 2T

13. (77-1)(F+62+10) =0 <

_ 6+ _
o Poivae 6_\/236 w0
= z=—1\/z=1\/z=_62+2i\/z=_62_2i =

& 7z2=—1Vz=1Vz=-3+iVz=-3—i

M4 7'-16=0 &
o (7-4)(F7+4)=0 &
o F=4vi=-4 &
& z2=-2Vz=2Vz=2iVz=-2i

121. Opcdo (C)
(77 +4) (42-2)=0 < zz=—4\/z=% o z=21\/z=—2i\/z=%
12.2. Opcdo (B)
(Z+1)(FP+2-2)=0 & 2+1=0VF472-2=0 ¢ z=iVz=—iVz=1Vz=-2

Solugdes reais: 1 e —2

Solugdes ndo reais: i e —i



\ Propostas de resolucao

Ficha 2
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11, 2,=2+2i; z;=4i; z.=—4+1i; z,=—1;
z;=3-2i; zz=-3-2i
1.2. a) z;=3
b) z,=—2+3i
Q z=4-3i
13. a) z;=4-2i. JEA4  quadrante
b) z,=4+3i. JE1° quadrante

21. a) Ponto C
b) Ponto A
c) Pontos £ e G
d) Pontos C, D, G,/ eK
e) Pontos B e J
f) Pontos D e J
g) Pontos A, C,D,F,Gel

22, z;=3-2iez=1-i
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m@?t

Re(2)

2.3. a) Opcdo (C)
b) Opcéo (A)
c) Opcao (B)

31. a) z=-4-7i, afixo no 3.°quadrante
b) z=11+2i, afixo no 1.°quadrante

¢) z=-14—13i, afixo no 3.°quadrante
1

32. Re(2)<O0AIM(2)>0 & 145k<0A3k—-4>0 & k<—g/\k>§

1

33. a) Re(2))>0AIM(@2)<0 < 145k>0A3k—-4<0 & k>—§/\k<§ & ke

b) Re(2)=0 <> 1+5k=0 < k=—%

g Im@2)=0 & 3k—-4=0 < k=%
d) Re(2)=Im(z) &> 14+5k=3k—4 &> 2k=—5 & k=—g

4. Sejam z=a+bi e P oafixode z.

2 2 = — =
{a =b <:>{a _0_20=0<:>...<:>{a_ 4V a 5<:>{

b—a=20 b=a+20 b=a+20

Como P € 2.°quadrante, a<0, logo z=—4+16i.
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Propostas de resolucao J
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Ficha 3
Pagina 10
L
z Coordenadas de P Coordenadas de Q@ z 2|
2-3i P(2,-3) 0(2,3) 243 V7 + (=3 =v3
—V/5 —4i P(-V5, -4) o(-v5,4) —V/5 +4i (-v5) + (=2} =21
-1 P(=1,0) Q(=1,0) -1 1
—1+V/3i P(=1,3) 0(-1,-3) —1-/3i (—1+(v3) =2
—3+4i P(-3,4) 0(-3,-4) —3—4i (=3) ' +4' =5
\ 7 P(0,7) 00, -7) ~7i V7i=1 )

21.  Opcdo (A)
2.2. Opcdo (C)
2.3. Opcdo(B)

|zl =1z = V(-4 + (=2’ =V20 =2V/5
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Calculo auxiliar
4-k'=0 <& k=—2V k=2

3. Os afixos de z e Z sdo simétricos em relagdo ao eixo real, entdo o afixo de z pertence ao 2.° quadrante.
Re(Z)<OAIMGZ)>0 <& 4—K<OAk+2>0 & (k<=2Vk>)Ak>-2 &
< k€2, +oo] YN,

4. .z,=2+3i
2|=V2+3=VB
4.2. ZB=\/E€ZD=— 13i

Ze=a+bi=—1+bie |z =VB & V(1P +b =VE3.

Entio: 1+5°=13 < b*=12 & b=—-2V3Vb=23

Como o ponto C pertence ao 2.° quadrante, z.=—1+ 2V3i.

5. Se z.=2-4i, entdo z,=—2—4i.
Por outro lado, z;=Z7,=—2+4i, logo Im (z,) =Im (z;) =4. Entdo, z,=a +4i.
|zl =5 < Va’+4 =5. Entdo, a’+16=25 < a=-3Va=3.
0 ponto A pertence ao 2.° quadrante, logo Re (z,) <0.
Assim, z,=—3+4i.
6. OA=0B=2 e AOB=45°.
Sendo z;=a+ bi, entdo:
a

sin45°=§ & b=V2 e cos45°—2 & a=V2
7,=2; zB=\/§+\/§i; z2.=2i; zD=—\/§+\/§i; Z;=—-2; z,:=—\/§—\/§i;ze=—2i; z,.,=\/_—\/§i
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\ Propostas de resolucao

Ficha 4
Pagina 12
11, (-5+2)+(4-3)=—1—i 1.2, (—=542)—(4+3)=-9—i 13. (4-3i)—(-5-2i—i)=9
14. &+ (=3 +(=5-20)= 1.5. (=5+2i)—2i—(4+3i)=—9-3i 1.6. (=5+2i) x (—4i) = 20i — 8" =8 + 20i
=5-5-2i=-2i
—542i (=5+2) x4 —542i+4i (=5+60) (4+3i
17 (—5+2i)x (4 —3i+4)= 15, —5+2i_( ')2 - 19, —5+2i+4ai_( i ! )_
—4i (-2) 4-3i 4 +(-3)
=(-5+2)x(4+i)= , )
iy o2 . _—20i+8"_—-8-20i_ 1 5. _—38+9i_ 38 9,
=—20—5i+8i+2" = —22 +3i = == % 273 25 25 25
Pagina 13
21.  1°quadrante 2.2. 4.°quadrante
2.3. 4.°quadrante 2.4. 3. quadrante
2.5. 0Oafixode —z,— z; pertenceao1.°Q. 2.6. O afixode z,+ z, pertence a0 3.°Q.
0 afixo de =z, — z, pertence a0 4.° Q. 0 afixo de 2 (z,+2;) pertence a03.°Q.
0 afixo de 2i (z,+2;) pertence a0 4.°Q.
341.  Opcdo (B)
Seja z=a+bi, com a,bER, a<0 e b>0. Entdo, zxzZ=a"+b" e a’+b°ER".
3.2. Opcdo (C)
Seja z=a+bi, coma,bEIR, a<0 e b>0. Entdo, i (a+bi+a—bi)=ix2a=2ai.
Como Re(z2)=a<0, entdo 20<0.
—1+4i S (=1+4i) (1+9) . _c.3
a1, Ty (a2 = T (<4 2) = 42. (3+a)x=2+3__21_ 1
T—i 1+ (=1) 2 2 2
=L+3i+(_4_2i)=_ﬁ_li
2 2 2
43. (-ayx—1_-B-ax(4-2) aa, =42 i CA-200+4)
—4-2 (-4 +(-2) 3-4i 1 3 +(-4)
—4+22i 1. 1. —4-22i . 4 3.
= —— —_ =t | =t —
20 5710 25 T 72578
51 x—2)i=1+4i+47 &
& x-2yi=-3+4i &
S x=-3A-u=4 &
& x=-3Ay=-2
-2y X —=2yi) (i
5.2. ¥=2—i<:>(+)()=2—i<:>
& —xi+Yi=2-i & —Y-ri=2-i &
& —Y=2A-x=-1&
& y=—1Ax=1
5.3, x+2yi—‘—2‘=x+2yi+1i=x+(2y+1>i
4 2 2

XER A 2y+%=0 «— xER A y:-%
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Pagina 14
_ , k._ k\.
61. z+W——2+3|+k—2+E|—(k—4)+ 3+E [
k—4<0/\3+§>0 & kel-6, 4]
6.2. z—w=—2+3i—k+2—§i=—k+(3—%)]. 0 afixo de z — w pertence ao 4.° quadrante se —k>0/\3—§<0 & k<OAK>6, que
€ uma condigdo impossivel.
_ i —2+43i)(—i
63. a) w=i b) —£=- 21+3|:_( 1')( )_ o —2i(z+w)=—2i(=2+3i+i)=
wi=(-2+3)F = —_3_7i =-2i(-2+4)=
=—(-2+3)=2-3i 0 afixo de —< pertence a0 3.°Q. =8+4i
0 afixo de zwi pertence a0 4.° Q. w 0 afixo de —2i(z+w) pertenceao1.° Q.
i i(1+2i i+ 20
7A. L= I |)2:|+2| :—z+1i. Substituindo z por —g+1i na equacdo, tem-se:
1-2i" 24(=2? 5 55 55
2
2 1.) ( 2 1.)
5(—2+2i) +4(-2+=i)+1=0 0=0
( 575 575 A
Conclui-se que —%+%i ¢ solucdo da equacdo, bem como o seu conjugado, ou seja, —%—%i.
7.2. a) Ponto A, z,=72,
b) Ponto £
c) Ponto B
d) Ponto D
8. z=—a=—2, logo %=—%. 0 afixo de % pertence ao semieixo real negativo, tendo mddulo igual a %
k+2i) (=i —2—k
8.2. z:_w:—ZHd, entéolz ! - = 22 k|2:_ 2 27 K 2l
1 z =24k (=2)+k 4+k* 4+k
) 1 2 k 2
0 afixo de — tem coordenadas | — 5, = > | - Repara que — ><0, para k#0.
z 44K 4+k 44k
+Se k<0, tem-se 4_122 > (0. Neste caso, o afixo de % pertence ao 2.° quadrante.
+
+Se k>0, tem-se 4_ x < 0. Neste caso, o afixo de % pertence ao 3.° quadrante.
+
Pagina 15
91. Ponto C 9.2. Ponto A
z
9.3. Ponto B 9.4. TA:—izA. Ponto D
2 10.2. z=-8-6i 10.3. 1:i:_8_6i:_l_ii
100, z=("-3i) =(-1-3)"= z | 100 25 50
=146+ 97’ = — 8 + 6
2
M. z=F—2%=2—i 12 7= 2+i)==12-i)==2+i M3 z=(F=2°) =(=i+2/=2-i)=
=4 4i+i’=3—4i
.3 . . . . .\ 35
na =-4 - =4 N5, z=*2x1=5_2-4i _ 16 z=(i+2) =(-2)"=
=2 —1-=2i i—1 —1+i i
il . 2_4 _1_ 35 .3 .
_ 4IE 1+2I)2 =§ il =( |)Z( . I)=—3+i :(_|) =—i=j
(=1’ +(=2 5 5 (=1)"+1
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\ Propostas de resolucao
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3 . )
120, - =5 5i(=3+4) _4_ 3,
(1=2i) -—3-4 25 5 5
1 3 1 _ . L
122 ——=-i & —=-(-i) & i=i
(-i)" -
2 2
1 -3 1_ 9 .2
S (L B () NP EF F ORI
2 2 2
Reparaque: |wl’=2 e w’=(1—=)’(1—=i)==2i(1—i)=—=2i+2"=—-2 -2
2
= 2 4(=1—i
w242 e 2 _2x2 4 4D,
iw o i(1+i) =1+ 2
J— 2
3 2wl . 5 ~ -
Como w™ # 7 conclui-se que w ndo é solucdo da equacdo dada.
2n+2  .n+3 3n .5 . H H . .2
1a. Z=|3n >§n| =3|n Xi _ ',=|(1+|)='+'=—1+1i
R S T e € T ) B Rl B 2 2 2
Ficha 5
Pagina 16
1.
Afixo E F D A G C B H
o i i 25 0 i3 i iz |(5l)
z=|z| €’ z=8e" z=5e6 z=5e3 z=5¢"=5 z=5e2 z7=8e? z7=8e3 7=8e\3
rearbi | 7e—g | ,=-5Y3_5; ,__5,5V3, 2=5 7= —5i 2=8 7=4+4V3i | z=4-4V3i
L 2 2 2 2
F:z:5<cos%n+isin%n>:—¥—%i D:z:5<cosz?n+isin_ :_g+¥|
B:z=8<cosg+isin§)=4+4\/§i H z=8<cos(53—n>+isin<z—n>>=4—4\/§i
Pagina 17
21, |d=V4+4=2V2
-2 0 b1
ctanf="2=-1A0€4°Q, 6=-L1
nv=5 4
Logo, z= 02 ei(fZ> .
22, .lz=43+3 =1
474
V3
-tane=i1=—\f3/\@ez.°o,0=2’E
2
;2
Logo, z=e 3 .
23. .|7l=V81+27=6V3
.tan9=i\9/§=?/\ee3.°o,e=—5—“

i(_5m
6

Logo, z=6\/§eI< )
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Propostas de resolucao J

3. sinf@+cos’ =1 & c0520=1—% f=—4 cos@:%Vcos@:—%. Como OE]—E,g[, entdo cos@:%.
|z2l=5, entdo: z=5(cos@+isinB) = SXi—5X£I—2\/§—\/§I
4. z=4<c055—n+|sm5—n) 4 <cos (n+£> +isin (n+£)> =4<—£— il) =-2V2 - 2V2i
4 4 4 4 2 2
42. z=14 (cos%+ i sin %") ~1,236 +3,804i
J— iL
51. |z,/=0A=4, entio z,=4e’
n m_5n i
Como AOB=T ¢ T T _ON , tem-se: z, =4e ®
2 3 2 6’ s
(&) ()%
zc= —zA—4e 3 4e 2z, =—zB—4e =4e "
&3 1_V3
5.2. z.=4e?, entdo: z.=4 (cos—+|sm—> =4 <—5—7 > =—2-2V3i
|1
z,=4e ° , entdo: z,= (cosﬂ—n+|sm11—n> 4<?— ) 2V3-2i
Pagina 18
23m _ T T _b5n 5 . - . 51 x _ T
61. a) T_Sn_§ e —§+2n—?, logo o0 argumento nao negativo minimo de z, € 3 Entao, z1—2\/§e
—%E:—Z —%’ e —%+2TC—%T', logo o argumento ndo negativo minimo de z, é %n Entdo, zz=2\/§e‘?.
BTTC=4TC+§, logo o argumento ndo negativo minimo de z; é g Entdo, 23=2\/§e‘g
19 7 n ks
6“-2 +?n: logo o argumento nao negativo minimo de z, é 5 Entdo, z4—\/§e 6
17t T b4 51t 51
?=6n—§ e —§+2n= 3 , logo o argumento ndo negativo minimo de z; ¢ 3 Entdo, z5—2\/§e
i(-Z i(-5m iT i(_5m i(-F
b) z1=2\/fe( 3); zz=2\/5e( 6); z3=2\/§e3,z4=\/§e( 6);zs=2\/5e< )
6.2. Opcdo (D)
|z,| = |z,| =2V2 e a diferenca entre os argumentos de z, e z; é 2.
6.3.
( \
z -z z -z
—-z,= 2\/59( )=2\/5e%n= [z n
z, 2 Zﬁe( ) 2\/59 =2\/5el<§+n)=2\/§e‘?
=2V2e?
V2 () V2 o
—7z,=2V2e =2V2e ® = (5T i
z, ‘ n Z,= Zﬁe( ) Zﬁe —ZzZﬁe<6 )=2\/§e5
=2V2e°¢
. J
71, |zl=V9+27=6 e |w|=6. Argumentode z: tan@:i\f=\/§/\9€3.°0. Um possivel argumento de z é 4?“ A diferenca de
argumentos é —8?“—4?”——12?“:—411: (dotipo 2km, kE Z) . Conclui-se que z=w.
12. - &
3
4n 4 I (I (& ;51
73. a) z= 6e( )e —z= Ge( +ﬂ)=693 , entdo: 3=6e< 3)=6e( 3>=6e 3

- P& & n (2 5
b) W:GeI< 3)eW:Ge(3>,entéo:—W:6e( ):6e<3 >:6e3



//
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8. zA=2eig; zC=—z‘,=2ei(6 n>=2e 6.

8.2. zA=2(cos%ﬂsin%):z<§+%i>=\/§+i; Ze=—2,=-V3—i; z,=2c=-\V3+i; z,=2,=V3 —i

> @ python’
o -

-]

float(input("méduleo de z (r): ™))
float(input("argumento de z (B em radianos): ™))

import math

r * math.cos(8)
r * math.sin(8)

a
b

print(f"Coordenadas do afixo: ({a: .2f}, {b: .2f})")

. J

10. Re(2)=ceIm(z)=b, entdo a+b=0 e Va’+b*=4.

Assim: {a+b=0 {a:—b PN {a:—b
"’ +b’=16 26°=16 b=—2V2Vb=2V2
7€4°Q, entdo z=2V2 — 2V2i. tanO:_22\>/;=—1/\9€4.°0.

&)

0 argumento principalde z é 6= —%, logo z= 4e

1. Opcdo (C)

T

iz i(Een i i(-=
7=—2e°=2e <6+ )=2e 5 e Z=2e( é‘) entdo: —Z =2e

©I0}IP3 0MOd ® AYIZLYINDSI

Ficha 6
Pagina 20
j4n i5_“ . [lud i(,5l) in
1. 3e’xde’ 12. —4ix3e’ 13. e ¢/x6e
.3n .5m 191 -
:12ei<4?75+%75> 21261(311_2")2 =4el7x3elT:1ZQT= =6ei<—‘%+n)=
(12n  Tn It i
—1e (3 =12e‘%{ =12 (5+%) =12e ¢ =6e®
cosZ+isinZ [Eud
9 9 6e * 38
14. 7i(_ﬂ) 1.5. g7 1.6. ﬁ
3 ® et 2e 1
i - NES sz i
_ e: =%gGéﬁ= =geb 6)2%(1J= =§Si=§g@%9=
(-2 i5l 2
3e< 3) ( 5_1:+2) on 2816
(t6n =2\ ® 2 ® I
1% o

10
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Propostas de resolucao

.21
. 3
24. %: 2.2. Sejam w=-2+2i e 0 argumentode w.
— 23
fmeet ; |W|=\/4+4=2\/5etan9=%=—1/\9€2.°0.
e?xV3e?
= = x 3n
Entdo, 0 ==—.
1- (2 cos 2 4 i sins—n) 4
3 3 -3n
In In 4 (-1 In
_ V3e®© =\/§e5=ei%" 2\/579& =2e< ‘Z)=2e12
. I 3
1—(1—\/§|) \/§ez \/Ee
Pagina 21
- __ . i(m,m g -
3'1' ZE_ ZA € ZG ZC: |090- 3.2. 23226 (6 4) 228 12 ; 23229< 12);
2,20+ 2+ 2= .(£+3_1|:> (it
=Z,+2.—2,— 2 7,=2e"° ‘' =2e"
=0 Sejam w=—1-V3ie 6 argumento de w.
lw|=2 e tan6=v3 ABE3°Q. Entio, 9:4?“.
MNMn
2x2e” (-3 _—
|4el =2€< 12>=ZB
2
2i 2 ‘(%’%) (z_m.n i i(®,5n Jmm
33. %:%zze(e §5) et 34, zF:2e<6 ¥ oge'®
H 2e|<€_2) i<5+3—n+n>
Zp 2e'8 4 ‘(ﬁ_n+"’£)
mw,. . T . = —2e 12 2/ _
=2<cos—+|sm—>=\/i+\/§| i I
4 4 o2
iﬂi
=2 %=z
41. Seja 0 umargumentode z. Tem-se |z =V2 e tanf=—-1A0€E2°Q.
3n
Considere-se 9=3Tn' Entdo z=V2e * .
w=\/§<cos£— i sinE> =\/§[cos <—E> +isin (—£>] =\/§ei<7§)
3 3 3 3
4.2. w= 2cos£—i\/fsin£=\/§xl—\/§xﬁi=ﬁ—ﬁi
3 3 2 2 2 2
(_1_i)(ﬁ+@i) _V2_Ve;_v2, V6
a3, Z__—1-i _ 2 " 2)_ "2 "2 "2 "7 Ve-v2 -V6-V2.
* w2 6, 2,6 2 4 "
RN TR
i<_3l) (_5m
z_V2e ()
w i(-Z
\/Ee( 3)
4.4. De4.3.resulta que: cos <—%) +isin <—5—n> = V6 - \/5+ ~V6 - \/Ei
12 12 4 4
sin (—5—> -V6-v2
tan(__;;)_ 2) "~ 4 _(—\/5—\/5)(\/€+\f2)_—(6+2\/E+2)__2_\/§
12 cos(_5_’“> Ve-v2  (V6-v2)(Ve+V2) 4
12 4

1



Propostas de resolucao

Ficha 7

Pdgina 22

1 =26V ge _ge T g (cos (—%) +isin (_%» -3 <ﬁ_ﬁi> a3 — a3

12. (1=-)xi=(1=-)xP=(1=)x(=)=—i+i==1—1i

Seja 6 o argumento principal de (1 — i)t7. Tem-se tan6=1A6€3.°Q, entdo 0:—7‘

21 12x2n

2 2

3n

13. w=2e?, entio w?=2"% * =2%"=2"¢ 2"€R".
i i(om
24. z:—egze(s)
3t _13¢m ) 5 o
7<?<2n, logo o afixo de z~ pertence ao 4.° quadrante.
o (974 L
22, ’=-¢8 =e(8+ >=e8
O<g<§, logo o afixo de z pertence ao 1.” quadrante.
Pagina 23
31, z=—i+(cos5—“+isin5—”>=-i—ﬁ+li=-—3—11
6 6 2 2 2 2
. i 3.1 1 3
Seja z=|z| & ,emque |z|=4/>+-=Te tanf=—==——
ja z=|z| que 2 =4/5+7 53
32. a) (@)
jIn (1
z=e* logo z—e( :)
35n (_36n, © s
(?)5—e< 6 )—e( 6 +6)=es; 1.° quadrante
b) w'
3 [12n i(fon, 2n i2n
‘ (5 5)=16e|5 .

w=2e°, logo w'=16e ° =16e

—_ . _zl
w4=16e< 5) e —§<—2?n<0; 4.° quadrante

.6
d) iw
T 181 A (40J n

Wh=ex6de > =6de T —pdc (B ) paed

0< % < % ; 1. quadrante

12

, com 6 €3.°Q. Por exemplo, 9=%ﬂ'

It
I

. Entdo, z=e ® .

©I0}IP3 0MOd ® AYIZLYINDSI
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Propostas de resolucao J

o 5nm 12 24k
41. 7z'=e ™ pertencea IR™ quando ?=n+2kn, k€E€Z, ouseja, n=€+?, kEZ.

Se k=0, nzgélN; se k=1, n=3—56€IN;

sek:2,n:%:1ZElN.
Logo, n=12.
{5
42. 7"=e ™ pertencea IR" quando 51'7—2n=2krc, kEZ, ouseja, n=24?k, kEZ.
Se k=0,n=0.
i5”_"
43. 7"=e ™ pertence a0 semieixo imaginario negativo quando 51n—2n=37n+2k1t, k€ Z, ou seja, n=%+%, keZ.
18 42 66
Se k=0,n=—; k=1, n=—=; k=2,n=—;
e n 3 se n 3 se n 3
sek=3,n=%=18.
Logo, n=18.
i 5 6 24
4.4. 7"=e ™ pertence ao semieixo imaginario positivo quando % =%+ 2kn, k€ Z ,ouseja, n =§+ ?k, keZ.
Se k:O,n:%; se k:1,n:?:6. Logo, n=6.
51. 23:—%:2;876“. Seja z:pe"e, entdo 23:p3ei(39).
3_ 8 2 T 2kn
=—A30=n+2kn,kE”Z ==ANO==+—",k€EZ
P=7 = P=3 3773

Se k=0, 0=§; se k=1,0=m; se k=2,0=5?n.

Como A€4°Q, z=§e%n. Assim, z4=;—?eiz%n=18—?ei%.

Pagina 24

5.2. De 5.1. tem-se z=§ei%; "= (%)nei%n. Entdo, E_)/'ITTC=5_;'C+kn’ com k€ Z, ouseja, n=1+%k, com keZ.
Como n< 20, entio: 1+%k<20 & K< & k<%.

0 maior nimero inteiro menor do que 93—5 é31.

Se k=31, n=%€ IN. Se k=30, n=19. Assim, n=19.

3x2m |2
61. Z’=2% ° =8e3=8(cosz?nﬂsin%n):S<—%+ix§>=—4+4\/§i=w

21
il
6.2. Se z=2e ° éuma das raizes clibicas de w, as outras raizes clbicas de w sdo

(2m 2m .8n [2m 2n 14n
=+ i— i\ +2x i—
z1=2e<9 3)=2e9 e 22=2e(9 3)=2 o

1 V3

71, Seja w=|wle“. [w|=V3+1=2 e tang=——==—~>.

RV

Como o €2.°Q, umvalorde o pode ser 5?75 Assim, w=2e .

2 i 2 i(26) i
=2 & pel=2" &
& pP=2A20=" 4%, ke{0,1} &
6 (p>0)
= p=\/§A9=75”J;212k”, ke{o, 1}
51t 17t
k= =— k=1 =
Se 0,6 12,se , 0 2

I

s [
Logo: z,=V2e?; z;=V2e ?

13



\ Propostas de resolucao

72, t=—et et (@)

In I
et o pld@oet o p“=1A49—T+2kn ke{0,1,2,3) < p—1A9_7“J1’68"”,ke{0,1,2,3}
(p>0)
n 157 23w 3

Se k=0,0=—; k=1,0=—=; k=2,0==—"-; se k=3,0=
¢ 6 ¢ 6> 16 6

i 151 2 i
Logo: z,=e™®; z,=e ™ ; z,=e ® ; z;,=e¢ ™

.3n ‘\51[ .3n

81. Seja A oafixode z,. Entdo, z,=2e 2 . Assim: w= (z)° =32 ? =32’

8.2. 3775 2 X52n Zg 0 argumento ndo negativo minimo de z, é 10

Pagina 25

i(-2x
91. zc,=cos<—2—)+isin(—2?7t>=e< 5)

9.2, zR:e‘(‘@: (%)

x%:Zn < n=1

101, Seja z=x+yi.
1=2i—1— (x—yi)=5(x+yi) & —2i—x+yi=5x+5yi <& —6x+(-4y-2)i=0 &
& —6x=0A-4y-2=0 < x=0Ay=—1

2
Solugdo: z= —li
2
10.2. Seja z=pe”, z#0.
ix=-F & =1 pd¥=e" o p’=1A30=0+2r, k€{0,1,2} & p=1/\9=%, ke{0,1,2}
(p>0)
Se k=0,0=0; se k=1,0=2?n;se k=2,0=4?n.
. j2m
Solucdes: z,=e"=1; z,=¢ *
an
z,=e?3
10.3. Seja z=pei9.
26 = =16l = pd™ =16 ? = p _16/\49_37“+2th, k€{0,1,2,3) o p=\4/1_6=2/\0=w,
(p>0)

ke{0,1,2,3}
3n n
Se k=0,0=">=; se k=1,0=—;
8 8

NMr . 151
k=2,0=—7; k=3,0=—.
se 3 se 3

3” s I ;151
Solucdes: z,= 2 ¢ =208 2,=2e%; z;=2e ®

14
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Propostas de resolucao J

. z“=%—3213 & '=-02VBi+32 & =32 32V3]

Seja w=32—-132V3i e w=|w|e”. Entdo, |w|=V32"+32°x3=64 e tan,=—V3 A 0,€4°Q. Umvalor de 8, pode ser S?TE

e
Assim, z =64e ‘3.
Seja z=pei92.
. NG
p4e'(492)=64e(3) PN p4=64/\492=5?n+2k1t,k€{0,1,2,3} PN p=\/464/\02=w,k€{0,1,2,3}
(p>0)
5
Se k=0, 62=?—§, sendo zoz\/4 6de™ ;..
i
Como A pertencea01°Q, z,=2z,=V/64e ” e OA=AB=/64 .
—  —2 4 2 4 2 — —
|2, =08 e 08 = (V6a) +(V64) < 0B=v8+8 <> 0B=4
io 5 2 & 2 2
Seja z;=|z5| €. Tem-se ;=22 4+ - Acsim: z,=4e ° =4(cos—n+isin—n> =-2+2V3i
12 4 3 3 3

Ficha 8
Pagina 26
11. a) A(-2,3) e B(1, -1) b) A(=2,3) e C(6, —1). Seja M o ponto médio de [AC].

AB=1/(1+2) +(=1-3)" =5 M<_22+6,%), ou seja, M(2, 1)
|z-z|=5 < |z-1+i[=5

AM=V(2+2+(1-3'=v20=2v5

lz-2z,|<AM & lz—2—-il<2V5
o |lz—z|=|z-2| & lz+2-3i|=|z-6+i d) |z7-2z|<|z- 2] & |lz-1+i|<|z-6+]|
12, a) |z.—1+i|=l6—i-1+i|=|5|=5

b) 25—z =|zz— 2] & N—i+2-3i|=)1-i-6+i] & [3-4i=]|-5 & V3 +(~4)=5 < 5=5

Pagina 27

2. |z-(2-i)|=3 22, |z (=1+2)|=22A |z - (=1+20)|<4
m@| ... Im(z)“

02 5

1 - E Re(z)' C>
. ] X

1 173 Re(d

23. |z-3|<|z=(=5+48)| A |z = (=2)| < |z - 4l

Im(2)|.

I SEEEEEEES 4
: f R
-5 -2 3 -, Re(2)

3.  Seja z.=bi, com bEIR. Ospontos A, B e C tém de coordenadas (0, 2), (4, 0) e (0, b), respetivamente.

CA=CB & V(b-2"=\(=47+b>, entdo: (b—2)'= (=4 +b> <> b —8b+4=16+b> & b=—3. A[ABC]=AC>2<OB=%=10

15
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4. Opcdo (D)

Ix7=9 & (x+yi)x (x—yi)=9 & x2+y2=9, que representa uma circunferéncia de centro O e raio 3.
51. A(—6,—1) e B(2, 3). Seja W o centro da circunferéncia. W<_62+2, _12+3) =W(-2,1), entdo w=—2+i.
5.2. W:\/(—G +2)"+(=1=1)"=2V/5 éamedida do raio da circunferéncia, que é definida por |z — w|=2V/5 .

Seja z.=bi. Como o ponto C, de coordenadas (0, b), pertence a circunferéncia, entéo:

lze—w|=2V5 & |i+2-il=2V5 & 2+(b-Ni|=2V5 & V2Z+(b-1)'=2V5 = b’ -26+5=20 &

< b'—26-15=0 < b=5Vb=—-3. Como C pertence ao semieixo imaginario negativo, z.=—3i.

Regido sombreada: |7 — w| <2V5 A |z—z|<|z=z| AIm(2) >0 & |z+2-i|<2VE Alz+3i[ <|z+6+i| AIm(2) >0
Ficha 9
Pagina 28

2 2 1 \/§.> .

11. =2 = —=)=2{-c+—i)=-1 3

Zp (cos3+|sm3> < 2+2| +V3i

Im(z)=-2;

co: |m(z)=\/§,

BC: Re (z):5,

AD: Re(z)=
1.2. —2<Im(z)<\/§/\—1<Re(Z)<5
20, Re(—x—yi—4+3))<-5AIm(x—yi—2-2i)<Re (x+yi—1) &

& —x—4<-5A-y-2<x-1&

&S x>1Ay>2—x-1

m@?}
. o] 1 1
_1‘\ Re(2)
L 21—

Pagina 29
22. |z—(=1+4i)|=|z=5/ ARe(=x—yi+2-3i) <0 &

16

& Jz—(=1+4i)|=|z-5|A-x+2<0
& z—(—1+4)|=|z-5| Ax>2

m@)?}

<

S
AN

.
o
S
4

-10] | 2 SRe(2).
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41.

4.2.

4.3.

Propostas de resolucao J

lz+2z|=|z-2| & |z- (~2)| =]z - z)| representa a mediatriz do segmento de reta cujos extremos s&o os afixos de —z, e de z,. Sejam A
oafixode —z, e B oafixo de z,. As coordenadas dos pontos A e B tém coordenadas (=2, 1) e (—k, (k+2)2) , respetivamente. Se a

mediatriz de [AB] é paralela ao eixo imaginario, entdo [AB] é paralelo ao eixo real:

1=(k+2) & k+2=1Vk+2=—1 & k=—1V k=-3

i(ﬂ E) ;5m I i3 L iT
=2e

T +
7,=2e?; zz=2e' 3 b, z.=2°%; z,=2e?%; z,=2e°%; 2z=2e

a) arg (Z)=%TE

|5m
b) z,=2e ¢ =2<——+%i>=—\/§+i
arg (z+\/§—i)=377E

o[

OdF=F ¢ _T_T
9 3°27376

N _NMn

—2j) =1
arg (z — 2i) 5

(1in
d)zE:2e6:2<?—%'>:\/§—i

FED:%“e cip=L

arg (z—\/§+i)=%t

»

n+%<arg (z—zA)gﬂ?n/\lm(z)>1>\/<%<arg (z—zD)g%/\lm(z)<—1) =

= (%garg(z—Zi)gﬂ?ﬂ/\lm(z)>1>\/ (%garg(z+2i)<%/\lm(z)<—1>

.(47[ T

: 2)=ze>5:; zF=Zei(5n n

6 3)=2ei

T
6

17



\ Propostas de resolucao

2. PROBABILIDADE

Ficha 1
Pagina 30

©I0}IP3 0MOd ® AYIZLYINDSI

11.  Fendmeno aleatdrio
1.2. Fendmeno deterministico
1.3.  Fendmeno deterministico
1.4. Fenémeno aleatdrio

1.5. Fendmeno aleatorio

Pagina 31

20, Q={12,13,14, 21, 23,24, 31,32, 34, 41, 42, 43}

N
1 2 3 4

1 X 12 13 14

2 21 X 23 24

3 31 32 X 34

4 4 42 43 X

. J

22. a)A={};B={14,23,32,4};C=Q; D={24,32)
A é um acontecimento impossivel; B e D sdo acontecimentos compostos; C € um acontecimento certo.

b) BND={32}. Como BN D é constituido por um tinico elemento do espago amostral, entdo é um acontecimento elementar.

34,
<
c2 c6 03 04
p
c2 X (c2, ce) (c2, 03) (c2, 04)
c6 (cs, C2) X (c6, 03) (c6, 04)
03 (03, C2) (03, C6) X (03, 04)
L 04 (04, C2) (04, c6) (04, 03) X )

Q= {(CZ, €6); (C2, 03); (C2,04); (C6, C2); (C6, 03); (C6, 04); (03, C2); (03, C6); (03, 04); (04, C2); (04, C6); (04, 03)}

3.2. a) A={(c2,¢ce); (C6, C2); (03, 04); (04, 03)}
B={(C2, C6); (C2,04); (C6, C2); (C6, 04); (04, C2); (04, C6) }
A={(c2,03); (c2,04); (6, 03); (C6, 04); (03, C2); (03, C6); (04, C2); (04, C6) }
AnB={(C2,ce); (6, C2) }
AUB={(C2,Ce); (C2, 04); (C6, C2); (C6, 04); (03, 04); (04, C2); (04, C6); (04, 03) }
ANB={(C2,03); (C2, 04); (C6, 03); (C6, 04); (03, C2); (03, C6); (03, 04); (04, C2); (04, C6); (04, 03) }
AUB={(c2,03); (c6, 03); (03, C2); (03, C6)}
b) B : “pelo menos uma das cartas tem ntiimero impar”

ou

B : “o niimero de uma das cartas é 3”

18
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Propostas de resolucao J

Pagina 32

41.

4.2.

AUB={e}
Opcdo(B). ANB={}
ANB={a}

A={e}

D={c, e}

cCuUD=Q

Opcdo(C). C={c}
cND={a,b,d}

51. Ha 9x8x7=504 resultados possiveis.
5.2. Como o nimero é superior a 900, ha uma unica possibilidade para o algarismo das centenas (9).
Como o nimero € par, ha quatro possibilidades para o algarismo das unidades (2, 4, 6 ou 8).
Para o algarismo das dezenas, ha sete possibilidades.
Assim, existem 1x 7 x 4 =28 casos favoraveis ao acontecimento.
6. Q=1{20,50,100}
1 1.1
6.2. P(\50f)=1—-———===
({s0y) =1-1- 11
6.3. 500x % =83,(3) . Estima-se que, dos participantes, 83 jogadores ganharam 100 euros.
Pagina 33
7. P(“sair bola amarela”) + P (“sair bola verde”) + P (“sair bola branca”) =1 <> Kk’ + 2k + % =1 &
2 _ 1 1
& K +1Bk-7=0 & k_§\/k__§
1 1\ _ 1 1.2
No contexto, k = 3 Assim, P (“sair bola amarela”) = <§> =3¢ P (“sair bola verde”) = 2 x 373
Seja n o nuimero total de bolas no saco: %x n=6 & n=27.
0 nimero de bolas amarelas é %x 27=3 eonumero de bolas verdes é %x 27=18.
84 y=2x-2 —-2x+10=2x-2 x=3 i
o ly=-2x+10 y=-2x+10 y=4 y ‘
A
A, de coordenadas (3, 4), é o ponto de intersecio de AB e AD.
CE Ox e [AC] é paralela ao eixo Oy, entdo o ponto C tem coordenadas (3, 0). . )
As diagonais do losango bissetam-se, logo a ordenada dos pontos B e D éiguala 2. 9
Como BEAB, tem-se 2=2x—2 < x=2. Logo, B tem coordenadas (2, 2). o - -
Como DEAD, entdo 2=—2x+10 <> x=4. Logo, D tem coordenadas (4, 2). o
Q={(2,2);3,0);(3,1;3,2;3,3);3,4; 4,2}
8.2. Opcdo (A)
I:Falso. VAM=1{(3,0); (4,2)}={};
Il: Falso

III: Verdadeiro. VUM={(2,2); 3,0); (3,1); (3,2);(3,3);(3,4); (4,2)}=0Q

19
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Ficha 2
Pagina 34
1.
( N\
Numero Frequéncia absoluta Frequéncia relativa
1 214 0,267 50
2 19 0,148 75
3 62 0,077 50
4 263 0,32875
5 142 017750
Total 800 1
J
11
( Numero 1 2 3 4 5 ]
L Probabilidade 0,267 50 0,148 750 0,077 50 0,328 750 0,177 50 J
1.2, a) P(“sair face com nimero superior a 3”) = P(“sair 4”) + P (“sair 5”) = 0,328 75 + 0,177 50 = 0,506 25

b) 0,26750x12=3,21; 0,48 75x12=1,785; 0,07750 x12=10,93; 0,328 75x12=3,945; 0,177750 x 12 =213
Estima-se que o dodecaedro € constituido por: trés faces com o nimero 1; duas faces com o nimero 2 ; uma face como nimero 3; quatro
faces com o nimero 4 ; duas faces com o nimero 5.

Pagina 35

200 -8
200
0 Gil acertou 96% das questdes no primeiro dia de estudo e 95% no segundo. O seu desempenho foi melhor no primeiro dia de estudo.

=0,96 =96%

©I0}IP3 0MOd ® AYIZLVYINDSI

31.  Seja N onumero total de vezes que se repetiu a experiéncia.
3_ 0,066 <= N=500, pelo que a experiéncia foi repetida 500 vezes.
3.2. Opcdo (D)
Rejeitam-se as opcdes (A) e (B), pois a probabilidade de cada acontecimento elementar tem de pertencera [0, 1].
Rejeita-se a opcdo (C), pois a soma da probabilidade dos acontecimentos elementares é diferente de 100% .
Pagina 36
4. P(D)=1-P(D)=1-10,996=0,004
Assim, foram enviados 0,004 x 2500 =10 convites dourados.
51. 0,78+0,62=14. Como 1,4—1=0,4, conclui-se que a probabilidade de o arranjo conter horténsias e rosas ¢ 0,4.
5.2. A partir de 5.1., tem-se que a probabilidade de o arranjo conter apenas horténsias é: 0,78 — 0,4=0,38.
5.3. A partir de 5.1., tem-se que a probabilidade de o arranjo conter apenas rosas é: 0,62 — 0,4=10,22.
61 P(GUV)=1-P(0)=1-02=0,8
PGUV)=P(6)+P(V)—P(GNV) < 08=065+035-P(GNV) < P(GNV)=02 y /
P(6NV)=065-02=045 Q
P(VNG)=035-02=0/5 02 Q
62. P(6NV)+P(VNG)=045+015=06

20
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Propostas de resolucao J

Pagina 37
74.  N.°de setores vermelhos e com nimeros primos: # (4anB)=3
N.° de setores vermelhos e sem nimeros primos: #(ANB) =2 A B
N.° de setores com niimeros primos e que no sdo vermelhos: # (AN B) =1
N.° de setores sem ntimeros primos e que ndo sdo vermelhos: # (4 N B) =2 2 Q
72. a) P(AﬂB):%
b) P(AUB)=2+3+1_3
8 4
0 P(ZﬂB):%
2 1
d) P(ANB)=£=—
) Pang)=2=1
8. PANB)=1-P(ANB)=1-0,88=012
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) <> 0,86=052+P(B)— 012 < P(B)=0,46
91. P(4)=1-P(4)=1-062=038 A 8
P(AUB)=0,38+0,45—0,05=0,78
P(AUB)=1-078=0,22
i AUB Q
9.2. P(ANB)=
=P(4)-P(ANB)=
=0,38 — 0,05=0,33
0. P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB)=P(4)+P(B)—[P(B)—P(ANB)]=P(A) +P(ANB)
M. P(R)=1-06=04;P(ANR) =P(R) —P(ANR)
4P(ANR)=04—-P(ANR) < 5P(ANR)=04 < P(ANR)=0,08
Ficha 3
Pagina 38
1. a)A={(2,1);(4,2);(6,3);(8,4)}
4
P(4) ==
(4) 51
b) ANB={(4,2); (8,4}
2
P(ANB) =%
( ) 81
5x5+4x4 4
PB)="" =
9 P() 81 81
4 4 2 43
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)=—+— £ =22
(AUB)=P(A)+P(B) - P( )81818181
—_— 43 _ 38
plaup)=1-2==2
@ P ) 81 81
12, a) p=2X9x5_5 b) P=—2 =1  p=1x9x9 _1
9%x9x9 9 9x9x9 81 9%x9x9 9
3 2 3 2
C,x°C C,x°C,x2!
21. p:%:i ou p=1x5—1x=§
c, 5 4, 5
3C,+%C, 2 (e, +7¢,) x2t -
22, p=—2 Z2=foyp=- 2 =2
c, 5 4, 5

21



\ Propostas de resolucao

Pagina 39

3A2.  Na caixa existem 0,16 X 25 =4 fichas pretas.

P (“sair exatamente uma ficha preta”) = % = %

21

X0 cata £ A _21x20_7
3.2. P(“ fich tas’)=—2=422Y _ 1
(“ndo sairem fichas pretas”) Fp 2% 2410

10 _10_1

5+9+5+4+8+6+10+3 60 6

41. P(“utilizar o autocarro 44 e o comboio intercidades”) =

4.2. P(“utilizar o autocarro 23”) :%:;—%:%

4.3. P (“utilizar o comboio regional”) 2%2%2%

5. P(A):ﬁ:%

52. P(B)=1-P(8)= —%=%

5.3. P(Buc)=122—’2”=£

54. P(AUB)=1—-P(AUB)= —22—;=21—2

Pagina 40

61. a) P(AﬁBﬁC)=2—84 PN %:ﬁ e a=44
P(A)=b+624-011+44 %:% e h=2
P(ANENC)=-9 1_4d 4=

204 17 204
Houve 12 paises que apenas ganharam medalhas de bronze.
b) c=204— (114+2+6+44+1+10+12)=5
Houve 5 paises que apenas ganharam medalhas de prata.

2y 2 BHN+10+84_ 71

6.2. a) P (“ter conquistado medalhas de, pelo menos, duas tipologias =
204 204

b) P (“ter conquistado, no méximo, dois tipos de medalha”) =1 — —=—

6 6 _2

3 P=— 2 -2 _°
63 2+M+44+6 63 21

7. Seja n o numero de alunos da turma. Sabe-se que 0,4n ja concluiram a tarefa e que existem 56 formas diferentes de escolher os alunos de entre

os 0,4n que ja a concluiram, ou seja:
0,4n % (0,4n —1)=56 <> 016n° — 0,401 —56=0 => n=20
N.° de alunos que concluiram a tarefa: 0,4 x 20 =8

N.° de alunos que ndo concluiram a tarefa: 20 — 8 =12

2x1 _132 _33
20x19 380 95

P (“ambos nao terem concluido a tarefa”) =

©I0}IP3 0MOd ® AYIZLYINDSI

Pagina 41
81 p=IX7+5x5_74 37
2x12 1 72
5 7 5 7
cx'C, CGH+G_ 9
82 a) P= =< b) P= ==
AP T T
3

3

22



9.1. Numero de casos possiveis: 6!; nimero de casos favoraveis: 2! x 5!

9.2.

%, 60 5
0. A={1,2,4,5,10, 20} ANB={4, 8}
B=1{4,8,12,16, 20} P(A)=03  P(B)=025  P(ANB)=0]
B
0,55 Q
111.  Seja o acontecimento A: “ficar, pelo menos, 1 bola na dltima coluna da caixa”
A': “ndo ficar qualquer bola na tltima coluna da caixa”
Cs _37
PA)=1-P(A)=1—-——==2L
W=1-p (@) =1-5>=7
5
9
n2 p= X _ 1
cxC, 95
Ficha 4
Pagina 42
1
M. PvNH=L 12. p(iy)=PUOY) 15 _1
15 P(V) 44
15
Ton_% @n)_%
_ P(INA) 15 1 - P(ANI) 15
13. PUIA)=—F~—=—"=— 14. P(All)= ===
714 P(4) 6 6 @n P() 8
15 15

ESPMA12CAD © Porto Editora

21x5! 1
pP= =
6! 3

P (“ter, pelo menos, uma consoante”) =1

2 3
CxC,x3!
b) P (“ter, exatamente, uma vogal”) = —~——2>>" 36 _3

a) Como o nome TOMAS s6 tem duas vogais, a sequéncia terd necessariamente uma consoante.

2. Sejam os acontecimentos A e B, tais que:
«A: “sairvogal”

« B: “sair letra da palavra SOFIA”
Tem-se A={A,0,U} e B={S,0,A}, entdio ANB={A,0}.

Assim, P(A|B)=§.

3. P(B)=1-P(B)=1-079=0,21

P(ANB)

P & 02P(A)=P(ANB)

P(BIA)=

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) < 0,45=P(A)+0,21-02P(4) < P(A)=0_3

P(AlB)zp(AmB)zo,zxos:g
P(B) 021 7

23
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\ Propostas de resolucao

Pdgina 43

4. Sejam os acontecimentos:

« A “sair bola preta”

©I0}IP3 0MOd ® AYIZLYINDSI

« B: “sair bola com nimero par” 0,55 B
Entdo:
— A
«A: “sair bola branca” 0,8
= . , , 0,45 =
« B: “sair bola com numero impar” B
P(4)=0,8, entdo P(4)=1-0,8=02.
_ B
P(B14)=0,55, entio P(B1A) =1— 0,55 =045 02 03
ou A
P(BI1A)=07, entdo P(BIA) =1-07=0,3. 07 7
42. P(BIA)=03
43. P(ANB)=P(A)xP(B14)=0,8x0,45=0,36
51. P(4)=1-0,552=0,48
B B P(B )—1—038 0,62
N
( A 004 | 044 | 048 P(ANB) =048 — 0,44 = 0,04
L a 034 018 0,52 P(ANB)=0738—0,04=034
038 0,62 1 P(ANB)=062-044=018
J
P(ANB - P(ANB
52. a) P(a1g)="ANB)_004_2 b p(718)="ANB) _034_1
P(B) 038 19 P(B) 038 19
_ P(ANB) 044 2 _ . P(ANB) o018 9
¢ PAIB)=—=—="-=== d P(AIB)=—_"L_2°2_2
) Pla1B) P(B) 062 3 ) PA18) p(B) 062 31
Pagina 44
61. P(D)=010 09 _~S§
P(D)=1-010=0,9 D
_ _ 0,1
Falso positivo: P (S1D) =0,05, entdo P(N1D)=1—0,05=0,95. 01 N
Falso negativo: P(N1D)=0,1, entdo P(S1D)=1-01=0,9.
09 0,05 S
6.2. a) X _
s N b
) 0,95 N

D 216 24 240

108 2052 2160

T
O

324 2076 2400
J

0,10 x 2400 = 240 individuos com a doenca.

2400 — 240 = 2160 pessoas sem a doenga.

P(SND)=0,9%0,05=0,045, logo 0,045 x 2400 =108 pessoas testaram positivo e ndo tém a doenca.

2160 — 108 = 2052 pessoas testaram negativo e ndo tém a doenca.

P(NND)=0,1x01=0,01, logo 0,01x 2400 = 24 individuos testaram negativo e tém a doenca.

240 — 24 =216 testaram positivo e tém a doenca.

Como 216 +108 =324 e 24 + 2052 =2076, conclui-se que 324 individuos testaram positivo e 2076 negativo.

<« ~ 00
b) P(DIN)= 2076 , ouseja, P(DIN) ~1%
108

0
34 ouseja, P(D1S) ~33%

pP(DIS)=

24
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Seja x o numero de raparigas. 1.° aluno 2.°aluno
PHIM =3 & 12 o ar-8=12 < x=10 H

Aturma tem 10 raparigas e 15 rapazes.

M

N

H

5
8
3
8
H
ﬁ<
H

10 15 _1
m —_ —_— —_—
P(M H)—P(M))(P(HIM)—25><24—4

Pagina 45

81.

8.2.

9.1.

9.2.

o [?

N
189 1071 1260

T
x| =

1764 176 2940

1953 2247 4200 )

P(H)=0,7, entdo 0,7 x 4200 =2940 .

%x 2940 =1764 e 2940 — 1764 =1176 .

Logo, dos 2940 clientes habituais, 1764 compraram online e 1176, na loja fisica.
4200 — 2940 =1260; 0,85 x 1260 =1071 e 1260 — 1071 =189

Dos 1260 novos clientes, 1071 compraram na loja fisica e 189 online.

Namero de transagoes online: 189 + 1764 = 1953

Ndmero de transagdes na loja fisica: 1071+ 1176 = 2247

_ 176 _ _189 _3
a) P(HNF)= 5 =028 b) P(N10)=- ===

Sejam os acontecimentos A : “utilizar uma drvore de probabilidade” e T: “utilizar uma tabela de contingéncia”.

0,45+0,65=11e 11—-1=0]

0,1 dos alunos utilizou os dois esquemas.

0,45 -01=0,35

0,35 dos alunos utilizou, apenas, uma arvore de probabilidade.
0,65 — 0,1=0,55

0,55 dos alunos utilizou, apenas, uma tabela de contingéncia.

P(ANT
P(A|T)=(—)=ﬂ, ouseja, P(AIT)~15,4%
p(T) 065

Ficha 5
Pagina 46

11

A={21,22,23, 24}
B=1{12,14,22,24,32, 34,42, 44}
c={12, 24,32, 44}

1 2 3 4

1 1 12 13 14

2 21 22 23 24

3 31 32 33 34

4 m | 2 | 13 44

25
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\ Propostas de resolucao

12. a) ANB=1{22, 24}, logo P(AﬁB):%:%

=it

g
P(A)xP(B)=x3=2=P(ANE)

b) P(8)=1

ro-iet

P(BﬁC):%_%
P(B)xP(C)=Tx 1 =2#P(BNC)

21. Se A e B sdo acontecimentos independentes, entdo P(ANB)=P(A)x P(B).
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)=P(A)+P(B)—P(A)xP(B) =
=P(A)[1=PB)]+P(B)=P(4)P(B) +P(B)

1,11
6 2 12

22. P(ANB)=P(A)xP(BIA), ouseja, P(ANB)=

Se A e B sdo acontecimentos independentes, entdo P(B)=P(B1A) = %

1_17

‘ 1
Assim, P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB) =~ =L
ssim, P(AUB)=P(4)+P(B) —P(ANB) AR

1_
2

Pagina 47
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3. P(ANB)=03 < P(AUB)=03¢<1-P(AUB)=03 < P(AUB)=07<P(A)+P(B)—P(ANB)=07 <
< 025+06-P(ANB)=07 < P(ANB)=015
P(A)xP(B)=0,25%0,6=015=P(ANB).

Assim, A e B sdo acontecimentos independentes.

3.2. Daalinea 34., tem-se que:

P(AUB)=03; P(ANB)=015

_ _ A
P(ANB)=025-015=01¢e P(ANB)=0,6—015=0,45
- P(ANB) 0]
33. P(BlA)=—"" 2= =0,
B14) P(A) 025 03
1.3.1.2_19 3
4. P(D)=P(S,ND)+P(S,ND)=—x2+-xS=—2 £l
a) P(D)=P(5,ND)+P(S,ND) 2><5+2><3 20 1 <D
25
2 o
52
EP))
P(S,N0O P(S,N0O
b) P (5,10) = (5.00) _ (5n0) = INs,
P(0) P(5N0)+P(S,N0) 2 R
1
1.2 1 3
12, 1,10 1
2757273 30

4.2. P (“retirar bola prateada de S,”) =

allw
X
INJEN
+
GN
X
N =
1]
[N}
o|\‘
N vl W
o o
|= Hlw
N| = N
o o O o

26
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Propostas de resolucao J

Ficha 6
Pagina 48

11

0|
| =

>~

0 |—=

0 |—=

N

>3-
—

(—1 1 0 -1 ] =2 L P(X=x)

1 <10 1| 2
2 -2 0 2 4
|\ J
12. a) P(X=0)=L
16
1 1.3
P(X>-N)=1-P(X=-2)—P(X=-1)=1-4_1_3
) P(X> =) =1-p(X==2)~P(X=—)=1-1 1.3

0 P(O<X<2)=P(X=1)=%

=] - = = —izE
d P(X24)=1-P(X=4)=1 6 16

21.  Letras nos cartdes: A, E, |, 0 e G. Como s existe uma consoante, a variavel X pode tomar os valores 1 ou 2.

2.2. p(X=1)=w=g

5x4 5
P(X=2)=‘5'><72=%
( X; 1 2 ]
L P(X=x) % % J
Pagina 49

31. P(Y=2)+P(¥=5)=035 <
& 015+b=035 < b=02
P(Y>2)=P(Y=5)=0,2

32. a+04+015+02=1 < a¢=025
P(Y<1)=P(¥=0)=0,25

4, Se as cartas retiradas tém nimeros iguais, o produto dos nimeros € um quadrado perfeito.
P(Z=25)+P(Z=49)=0,36+016=0,52

54.
( z; 0 1 2 ]
5 15 3
L PZ=z) | 3y | 3 %J
5 4 5
P(z=0)=2x2-5
(Z=0)=gx3=4
3.5 5.3 15
Pz=1)=3x2+3x3=-05
(Z=1=gxT+g%7 =2
3.2 3
P(z=2)=3x2-3
(7=2)=gx7=2%
52. P(Z>1)=1-P@Z<N)=1-P(z=0)=1-2=2
%14

27
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\ Propostas de resolucao

Pdgina 50

6.1.

(o ]

3
L P(X=x) 0,3 0,6 0, J

Podem sair trés bolas com nimeros positivos, duas bolas com niimeros positivos ou uma bola com niimero positivo, pois s6 existem dois nimeros

que ndo sdo positivos. Assim:

3 3 2 3 2
C C,x°C C,x°C
-P(X=3)=—"=0] -P(X=2)=—"-"=06 =03
G G G
6.2. a) P(Y>01X=1) representa a probabilidade de se obter a soma positiva dos niimeros das bolas retiradas, sabendo que saiu exatamente uma
bola com um nimero positivo.
b) Se saiu exatamente uma bola com niimero positivo, as restantes bolas s6 podem ser 0 e —1, logo as somas possiveis s80: 1+ 0 +(—1)=0;
2+0+(=1)=1e3+0+(=1)=2. Assim, P(Y>0|X=1)=%.
71.
( i, 1 1,50 2 ]
L P(X=x) 0,2 0.4 0,4 J
P(X=1)=02
P(X=15)=P(X=2)= ! _20’2 =04
7.2. P(X<2)=P(X=10)+P(X=15)=02+0,4=0,6 e significa que a probabilidade de a crianca retirar uma bola que custa menos de 2 € é
60% .
7.3. Recorrendo a calculadora gréfica: u~16 e c~04.
Sl Bp c o [
=Cnelarn
15 043 16,
2 0.4 Ex 16
B 27
E¥ 1= En-.. #UNDEF.,
o i= a~...|03?4166 =
=0.1T4105T1B0TTID [+ »
Pagina 51
8. Sabe-se que: 019+ 0,36 +b=1 < b=0,45
e u=0190+036x10+045x15 <> 1149=019+1035 <> ad=6 e
Recorrendo a calculadora gréfica, o ~ 3,47. == ik
15 0.45 Ex 11.49
o [PX>5)=P(X<4) {b +03=005+008+012+a _, e
0,05+0,08+012+a+02+b+03=1 a+b=0,25 - oc: ou. [ 347478].
=1 4741701013267 |s »
- b=a- 0,05 b=a- 0,05
a+b=0,25 20=03
PN b=0]
a=0/5
1=0,05%x1+0,08x2+012%x3+015%x4+0,2%x5+0,1%x6+0,3x7=4,87
(Em alternativa, recorre a uma calculadora grafica.)
Espera-se que a mae do Gil cozinhe peixe, aproximadamente, cinco vezes numa semana.
10.  Se o numero de raparigas € 2, entdo o nimero de rapazes a apresentar o projeto é 0,

28

51
X=2)=P(Y=0)=—".
logo P( )=P(Y=0) 145
51 72 22
_ P =2)=1-— Y= - Y=1)=1- - =
Sabe-se que P(Y=2)=1-P(Y=0)—P(Y=1)=1 145 145 145

Assim, recorrendo a calculadora gréfica, u~ 0,8 e c~0,7.

ry

ayl Ep c o

=0nelan(

1 72M45% 03|

2 12n45/Ex 0.8

Ex! 1.10345

51 1= gn... #UNDEF..
ox = crn...I 0.58077| _
~0.6807T7035471741 [ »

©I0}IP3 0MOd ® AYIZLYINDSI
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Propostas de resolucao J

Ficha 7
Pagina 52

1

f correspondea N(8; 1,5), g correspondea N(10; 3,5);
h correspondea N(15 ; 2).

21. P(30<X<36)~0,3943
2.2. P(34< X <40)~0,4592
2.3. P(X<32)~0,2023
24. P(X>29)~0,9276
3. Opcéo (B). P(X <80)=P(X>80)
Pagina 53
41. P(X>290)=P(X>280)— P(280 < X <290)
Logo, P(X >290) ~ 0,5 — 0,341345 ~ 0,159 .
4.2, P(X<260)=P(X<280)—P(260<X<280)
Logo, P(X <260) ~ 0,5 — 0,47725 ~ 0,023 .
51. a) P(X<0,81)~0,6914, ouseja, P(X<0,81) ~ 69%.
b) P(X>0,76)~0,9772, ouseja P(X >0,76) ~ 98%.
c) P(0,78<X<0,82)~0,6826, ouseja, P(0,78 <X <0,82) ~ 68%.
5.2. 0 cabo ndo é considerado defeituoso se: 0,8 — 0,025 < X < 0,8+ 0,025 < 0,775< X <0,825.
A probabilidade de um cabo ser defeituoso é 1— P (0,775 < X < 0,825) ~ 1 — 0,7887 ~ 0,2113 .
A probabilidade de um cabo ser defeituoso €, aproximadamente, de 211% .
61. P(X>120)=05
6.2. 120—-90=30; 180 — 120 =60
Dado que a curva normal é simétrica em relacdo ao valor médio, 120, conclui-se que P (X < 90) > P (X >180).
E mais provavel a instalacdo do programa demorar menos de 90 segundos.
P(X> 1-P(X<
1 px<0)=PE29 o px<q) = PESD o pp(x<a)=1-p(X<a) > SPX<0)=1 & P(X<0)=02

Na calculadora, recorrendo a instrucdo “InvNorm”, obtém-se a ~ 4,74 .

29
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Ficha 1
Pagina 54
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11. D,=R

Se xER, tem-se: 5'>0 < —5'<0 < 25-5'<25 < f(x)<25. Logo, D;=]—o00, 25[.
12. £(0)=25-5"=25-1=24; f(x)=0 ¢ 25-5'=0 ¢ 5'=5" <> x=2

Coordenadas do ponto de intersecdo com o eixo Oy: (0, 24) ; coordenadas do ponto de intersecdo com o eixo Ox: (2, 0)
1.3. f éuma funcdo decrescente.

1.4. lim f(x)=25; lim f(x)=—o0

X — — 00 X —> + 00

2. fl=4 & (%) =4 ¢ 4°=4 < c=-1; h(b)=4 & <%

—b

) =4 & =2 & b=2
6

96)=0 & (V2)'=0d & a=8

Pdgina 55

3x -1

=5 & 3x—1=2 < x=1

3x -1

31, a) 2x5"7'-50=0 < 5

=5 > 3x—1=0 & x=%

3x-1

b) 2x5% '—50=-48 < 5" '=1 <= 5

sopy
fild)ez e ¥ %1 gg
f .
= X H
12(¢)=-10 (0.953784,-10)

- e

3.2. a) x~0,95

11

b) x E]—o0; 114

2.06289 g1 1.9011
filo)=2 57 *" 150

il

aa. f(x)=ix—2=<%> — 2. Sabe-se que: (%) >0 & (%) —2>-2 & f(X)>-2
3

0 gréfico de f tem uma assintota horizontal de equacdo y=—2; D;=]—2, +oo[

82. a) f(0)=0 & L k=0 & 1-k=0 & k=1
3

b) F(—1)=5 & —=—k=5 & k=-2
3

¢) D;=]-k,+oo[, logo k=4.

d) 1(0)=6 & ~—k=6 <> k=5
3

30



ESPMA12CAD © Porto Editora

Propostas de resolucao

1
+-b=3
{f(0)=3 773 {80+b=24 {80+8—4a=24<:>{a=4
f()=2 a+lp=2 4a+b=8 b=8—4a =-38
4
1\ G-
52. f(x)=0 & 4—8(§> =0 & 2-2x2"""=20 & 2'=2 & x=2
5.3. Opcdo (D).
f(x)=4-38 (%) =4-2%x2""%=4-2" Reparaque 2'>0 < -2'<0 < 4-2"<4.
Como D,=]—o0, 4] e 2V/5 &]—oo0, 4], aequacio f(x)=2V/5 éimpossivel.
Pagina 56
64. Sabe-seque ' “>0. Como b<0, temse ba' ‘<0 < ba' “+d<d, ouseja, f(x)<d. Assim, D;=]—oco ,d[.
Como f(x)=—1 éimpossivel, conclui-se que d < —1.
1 x-3 1 x-3 A
6.2. a) (Z) >0<:>—2X<Z> +3<3 y
, 3
Assim, D, =]-o0, 3[. ERRtt EELEEEEEES T PP
k
Se g(x)>k épossivele k>0, entdo k€10, 3[.
0 x:
B g()>h() & x>2 T I—TE—T
Como D,=]-o0, 3[, ointervalo pedido ¢ [¢(2), 3[=[-5, 3[. a2 H]Ha
Fa.s 1 [( .32
/../li[-;. 5 2{i)=- ll -4
71. g(0)=3"+2= % entdo as coordenadas do ponto A s&o (0 , %) )
-1
h(0)=5x (%) +1= %H = % entdo as coordenadas do ponto B s&o (0, %) .
.= 29 7 59
Assim, AB=22 — L =29
ssim 4 3 1
7.2. Q@ éo ponto de intersecdo dos graficosde g ede h.
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, obtém-se as coordenadas do ponto @, ou seja, (2, 5) . f1()-"+2
g(1)=3 e h(1)=6, entdo as coordenadas dos pontos P e R sdo (1, 3) e (1, 6), respetivamente. N
A P P
p B (2 _ 1) X (6 _ 3) B § 15 If:’..s_}_____hf?__\-_l.:. 7] +1
o= T P S —
Pagina 57 ‘
81. 25000 (1+7)°=25000+1010 <> 25000 (1+7)’=26010 < (1+)'=1,0404
Como 1+r>0, tem-se 1+r=41,0404 < r=102-1 < r=0,02.
r=2%
20
8.2. 40000 (1 + i) =45308,31
3578 { x ZU
r=0025 < r=25% f1(x)=40000- [1+;) =)
(_Djiiil;i;:na::‘l/f
—T f2lx)=45308.3
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300

91 N(@)=30x170 & — =2 =5 O TR
1 + 9 X 2 ' FOd.51 By
De acordo com o modelo, estima-se que o nimero de borboletas tenha aumentado cerca de 70%, e300
aproximadamente 18 dias depois de terem sido colocadas as primeiras borboletas. B
/‘ﬁ_—'_‘
( 1'!.007( r2fx)=51
9.2. N(d)=30x10 & N(d)=300 I T
Na&o. De acordo com o0 modelo, o nimero de borboletas aproxima-se de 300 mas nao o ultrapassa, sendo este o .
numero que é considerado a lotacdo maxima do borboletdrio.
f2(x)=200
)= 300
I” fibe a3 2005 |
349 n 500
Ficha 2
Pagina 58
S—y
1M )=y @ 5-u=y & X=—=
-1 5—x '
i (x)= e D~=D;=R
— 2y+3
12. 0=y 4x2 3 =y<:>4x=2y+3<:>x=yT
F(0)=2F e 0=0)=R
2. Opcdo (A)
f(xX)=y < 2—x=y <> x=2—y. Entdo, f '(x)=2 —x.
Pagina 59
31, Epossivel tracar uma reta horizontal que interseta o gréfico de f em mais do que um ponto.
Por exemplo, a reta definida pela equagdo y =1 interseta o grafico de f em dois pontos distintos.
Assim, existem dois objetos diferentes com a mesma imagem, logo f ndo é invertivel.
3.2. a) g ndo éinvertivel. b) g ndo é invertivel.
yAL yAL
o 2 BT 2
o o
T o X ;
-1 o 1Xx

32
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4-x° 4-x -2
4. f(x)=9 & (%) =3 & <%) =<%) & 4-x'=-2 & xX'=6 & x=—V6Vx=16
Os pontos de intersegdo tém coordenadas (_\/E 9) e (\/g 9) .
4.2. f(—\/g) = f(\/g) =9, ou seja, objetos diferentes tém a mesma imagem.
8— 3 —
51. f(X)=y & 8-3x'=y & x3=Ty & x= Ty
3
Entdo, f‘1(x)=\/8%x.
52. a) 22 & X' >8 & -3x'<-24 & 8-3x'<-16
Logo, g (x) < —16. Assim, D, =D, =]—o00, —16].
b) —1<x<1 & —1<X’<1 & -3<-3x"<3 & 5<8-3x’< 1
Logo, 5< g (x) < 1. Assim, D,~=D, =15, 11].
Pagina 60
6.1. Ao tracar qualquer reta horizontal, esta ndo interseta o grafico de f em mais do que um ponto, logo f & invertivel.
Afuncdo g éafuncdoinversade f, ou seja, g=f71.
6.2. f(X)=yAX23 & X —6x=yAx>3 <& X' —6x+9=y+9Ax>3 & (x=3) =y+9Ax>3 &
S (x=3==Vy+9Vvx-3=\y+9) Ax>3 & (x=3-Vy+9Vx=3+y+9) Ax>3 &
& x=34+y+9
' )=g(x)=3+Vx+9
6.3. Os pontos da bissetriz dos quadrantes impares sdo da forma (x, x) .
FX)=XxAX23 & X' —6x=xAX23 & X' —Tx=0Ax>3 & (x=0Vx=T)Ax>3 & x=7
0 ponto de intersecdo tem coordenadas (7, 7).
Por observacdo do grafico, g(x) <f(x) & x>7.
Conjunto-solucdo: [7, +oo
_2x+6 _ 4 _
7. f(x)—m—2+—x+1,com xERV{-1} 246 | x41
4 4 4 -2 2
f(x)= 24— = L —y-2 =14 Ay=2 Tz
W=y &2+ 5=y & Tq7r-29 y-2"" .
Assim, £7'(x) = —1+ iz e D\=D, =R\{2}.
72, f0)=f"(x) & 2O 14 4 Axz_tAxz2 e EFO_XH6 L ax22 &
X+1 x—2 X+1 x—2
& (2x+6)(x—2)=(x+1) (~x+6) AX#—TAX#2 & 3x' —3x—18=0AXZE-TAX%2 &
& (x==2Vx=3)Axz—1AX#2 & x=-2Vx=3
f(-2)=-2 e f(3)=3
Os pontos de intersecdo tém coordenadas (—2, —2) e (3, 3).
8.1. Opcdo (B)
f'(4)=a < f(a)=4. Analisando as opcbes, 19 € D,, 16 D,, f(—1)#4, mas f(—13)=4.
Pagina 61

82 V3-x=yAy>0 & 3-x=y Ay>0 <& x=3-y'Ay>0

Assim, f'(x)=3—x" e D,~=D,=[0, +oo[.

f@)+f'Q) —f'(4)=2+4—-5=1

33



//

\ Propostas de resolucao

101, () =2 =1-— . x| x4
x+1 X+1 —
, -x—-111
D =R\{-1} e D, =R\{1} a
-1
10.2. '(x)=y & x=f(y)
- 1 1 1 1
F'(x)= X = 1—— = — =1- X+1=——0 X=—1-——o
W=y & “g=y S l-—m=y & 51—y & =, & =
Assim, f(x)=—1+x_—11, sendo a=—1,b=—1e c=1.
14, E possivel tracar uma reta horizontal que interseta o gréfico de f em mais do que um ponto.
Assim, existem objetos diferentes aos quais corresponde uma mesma imagem, logo f nao é invertivel.
x' 4 3
N2 fW=x & -T=x & 2" -w=0 & x(-xX-1)=0 o
S x=0Vy=-12 & x:OVx=v3—12
Aabcissade P é \/3 -12.
1.3. Por observacdo do grafico, sabe-se que D, =]—oo, 0]. Entdo, D, =]—oo0, 0].
4
f)=yAXx>0 & —%=y/\x>0 S X'=—12YAXS0AY<K0 &
& (x=—v=2y Va=v—12y) AXx20Ay<0 & x=v—12y Ay<0
Assim, g71(x)=v4—12x.
Ficha 3
Pagina 62
11, log,81=x <& 9'=9" & x=2
_ AN 1\ (1) _
12. 10g127=x & (o) =3 & (7)) =13 & x=-3
3 3 3 3
X 1)(
13. logs9=x & (V3) =3 = 3 =3 & %x=2 & x=4
1.4. log <i) =x <& 9"=<1>3 & =37 e x=-3
- *\27 3 2
1.5. 10g(0,0000001)=x <> 10°=10"" < x=-7
5 1 2 2
16. log,V16=x < 4'=16° & 4'=4° & x=¢
AR Iog5x=4<:>x=54<:>x=625, entdo 4 =logs 625 .
22. 3'=4 < x=log,4, entdo 4=3"""
Pdgina 63
31. 3=logsx & x=5 & x=125
3.2, 3=2" & x=log,3
33. (vV2)'=9 & x=log,;9
1)’ 1
34. 5=| =|= =—
og%x<:>x (2) & X 2
35. 2+410"=5 < 10'=3 < x=log3

34
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36. 1—logx=4 & logx=-3 & x=10"% < x=0,001
37. 5-l0g,x=9 & log,x=-4 & x=2"' x=%
3.8. 2-310g;x=8 < —310g;x=6 < log;x=—2 < x=3" & x=%
39. log,8=x—2 &> 47228 & ¥7'=7 o x=%
4. I. Falso. f tem um Unico zero e éiguala 1.
Il. Verdadeiro.Se 0 <a <1, f édecrescentee f(x) <0 < x€]1, +o0[. Entdo, f(2)<0.
llI. Verdadeiro. Se a>1, f é crescente, logo f(1) <f(2).
IV. Falso. A reta de equacdo x =0 ¢ a Unica assintota ao grafico de f.
Opcdo (D)
5. f(1)=2 & c+log,1=2 <& c+0=2 & c=2
2
£(9)=0 & 2+10g,9=0 &> l0g,9=—2 <> ¢ =9 & (%) - & %:3\/%:—3 PN a=%\/a=— %
Como >0, a=% .
Entdo, a=1 ec=2.
3
6. Opcdo (C) : vt
0 gréfico de f pode obter-se do grafico de y =log, x pela translacdo horizontal de vetor 7'(0, b) .
Como f(x)<0 < x€]-4, =3[, pode concluir-se que b=—4 e a>1. > M
275 0 g
Assim, f é crescente, pelo que f(—%) < f(—%) . 4: 3 /1 *
Pagina 64
71. D,=]-1,+00[ e D;=R
7.2. f(0)=4—1log;(0+1)=4—log;1=4 — 0=4, entdo as coordenadas do ponto A sdo (0, 4) .
f(2)=4 —log;(2+1) =4 —log;3=4 —1=3, entdo as coordenadas do ponto B sdo (2, 3).
f(X)=2 <& 4—logs(x+1)=2 < log;(x+1) =2 < x+1=3" < x=8, entdo as coordenadas do ponto C sio (8, 2).
73. f(X)=0 & 4—1log;(x+1)=0 < log,(x+1)=4 < x+1=3" < x=80. Ozerode f é 80.
81. N(0)=500x 9*°*°=500. No primeiro més foram vendidas 500 unidades do produto.
8.2. 500x9%*"=1000000. Utilizando a calculadora, obtém-se m~ 7. m
0 nuimero de unidades vendidas ultrapassara 1000 000, cerca de sete meses apds o primeiro, ou seja, cerca - e2()-1000000 '
oito meses apds o dia do langamento. (n.mm.}e«,}'
8.3. N CRPEN log, <l> =" = m=2 109, <L> f1()=500 995 % // |
500 500 2 500 s - .
91. A: pH,=—log (38x10™") ~34 — Acida
B: pHy=—log (6,9%10™°) ~ 42 — Acida
C: pH.=—log (2,5 X 10_8) ~ 76 — Basica
9.2. pPHype=—log[H] & 7=-l0g[H] & —7=l0g[H] & [H]=107;

10~ mol/idm’
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Pagina 65

9.3.

104.

10.2.

10.3.

pH, = —log[H'], e pHe=—log[H']; . Seja pH.=pH, —1, ento:
—1og[H] = —1og[H], =1 &> tog[H ] =log[H], +1 <> log[H'] =log[H'], +l0g10 <
& log[Hl =log (10[H],) & [l =10x[H7],

De onde se conclui que, se pH; = pH, — 1, entdo [H']. =10 x [H', .

To10° & Lot e 1=y,

0=10log (1) < 0=log(L) &= L=
/0 IO /O /0

1001, ,
N=10log (=] =10 log (100) =10 x log (107) =10x2=20; N=20 dB
0 ~
2

_2 -2 -2 -2
a) 100 =10 log <1(; ) & 10=log <1(; ) PN %:10“’ PN /o=11(())10 & 1=10"
0 0 0

Entdo, f,=10""W/m’.

b) 120=10Iog( ’712) e 10°=—L o =1
10 10

A'intensidade do som que corresponde ao limiar da dor é 1 Wim?’ .

-6
¢ N=10log <1° >=1o log (10°) =10 x 6 = 60

10—12 —_—

N=60dB, logo ndo cumpre, pois o nivel de ruido é superiora 55dB.

Ficha 4
Pagina 66

1.

12.

13.

14.

1.5.

1.6.

21.

2.2

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

36

log, (%) +10g, 15 = log, (% x 15) = log, 3

3
3logs 2 — logs 4 =0gs <ZI> =logs 2
2 +log, (\/E) =log, (42) + Iog4\/§ =log, (16 \/g)

1—1log;9=log; 7 — log; 9 =log, <%)

log, 2 log, 2
Iog35+|oggz=log35+i=log35+ % =log, (5V72)
log; 9 2

log5 log5 < 1 )
| - = - =2 _ =|
0go; 5 — log3 0901 093 1 0g3=log 5

log, x — log, 3=log, (%)
logy +2 log (V/5) =logy + log (\/gz) =log (5y)

2logs x — log <}1—/> =logs (x?) +1ogs y = logs (x%)

—1—log, <§> =log, (77") +log, (%) = log, (%)

log, X + lo 7—|092x
94 9, _Iogz4

+log, 7= %Iog2 X+ log, 7 =log, (7vx)

log;25

2log, y + logs (25) = logs (y°) + 000

l0gs (") +7 log; 25 = logs (5y”)
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3. Opcdo (B)
Iogg(%)=1 = %Iogab=1 & log,b=3 < b=a’, entdo IOQG(Vab)=%|oga(ab)=%loga(a4)
Pagina 67
41. log, (if) =log, (V) — log, (a*) :% log, b — log, (b*) :% —2
a
1
1+—log, a
log, (b log, b + | b .
42, |ogl(b\/5)=°g"( \/f)zog" 03 Vo _ "2 =—1-liog,(p) ==1-C
A S SR >
51 1+l0g,(2x) =2 < log,(2x) =1 > 2x=k < ng
5.2. a) f(2k) =1+ log,(4k) = log, k + log, (4k) = log, (4k°)
b) 2 — log, (4k*) =2 — (log, 4 + log, (k*)) =2 — log, 4 — 2= —log, 4
53. f(k)=3 < 1+10g,(2k) =3 < log,(2k)=2 < k'=2k < k' —2k=0 < k=0V k=2. Como k>1, entdo k=2.
61. 1+10g,(x=1)=0AX>1 & log,(x=N=—1AX>1 & x-1=2"Ax>1 & x=%
.3
0 zero de feE.
3
2% f(x) 3
| 2x—2
62. A(x)=2 =3 114 10g,(x = 1] =2 [l0g,2 + log, (x = 1)] = 3 log, (2x — 2) _log, (2x—2)
2 4 4 4 4
Iogz(2x—2)3
6.3. f=2,25/\x>1 & 3log,(2x—2)=9AXx>1 & log,(2x —2)=3 Ax>1 &
& 2x-2=8Ax>1 & x=5
f(5)=1+1o0g,(5 —1)=3. Assim, as coordenadas do ponto P sdo (5, 3).
Pagina 68
7. f(x)=0 & 2-21l0g,(x—3)=0AX—-3>0 & log,(x—3)=1AXx>3 & x—3=2Ax>3 & x=5
g(X)=0 & 4log,(x=2)=0AXx=2>0 & log,(x=2)=0AXx>2 & x—2=1AXx>2 & x=3
Zerode f: 5; zerode g: 3
72. f(x)=g(x) & 2-2log,(x=3)=4log,(x —2) A X>3AXx>2 & 1—-log,(x—3)=2log,(x—2) Ax>3 &
— ——————
x>3
log, (x — 2)
= 1—|ogz(x—3)=2><|0974/\x>3 & 1=log,(x —=3) +log,(x —2) AXx>3 &
2
& 1=log, (x—3)(x=2)) Ax>3 & 1=log,(x’ —5x+6) Ax>3 &
& X —5x+4=0AX>3 & (x=1VX=4AX>3 & x=4
f(4)=2-2log,(4-3)=2
Logo, as coordenadas do ponto / sdo (4, 2).
81 2log,(x+3) —log,(x =) =4 < log,(x+3)’=log, 2" +log,(x — ) AX+3>0AX-1>0 <
S X Hx+9=16(X—NDAX>-3AX>T & X' +6x+9=16x-16AX>1 &
& X —10x+25=0AXx>1 & x=5
8.2. Iog‘,(—4x)=2+|og4<ﬁ> = Iog4(—4x)—log4<31—x>=2/\—4x>0/\3—x>0 =

& log, [~ 4x(3=x)]=1l0g, (4°) AX<OAX<3 & 12X +4X° = AX<0 &
& 4P —x-16=0AX<0 & (x=4VX=-NDAX<0 & x=—1

37
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91. f(a)—g(a)=5 & 3"—1-[4—log;(a+1)]=5
Utilizando a calculadora, obtém-se a=2. T |
_ (2,5) r2(
POxa 5x2 /
9.2. App=—i—="==5
[POR] 2 2 1 .

©I0}IP3 0MOd ® AYIZLYINDSI

6.4 y .58

! f1fx)=3%- 1—|'4— log _ [ni}]

Pagina 69

k=1
100, 1+21l0g,(x +3) =k AX+3>0 & |og2(x+3)=%/\x>—3 & x=27 —3Ax>-3

10.2.

@ python”

-
° import math

k = float(input("Introduz o valor de k: "))

X

20%( (k-1)/2)-3

print(f"A solu¢do da equagdo é x = {x}")

M1 V,=V,x08

01V,

M2, V,=01V, & V,x08=01V, < 08= e 0,8'=01 & t=1log,s0,1, ouseja, t~10,32.

0
Terdo de decorrer 11 anos.
t t Vi Vi
MN3. V,=V,x08 < 08=— < t=logy,|—
VO ' VO
Vi Vi 5
—=1-105904 < —=0,4096, entdo t=1log,;(0,4096)=4. Passaram quatro anos.
0 0

121. c(0)=a—blog,l < c(0)=a, oque significa que, no instante t=0, a concentracdo do medicamento no sangue (administrada) é iguala @,

em mg/L.

c(3)=200 a — blog,4=200 {a—2b=200 {a=2b+200 {a=600
12.2. = =

{c(7)=0 {a—b|0928=0 a—3b=0 b =200 b =200

12.3. ¢(t)=300 <> 600 — 200 log,(t+1)=300; t~1,8284 h I T

Repara que 1,8284 =1+ 10,8284 e que 0,8284 x 60 ~ 50 .

f1lx)=600-200- Iog q[ro 1)
A concentragao do medicamento passa a metade da inicial apos, aproximadamente, 1h e 50 min . ‘

Dy.;= {x: XED,Af(x)E Dg} eétalque (gof)(x)=g (f(x)). N (iomaz.200) -0
e \\-—_ﬂ__ =
Ficha 5 -
Pagina 70

1. D={x€R:x+3>0}=[-3, +o0[; D,=R\{0}
%d={x€H:x€QﬁJQﬂe%}={xER:x>—3AVx+3¢O}
Reparaque Vx+3=0 < x+3=0 <& x=-3, logo:

Dy ,={x:x>-3Ax#-3}=]-3, +o0[

(gof) (x)=g (F(x) =2

Vx+3

gof:]-3, +oo[ — R
_2
xX+3

XA

38
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12. D,={x€R:x+1>0}=]-1,+00[; D,=R
Dgufz{xelR: xEDf/\f(x)GDg}z
={x€ER: x>-1Alog(x+1)ER}=
={x€R:x>-1}

D,.;=]-1, +00[

(gof) (x)=g(f(x)) =2log (x+1) -3
gof: -1, +00[ — R

X 2log(x+1) -3

2. (fog)(a)=5 < f(g(a)) =5 < log;(3x3°7°) =5 < log,(3° ") =5 < a—4=5 < ¢=9

31 a) (gef)(-N=g(f(-1)=g(-3)=3-(-3)=6
b) (fog)(—3)=r(g(~3))=f(3-(-3))=7(6)=3
32, g(f(x))=0 & 3-f(x)=0 & f(x)=3 & x=6

33. f(gx)=-3 & fB-x)=-3 & 3-x=-1 & x=4

Pagina 71
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©

4. Opcdo (B)
flg)=0 & glx)=—2Vvgx)=1 & x=0Vx=3
g)=x-2;9x)=1 < x=3
5. a) (fog)(V5)=f(g(V5))=
=r(VE 1) =r(@)=3""=27

=g(3") =g()="-1=0
o (hef)(=)=h(f(-1)) =
41
—1-1y _ (1) 9_35
=n( ) =n(5) =52

52. D,=D,=ReD,,={x: x€RA3'€ER}=R;

X — X — 2 X —
(gef) (W)=g(f(x) =g (37 =(3"") =1=3"" -1
gef: R— IR
xu32x—2_1
53. D.,=1x:xERAX' —1€R}=R
fog) (0)=f(g(x)=f(x"=1)=3"""=3""Ax€D,
g

(fog) () =h(x) & 3*2-2:4%)6

Utilizando a calculadora, obtém-se os pontos de coordenadas (—1,72; 2,86) e (1,49; 1,26).

o
bl

~ o
N

Opcdo (D)

(gof) (¥) =g ((x)) =VF(x); D,=IR, D,= {xER: x>0} =[0, +o0[

Dy.;={x: xERAF(x)>0}=[-3, 0]U[2, +oo[

(fog)(v8) =f(g (v8)) =f(1+210g,V8) =f<1+2|ogz<8%)> = (1+10g,(2°)) = £(4) =2 x 3 =162

. g(Fx) =g (2x3") =1+ 210g, (2% 3") =1+ 2 (log, 2+ 10g, (3') ) =1+ 2 + 2 log, (3°) =3 +log, (3*) =3+ log, (9")

iy d=x
Y .1 -
2

| | ﬂbr:|-312_2

T~J(1.486.1.257)

2 I [X]

( 4.71942"."3,3557% ) |

- |

39
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4. FUNCOES II

Ficha 1
Pagina 72

1. F)=e"+2x
1

X

12, F(x)=6x"+=6x"+
e e

:ex(x—1) —e' e'(x-2)

13, 1'(x) T oy

14. F(x)=1++
X

1.1

1.5. f'(x)=__2__
X X
16, F()=—L42x1=-1,2
e X et X
T—Inx —xX —%) -
2.1. f'(x): - —InXx
(1—Inx)’ (1= Inx)’

22. f(1)=ﬁ=1, entdo A(1, 1). f‘(1)=(2_0)2=2, entdo t: y=2x+b. Como A€t, 1=2x14b <> b=—1. Assim, t: y=2x —1.
- 1-0

Pagina 73

31, Opcdo (B)

1 1.1
(D)= e 1ol o r(0)=2
9050 © 2770 &1
3.2, g'(x)=%, entdo g'(b)=% PEN o,5=% & b=2. Como f(a)=b <> =2 <> a=In2. Assim, P(2, In2).

41. f(0)=—e"(2x0—-3)=3, ouseja, 4(0, 3).

42. F(x)=—e"(2x-3)+2x(-e")=e'(1-2x); F (Y =e(1—2xN)=—e
r:y=—ex+>b
Como f(1)=—e(2x1-3)=e, logo, B(1, e).
Como BEr, entdo e=—eXx1+b & b=2e. Assim, t: y=—ex+2e.

43. 1(0)=e"(1-2x0)=1e A(0,3), entdo t: y=x+3. x+3=—ex+2e & x(1+e)=2e-3 & x=%
Logo, as retas r e t intersetam-se no ponto de abcissa 2e-3 .
1 2
6X—XXx" —2xX6Inx 6 12x1 6_ 121
51, f(x)= X - _b6x— 4x nx_6— 3nx
X X X
52. f(0)=0 & 2L 0Ax>0 & Mx=0AX’#0 Ax>0 < x=1, entdo A(1, 0). T
X Y
|\ iz
o 6—12In1_ . ) A o e
f (1)—f—6, entdo t: y=6x+b. Como as duas retas sao perpendiculares a t, o seu declive & 5 *
= :
Entdo, as abcissas de P e de Q sdo dadas por f' (x):—l & 6=Thx__1 1 ]
6 .X3 6 (1784,-0M867) [3:958,-0.1667)
R
Recorrendo a calculadora, x ~ 1,78 V x ~ 3,99 . Como £(1,78) ~ 1,09 e £(3,99) ~ 0,52, =

conclui-se que as coordenadas dos pontos, com arredondamento as centésimas, séo P (1,78 ; 1,09) e @(3,99; 0,52).

40
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Propostas de resolucao J

Ficha 2
Pagina 74

11.  y,=—1+2=1. Entdo, A tem de coordenadas (—1,1).

12. (gof)' (=D=g' (F(=1)) xf (-N=e'x1=¢

2. Opcdo (D)
(Feg) @=1 & r(g@)x g'(4) =1 & r (#+4)x2x4=1 & r(20)=;
g'(x)=2x
Pagina 75
31, F(0)=2"">(3x"=2)In2
32, F(x)==—2"
5x —x
1
%(xu)*z 1
33. f'(x)= =
Vx+1xh2 2(x+1)h2
1
1(.2 -3 2x -3
34. F(x)=-(x"-3x) "x(2x-3)= —L=2_
2 2Vx? - 3x
, axe® Ixx—e e (' - 1)
35 f(x)="2¢ x—-¢ - .
X
iezx—ln(Zx)XZezx
36 f,(x)=2x =L_Zln(z)c)
(eZX)Z xez,v er
3
(x+2)° 1
37 f(x)= =—
() 3In10 (x+2)In10
xX+2
- 1\or 10 In2
3.8. f'(X)=2"+x<——z>2"In2=2)C<1—n—>
X X
39. f'(x)=mcos (ﬁ) —nxx Ysin (£> =T COS <£> —xsin (1)
T T I T T
4
310. ' (x)=
cos’ (4x)
cos’ x+sin’ x 1
3. f(x)= : =
CoS X CcoS X
312. f'(x)=sin(2x) + 2x cos (2x)
1 - 2 2
41, f(x)=—=(4x+5) *x4=—=—; ' (-) =—===2
2 Vax +5 V—4+5
2X 2
42. f(x)=Ih@x-1+ () =n1+42=2
() =tn@x =N+ (N =In1+3
2x 2x
43, p(x=te Z20x+3e =82 p =2
(eu) e e

44, F(0)=2""+x3x2""2=2"""(143x"2) ; £ (0)=2(1+0) =2

41
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\ Propostas de resolucao

45. f(x)="cos <M> 1 (2)="x cos (E) =0
4 4 4 2
46. f'(x)=cos (%) —%sin (%) : f' (1) = cos (%) —%sin (%) :—g
5.  Opcdo (B)
210g, (x*+2) =2 & log, (¥ +2) =1 & ¥ +2=3 < x=-1g'()=— 2
%<0 (x*+2)In3
. _4 4 4
Assim, g' (=) =—t=—2 -2
T e e T
Pagina 76
3-0
61 f(0)=m=———=1
( ) t 0_(_3)
6.2. Oponto A de coordenadas (0, 3), pertence areta t, entdo t: y=x+3.
6.3. g(—5)=V25-9=4, entdo o ponto de tangéncia da reta r com o grafico de g tem de coordenadas (=5, 4).
1
g'(x)=%(x2—9) ?x2x= f ;m,=g‘(—5)=_—52=—%, entdo 4=—5x<—%>+b = b=—%
X' -9 (-5 -9
y=x+3 y—Z
- =x+3 = -
r: y:—E —g.Assim: 5 9 & Y {y X3 3
47 4 y=—-=x-= 4(x+3)=-5x-9 9x=-21 __1
47 % x=-2
As retas r e t intersetam-se no ponto de coordenadas (—% %)
7. g(x)=0 & In(x+3)=0 < x+3=1 ¢ x=-2, logo B(-2, 0)
1 1
! = — =q'(=2)= =1
g'W=rmem=9'(-2=——
72. f(x)=¢""
Seja @ aabcissa do ponto A, sabe-se que f' (a)=m, < ¢’ '=1 <> a—-1=0 < a=1. Logo, A(1, 3).
8. f'(x):zifzZ em=f (ez)zl2
ax” X e
f(ez)=%xez+3 & In (ae4)=2+3 &= ae'=¢’ & a=e. Assim, m=£2 ea=e.
e e
Pagina 77
x° 2x x° X\, 3.2 x
9. f(x)=—3cos<7>+(—3x)x(T)x<—sm <T>>=—3cos<7>+5x sin <T> m=f(0)=-3x1+0=-3.
f(0)=2
t: y=—3x+b e passano ponto de coordenadas (0, 2).
Entdo, t: y=—3x+2.
t interseta o eixo Ox no ponto P, de coordenadas (% 0) , eoeixo Oy noponto @, de coordenadas (0, 2).
2x§
Assim, A[OP0]=T=§.
10.  Opcdo (D)

42

g ()=2x=Ne" T hM=fMxg()=—4xe’=—14
A= OxgM+fM)xg' (N=—4xe"+(-4)xe"=—-8

0 declive da reta tangente é —8, e o ponto de coordenadas (1, —4) pertence a reta, entdo: —4=—-8x1+b & b=4

y=—8x+4
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1.  Opcdo (C)
F)=-e"eg(x)=-1
X
\ o v 1 w1
f(x)=g"(x) & —e'=-— & e'=—
Xp B

nx cos (mx) — sin (mx)

Propostas de resolucao

1

& x,=In (x) & x=—In(x,)

122. fx=3 - =3, ouseja, x~ —0,322
X
2lx)=2
[-LuzMg 046, 3)
ﬂ&)_m x+ cosbr x)<sinim x)
‘_2
<.:H’L.t !
Ficha 3
Pagina 78
(] -3 _ 1.
1M g ()=-(d-x) 2x(-)=-—rmr;
2 2Va4—x
1 1
m=g'®)=-—FAe=1
‘ 2V4-3 2
Como g(3)=Vv4—3=1, entdo D(3,1).
DeEt, entdo 1:—%><3+b = b:g, concluindo-se que t: y:—§x+— e A
12. fF(x)=2xe " —x%e "=e " (2x—x%)
f()=0 < e (2x-x")=0 & e"=0V2a-x"=0 < x=0Vx=2
£(0)=4 é minimo; (2)=4e™’ +4 ¢é maximo (relativo).
4 N\
x — 00 0 2 +00
f'(x) - 0 + 0 -
-2
L f \ 4 7 4e+4 N
o 2 o -2 o IX}CB 15x2 3
13. f(0)=4, entdo C(0, 4) e f(2)=4e ’+4, entdo B (2, 4"’ +4) . Entdo, Ayg=———= >
Pagina 79
21 g)=x" & xe =y O IR —E

X~ 0,69
22, g'(x)=e""T4xx(-2)xe F=e"""(1-2x)

1-2x 1-2x

23. g'(X)=0 & (1-2x)e "=0 & 1-2x=0Ve

2) 2 2

As coordendadas do ponto P sdo (% 1) .

4 Y
X — 00 % + oo
g'(x) + 0 -
g / > N
|\ J

1
=0 =—
X 7

g <l> e 1, ou seja, para x= % a medida da drea do retangulo ¢ maxima e igual a %

14y

o
20 mx

#
4

/
7 X
_AtseTd raras]

1.8 o1 H

43



Propostas de resolucao

34 d(x):f(x)—g(x):ln(S—x)+3—In(ﬁ>=3+ln((5—x)(x—1))=3+|n(—x2+6x—5)
3.2 d'(x)=ﬂ
—X"+6x-5
d'(X)=0 < %:omqa & —2w+6=0A-X +6X-5£0 A1<x<5 & x=3
—x*+6x—

AB é méxima para x=3, ouseja, d(3)=3+1In4.

A distancia maximaentre A e B é 3+1In4.

4 \
X 11 3 4,9
d'(x) + 0 -
@ ECEERY )
Pagina 80

41, f(0)=1+e+%z4,1

A distancia do ponto O ao ponto A ¢, aproximadamente, 41m.

42. f(x)=-012e'" "+ 012" "= 012 (—e' T 4 ")
012 (e 4™ ) 20 = " =™ o 0120 —1=1-02x &> 024x=2 & x:?
OP~833m
[ x 0 8,3) 20 |
f'(x) - 0 +
! N e | )

51. 15min=0,25h
7(9,25)=10+2x 9,25¢

—0,075% 9,25

~19,2, ouseja, 19,2°C.

— 0,075t —0,075t

52. T'()=2e e "™ (2 - 0251
e " 2-015t)=0 < e =0V 2-015t=0 < t=13,(3), ouseja, t~13,33.

Como 0,33 %60 =~ 20, entdo a temperatura atingiu o valor maximo as 13 horas e 20 minutos.

+2tx(-0,075) e

—0,075t

(4 0 13,3) 2 )

T'(x) + 0 _

L T / T(13,3)) N\ )
Pdgina 81

=20xf(a)=20><(6In(20+1)—20)

61 g(o) > > =6aIn(2a+1) - 2d°
6.2. ¢'(0)=6In(20+1)+60x-2——4a=61n(20+1)+=29 _4q (g o eenX]
20 + 1 20 +1 . 04y
12a () =60 Inf2: x41)+ :2' 'l —4x
61In(2a+1) + —4a=0; a~4,94; g(4,94) ~ 22
n(2a+1) a1] 20 a 9(4,94) |
A medida da drea maxima é 22.
I \l'u;-;‘o)
4 \ - [ »
a 0 4,94 8 a \'\
g'(x) + 0 -
9 / g(4.94) N\ )

a4
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7.

7.2

' (x) =1,5% 0,5 cos (0,5x) = 0,75 cos (0,5x)

0,75 cos (0,5x) =0 e 8 <x <20, assolucdes sdo x,~ 9,425 e x,~1571.

X, ~ 15,71

Como 0,71x 60 ~ 43 min, entdo o cais atinge a profundidade méxima as 15:43.

i f1(x)=0.75- cos(0.5- x)

02 /_’—'_\_\-‘_""'\-.

E—"(3.425,0) (1570l )

9,425

15,71

20

Propostas de resolucao J

f'(x) -

0

+

0

f N

£(9,425)

/

(15,711)

N

J

£(9,425) ~ 14,5 representa a profundidade minima e f(15,71) ~ 17,5 representa a profundidade maxima.

Entdo, a profundidade do cais varia entre 14,5m e 175m.

Ficha 4
Pagina 82

11

1.2,

1.3.

14.

1.5.

1.6.

1
f'(x)=2x+—
() =2x X+1
1
(x+1)

D;.=]-1, +o9|

f'(x)=2

fx)=x"—2x
fr(x)=2x-2
D,.=R

Fx)=e(x—1)"+26"(x=N=e"(x’ = 2x+1+2x - 2) =" (x* = 1)

frix)=e"(x*=1) +2xe" =" (x*+2x = 1)

D, =R

X
£ (x) = logx +
() =logx+—7 5

1
x1In10

f(x)=

' (x) = sin (2x) + 2x cos (2x)

f"(x) =2 cos (2x) + 2 cos (2x) — 4x sin (2x) =4 cos (2x) — 4x sin (2x)

0. =R

=logx +

In10

f' (x)=2x|nx+x2><%=2x Inx+x

f”(x)=2|nx+2xx%+1=2lnx+3

D,.=R"

45
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\ Propostas de resolucao

Pdgina 83

2.

41.

4.2,

Opcdo (D)

f'(=3)>0;r"(0)<0; f"(4)>0; f"(0)xf"(4)<0

Opcdo (B)

' (x)=3ax>+2bx; f"(x)=6ax +2b

O gréficode " é uma reta com declive 6a e ordenada na origem 2b .

Por observagdo do graficode f": 60<0 <> a<0e 2b>0 < b>0

Fl)=x"-3x"efF(x)=0 & x*-3x"=0 & x*(x-3)=0 & x=0Vx=3

4 N\
X — 00 0 3 +o00

' (x) - 0 - 0 +

f \ \ \ f(3) /

. J

Monotonia: f é decrescente em ]—oo, 3[ e é crescente em ]3, +oof .

f(3) =% —-271-2= —%5 é minimo de f, logo as coordenadas do ponto A sdo (3 , —%) .

fr(x)=3x"—6xe f"(x)=0 < 3x’—6x=0 < x=0Vx=2

e N
x — 00 0 2 +o00

' (x) + 0 - 0 +

f ] £(0) N f(2) U

. J

0 grafico de f tem a concavidade voltada para cimaem ]—oo, 0[ e em ]2, +oo[ e a concavidade voltada para baixo em 10, 2[.

0s pontos de inflexdo do grafico de f sdo os pontos B e C de coordenadas (2, —6) e (0, —2), respetivamente.

Pagina 84

51.

5.2.

46

%xx—1—4|nx 3_4inx X 0 et +00
f(x)= 2 = 2
X X ' (x) - 0 +
4

2
—Ixx"=2x(3-4Inx) 5
" X —10+8Inx f N f(e4) U
f (_x): x4 = x3 . J

5
Lasmx=0/\x>0 & —10+8Ix=0Ax>0 & x=¢*

X

5 5
0 gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ] 0, e“[ e a concavidade voltada para cima em ]e4 , +00 [ .
5
0 grafico de f tem um ponto de inflexdo de abcissa x =e*.

o1, 1 1 11
fr(x)=2e" +xe? =2 (2+x) f'(x)= %ezx(z +x)+el = (2 +§)

1

1, e
e? <2+§)=o o e? =0v2+§=o & x=-4

4 \
X — oo —4 + 00

" (x) - 0 +
L f N f(—4) v

0 gréafico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]— oo, —4[ e a concavidade voltada para cimaem ]—4, +oo[ .

0 gréfico de f tem um ponto de inflexdo de abcissa x=—4.

©I0}IP3 0MOd ® AYIZLYINDSI



ESPMA12CAD © Porto Editora

53. 1 (x)=In(x’+1) +-5

2x°

X +1

2t A1) 220 @0) _ ox | ax'rar—ax’_2X+vex
X1 (x*+1)° X+ (x*+1)° (x*+1)°
( \
X — 0o 0 +00
(7)) - 0 +
L f N (0) v
2x° + 6x 3 2 2 2
ﬁ=o & 28°+6x=0A (X’ +1) 20 & x=0Vx'=-3 < x=0
X +1

0 gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]—oo, O[ e a concavidade voltada para cima em ]0, +oof .

0 gréfico de f tem um ponto de inflexdo de abcissa x=0.

6.
( N\
x —oo 1 2 3 +o00
" (x) + + + 0 - - -
f'(x) - 0 + + + 0 -
L f (x)x f"(x) - 0 + 0 - 0 + )
x€l-o00, U2, 3[
Pagina 85
71.
4 N\
X — 00 0 2 6 +00
f''(x) + 0 + 0 - 0 +
f U U P.I. N P.I. U
\ & J
A afirmacdo ¢é falsa, uma vez que, em x =0, o sinal da funcdo f" ndo varia, ndo existindo, assim, um ponto de inflexao.
72.
( \
X —oo 0 2 6 +00
f''(x) + 0 + 0 - 0 +
L f' / Va Méx. AN Min. Va )

A afirmacdo é verdadeira, uma vez que, no intervalo ]—oo, 2[, como a fungdo f" é positiva, entdo a funcdo f' é crescente, logo ' (—=1)<f' (1),
ou seja, m, <m, .

81 f(x)=8xe ' —4(x’+1)e"

f'(x)=8e"—8xe " —8xe "+4 (x’+1) e =" (12— 16x +4x?)

e (12-16x+4x") =0 < e '=0V12-16x+4x’=0 < x=1Vx=3
F(1)=8e"-4x2e"'=0

Ou seja, 0 declive da reta tangente ao grafico de f noponto A é 0.

82. f(3)=4x10e " =40e", ouseja, B tem coordenadas (3, 40e”°) .

( N\
X —oo 1 3 +00

£ (x) + 0 - 0 +
L f u (1) N f(3) Sy

47
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\ Propostas de resolucao

2(X*+1) —2xx2x _ _2x? 42
(x*+1)° (x*+1)°

9. f'(x) =

() = —ax (1) =2 (=26%+2) (X2 +1) X2X (x?+1)(=4x’ — 4x+8x° - 8x) 4’ —1x

(x*+1)" (x*+1)" (x*+1)°

3
A =X gy —2x=0 A (X 41) 20 & x=0Vx=—V3Vx=V3

(x*+1)°
f(\/§) =§ e f(—\/g) =—§, entdo, P<—\/§, ?) e O<\/§ ?) .
A medida da drea do retangulo é: 2V3x2x ? =6
[ X — o0 —\/§ 0. \/5 +oo\
f"'(x) - 0 + 0 - 0 +
L f N f(=v3) u | o) n | r(V3) v
Ficha 5
Pagina 86
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1. f()=log,(x+1)=1

lim (log,(x+1) =1e lim (2') =2 Como lim f(x)# lim f(x), f é descontinuaem x=1.
x—1 + x—1

x—1" x—1

21. £,(35)=0,3%x35-2,25=8,25 e £,(35)=0,25x35=8,75. Empresa A
2.2. Osramos de ambas as funcdes sdo definidos por funcées polinomiais, sendo continuas em IR, logo sdo continuas em qualquer intervalo aberto.

Na funcdo f,, em x=15 hd mudanca de ramo:
f,(15)=015%15=225, lim (015x)=225 e lim (0,3x —2,25)=2,25
x—15"

x—15"
f, é continuaem x=15.
Como £,(30)=0, Ilim f;(x)=0e lim (0,25x)=75. f, é descontinuaem x=30.
x—30"

x—30"

Logo, f, é continua e f, é descontinua.

3. Opcdo (C)
f2)=22=2=2 tim (25" =2 & 227" =2 & 2—k=1 & k=1
xX—2"
Pagina 87

41. Afirmacdo verdadeira
Funcdes polinomiais e fungdes exponenciais sdo continuas em IR, assim como o produto e a soma entre elas.

4.2, Afirmacdo falsa

Basta observar que 1€ Dr .
g

51. f(2)=2-4=-2

lim f(x)==2e lim (=x"log,(x+1)) =—4
+ xX—2

x—2

Como lim f(x)# lim f(x), f é descontiuaem x=2.
- xX—2

xX—2
52. Sex€l-1,2[, f(x)=—x’logs(x +1).

Afuncdo f, nointervalo ]—1, 2[, é continua por ser o produto de funcdes continuas nesse intervalo.
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Propostas de resolucao J

61. Se 25000 < x<29397, f(x)=0]177 05x 23089 + 0,311 x (x — 23089) = 0,311x — 3092,77
Se 29397 <x< 30000, f(x)=0,20 579 x 29397 + 0,349 x (x — 29 397) = 0,349x — 4209,94

6.2. f(30000) — f(25000) = 0,349 x 30 000 — 4209,94 — (0,311 x 25 000 — 3092,77) =1577,83 e representa o valor a mais do IRS anual que o

Antdnio tera de pagar se o seu vencimento coletdvel passar de 25 000 € para 30 000 €.

6.3. Osramos da funcdo sdo definidos por fungdes polinomiais, sendo continuas em IR, logo sdo continuas em qualquer intervalo aberto.

Em x=29397, hd mudanca deramo:  lim f(x)=6049,697 e lim f(x)=6049,613, logo a funcdo é descontinua em x =29397.
X —»29397" X —29397"
Assim, f ndo é continua.
Ficha 6
Pagina 88
1. lim (X’=4)=(=2"-4=0 12.  lim (1-2x)=1-2x(+00)=—00
xX— =2 X — +00
13.  lim (x=1)’=(-—0c0—1)'=+00 14, lm ——=—1 0
X — —00 x—-cox"—4 +0°0
15. fm —— =1 - 16, lim f(x)+ lm h(x)=+00+(+00)=+o0
x—-c001—=2X 400 X— —00 X — —o00
17 dim =2 1o 18, lim f(x)x lim g(x)=+00x(—00)=—o0o
x—»1(x_1) 0 X — +00 X — 400
2
19. ImX=4-0 _g 110.  lim f(x)— lim g(x)=+o00 —(—o00)=+00+00=+00
r—21—-2x -3 X — +00 X — +00
21. a) lim f(x)=1 b) lim f(x)=2
X —> +00 X—1
¢ lim f(x)=—o0 d) lim f(x)=+oo
x— 0" X— 0"
Pagina 89
-1
22. a) lm f(x)= lim £ ==
X — 400 x—+oo x° — x Xx— oo )
x =1 (x
b) lim f(x)= tim =1 =2
x—1 x—1x —x x—1
2
9 lim f()=tm X=1-=1__o
x—0 x—0 x" —Xx *
2
d lim f0)= lim L=< jim =l oieo
x— 0" xr—0"X —X x—0 0
2 2
31 m 3FRCX gy =X
X — +00 X _2 X— 400 ¥
2 2
32 dim X1 gy X3
x——eodx" —1 x—-o02x" 2
2x* +1 ' 2
3.3. lim =——= lim =5-= lim 2x"=+o00
X—-o00 X X——o0 X X— —o00
3 2—x)(2 - -2)(2
34, fim X X@-0)@+Y) X0 =2 @Y o (Cx@4x) =—2x4=—8
xr—2 X—2 x—2 xX-2 x—2
2_5 2
35 Im 2 —X= jm X<

36, lim <x+1>= lim —=X*1
1) x—=i(

x—=Dx+1) r—-1x—-1 2
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an.  lim —& =22 42. lim X _oo
Xx— 400 2X — 1 [ere] x—+o00 x° 41 [e3e)
X' X U
lim (e) -=|im € oo lim (Inx) -=
x4»+oo(2.x—1) X400 2 X —> +00 (_x2+1) X—+00 QX
Entdo, lim € —too. Entdo, lim I?x
x—+002X —1 x—+o0 X" 41
2 X
23, Gm XV -0 44, fim BNX_0
x—0 X 0 x—0 X 0
2 x\' |
xX+1) —e _e*
i (( )‘ ) o Xt2-¢" i (tan)f) .
x—0 (x) x—0 1 x—0 (x) x—0
TS 50 fim {ANX
Entdo, lim ——=1. Entdo, lim —==1.
x—0 X x—0 X
. x—=1_0 . sinx _0
45. |m —=——=— 46. |lim —/—=—
xln13x_3 0 xlno ¥ o
im =Y 11 im S0 _
x—-1(3)‘_3) x—13"|n3 3In3 x—0 (x3) x—0 3x
~ x-=1 1 ~ . sinx
Entao, lim = . Entao, lim —==
xl—»13)‘_3 3In3 xI—»O X
Pagina 90
i sin(2x))'
5. im SN2Y_0 (@Y 2cs@)
x—0 X 0 x—o (x) x—0" 1
Entdo, fim 312 _,
x—0 X
Como f é continua, entdo lim (ax+b)=2 & b=2.
x—0"
(4)=0 < 4a+2=0 & az—%. Assim, f(10)=—%><10+2=—3.
2 2x ! 2 2
11— —4 _ 11—
6. lim <w>=9. lim u= lim 26 =4__5 Entgo, fim 1= __
x—o" X 0 x—0" ()C) x—0" x—0" X
lim (kx+2)=-2 <& 2=-2.
xX—0
Afirmacdo falsa. Qualquer que seja o valor de k, afuncdo é descontinua.
X X X
) -1 . 1.¢e —1 1 .oe =11 1
7A. lim &£ = lim (—x—)z—x lim ——==-Xx1=—=
x—0 2X x—0\2 X 2 x—o0o X 2 2
7.2 lim (Zsinx+ cosx): lim (2 xSiLx+cosx>=2x lim SiLx+ limcosx=2x1+1=3
x—0\X x—0 X x—0 x—0
2
| +1 | +1
73 tim SOy D)
x—0 X x—0
74, Gim (x7¢) = lim S=v00
X —> 400 X—+oo x
(5)
x_ =2 Py
75, lim X = jim ~Z =400
X —> 400 2 X—+o00 X
2 . .
76, lim 2SN _ iy Xy SINX g 1y T
x—0 4x x—0d4 4 x—o X 4 4
8. Opcdo (A)
X _ S X
ke im 323 3l 1)=—3><Iim €1 _3x1=-3
x—0 X x—0 x—0 X
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Propostas de resolucao J

2 2\'
2 +1
91. lim X7=E; lim L: lim 7)(?()( )=+oo
x—»+<>o|n(x+1) oo x4»+oo(|n(_x+1)) X—> 00 1

2
X

Entdo, lim ————==+o00.
x—+ooln (x+1)
X
e =1
X
9.2. lim uzg; ix lim inxlzﬂ
x—03In(x+1) 0’3 x—oln(x+1) 3 1 3
x
| +1 In(x+1))’
93. lim ”(xix)=ﬁ; lim M: im — 1 9.
x— 400 x@ 00" x—vreo  (yeY) x—+eo (x 4 1) (e + xe)
| 1
Entdo, lim "(x—:“)=o
X — +00 xe
Pagina 91
_ -1 —si
10. fim Cosx=1.0 jm (X =y —sinx
x—0 X 0 x—0 (x) x—0 1
Entdo, lim $9X=1_¢.
x—0 X
-x —x_,l ! X
lim & =120 C , ) i =y,
x—o0 X 0 x—0" (x) x—o 1
4
Entdo, lim £ =—1.
x—0 X
Como lim f(x)# lim f(x), conclui-se que f é descontinuaem x=0, qualquer que seja o valor de k.
x—0 x—0"
l><x—(2+|n)c) . el
M. == . ==1=hnx__1+lhx
x X X

12 Ff(x)=0 & —W:O/\x>0 &S —(14+MxX)=0AX>0 & Inx=—1AX>0 < x=¢ '
X

( 4 N\
x 0 e +00
f'(x) + 0 -
_f / e N
-1
Como f(e_1) =2+|7£]1e=e, entdo M tem coordenadas (e_1, e) .
e
N3. a) lm 2XNX_—oco_
x—0" X 0+
b) lim 2+Inx _oo
X — +00 X [e2e)
2+Inx) . )
im @Y e o Endo, im 2EMX g
X — +00 (_x) x— +00 X X — +00 X
- . — . x—2) ) L _
2. f(2=2"x2"=2"=1; lim x22 =9; lim (7); lim L=1.Entao, lim —X=2 _q.
xaz‘e)‘* -1 0 xg,z—(ex—z_,]) X"Z-ex—z xaz’e’“z_1

lim (x722%) =2°=1
x—2"

Como f(2)= lim f(x)= lim f(x), conclui-se que a funcdo f ¢ continuaem x=2.
xX—2

x—2"

_ Inx — Ink) _
jm X =tk _0 -y (nX=) o 1Ay X =ik 1
vk Xk 0wk (k) x—e2x? 2k r—k X =k 2
i—Z/\k>0 & W=1Ak>0 & k=%

7=

-
w
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\ Propostas de resolucao

Ficha7
Pagina 92
f
1. lim f(x)=—oo0 1.2, lim @=1
x—0" X— 400 X
f
1.3. lim (—x)=o 1.4. lim  (f(x)—x)=-3
X— —00 X — +00
1.5. lim f(x)=3 1.6. lim (f(x)—x+3)=0
X — —00 X — 400
2 2 2
24. 3x —_—6=+<>o; lim X = 4 __4. im X i,:—oo; lim -~ —i+=+oo

lim ——=— == ;M = -
x—-2X+2 0 v Xx—=1 =3 3 x—>1x-1 0 rrX—=1 0

As retas definidas pelas equagdes x =—2 e x =1 sdo assintotas verticais ao gréfico de f.

22. m= Im -2 jim 2=0eb= fim =X Z jm =3 _3
x— -0 X 42X x—-X x——co X+ 2 x—v—oo1+g 1+0
X
entdo y=3 éaequacdo da assintota horizontal ao grafico de f.
X = x x XX +x= X
m= lim ——= lim ==1eb= lim (——x)z lim =—=T=Z |im ==1,
Xx—t4oo X' —x x—+toox X—too\X — 1 X — +00 x—1 x— +00 X
entdo y=x+1 éaequacdo da assintota ndo vertical ao gréfico de f.
Pagina 93
3 oo 3
31 m= lim =22 jm X
X— 400 +2x X— 400 y
3 oo
b= lim (xz_—z_x>= im =2=2X= gy =2 iy Z2-.=2_9
x—+oo\ X 42 x—+o0 x 42 X—+o0 ) X—+o00 X + oo
Assintota obliqua ao grafico de f: reta de equagdo y=Xx.
32, lim (x4+2Ihx)=0+2x(—00)=—00
x—0"
Assintota vertical ao gréfico de f: a reta de equacdo x=0.
m= lim XEZNX = Xy 20Xy gy
X —> +00 X x—+400 X x—+00 X
b= lim (x+2Ihx—x)= lim (2Inx)=+00
X —> +00 X — +00
0O gréfico de f ndo tem assintotas ndo verticais.
X -3 X -3
33, 3¢ 23 o him =3 i
r—-3X+3 0 x_._3*.x+3 0+
Entdo, x =—3 ¢é a equacdo da assintota vertical ao gréfico de f.
m= lm —3¢ =22 jin 3¢ __oco.
x—+oo x4 3x OOx—+002X+3 00
X X
lim 3i:'|r4.°:+<><3.Ent€1o, lim 236 =+o00.
X—to0 2 2 x—+o00o X" 4+ 3x
3¢’
X 2
m= lim —2 = jim X_=_0 _¢
x—-oco x4+ 3x x—-—oo1+§ 1+0
X
X — 00
b= Ilim 3L=3e_=L=O
x—-0X+3 —00 —o00
Entdo, y=0 ¢é a equacdo da assintota horizontal ao gréfico de f.
3
34. lim X er1=i=+oo im (x+e ) =¢
x—0 X 0" x—0"

52

Entdo, x=0 ¢é a equagdo da assintota vertical ao gréfico de f.
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Propostas de resolucao

3 3

m=lim x";“:" lim x—3=1
X x ¥ oo
X +1 1_ 1
b= lim (X _x)= im L=—T =0
X — —00 X X— —00 X + oo
2-Xx 2-x
m= lim X*e _ jim Xy gim € o140 g
X — +00 X x—400 X x—+400 X + oo
. 2- . 2-
b= 1lim (x+e> " —x)= lim ¢ " =0

X — 00 X — 400

Entdo, y=x ¢é a equacdo da assintota ndo vertical ao grafico de f, quando x — —oc0 e X — +00.

t

a1 m= tim 271 _2-0_g 6 po jim (2-15¢7) =2.
t— +00 t + 00 X —> +00
Entdo, o gréfico de f, admite uma assintota horizontal de equacdo y=2. A medida que o tempo passa, a medida do raio de nédoa tende para 2 cm .
—0,2t
m= tim 3273¢  _3570_4 0 h jim (35-3¢%) =35.
t— +o00 t + 00 X — +00
Entdo, o gréfico de f, admite uma assintota horizontal de equacdo y=3,5. A medida que o tempo passa, a medida do raio de nddoa tende para 3,5 cm.
a2. fi()=(2-15¢") =15¢"", f1()>0, VtEIR". Afuncio f, é crescente.
' -o02t\)' —02t ' + ~ .
fo(t)= (3,5 —3e ) =06e ', f,(t)>0, VtERR". Afuncdo f, é crescente.
Ambas as funcdes sao crescentes. A soma dos raios dos circulos que representam as nédoas tendem para 2 cm + 3,5 cm=5,5cm, que é inferior a
distancia entre os centros dos circulos que € iguala 7 cm .
Ficha 8
Pagina 94
1. D={xeR:xX’—2x=0}={xeR:x(x-2) =0} =R\{0, 2}
1.2. Afuncdo ndo é continuaem x=2, umavez que 2 & D;.
— - 2(x -2
13, lim (1+22x—4> St tim A gy g 22D 2,2,
x—2" x =-2x x—2 x"—=2x x—»Z’x(x—Z) x—27X 2
lim <1+ 22’“4>=.,.=1+ lim ZX=4 7
x—2" X —2x x—2"X = 2x
lim <1+%> = lim <1+M> =1+ —2=_ooe lim <1+ 2f‘4>= lim <1+M =1+ =20,
x— 0" X =2x) x—o0 x(x—-2) 0 x—0" X' =2x) x—0 x(x-2) 0
entdo x=0 ¢ a equacdo da assintota vertical.
lim £(x)= lim <1+ 25““) =1+ lim 2=1+0=1; fm f(x)=1+ lm 2=1
X — +00 X — 400 x =-2x x— 400 X X— —00 x— —0co X
Areta de equagdo y =1 é assintota horizontal quando x — +oo e quando x — —oo.
2. f(0)=0 < (x-1)e"=0 < x-1=0Ve =0 < x=1
impossivel
22, f)=e'=(x-1Ne"=2-xe"

ff(x)=0 & 2-x=0Ve ' '=0 & x=2

f é crescente em ]—oo, 2[ e decrescente em ]2, +oo[, admitindo um maximo em x=2. O valor maximo é f(2)=¢"°.

( \
X — 00 2 + 00
f'(x) + 0 -
-2
L f / e N )
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" At _ —X — _ —X - N
23. f"(x)=—e " =(Q2-x)e"'=(x=3)e | oo 3 o
f"(x)=0 < x-3=0Ve =0 < x=3
" (x) - 0 +
0 gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]—oo, 3[ e 5
. . . f N 2e U
a concavidade voltada para cima em ]3, + oo, existindo um ponto . J
de inflexdo do grafico de f de coordenadas (3, f(3)) = (3, 2e73) .
Pagina 95
3. a) f(0)=0 = h(xX*+1)=0 & xX*+1=¢" & x’=0 & x=0
b) F(X)=—2 F(x)=0 & 22 =0 & =0 A X’ +1£0 & x=0
X +1 X +1
f é decrescente em ]— oo, O[ e crescente em ]0, + oo, admitindo um minimoem x =0, cujo valoré f(0)=0.
4 N\
X —oo 0 +00
f'(x) - 0 +
| 7 \ 0 / J
2(x%+1) —2xx2x  _oy?
q f'(x)= ( 2) a _ ch +§
(x + 1) (x + 1)
2
Fr0)=0 e ZEF2_0 o 2 "+2-0 & x=—1Vx=1
(x*+1)
4 \
X — o0 -1 1 + 00
£ (x) - 0 + 0 -
f N In2 U In2 N
| J
0 gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]—oo, —1[ eem ]1, +oo[ e a concavidade voltada para cima em ]—1, 1[. O gréfico de
f tem dois pontos de inflexdo de coordenadas (-1, In2) e (1, In2).
3.2. 0 dominio dafuncdo f é IR e afungdo é continua em IR. Logo, ndo existem assintotas verticais ao grafico.
In (x*+1 In(x*+1)) In (x*+1
me im M) o M: im 2= fim 2=0. Assim, lim nla+1) o
X — 400 X OO  x— 400 (.X) x—+0o X 41 x—+o0X X —> 400
(O mesmo acontece quando x — —oo). b= lim (In (x2 + 1) - 0) =400 (0 mesmo acontece quando x — —oo).
X —> 00
Conclui-se que ndo existem assintotas ao grafico de f.
41. ', primeira derivada de f, admite um minimo para x, abcissade P. Ouseja, f"(x)=0.
3
(=0 < ZME=0_0 & 20mx-30=0Ax>0 & hx=3Ax>0 & x=e? < x=Ve’
X
4.2. 0 gréfico de f tem a concavidade voltada para baixo em ]O, \/ej[ e a concavidade voltada para cima em ]\/E +00 [ , sendo o ponto de
abcissa Ve’ um ponto de inflexdo (o ponto P).
4 N\
X 0 \/E +00
£ (x) - 0 +
f n | oVe) U
| J
51. Opcdo (D)
riy=mx+b, comm>0eb>0. lm (f(x)—(mx+b))=0
X — +00
52. b= lim f(x)= lim (In (1 + ex) + 2) =In1+2=2, entdo y=2 é assintota horizontal ao grafico de f.

54
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Propostas de resolucao J

Ficha 9
Pagina 96

11

Afuncdo f é continuaem IR. Como [0, 1]C IR, entdo f é continuaem [0, 1].
f0)=-2 e f(1)=—%.
Como f(0) <—1<f(1) e f é continuaem [0, 1], conclui-se, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, que existe pelo menos uma soluco da equacéo

no intervalo ]0, 1[.

1.2. Opcdo (C)
_ 1 3\ 1 3 ) . 3 .
f(1)——5 ef 5)=% logo (1) x f > <0 e f écontinuaem |1, e de onde se conclui, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, que f tem
pelo menos um zero no intervalo ]1 , %[ .
1 2+2
21, f(0)=——=-1; f(2Q)==—==2
0=51=-1: 1) =23
2.2. Para x<1, tem-se que f(x)<O0.
Para x >1 :XT”=OAX>1 & X+2=0Ax20AX>1 <& x=-2AXx>1. Aequagdo é impossivel.
Conclui-se que f nao tem zeros.
2.3. Os resultados anteriores ndo contrariam o Teorema de Bolzano-Cauchy, ja que f ndo é continua em [0, 2].
A funcdo é descontinuaem x=1, pois lim f(x)=3 e Iimf(x):%:—oo.
x—1 x—1
Pagina 97
31. fécontinuaem ]—oo, —1[ eem ]-1, +oo[.
(=) =(=1’=2x(=1)=1
lim f(x)=1
x— -1
lim f(x)= lim (1—In(x+2))=1
x— =1 x— -1
Como f(=1)= lim f(x)= lim f(x), conclui-se que afun¢do f é continuaem x=—1.
x— =1 X — =1+
Assim, f é continuaem IR.
3.2. a) f écontinuaem IR, logo é continua em B 1] .
f<%)=1—|n <%+2> ~0,084 e f(1)=1—In(14+2) ~ —0,099.
Como f(%) x f(1) <0, conclui-se, pelo Corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy, que f tem pelo menos um zero no intervalo ]% 1[.
) ) . . 3 1
b) f é continuaem IR, logo é continua em -3 73]
3
3 3 3 3 1 1
fl-=)=(-=) =2x|-=)===ef|l—=|=1—-In|{—=+2) ~ 05945
<2><2> (2) se(2> ”<2>
Como f(—%) X f<—%> <0, conclui-se, pelo Corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy, que f tem pelo menos um zero no intervalo
44
2 2
2- 2 2-x 2( x-2)7" 2
X
a1. g(x)zxxxe _Xxe " _ (e ) _ X
2 2 2 26" 2
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4.2,

Pretende-se mostrar que a equacdo g (x)=1 tem, pelo menos, uma solucdo no intervalo 14, 5[.
g écontinuaem IR, logo é continuaem [4, 5] .
g(4) ~1,0827 e g(5) ~ 0,6223

Como g(4) <1<g (5) e g € continua em [4, 5], conclui-se, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, que a equagdo g (x)=1 tem, pelo menos, uma
solucdo no intervalo 14, 5[ . Essa solucdo é a abcissa do ponto P.

Pagina 98

51.

5.2.

5.3.

6.1.

6.2.

6.3.

F(x) = —3x"
f(x)=0 & —3x’=0 & x=0
f é continuaem IR e decrescente em todo o seu dominio.

e N\
X — oo 0 +00

f'(x) - 0 -
f N\ 1(0) N

. J/

f(X)=x+4 < 2-x’=x+4 & —x'—x-2=0.
Seja a funcdo h definida por h(x)=—x"—x—2.
Afuncdo h é continuaem IR. Como [—2, 0] CIR, conclui-se que h é continuaem [—2, 0].

h(=2)=8 e h(0)=—2. Como h(=2)xh(0) <0, conclui-se, pelo Corolario do Teorema de Bolzano-Cauchy, que h tem, pelo menos, um zero
nointervalo ]—2, O[, ou seja, a equacdo f(x)=x+4 tem, pelo menos, uma solucdo no intervalo ]—2, O[. Como f ¢ decrescente em todo
0 seu dominio (alinea 5.1.), essa solu¢do é tnica.

f(x)=g(x) < 2-x*-2x Iogz<%)=0

Seja h afuncdo definida por h(x)=2 — x” — 2x log, (%) . h écontinuaem IR". Como B 2] CIR", conclui-se que h é continua em B 2] .

h (%) ~2,8701 e h(2)==2. Como h (%) x h(2) <0, conclui-se, pelo Corolério do Teorema de Bolzano-Cauchy, que h tem, pelo menos,

um zero no intervalo ]% 2 [ ou seja, a equacdo f(x) =g (x) tem, pelo menos, uma solucdo no intervalo ]% 2 [ . Como f é decrescente,
essa solucdo é a abcissa do ponto P.

x—-2"=—3 ¢ x—-2"+3=0, sendo f(x)=x—-2"+3.

f é continuaem IR, logo é continuaem [2, 3] .

f(2)=1e f(3)=-2.

Como f(2) x f(3) <0, eécontinuaem [2, 3], conclui-se, pelo Coroldrio do Teorema de Bolzano-Cauchy, que a equacdo f(x)=0 tem,
pelo menos, uma solucdo no intervalo ]2, 3[.

a) Opgdo (D)
Nota: 6,5x 10> =0,065 > 0,0625
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b)
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( la, b £(a) £(b) f(%) Ib - al ]

L 12,43750; 2,45313[ 0,020 48 -0,022 90 -0,00112 0,015 60

a+b _ 24375+ 2,46875
2 2

f("zﬂ> ~ —0,0229

~ 2,45313
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8a.

8.2,

O\

Propostas de resolucao J

Seja f(x)=3+2x—x" e c umzerode f.

f(%) =2,625 e f(2)=—1. Como f(%) x f(2) <0, conclui-se que CE]%, 2[ e ‘2_%‘:0’5.

m1=1’52Jr2 =175 e f(1,75) ~ 11406 . Como f(1,75) x f(2) <0, conclui-se que cE€]1,75; 2[ e |2 —175|=0,25.
1,75+2 .

m === =1,875 e f(1,875) ~ 1,582 . Como f(1,875) x f(2) <0, conclui-se que cE 11,875 2[ e |2 —1,875| = 0,125 .

cengrs; 2[

Seja B o ponto do grafico de f com a mesma abcissa de A. f(1)=—3, entdo as coordenadas do ponto B s&o (1, —3).

f'(x)= W +lef (1) =4, entdo a reta tangente ao grafico de f no ponto B tem equacdo: y=4x+b. Como B pertence a essa reta,
-3=44+b & b=-7.

Entdo, y=4x—-7.
Aretaintersetaoeixo Ox em 4x - 7=0 & x=%, entdo x1=%=1,75.

f(175) 209375

X,=175 — =175 - ~
: f(175) 10,1875

1,54

Seja f(x)=¢" — 2x — 3. Pretende-se determinar um valor aproximado do zero de f que pertence ao intervalo ]1, 2[.

Recorrendo a tecnologia para aplicar o Método Newton-Raphson, obtém-se os valores aproximados da tabela.

( X; 1 417663 3,32475 2,62133 215244 1,955501 1,924626 1,923939 1,923939 )

57



