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Tema 1: Derivadas Pagina 75 — Recorda e Aplica

1.2. a) Sendo x #1, tem-se:
Pagina 74 — Recorda e Aplica

F(x)-f(1) ¥*=3x—(F-3x1) x2_3y42

1.1, A(-2.7(-2)), B(0.1(0)), C(2.f(2)) e x—1 x—1 x—1
D(3,(3)) =%=,€_2

3
X

f(x)=7—2x+1

Calculo auxiliar:

(_2)3 x2—3x+2=0c>x=wc>x=2vx=1
F(-2)="-2x(-2)+1=-2+4+1=3 2
o f(x)-f(1 .
o S

23
F(2)=-2x2+1=2-4+1=—1

3
f(3)=3——2><3+1=£—6+1=Z
4 4 4

Entéo, A(-2,3), B(0,1), C(2,-1) e D[3,%).

2.2,

A(1,7(1)), ou seja, A(1,-2).

Aer

ry=-x+b->-2=-1+bs-1=>

ry=-x-1
Z_1 3 2
12, 2) tmy, 3]='c(3)_'c(0)=4 3.1 31 1) = (¥ -2¢)' =35 -2
’ 3-0 3 12 4
A afirmaggo ¢ falsa pois t.m.v,, ;>0 e fnéo & 32, f'(x)= [(3"‘)"2]' =(3-x) (x2)+(3—x)><(x2)' =
crescente em [0, 3] . =—1xx% +(3-x)x(2x) = —x* + 6x - 2x* = -3x% + 6x
_ a_ 3 ' 2_3 2\
b) tmy, , = f(22) g(o) - 12 O 3.3. f'@):(%]':M
- * (+*)
A afirmacéo é falsa pois, por exemplo, B 0x x2 —3><(2x) _6x -6
tm.v,, ,, <0 e fnéo & decrescente em [0, 2]. - x* S
2x
7 34, f'(x)=| ===
f3)-f(-2) 4°3 1 ) [x+1]
15 tmyy, = 4 1
' 3-(-2) 5 4 3 (2x)'>< (x+1)—(2x)><(x+1)'
1 (x+1)2
m,,=tmv., .=-——
AD e 4 _2(x+1)—(2x)x1
S LAl e
AD: y=—1x+b (x+1)
4 _2x42-20_ 2
Como o ponto A, de coordenadas (-2, 3), (x+1)2 (x+1)2

pertence a reta AD, tem-se:

3=—lx(—2)+b@3—l=b©§=b
4 2 2

3.5.

(3)'>< (2x+ 1)—3><(2x+1)' B

= P 6x
AD: y=—%x+g (2x+1)
0><(2x+1)—3><2
=— 7 6
(2x+1)
= _6 —_
(2x+1)’
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4. Funcdes Il

f-(x)=[_5"+ x J-= P(0,£(0))

2 f(0)=0-3e°+3=0->P(0,0
=0-3e = ,

5 (x2)'x(x+1)—x2x(x+1)' () " (0.0)

=——+

2 (x+1) f'(x)=(x-3e"+3)' = (x)'=(3e")+(3)'=
=1-3e"+0=1-3¢"

=_§ (2x)><(x+1)—x2><1

2 (x+1)2 m, =f'(0)=1-¢e"=-2
=_§+x2+2’; ry=-2x+b
2 (x+1)

Como P(0,0)er entdo h=0
Logo, a reta r é definida por y =—2x .

Pagina 76 — Tarefa inicial

Recorrendo & aplicagdo em GeoGebra e fazendo Pagina 78

variar o valor de a, verifica-se que as 1
f'(x) = (Inx - 3x)' = (Inx)'— (3x)' =—-3
representacdes graficas de f e de f' coincidem X

quando a~2,718. f'(x)=(xInx)"=(x)'xInx+xx(Inx)" =

1
=1xInx+xx—=Inx+1
X

Pagina 77
vy [ x |_(x)'><|nx—x><(|nx)'_
f'(x)=(3x-e") =(3x)'(e') =3¢’ ' (x)_Lﬂ) N
f'(x)=(x2ex)'=(x2)'xe"+x2x(e")'=2xe*+x2e* 1><|nx—x><% iy 1

2

f'(x)zl:e"(Z—x)J'=(e")’><(2—x)+(e")><(2—x)'= 1 1
—e x(2-x)te x(-N)=e (2—x-1) =" (1-x) f'(x)=[x3 +m)' =(x3)'+(mj'=

1, X X\ 1
f.(x)z(x+3j,=(x+3)xe —(x+3)><(e) _ , ()xInx—1x(Inx)’ , 0><|nx—1><;
e* £\ =3x"+ 2 =3x +72
(e ) (|nx) In“ x
x _ X X _ _ — 2_ 1
=1><e e(i+3)e =e (162): 3)=(—x—2)e"‘ 3x s
{2281
x e x) \e Pagina 79 — Tarefa 1
=(1)'><x—1><(x)'_(x)’xex—xx(ex)' k=yA=g(2)=In2
x ()
A(2,In2) e B(In2, 2)
_0-1 e'-xe* 1 e'(1-x)
- 32 - 2" - ? 2" . ’ o1
1 1-x m1=g(2);g(x)=(|nx)=;
T e
Logo, m =1
’ 1 2 .

f'(x) :(Ze" -ex)’ :(Zex)’—(ex)’ =2e'-e
m=f'(0)=2e"-e=2-e m, =f'(in2); f'(x)=(e)' =¢*

_ aln2 _
m=f(1)=2¢e'-e=e Logo, m,=e"™ =2.
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4. Funcdes Il

m1><m2=%><2=1 fi(x) = ("e’) = (") xe" +2"x(e7) =
=2xe" + x%e* =
Os declives sdo inversos um do outro.
=ex(2x+x2)
s=y.=f(2)=¢°
1
2 2 ' — _I l= L I l= _
C(2.¢") e D(e?,2) g'(x)=(x=Inx)"=(x)'- (Inx)'=1-—
=f' 2 — 2
m; (2)=e (f_g)'(x)=f'(x)—g'(x)=ex(2x+x2)—(1—lj—
X
, 1
m,=g (e2)=?

m, xm, =e?x A 1
3 4~ 2 , ,
e f'(x)=(e") =e"
Os declives sdo inversos um do outro.

f'(x,)=€" . Geometricamente representa o

' ) 1
declive da reta tangente ao grafico de f no ponto P g (x) =(Inx)'= S
de coordenadas (x,, ¥,)- 1
g'(e")=—2=7
: 11 e 2
9'(ve)= Ve e 1
g'(a)=4e—-—=4ca=—
a 4

P(xy, ¥o)€G; , logo f(x,)=y,,ouseja, y, =€%.
Geometricamente representa o declive da reta f'(ln a) —e"=-g=
tangente ao grafico de g no ponto Q de

coordenadas (y,, x,)-

L} X\ X L} L} 1
f (x)=(e ) =e"; g'(x)=(Inx) =
, , 1 e"
f'(x)xg'(Vy)=€"x = o =1
e? e \ 1 a_1
flla)=- e’ =—
Conclui-se que o declive da reta tangente ao 3 3
gréfico de fno ponto P e o declive da reta , o a (1Y) 1
o o g(f(a))—g(e)=g( )—T=3
tangente ao grafico de g no ponto Q s&o inversos 3) 1
3
um do outro.
A opcéo correta € a (D).
A(0.7(0))
Pagina 80 — Pratica
f(0)=0-2e"+4=-2+4=2
, e’ (e}, 3 €
f (x)=[3|nx+2J —(3|nx)+(2J —;+? Entéo, A(O,Z)

2t t afico de f to A
()= (@i ) = @) () =22 st g 10 e
X m, =f'(0

() —1-2e" +0=1-2¢"

f,(x)=(1—lnxj, (1-Inx)’xe* - (1-Inx)'x (e*)’ F(x)=(x-2e" +4) = (x)~(2¢7)+ (4) =

e

X

A 1 Assim, m =1-2e° =—1.
—lxex—(1—lnx)><e“ e’(—;—1+lnxj r

= ez = o7 ry=-x+b
2 iiing Como A(0,2)er, tem-se: 2=-0+b<b=2
=X - —1—1+|nx e’ P
e’ X Uma equacdo, na forma reduzida, da reta r &

y=—x+2.
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Seja f a reta tangente ao grafico de f no ponto B
de abcissa -2 . Entao:m, =f'(-2)=1-2e2~0,73
Pretende-se determinar o zero negativo da

funcéo f, ou seja, a solucédo negativa da
equagdo f(x)=0.
Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:

&l 1.1 L *Doc rap [I] X
any

£1(x)=x-2- e¥+4
0.5 x

/(-3.96,0) b2 2

-4

Assim, conclui-se que o zero negativo da fungéo f

é, aproximadamente, —3,96 .
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f(x)=0©m=0/\x>0©|nx=0/\x>0
X

x=1Ax>0x=1
Logo, A(1,0).
Como a reta tangente ao grafico de f no ponto B &

paralela ao eixo Ox , entdo o seu declive é nulo.

f,(x)z[Slnx),= (8Inx)'x x —(8Inx)x (x)' _

2
X

X

8
;XX_BInXX1_8—8|nx

= 2 = 2
x X

8- 8|nx COAr>0

F(x)=0e

< 8-8Inx=0Ax>0
<inx=1Ax>0
oSx=erx>0sx=e

B(e. 1(e))

8lne 8x1 8
o)== "¢

Logo, B(e, §).
e

Péagina 4

4. Funcdes Il

2
AB= (1—e)2+[0—2j =1/1—2e+e2+%=

e?-2e*+e*+64
e2
Logo, a medida da area do quadrado em que um

——\2
dos lados & [AB] & (AB) , ou seja,

e?-2e’+e*+64
e? '

f(x)=0<:>x|nx=0/\x>0<:>

< (x=0vinx=0)A x>0
< (x=0vx=1)Arx>0

sSx=1
Logo, A(1,0).
f(e)=elne=ex1=e..B(e, €)

f’(x) = (X"'UC)' = (x)'x |nx+x><(|nx)' =

1
=1xInx+xx—=Inx+1
X

r. reta tangente ao grafico de fno ponto A
m, =f'(1)=In1+1=0+1=1

r.y=x+b

Como A(1,0)er , tem-se:
O=1+b<=b=-1

ry=x-1

s: reta tangente ao grafico de fno ponto B
m,=f'(e)=Ine+1=1+1=2

S y=2x+b

Como B(e, e)es, tem-se:
e=2e+bsb=-e

s y=2x—e

y=x-1 2x-e=x-1 x=e-1
=4 =4
y=2x-e |— " |x=e-2

As retas re s intersetam-se no ponto de

coordenadas (e-1,e-2).
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(x*) =15x"""=15x°% =1,5x

([)(] O SO S

h(x)=(5x +1)4

h=g-f sendo f(x)=5x+1e g(x)=x*.

f'(x)=5; g'(x)=4x°
(9:F)'(0)=9'(f(0))xf'(0)
h'(0)=20

Calculo auxiliar:

£(0)=5x0+1=1
F(0)=5
g'(f(0))xf'(0)=g'(1)x5=4xT x5=20

2

h(x): 3

X

h=g-f, sendo f(x)=x> e g(x)=g.
X

h=g-f , sendo f(x)=3x+7 e g(x)=¢e"
f'(x)=3; g'(x)=
h'(1)=(gef)(1)=g'(f(1))xf'(1)=9'(10)x3

=e""%x3=3e"

h(x)=|n(2x+5)

h=g-f ,sendo f(x)=2x+5 e g(x)=Inx
f'(x)=2; g'(x)=—

1= (g1 (V=g (F)xF'(1)=9'(7)x2
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4. Funcdes Il
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(5] = (o) 141 -
=

1 1
=Vx+—-x2xx= —+
! 2x 2\/—
_2Vxxyx | x 3x 3/—

ox odx 2dx 2

><2x

(Yfix1y j =|:(x+1)§i|l =2ty (x 1) =

1

3Yx+1

2 x\r x
fnfetver)y-Ue) 2

(Inafj _(Inx)'x e?‘ ;I)rlxx(e”)'

e
L1
lxe3"—lnxx3e3" e’ [;—3"”)

— X —
- e6x - eex
1
7Y 43y
e3x xe3x

O declive da reta r é igual a f'(O) .
f'(x)=( 2),)! 2e2),
Entdo, m, =f'(0)=2e*°=2.

threm=m < m,=2

B(b, g(b))

g(—%):ln(—%+1j =In(%)=ln(2‘1)=—ln2

Entéo, B(—l, —In 2) .
2
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(5%?)' =52 x(3x+2)'xIn5 = 3In5x 5°"*

3



4. Funcdes Il

(23”“)' =2""%x(3-x)'xIn2=-In2x2°~ (xcos(2x))' =(x)'xcos(2x)+xx (COS(Zx))' =

= cos(2x)—2xsin(2x)

(3] =) -

i 1 1
=3'2"><(—2x)'><|n3—3"'+1x(x+1)'><|n3 (tan(x)),z (2) _ 2 _ 1
2 1 2 X 2| X 2 X
5 cos [5) cos (5) 2cos (Ej
=—2In3x3‘2"'—ln3x3"”=In3£%—3“1)

o (sinxcosx)'=(sinx)'xcosx+sinxx(cosx)' =
, 1-x)' -1
(log, (1-x))'~ (1=x)in2 " (1-x)In2

=COS X X COS X +Sinx x (—sinx)

=cos? x—sin®x

(Iog (ZD; inJ =()X(?;+11)_22X1= (%tan(m)]’=£%)’xtan(m)+%x(tan(m))’=
) 2 ns 23 tan(m
x+1 x+1 =1xtan(nx)+£x n___tan( )+ a
i m n  cos’ (mx) n cos? (m)
= (leir%) =_(x+1)ln3 f’(x):[x—sin(;)]':1—(;]'COS(ZJ=1—;COS(;]
(x2 +2)' ’ A(-2m, f(-2n)), B(-2n,f'(-2n)), C(x. f(n)) e
f'(x):(logz(x2+2))’=(x2+2)|n2 " (¥ +2)in2 D(m, f'(m))
Logo. f.(\/z)z f;l{?z i 2\|/n§2 i Ingz) =£- f(-2n)=-2n-sin(-n)=-2n-0=-2n

D, =R
f(x)=3 o log,(x* +2) =3 +2=2° &
oxX¥=6cx=16vr=—/6 f'(n)=1—%cos(£)=1—%x0=1

Como x; <0, conclui-se que xg = 6.

e 2B B B B
m=f'(-8)- 82~ 42~ In(2*) Int6

Pagina 86 — Pratica

Pagina 85 A(1y,) er y=x-3
(sin(3x))' = (3x)'cos(3x) = 3cos(3x) Como Aer,entdo y,=1-3=-2.
(sin(2x) + cos (5x))' = (2x)'cos (2x)  (5)'sin(5x) Logo. A(t.-2)
= 2cos(2x) - 5sin(5x) g9'(x)= [cos(TD' = _[%J'sin[tﬂ - —%sin(%}
[Si” x(X)j _ (sin(x))x xx‘fi“(x)x (x)' Como A pertence ao grafico de f, entao £(1)=-2.

O declive dareta ré 1. Entao, f'(1)=1.
_cosxxx—sin(x)x1 _xcos(x)-sin(x)

p v (9-FY()=g'(F() 7" (N=g"(-2)x1=

g
T . T s T
= —ZSIH(—E] = —ZX (—1) = Z
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(A) (B) ©)
f’(x):% f’(x):% F(x)=-
M| )= X
(2) | f(x)=1+In(x*) X
@) | f(x)=In(x)
(D) (E)
F(x)=- | F(1)=5
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=—x x(2x) =
2 Jx*+8 (29 NI

f(1)=Vv#+8=3,entdo A(1,3)

Seja r a reta tangente ao grafico de f no ponto A.

m, =f'(1)= -1

r y=%x+b

Como o ponto A, de coordenadas (1, 3), pertence

areta r, tem-se: 3=%x1+b@%=b

Péagina 7

4. Funcdes Il

=2 LTy

-1 (x=1)°
267 x(x—T)-e¥x1_e¥?(2x-2-1)
(x=1)° (x=1)
_e??*(2x-3)
(x-1)°
2.2-3 _
Entdo, F(2) =S (2x273) _

@1

=1xIn 1 +xx% L g
x 1 x 1 x
X X
1
Entéo, g'( In(—j =-1-1=-2.
e
(3) h'(x) = (sin(3mx))' = (3x)'cos (3mx) = 3ncos (3nx)

Entao, h[%] =3ncos(n)=3nx(-1)=-3r.

09-{ o) o) (2]

Entéo, i’(4)=12—gsin£g)=gx1 =g,

(1) (2 )




f(x)=122"=1o3x=0x=0

P(0,1) m=£'(0)

f'(x)=(2%)' =2% x(3x)'xIn2= 2" x3In2

3

Logo, m=2°x3In2=3In2=In(2*)=In8.

m=g'(1)

g'(x) = (xlog, (x+ 1)
= (x)’xlog, (x+1) + xx (log, (x +1))
=1xlogz(x+1)+xxm

=] ) P
°%: (+ )+ (3 4jinz

1 1 1
Logo, m=log,2+——=1 .
9 922 oIn2 +In(22) In4

1.2 etapa

f'(x)=(x"27) = (x*)'x 2"+ 2" x(27) =

=2xx2" +x*x2"In2
f'(x)=0e 2xx2" +x*x2'IN2=0 &
©x2'(2+xIn2)=0 x=0v 2°=0 v 2+xIn2=0

equagéo
impossivel

< x=0vx= —i
In2
Como a abcissa de A é negativa, conclui-se que
S
A7 In2
2.2 etapa

Areta r é paralela ao eixo Ox e passa no ponto A

de coordenadas [ 2 f( 2 D

"2\ In2
2 2 2
(EANEA T RERE
In2 In2 In°“2
4 2
ry= 2 In2
Y int2”
2
Logo, k = 2 2
9 In?2 "
3.2 etapa
Pretende-se resolver graficamente a condicao:
4 2

f(x)zanZX{H Ax>0

Pagina 8

4. Funcdes Il

Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:

0.5 (0.803, 1.13)

X

Donde se conclui que x~0,80.

Pagina 88

3
f'(x)=[);—x2—3x+3J'=x2—2x—3

f'(x)=0©x2—2x—3=0©x=#@
S x=3vx=-1
Zerosde f':-1e3

X —0 -1 3 +o0

f*(x) + 0 - 0 +
f v f(—1) Ny f(3) Va
3

Maximo relativo: f(—1)=(_;) —(—1)2—3(—1)+3:%

Minimo relativo: f(3)="

Entéio, A(—1,%j e B(3,-6).
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f(x)=0<:>x|nx=0/\x>0<:>

& (x=0vInx=0)Ax>0=(x=0vx=1)Ax>0
< x=1
Zerode f. 1

f'(x) = (xlnx)' = (x)'xlnx+x><(|nx)'
=1x|nx+xx%=|n(x)+1

f'(x)=0<:>|nx+1=0/\x>0<:>|nx=—1/\x>0

4 1
oSx=e ' Ax>0x=—
e



4. Funcdes Il

. 0 1 f(x)=0<2xInx=0A x>0
— +00
e & (2x=0vInx=0)A x>0 (x=0vx=1)Ax>0
£(x) - o | + @ x=1
A(1,0); B(0, 2xInx); x>1
1
f N f(aj 4 BP+OA —
A[OAPB]zTXOB

Monotonia: f é decrescente em ]0, %[ e

g(x) = J6-2'-1><(2x|nx)=(x+1)><x|nx =(x2 +x)|nx

1
crescente em ]E‘ " OO[ g'(x) = ((x2 +x)|n x)' = (x2 + x)'x Inx +(x2 + x)x (In x)'
Extremos: [ |=in[ 1) =~ & minimo 2 1 X +x
“le) e le) e =(2x+1)|nx+(x +x)><;=(2x+1)|nx+ .
(absoluto) =(2x+T)Inx+x+1=x+1+(2x+1)Inx
g(x)=2+|nx; Dg=]R+

X

g'(x)=[2+'“’“)'= (2+Inx)'% x = (2+Inx)x(x)’

X

Pagina 91 — Tarefa 2

1 OC=x, com x€]0,2]
;xx—(2+|nx)><1_1_2_|nx__1_|nx

- 2 SR AC=A0-0C=2-x
a_ -2 _72 -2 -2 2 2
g.(x)=0<:> 1 zlnx=0/\x>0<:> CB;OC +0B < CB =x+0,8
x < CB=+/x*+0,64
< -1-INx=0A x>0 Inx=-1Ax>0 CB~0
<:>x=e’1/\x¢0<:>x=é p(0)=4><(2—0)+5><0,8=12
1 p(O) representa o prego da construgcao do canal,
X 0 — +00
e em milhares de euros, no caso em que o canal liga
A-Inx + 0 _ AaOe OaB, ou seja, o ponto C coincide com O.
2 + N + p(2)=5x+/2% +0,64 ~ 10,770 milhares de euros
\ 10,770 milhares de euros =10 770 euros
g'(x) + 0 -
Significa que o preco de construgédo do canal que
g Vs 9(1) N\ liga diretamente A a B (quando C coincide com A)
e
é de, aproximadamente, 10 770 euros.
. . 1 _ __
Monotonia: g é crescente em ]O, E[ e p(x)=4xAC+5xCB= 4(2_x)+5 2 +0,64
decrescente em P, + oo|: . p'(x)= (4(2—x)+ 5yx® + 0,64)' =
e
1
1 =4(-1)+5x| (x*+0,64)7 |
2+In| —
1 e) 2+(-1)
Extremos: g| — |= 1 =—3 =¢e¢ 1 2
e 1 1 =—4+5| —x(x*+0,64) 2 x(x* +0,64)'
e e 2
maximo (absoluto). 445 lx 1 w2y | = 5x _4
2 /x*+0,64 Jx?+0,64
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P(x, f(x)); x>1; P(x, 2x|nx); x>1
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Pretende-se resolver graficamente a condigéo
p'(x)=0 A xe]O, 2[.

Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:

004 2

~6.667

Donde se conclui que x =~ 1,07 .

x 0 1,07 2
p'(x) - 0 +
p N | p(107) |

A funcdo p tem um minimo quando x =~ 1,07 .

O precgo de construgédo do canal € minimo quando
x =107 km.

Nesse caso, o ponto C deve ficar a 10,7 km, ou
seja, 1070 metros do ponto O.

Pagina 92 - Pratica

V(1)=(8x1-8)e**'=0

No contexto apresentado significa que se a
maquina engarrafar apenas 100 litros de vinho,
entdo nao ha lucro nem prejuizo.

350 litros = 3,5 centenas de litros
V(3,5)=(8x3,5-8)e**** ~ 9,932

Nessa colheita o lucro foi, aproximadamente,
9,932 milhares de euros.

V'(x)=((8x-8)e®*) =
=(8x-8)'x e 0% 4 (8x -8)x (e-o,zx).
8e % +(8x-8)x(-0,2¢°%)

0% (8+(8x-8)x(-0,2))
=(-16x+9,6)e ">

Péagina 10

4. Funcdes Il

V'(x)=0< (~16x+9,6)e > =0 A x€[0, 35] =

<|-16x+96=0ve? =0 Axe[0,35]<3x=6
¢ =Y

equagéo
impossivel

X 0 6 35

v'(x) + + 0 - -

v v(O) | »~ | v(B) | v | v(35)

Para atingir o lucro maximo, deve ser vendida a
producéo de 600 litros de vinho.

L(0)=(2x0-3)e’=-3
O prejuizo é de 30 000 €.

L(x)20= (2x-3)e" 20 2x-320=x215

Nao ha prejuizo para uma produgéo nao inferior a
1500 litros.

Assim, a producdo minima para que nao haja
prejuizo € de 1500 L.

L'(x)= ((Zx _ 3)e—0,1x)| _
=(2x-3)'x e +(2x-3)x (e—o,u),
=2xe o 4 (2x _ 3) % (_0’1e—0,1x)

=e " (2+(2x-3)x(-0,1))

=e %" (2,3-0,2x)

L'(x)=0e°™(23-0,2x)=0&
©23-02x=0x=115

x 0 1,5 25
L'(x) " 0 -
L 2l L) | N

L(115)=20e™"" ~ 6,3327

Para obter lucro maximo devem ser produzidos
mensalmente 11 500 L de tinta.

O lucro maximo é de 63 327 euros.
L'(p)=0< 5000e°"*"(-0,15p+19) =0 <
e -0v-015p+19=0< p~1267

equagdo
impossivel

p 0 12,67 +00
L'(p) + 0 -
L 2| Lezer) | N




Para que o lucro mensal seja maximo, o prego por
litro deve ser, aproximadamente, 12,67 euros.

Pagina 93 - Pratica

A(x, f(x))

f(x)=x*-¢"

t: tangente ao grafico de fno ponto A.

m, =f'(x)

f'(x)=(x"—€") =2x-¢"

Seja d a fungdo que a x , abcissa de A, faz
corresponder o declive da reta t. Assim,
d(x)=2x-e".

Pretende-se estudar os extremos da funcéo d.
d'(x)=(2x-e") =2-¢"

d'(x)=0e=2-e =0 e =2ox=In2

X —© In2 +00
d'(x) + 0 -
d Va d(InZ) N

Donde se conclui que a abcissa do ponto A é In2.

Na alinea anterior obteve-se In2 para abcissa do
ponto A. Entéo, o declive da reta t &€ dado por

f'(in2).

f'(x)=2x-e", logo f'(In2)=2In2-e"2 =In4 -2

AB: y=-ex+b

(HEHEERNE
e e e
Como P pertence a reta AB, tem-se:
1=—ex1+b©b=2

e
AB: y=—-ex+2

B(0,2) e A(x,0), tal que —ex+2=0

—ex+2=0<:>x=g; A(E,OJ
e e

Péagina 11

4. Funcdes Il

2
OAxOB o*2

AIOAB] = 2 = e2 =

2
e

g'(x)= (0,5x(1—|nx)2)’ =

=(0,5x)’>< (1—|nx)2 +0,5x><[(1—|nx)2]'
=0,5(1-Inx)* +0,5xx2(1-Inx)x (1-Inx)’
~0,5(1-Inx)’ +O,5/><2(1—|nx)x(—;j
=0,5(1—|nx)(1—|nx—2)=%(1—Inx)(—(1+|nx))

— =2 (1= Inx)(1+nx)

g'(x)=0<:>—%(1—Inx)(1+lnx)=0 Axelo e

@(1—Inx=0v1+|nx=0)/\xe]0,1[
c>(|nx=1v|nx=—1)/\xe]0,1[

@(x=evx=1)/\xe]0,1[c>x=1
e e

X 0 1 1
e
g'(x) + 0 -
» [1j N
g g o

A area do triangulo [AOB] é maxima quando x = é .

Nesse caso, P[;, f(;))
e

Entéo, P(l, —1] .
e

Pagina 94

f'(x)=(xInx)' :(:Q:xlnx+x><(lnx)'=

1
=Nnx+xx—=Inx+1
X

D, ={xeR: xeD; Ax>0}=R"

()= (F () = (ms+ 1) =

X



4. Funcdes Il

"()-(0°00) (125 ) -
g( )—?—3 +5 =(e") (1+e")—e"x(1+e)= “(1+e7)-e"xe
, (1+e")2 (1+e")2
g'( )=[—3 +5J'=3;—6 _e'+e¥-e” e
iy (1+e ) (1+e)
99 (' () =[5 s <as-e S
g(x)=%+2|n(%] g'(x)=(3"-»°) =3 xIn3-3x
1 9"(x)=(9'(x))'=(3"xIn3-3x*)'=(3"xIn3) xIN3 - 6x =
g'(x)= ;+2In x '=-xiz+2x%= =3"In*3-6x
) > o(x)=sin(2)
1 2 -1+2
R g'(x)=(sin(2x))' = (2x)'cos(2x) = 2cos(2x)
0= (a'(x)) < [Z1H25): g"(x)=(9'(x))' =(2c0s(2x))' = 2(~(2x)"sin(2x)) =
" (+)-(9"()) (52 o
(20 - (14 20)x ()" 207 - (14 2x)x 2x
(x2)2 x* g(x)= cos(%j

ez o ot0- (o)} 3l 2l

oy ro-tr-{ {2+l
nx) (Inx)'xe*—Inxx(e*)' X

Q'(x)=(|?j () (e"‘)z = =—%cos(5j

=%xe ~In e«\':e"(:—xlnx): g( )=Lx

_%_'" (1 iny)e g'(x)= o) (&) rmexl)

2t ol

9°(3)= (') =[[L-ms e ) -

=(1_In j'xe"‘+[1—ln j (e’*) g ( ):(g( )) & (_ _1)] )

- (_X—L—%je’x +(%—Inx)x(—e"‘) - (e (=x=1))* x(zx—z)ez"‘ (—x=1)x(x*)

_ e—x(_%_;_;+ mj ) (—e’x(—x—1)+e’x(—1)2x2 e (—x—1)x(2v)

=e’x(—x—12—%+lnxj =e'x((X+/f/{)x—(—2x—2))=e""(x2+32x+2)

g(x)=In(1+¢) . 9(+) =& sinx x

g’(x)=(|n(1+e"‘))'= (1112) = :;x g'(x)=(e"sinx)' = (e*)xsinx+e" x(sinx)' =

=e"sinx+e*cosx=e"(sinx+cosx)

Péagina 12



4. Funcdes Il

Q

()= ( ()) (e"(sinx+cosx))‘= Q"(x)=(Q'(x))'=(|nx+2x+1)'=%+2=2xx+1
(e)'x(sinx+cosx)+e"x(sinx+cosx)’

Dg.,z{xe]R: xeDg./\x;tO}:

=e"(sinx+cosx)+e" x(cosx—sinx)

=e"(sinx +Ccos x +cosx — sinx) Entio g"(x)=2x+1 se x>0
=e"(2cosx) ‘ x '
=2co (x)e h(x)=tanx

g(x)=2”'1x

g'(x)= (2x'1x)' = (2"'1)’>< x+27"x(x)' =

=2x’1|n2><x+2x’1><1=2H(In2><x+1)

9"(x)=(9'(x))' = (2" (In2xx +1))' =
=(27")x(IN2xx+1)+ 2" x (IN2x x +1)’
=2"In2x(IN2xx+1)+ 2" " xIn2
=2"In2(In2x x +1+1)
=2"In2(xIn2+2)

Pagina 95 — Tarefa 3

f(x)=i

x+1
D,={xeR: x+1=0} =R\ {-1}

f(ﬂz[x)z(x»qx+n_xx(x+o_

x+1 (x+1)2
_><+1—x= 1
(Jc+1)2 (Jc+1)2

Df,={xe]R: xeD; /\(x+1)2¢0}=R\{_1}

f"<x>=(f'<x)>'=[(xj1)2]'=(<x+1>*)'=
-2
(x+1)3

= 2(x+1) P x(x+1) = 2(x+1) " =

1
D.={veR: xeD, A(x+1) =0} =R\{-1)

Entéo, f"(x)= -, se x#-1.

(x+1)
9(x)=
D,={xeR:x>0}=R"

g'(x) = (x(x+|nx))'

=1(x+|nx)+x(1+1
X

x(x+Inx)

D.={xeR: xeD, /\x>0}=]R+

g

Péagina 13

Dh={xeR: x¢g+k‘n:, keZ}

h'(x) = (tanx)' =

cos®x

Dh,={xeR: xeDhAc052x¢0}=Dh

h"(x)=(h"(x))' = [Colz x)' =(cos?x)' =

=-2cos * xx(cosx)' =
Ny
—sinx

2sinxcos™ x

_ 2sinx
cos® x

Dh,,={xeR: xeD, AC033x¢0}=Dh

2sinx
cos®x '’

Entéo, h"(x)=
m
xe{xeR: x¢§+k‘n:, keZ}.

2x+1

X

g"(x)=0e

@x=—%/\x>0©xe@

Concluséo: A fungdo g'ndo tem zeros.

f(x)= x* —8x?
D, =R
f'(x)z(x4 —8x2)' =4x°-16x

f'(x)=0< 4x° —16x=0 < 4x(x* -4) =0

o4x=0vx’-4=0x=0vx=2vx=-2

=0Ax>02x+1=0A x>0

=(x)% (x+Inx)+xx(x+Inx)'

):x+lnx+x+1zlnx+2x+1

x | o | -2 0 2

4x | - - -l o |+ | o+

x*-4 | + 0 - - - 0

f'(x) | - 0 + 1 0 | - | o0
ol (2| 2 F0) | N | (2

Assim, conclui-se que x, =-2 e x,=2.




4. Funcdes Il

f(x)=(f'(x))' = (4x° —16x)' =12x* - 16 F(1)=

F'(x,)=F"(-2) =12x(-2)* =16 = 32
( 0) ( ) ( ) Pontos de inflexdo: A(1,%) e B(—1,%)

f'(x,)=f"(2)=12x2"-16 =32
f"(xo) — f"(x1) — 32
O ponto A pertence a reta r, definida pele equacéo Pagina 98

y=x+3, e tem abcissa 2. f(x)=025(x-1)"-8x D,=R

Entdo, y,=2+3=5
Yazer F'(x)=(0.25(x—1)' ~8x)' = 0,25 4(x 1)’ x (x~1)'~8
A opc¢éao correta é a (C). —

g"(2)=(g'(2))'=m,=1 =(x-1)°-8
hepsoconeiaea®) fi(x)=0e (x-1) ' -8=0e(x-1° =8 x-1=8

ox-1=2<x=3

Pagina 96 X —00 3 +00
Por observagéo grafica, sabe-se que f”(a) <0. f'(x) - 0 +
Ent&o, o sinal de f"(a) é negativo. f N f(3) /
Por observagao grafica, sabe-se que f'(b)<0. f(3)=0,25(3-1)" -8x3=-20
Entéo, o sinal de f'(b) & negativo. A funggo é decrescente em |-, 3] e crescente
Por observagao grafica, sabe-se que f"(c)>0. 13, +o[ .

Entao, o sinal de f"(c) é positivo. A fungdo tem um minimo igual a —-20 .

Como f"(a)<0 e f'(b)<0, entdo f"(x)=(f'(x))'=((x‘1)3_8)'=3(x_1)2x(11)"0

f"(a)xf'(b)>0.
( )X ( )> =3(X—1)2
Entao, o sinal de f"(a)xf'(b) é positivo. ,
f'(x)=03(x-1f =0 x=1

X —0 1 +00
Pagina 97 f"(x) + 0 +
x* 2 45° 3 f U -8 v
f'(x)= ?—3x +3 '=7—6x=2x —6x

O grafico de f ndo tem pontos de inflexao.

F(x) = (' (x))' = (2" ~6x) = 6x* -6 D, =R e f(x)=2x"+Inx
n _ 2 _@_ 2 _ _ - _
f (x)—0<36x 6=0ex"=1eox=1vx=-1 f'(x)=(2x2+|nx)'=4x+1
X
X —0 -1 1 +00
" ' ' 1 f 1
o) N P S e F(x) = (F'(x)) =(4x+;) 4
p O LA IR O F(x) =0 4-— —0rx>00 =t Ax>00
2 2 X
1
@(x=§vx=—f)/\x>0©x=f

Péagina 14



X 0 % +00
f"(x) - 0 +
1
f 8 E—Inz )

f 1 =2x1+ln 1 =1—In2

2 4 2) 2
O grafico de ftem concavidade voltada para baixo
em }0, %{ e voltada para cima em E +oo|: .

O grafico de ftem um ponto de inflexdo de

coordenadas 1,1—In2 .
2 2

=2(x=1) " x(x-1)=2(x=1)" = 2 ;
j—’ (x—'l)
F(x)=06 2 =0 2=0 Ax#1
(x - 1) Impossivel
X —© 1 +00
f"(x) - +
f N U

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo

em |-, 1 e voltada para cima em |1, + oo
O grafico de f ndo tem pontos de inflexao.
D, = ]—1, +oo[ e f(x)=In(x+1)-x

f'(x)=(|n(x+1)—x)'=(1;111)‘—1=ﬁ—1
1_1J,_0(x+1)—1><1_
1) (x-1)

) =) <[

F(x)=06 " —0nx>-1c 120 Ax>-1
(x - 1) Impossivel

Péagina 15

4. Funcdes Il

X -1 +00
fu(x) _
f s

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo

em ]—1, +oo[ e nao tem pontos de inflexao.

D, =R e f(x)= e’

2

f'(x)= (e“”2 ) =(1 —xz)'eH2 =-2xe""

()= (P (x) = (-20e") =

= (-20)x e + (-20)x (e

— 26"+ (-2x) -2ve"

= 2e™ 1 4x?e"

= (-2+4x?)

f'(x)=0o e (-2+4x2)=0 o

oe —0v-2+4x2=0
e =0

equagao
impossivel

SX =S xX=——VX=—"T
4 2 2
X —00 —Q Q —+00
2 2
£ (x) + o | - | o +
f v Je N Je V]

O grafico de ftem concavidade voltada para cima

V2 V2 .
em —oo,—7 eem 7,+oo e concavidade

voltada para baixo em ]—\/25 \/25{

O grafico de ftem dois pontos de inflexdo de

coordenadas {—\/25 \/EJ e [\/25 x/EJ



4. Funcdes Il

Pagina 99 — Tarefa 4 Entdo, x, ~-0,598 .
== £(~0,598) = (-0,598)" — 2(~0,598)" + 3(~0,598) - 2
~-3,238
X 0,7 -1 1,9 Assim, as coordenadas do ponto C, com
£ (x) + 3 B arredondamento as centésimas, séo (-0,6;-3,2).

A funcédo h ndo é a segunda derivada da Pagina 100 — Pratica

fungdo m porque m"(x,)>0 e h(x,)<0.

A funcéo g ndo é a segunda derivada da
fungdo h porque h"(x,)>0 e g(x,)>0. 1 Oxx—1x1
(x3 )' =3xP- - =

m'=h

g'=m Df,={xe]R:xeDf/\xZ;tO}:R\{O}

"_h Y 1), Oxx* —1x2x 2
g f (X)=(3X2+?j =6X+7x4 :6;(—F
D, =R e f(x)=x"-2x"+3x-2

Df,,={xe]R: xeD, /\x3¢0}=R\{0}

4

f'(x) (x4—2x3+3x—2)'=4x3—6x2+3
£ 3x*+1; D, =R

[ _ 3 2 [ 2 f(x)—x
(x) = (4x° - 6x" +3)' =12x* ~12x 2

f'(x)=0e12x*~12x =0 12x(x-1) =0 &

4
f'(x)=(x—3x2+1]'=2x3—6x; D, =R
<x=0vx=1 2

x — 0 1 +0 f"(x)=(2x*-6x)'=6x*~6; D =R

fll O _ O
i " F(x)= 1 —sin(2x); D, =

f V] -2 ) 0 V]

(x
(

fl
fu

):(x2 —sin(2x))’ =2x-2cos(2x); D, =R
F(0)=—2; F(1)=1-2+3-2=0
x)= (2x— ZCos(Zx))' D, =R

Como A e B sdo os pontos de inflexdo do grafico
2-2(-2sin(2x)) =2 +4sin(2x)

de fe x, > x5, entdo A(1,0) e B(0,-2).

t I/ Ox, logo m, =0. Como t é tangente ao grafico f(x)= 1 log, x
X

de fno ponto Ce m, =0, sabe-se que nesse

D,={xeR:x#0Ax>0}=R"
ponto f'(x)=0. Pretende-se resolver

PO BV F O3 o o S B I
graficamente a equagéo f'(x)=0, ou seja, (x)= Y 09, ¥ | = 2 T xIn3 ¥ xIn3
4x° -6x° +3=0 . Recorrendo a calculadora D, ={xeR: xeD, Ax#0}=R"

grafica, tem-se:

f"(x)z[_xiz_xlls)'z

. ) __0><x2—1><2x_0><x|n3—1><|n3
f1(x)=4-x"-6-x*+3 B x* (xln3)2

21
/ ¥ x*In3
(-0.598,0) / s x D;.={xeR: xeD, Ax#0}=R"

-3.25
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4. Funcdes Il

f(x) :In(xe") A(_1’ y)
¥4 =3x(-1)+4=1 pois A pertence a reta.
sz{xe]R: x_e:>0}=R+
¥ Assim, tem-se que f(-1)=1.
ex ' N ex+ ex ' W _ .
f'(x)=(|n(xe"))'=(xex) =(x)>< ej‘x( ) _ f'(-1)=3 (declive da reta tangente no ponto de
) . . 3 abcissa —1).
_e'+xe’ € (1+x)_1+7x
Tt x| x f'(x) = (ax® —bx* +3)' = 3ax” — 2bx
D, ={xeR:xeD, Ax#0}=R" {f(—1)=1 {—a—b+3=1c>{ a=2-b
f“( ) (1+x), 1><x—(1+x)><1 1 f'(—1)=3 3a+2b=3 6-3b+2b=3
x)=—|'"= — 7 -
X X2 x? PN - a=-1
~b=-3 " | b=3
Df,,={xeR: xeD,./\xZ;tO}:R*
a=-1e b=3
f(x)=e"Inx Sendo a=-1e b=3, entdo f(x)=—x*-3x*+3
D,={xeR:x>0}=R" e f'(x)=-3x*-6x.
f’(x)=(e"’lnx)’=(e"')'xlnx+e"x(lnx)’ f"(x)z(—3x2—6x)’=—6x—6
=exlnx+e"x1=e"(lnx+lj f'(-2)=-6x(-2)-6=6
X X
D,={xeR: xeD, Ax#0}=R"
1 Pagina 101 — Pratica
f"(x)=(e"(lnx+n'
X 3
1 1 f(x):—x—+x2+2x+1 i D, =R
— X\ X L} 2
—(e )x[lnx+fj+e x(lnx+fj
X X
1 1 1 2 1 YR B P ) T P N
=e"'x(lnx+fj+e"x[———2j=e"[lnx+f——zj (x) = R B
X X X X X
N 2
D.={xeR:xeD. Anx#0}=R f'(x)=o@—%+2x+2=o@—3x2+4x+4=o©
f(x)=€**; D,=R o o AEV16+48 2,
-6 3
t. y =—x+3 — reta tangente ao grafico de fno
2
ponto A de ordenada 1. X —00 ~3 2 +00
A(x,1)et, logo tem-se:
( f'(x) - 0 + 0 -
1=—x+3x=2
Assim, A(2,1). f \ f[—%j 22N

3

Fx)=(e"") = (2-x) e’ = e (2] r)-5
f"(x) = (—ezf")' — _(_e2fX) — e 27

. 2
f & decrescente em ]—oo, —7[ eem ]2, +oo[ .
Entdo, f'(x)+f"(x)=-e""+e*" =0, VxeR. 3

f é crescente em }—% 2[ .
f(x)=ax3—bx2 +3,a,beR

- 7 -
y =3x+4 & tangente ao grafico de fno ponto de Extremos: Minimo —— e maximo 5

abcissa —1. 2 7

A(2,5) e B(—g, EJ
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2
f"(x)=0<:>[—3;+2x+2]'=—3x+2

f”(x)=0<:>—3x+2=04:x=§

X —00 E 400
3
f"(x) + 0 -
71
f U 27 N
f(z) _n
3) 27

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo

em E + oo[ e concavidade voltada para cima em

-4

Como C é o ponto de inflexdo do grafico de f,

entdo C E’ﬂ .
3 27

f(x)= %xa —4xInx; D,=R'

f'(x)= gx3—4x|nx '=2x% - 4|nx+4x><1 =
3

x
=2x*—4Inx-4

4
fn =4 _ T
(1)=4x-2

f"(x)=0(:)4x—i=0/\x>0©
x

S4x°-4=0rx>0=x*=1rx>0

(:)(x=1vx=—1)/\x>0(:)x=1

X 0 1 +00

f"(x) - 0 +

f ) % V]
f()=2-4mi-2-0-2

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo

em |0, 1 e concavidade voltada para cima em

]1,+oo[.

Ponto de inflexao: (1, gj

Péagina 18

4. Funcdes Il

e2x
f'(x)= (ex2 - ] =2ex-e”
f"(x)=(2ex—e*) = 2e - 2¢*

f"(x)=0<:>2e—2e2"=0<:>e2x=e<:>2x=1<:>x=%

X —0o0 1 +00
2
f'(x) |+ 0 -
f V] % N

O grafico de ftem concavidade voltada para cima

em ]—w, %[ e voltada para baixo em E +oo[ .

Ponto de inflexao: [l, —E)
2 4

f(x) =xe "

f"(x)=(e’x(1—x )’=(e"')’x (1—x)+e’x><(1—x)'=
=—e " (1-x)+e " x(-1)=
=e"‘(—1+x—1)= e'x(x—2)

f'(x)=0se*(x-2)=0=
<e'=0vx-2=0
e =9

equagao
impossivel

Sx=2
X —00 2 +00
fr(x) | - 0 +
f N % v
e

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo

em |-, 2 e voltada para cima em ]2, + oo

Ponto de inflexao: [2, é]



f(x)=|n(x2+1)—%; D, =R

f'(x)=(|n(x2 +1)—i)- - (x*+1) A 2x 1

2 2+1 2 P +1 2
f"(x)=( 2x _1j|=2(x2+1)—2x(2x)_ 242
412 (x2+1)2 (x2+1)2
f'(x)=0c 2 *2 0o -2:242-0
(x +1)
Sx=1vx=-1
X —o0 -1 1 +00
fr(x) | - o |+ | o | -
f A FED o L) ] A
F(-A)=In2+; F(1)=In2—
2’ 2

A e B séo pontos de inflexdo do grafico de f.
Logo, A(1, In2—1) e B£—1,In2+1).
2 2

m: declive da reta tangente ao grafico de fno
ponto B.

m=f'(—1) i_1=_§
1+1 2 2

A(1,In2—%j
=In2—% =In2—|n(e;j=In2—|n(@)=ln(jgj

2
x2+1

f(x) =
A e B sao pontos de inflexdo do grafico de f

f'(x)=(x22+1)'= 0x(x* +1)-2(2x) _

(x2 + 1)2
f"(x)z[(x?ﬁf}'

~4(x +1 (2(x2+1 2x)
( f)

(x +1)|: ( 4x )i|
(x +1)

_ —4x% — 4 +16x> _ 12x2 -4
(x2 +1)3 (xz +1)3

D, =R

—4x

(x2 + 1)2
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4. Funcdes Il

2
f"(x)=0c>12x _‘:=0<312x2—4=0/\xe]R
(x2+1)
» 1 V3 V3
SX =S xX=— VX=——
3 3 3
X —0 —@ ﬁ +00
3 3
f"(x) + 0 - 0 +
3 3
f U 2 N 2 U
pM3]_3. 4[x3)_3
3 2’ 3 2
A(¥3.3) (LB 3] o[ V8 ),
3 2 32 3
Ds,o]_
3
— — 23 3
A[ABCD] CDxAD = 3 XE=\/§
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—_
=
N
(0]
~—
N
=
(0]
+
=
N
(0]
|
(0]
—_
N
=
+
=
~

2 2Inx
4x?

1-Inx
2x?

(2v)

, 1
(xlnx+x3) =1nx+xx—+3x% =Inx+1+ 3x°
X

(x—2x)'=1—2xln2

(x+1j 1><2X—(x+1)><24|n2 1—(x+1)|n2
2 = X
(2') 2
(xz—log x)'=2x— !
® xIn3

X
=2xlog, x + —

1
210 '=2xlo 2
(x gz,x) X gzx+x Xxlnz |n2




4. Funcdes Il

f(x) f'(x) (C) f'(x)=(x-cosx)'=1-(-sinx)=1+sinx
f(x)=2x+e)C f'(x)=2+e)C f'[gj=1+sin£g)=1+1=2
f(x)=e—x+x f.(x)ze”(x—1)+1 (D) f'(x)=(xsinx)’=1><sinx+x><COSx

X x2
=sinx+ xcosx
f(x)=xze f(x)zex(2x+x2) (ch ) (ch - (TC) -
f'l=|=sin| = |[+=cos| = |=1+—=x0=1
. 2 2) 2 2 2
f(x)=;""x F(x)= 2 A opgéo correta é a (B).
Inx 1-Inx
=2 f'(x)=
f)=7%, ()= f=}-5,5[; f(x)=tanx
2 2
f(x)=x|nx+x3 f'(x)=|nx+1+3x2
x . N P O,f(O)]
f(x)=x—2 f(x)=1—2 In2 [ —
_x+1 , 1-(x+1)In2 f(0)=tan0=0
f(x)=" f(x)=(27x) (0) =tan
f'(x)=(tanx)'=
[ 1 2
f(x)=x*-log, x f(x)=2x—x|n3 1 cos 1x
e
(x) = 2*log, 4 F'(x) = 2xlog, x + == cos’0 1
In2 P(0,0)
y=x+b —» 0=0+bsb=0
f(x)=x-¢e" eg(x)=x+|nx y=x
. 1
f'(x)=(x—-¢€")'=1-e" e g'(x)= Inx)' =1+—
()=o) =1me 0 g =(retmay=1s {UJ (5] wf2)-+
4 \4 4
(Fxg)' () =F'()xg()+f(1)xg'(1)= 1

—(1-e)x1+(1-e)x2=1-e+2-2e=3-3e m:f‘(%):cosz[%)= \/15 2=%=2
(f-9)()=F'(1)-g'(1)=(1-€)-2=-e-1 [2] 4
)y SO (-9 ()7 (1) _ SER I .
(fj(ﬂ- () = y=2x+b o> 1=2x7+be1-7=b
_2><(1—e)—1><(1—e)_ 1 y=2x+1—£

= (1—6)2 1 e 2

X =x2, x)=3x e h =2_x
(A) f'(x)=(x+sinx)'=1+cosx f(x) g(x) e h(x)

£l E—1+cos| E|=1+0=1
2 2

(B) f'(x)=(xcosx)'=1xcosx+xx(-sinx)

f'(x)=2x, g'(x)=3 e h(x)=-1

(gof) (1) =g'(F(1)xF'(1)) =6
Calculo auxiliar:
=COSx—xsinx F(1)="7=1e f'(1)=2x1=2

T T

fgj =cos£gj—gsin£gj =0-2x1=—2 g'(F())xF'(1)=g'(1)x2=3x2=6
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4. Funcdes Il

(foh) (7)=f'(h(7)xh'(7))=10 f(x) f'(x)
Calculo auxiliar: 3 2
h(7)=2_7=_5 . h'(7)=_1 f(x)=(2x+1) 6(2x+1)
(h(7))<h'(7)=1*(-5)(~1) ==10x (1) =10 fx)=e™ 256’
(h-g)(0)-'(9(0)g"(0) ~(0)3 - )=+ 1) bw
=-1x3=-3 —
(7+9) (-2)=F(a(-2))g"(2) =1'(-6)x3 - r(x) =in(e"+1) e
=—12x3=-36 () = cos(n - 3x) 3sin(n-3x)

r. reta tangente ao grafico de g no ponto A de

abcissa 1
Pagina 103 — Consolida

r. y=—%x+3 A(1,y,)

1 2
Se f(x)=%x, entdio f’(x)=[x3j'= LPe P

Como Aer ,entdo yA=_%X1+3=§'

1
Logo, f'(2) = .
A(1,gj pertence ao grafico de g, logo g(1)=g_ ? @) 3Y4
| ) 1 Se f(x)=|n(x2) entdo
m,=-—,logo g' =5 N
(x)=(in(+") ) 2 2
f(x)=e” f’(x)z(e‘)':e‘ x° x
‘(o) = 2
(9:1)(0)=g'(F(O)<F'(0)=g'(Nx1=— x1= 1 togo. (€)=
1 s (1)
F(x)=0.2x; f'[%]:O 2x§=% Se F(x) =1y onee f (x)_(ln(x)]_
1 1
Fog)()=F(g())xg'()=F[2]x[-1]= Oxinx—tx = -~ 4
(r-9y)=r(o()xo' ()1 {3 J<(-3) S
1 1 1
=EX(_EJ=_Z Logo, f'(e)=—e|:28=—ﬁ=—é.

1 1 3
Se f(x)=x_E , entdo f'(x)=(x ZJ'=—;x 2,

o [t | =3(2r+1) (204 1) =6(2x+1)
)
2 Logo f'(4)=—1><4%=—1><i=—i
. (ex2+1)v=(x2+1)'ex2+1=2xex2+1 ' 2 2 NV 16

Se f(x)=cos(2x), entdo f'(x)= (cos(2x))' =-2sin(2x).

. [(xz +1);j'=;(x2 +1)'% x (x4 1) =2

—— V¥t Logo, f’(gj=—25inn=—2x0=0.

2x+3 ' ¥
o (In(e2“3+1))'=(22;3+1) _ 2232 43

+1 e +1
e (cos(m-3x))'=—(n-3x)'sin(n-3x) f(x)

r. tangente ao grafico de fno ponto A(0, 3)

3
=-1 12x°x+3
2

=3sin(n—3x)
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3 ' 2
f'(x)=(—xz+2x2 —x+3] =—3%+4x—1

m, =f'(0)=-1;r y=-x+3

r

s: tangente ao grafico de fno ponto B

slr,logo ms=—i=1
m

r

2
f'(x)=1@-%+4x-1=1@—3x2+8x-4=0@

-8+64-48 2
r=————

x==—vx=2
-6 3

Como a abcissa do ponto B € maior do que 1,

entdo x;=2. f(2)=5

Assim, B(2,5).

D, =R\ {2}

f(x)=x12

o [ 1 '_Ox(x—Z)—1><1_ -1
f(x)'(x—ZJ' (x-2)  (x-2)

Vxe]R\{Z} , f'(x)<0

Assim, a afirmacéo é falsa pois todas as tangentes
ao grafico de ftém declive negativo, logo ndo
podem ser perpendiculares ja que o produto dos

seus declives é positivo (ndo é igual a -1).
=92 =(3] ez =@ e
o2 =2" o 3-x=2xrox=1

f(1)=22 =4 . Entdo, A(1,4).

f'(x)=(2°7) ==1x 2" xIn2 = -In2x 2*™

o 01~([3] ] -te-am

Designando por r e s, respetivamente, as retas
tangentes aos graficos de fe g no ponto A,

sabe-se que:

m, =f'(1)=-In2x2% = -4In2

m,=g'(1)=4xIn4=4In4

s
4
m_+m, =—4In2+4|n4=4(In4—|n2)=4|n(5)=

=4In2=|n(24)=ln16
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4. Funcdes Il

f(x)=-x"+9; P(x,f(x)), x]0, 3
Seja h a funcéo que a x , abcissa de P, faz se

corresponder a area do retangulo.

Entéo, h(x)=xxf(x)= x(—x2 +9) =-x>+9x, com
xelo, 3.

h'(x)=(—x* +9x)' =-3x* +9

h'(x)=0©—3x2+9=0/\xe]O,S[c)
@x2=3/\xe]0,3[
<:>(x=x/§vx=—\/§)/\xe]0,3[

e x=+3
x 0 J3 3
h'(x) + 0 -
h 21 8(3) | N

h(v3)=—(3) +9v3 =33 +93-6/3

A area do retangulo € maxima quando x = \/3 ,

sendo as coordenadas do ponto P iguais a

(V3.7(v3))= (V3. 6).
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f(x)=e*"-1
P(x, f(x)), xeo, 2

g: fungcdo que a x , abcissa de P, faz corresponder
a area do retangulo.

g(x) =x><f(x)= x(ez’x —1) ,com xe ]O, 2[
Pretende-se determinar as coordenadas do ponto P
para as quais a area do retadngulo € maxima.

Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:

&l 1.1 L *Doc rap [ b
=Y

£1(x)=x- (e 2'-“—1)

(0.7215,1.87)




A funcéo g atinge o valor maximo no ponto de
abcissa x~0,7215 .

£(0,7215) = €27 1~ 2,5912

Assim, as coordenadas do ponto P, arredondadas
as décimas, séo (0,7;2,6).

Pretende-se resolver graficamente a equagao
g(x)=1.

Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:

2l 1.1 g *Doc [3 rao [l X
By

£1(x)=x- (ez_x—l)

£2(x)=1

| (0.1974,1) (1.4851)

%

o

Donde se conclui que as solugdes da equacgao

g(x)=1, arredondadas as décimas, s&o 0,2 e 1,5.

No contexto apresentado, significa que a medida
da area do triangulo € 1 quando o ponto P tem
abcissa 0,2 ou 1,5.

T(t)=20t|nt, t>1

20Int %9xt—20htx1

T'(t)= '= =
20-20Int 20(1—|nt)

= 2 = 7

20(1-Int)
t2
ol1-Int=0At21eoht=1rt21

T'(tH)=0e =0At21e

St=ent21st=e

t 0 e +o0
T'(t) + + 0 -
T 0 /! 2—; Ny

A temperatura € maxima quando t=e.
e~27183
0,7183x60~ 43

Assim, a temperatura € maxima ao fim de,
aproximadamente, 2 minutos e 43 segundos.
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4. Funcdes Il

60x15
2 =8
1,5°+9

1h30min -»t=15; Q(15)=

8 centenas de litros = 800 litros
Ap6s 1 hora e 30 minutos havia no reservatorio
800 litros de agua.

(60t ), 60(t*+9)-60t(2t)
(-2 - o

#+9

_ 60” +540-120t* _ ~60¢” +540
(2 +9) ( +9)

L 2
Q'(t)=0e O *340_4 450
(t+9)
& —B0t2+540=0 A t>0c 2 =9 At 20
& (t=3vt=-3)At20=1t=3

t 0 3 +0

Q'(t) + + 0 -

Q 0 / 10 N

_ 60x3

= =10
(3) 32+9

Q é crescente em |0, 3[ e decrescente em

J3. + %[ . Q tem um maximo igual a 10.

640 L =6,4 centenas de litros

Pretende-se resolver graficamente a condigéo

Q(t)>6,4.
Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:
Rl 1.1 L3 *Doc RADD b4
M2 v

60- x

=
Y
x“+9

£2(x)=6.4

T

(1.086,6.4) (8.289,6.4)~_|

o

b rox

Donde se conclui que 1,086 <t < 8,289
8,289-1,086 = 7,203
0,203x60=12,18~12

7,203 h~7 h 12 min

A quantidade de agua no reservatorio foi superior
a 640 litros durante, aproximadamente, 7 horas e
12 minutos.



4. Funcdes Il

y=ax’-x*+bx+1,a,beR e az0 Sendo a=1e b=2, entdo
D=R f(x)=x3—x2+2x+1.
Sendo a=% e b=%,entéo f(x):%x3—x2+%x+1 f'(x)=(x3_x2+2x+1)'=3x2_2x+2

F"(x) = (3x% ~2x+2) = 6x -2
f’(.x)= 1x3_x2+1x+1 l=x2_2x+1 ( )

3 2 2 ;
f"(x)=0©6x—2=0©x=§

f"(x)=(x2 —2x+%j'=2x—2

pY —00 1 +00
f'(x)=0e2x-2=0e x=1 3
x - 1 +00 f"(x) - 0 +
" (x) - 0 + 43
f N 27 v
f N S )
3 27 9 3 27
f(1 A 1 L 1—5
()—g‘ 571" % O grafico de ftem concavidade voltada para

O gréfico de ftem concavidade voltada para baixo em }_w 1[ e concavidade voltada para
'3

baixo em ]—oo, 0[ e voltada para cima em

5 cima em P, +oo[ .
|1, + o[ . Ponto de inflexéo: (1, E) 3

. ~ (1 43
Sendo a=-1e b=4, entdo Ponto de inflexgo: [3‘ EJ
_ 32
f(x)=—x"-x"+4x+1. g(x)=ax’ =’ + bx+1
f'(x)= (—x3 —x*+4x+ 1)’ =-3x*-2x+4 Como a reta tangente ao grafico de g no ponto de

abcissa 1 tem declive -3, sabe-se que g'(1)=-3.
f"(x) = (-3x" —2x+4)' = —6x -2

g'(x):(ax3—x2+bx+1)’=3ax2—2x+b
f"(x)=0©—6x—2=0@x=_1
3 9"(x)=(3ax* ~2x +b)' =6ax—-2
o — ‘% oo 9'(1)=-8 _ [3a-2+b=-3
gu(_1)=4 —Ba—-2=4
f(x) + 0 - {—3—2+b=—3 {b=2
g p=3
a=-1 a=-1
f M
” 27 A a=-1e b=2
f A =i_1_i+1=_ﬂ g(x)=-x"-x"+2x+1
3 27 9 3 27
O grafico de ftem concavidade voltada para Pagina 105 — Consolida

cima em }—oo, —%{ e concavidade voltada para

baixo em A + 0 1 2In
3 f'(x)=(In?x)" = 2Inxx (Inx)' = 2Inxx— = ===

X X

2Inx

X

. ~ (1 11
Ponto de inflexao: [—g ——) f'(x)=0s

=0Ax>0Inx=0Ax>0x=1
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x 0 1 +00
f'(x) - 0 +
f N 0 /

fé decrescente em |0, 1 e crescente em |1, + oo .
ftem um minimo igual a 0.

f'(x)=0< 2—22Inx =0

X
<2-2Inx=0Ax>0&

<Inx=1Ax>0
Sx=enx>0

o x=€
X 0 e +o0
f"(x) + 0 -
f v 1 N

f(e)=In*e=1 =1
O grafico de ftem concavidade voltada para cima

em |0, e[ e concavidade voltada para baixo em
]e, + oo[

Ha um ponto de inflexdo de coordenadas: (e, 1)

f,(x)z(x+20lnxj,

X

(x +20|nx)'>< x—(x+20|nx)>< (x)'

x2

£1+20><1)x—(x+20|nx)x1

X

2
X
_ x+20-x-20Inx

2
X

_20-20Inx

2
X

20-20Inx
2

f'(x)=0c> =0<20-20Inx=0A x>0

Shx=1Arx>0x=eArx>0x=¢€

X 0 e +00
f'(x) + 0 -
f A fle) | N

Sabe-se que a fungédo f admite um extremo no
ponto A.
Entéo, a abcissa do ponto A é e.
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4. Funcdes Il

f,,(x)z(ZO—ZZOInxj,

(20-20Inx)'x x? _(20—20|nx)><(x2)'
()

(—20xljx x? —(20 - 20Inx) x (2x)

X

4
X

3 - 3 3
X

_ —20-2(20-20Inx) —60+40Inx _20(—3+2|nxj
X X

f"(x):O@ZO(Lglnxj=0/\x>0©
X
<:>—3+2|nx=0/\x>0<:>|nx=%/\x>0

3 3
Sx=e2 Aax>0x=e2

f"(x) - 0 +

3
f A f(ezj U

Como B ¢ o ponto de inflexdo do grafico de f,

3
entdo a sua abcissa é e?.

f(x)=2e"+e™; D, =R
Fi(x)=(26"+e ) =26 +(-e ") = 2" e
F'(x)= (26" —e ) =26 ~(-e ") =2¢" +e
Entéo, Vxe R, F"(x)=F(x).

Retas paralelas ao eixo Ox tém declive nulo.
Sendo as retas tangentes ao grafico de f, entdo
f'(x)=0.

f'(x)=0<:>2e"—e""=O<:>2e"'—é=0

@Zez"—1=0©ez"=1©2x=ln[1)
2 2

_—In2

©2x=-In(2) = x ”

il
2 2

1

In| In| 2E

In2 In2
f(—lnzzj=2e 2 +e? =2e +e

1 1
=2x22+22=%+ﬁ=ﬁ+ﬁ=2ﬁ

Equacéo da reta paralela ao eixo Ox que &

tangente ao graficode f. y = 22



f'(x)=2e"+e™

VxeR,e" >0Ae*>0

Logo, VxeR, 2e"+e™* >0, isto &,
Vx e R, f"(x)>0.

Assim, o grafico de ftem a concavidade voltada

para cima em R e nao tem pontos de inflexao.

O grafico da fungdo representada em Il tem a
concavidade voltada para cima, logo, nesse caso,
a funcdo segunda derivada é sempre positiva. A
funcéo representada em lll muda de sinal.

Assim, a afirmagéo é falsa.

Se a representagao grafica lll for a da fungdo ',
entdo ha um ponto onde a derivada se anula e a
derivada, nesse ponto, passa de negativa a
positiva.

Assim, a funcéo teria de ter um minimo relativo
nesse ponto, o que ndo acontece com a
representacao grafica | (nesse caso, a fungéo fé
decrescente e ndo tem extremos).

Donde se conclui que a afirmagao dada é falsa.
C: ponto de intersegdo do grafico de fcom o
eixo Ox

2
x“Inx
=0Ax>0&

2
f(x)=0e 2+
(1)=0e 2

<:>x2+2x2|nx=0/\x>0<:>x2(1+2|nx)=0/\x>0

<:>(x2=0\/1+2|nx=0)/\x>0

@(x=0v|nx=—%j/\x>0

1 1
- - 1
<:>[x=0\/x=e 2]/\x>0<:>x=e 2<:>x=T
e
Je
Sx=—
e

Je

A abcissa do ponto C é o

2

2
f'(x) =[2+ al Iznxj'=2:+;[2xlnx+x2 ><1J=
x

x X
=5+x|nx+§=x+x|nx=x(1+|nx)

f'(x)=0<:>x(1+|nx)=0/\x>0

(:)(x=0v|nx=—1)/\x>0

_ _ 1
<:>(x=0\/x=e1)/\x>0®x=e1<:>x=f
e
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4. Funcdes Il

X 0 1 +00
e
f'(x) - 0 +
f NV LI
4¢?
1 izm(lj 1
1 _e2 e e/ 1 e2 1 1 1

fl—|=5+ =+ ==
(ej 4 2 48 2 4e? 28 4e?

ftem um minimo (absoluto) igual a _4%32 .

B: minimo da fungéo f

ofi-a
e 4e
A reta tangente ao grafico de f no ponto B é horizontal.

Uma equagéo dessareta é y = _4iez .

f"(x)=(x+x|nx)'=1+1><|nx+x><1=1+|nx+1=2+|nx
X

f'(x)=0=2+INx=0Ax>0<INx=-2A x>0

_ 1
ox=e?Ax>0ox=

e?
x 0 lz +0
e
f"(x) - 0 +
3
f N —E ()
-2
(Ve e \e?) 1 1 _ 3
e? 4 2 4e* e 4¢*

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo

1 . 1
em (0,—| eparacimaem |—,+of .
e e

Ponto de inflexo: (12 —%j
e 4e
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D, =R"; y= %x +3 — reta tangente ao grafico de
fno ponto de abcissa e.

Entdo, sabe-se que f(e)=éxe+3=4 e

f'(e)=

1
o

(A) f(e)=— X

N

(B) f(e)=Ine=1X
(C) f(e)=3Ine=3 X

(D) f(e)=3+Ine=3+1=4

F(x) = (3 +Inx) =

X

f'(e)=g

A opc¢éao correta é a (D).

g(x)=ax*; a>0

f(x)=mx+b; m<0eb>0

h=fxg

h é uma fungéo cubica (com dois zeros), logo
excluem-se as opgdes (A) e (C).

h(x) = ax? (mx + b) =amx® + abx?
h'(x)=3amx’ + 2abx

h'(x) =0« 3amx® + 2abx =0 < ax(3mx+2b) =0

(:)x=0vx=ﬂ
3m

h vai ter dois extremos.

v

A opcéo (D) também se exclui, pois a fungéo
derivada de ftem dois zeros.
A opc¢éao correta é a (B).

D, =[0, +oo[ ; f(x)=x++2x

()= (x+ 2x)'=(x)'+[(2x);j'=1+;(Zx)_;x(2x)'

AN
2

1
V2x

=1+
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4. Funcdes Il

D;,={xe]R: xeDb, A2x20Ax/Z¢0}=]O,+OO[

x=0

A opc¢éao correta é a (B).

D,=R; f'(x)=x-e"

1

I: [0, f’(O)] f'(0)=0-e°=-1 ¢)

I: f'(x)=0<x-e* =0
Recorrendo a calculadora grafica, conclui-se
que x~0,57. b)

M:f(x)=(x—e™)=1-(-e")=1+e™ b)
IV: VxeR, f"(x)>0

Logo, o grafico de f ndo tem pontos de inflexdo a)
Concluséo: | —c); Il = b); Ill - b); IV —a)

Pagina 107 — Avalia 1: Parte 2 — Questdes de

desenvolvimento

1

)Xt

(x)="

f(o):oe*g1=1 ~Oy : (0,1)
x+1

f(x)=0®—x=0<3x+1=0/\ex;é0®x=—1
€ xeR

Intersegéo com o eixo Ox: (-1, 0)
O grafico de finterseta os eixos coordenados nos

pontos de coordenadas (-1,0) e (0,1).

r)=(%7) (x+1)e” ~(x <€)

p: = =

(')

f'(x)=0<:>—§=0<:>—x=0/\xe]R@x=0

X —© 0 +00
f'(x) + 0 -
f Va 1 N

f & crescente em ]—oo, 0[ e decrescente em
]O, + oo[ .

f tem um maximo (absoluto) igual a 1.



ex(1—x)
- "
:_1—x
e):
_x—1
eX
F(x)=0o 0o x1-0re 20 x=1
xeR
X —© 1 +00
f"(x) - 0 +
f N 2 U
e
2
f(1)==
(-2

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo

em ]—oo, 1[ e concavidade voltada para cima em

]1, + oo[ .
. . 2
Ponto de inflexao: [1, E)

f(x)=e™+b, a,beR

A(0, 3) pertence ao grafico de £, logo £(0)=3.
r. y=15x+3 é tangente ao grafico de f no ponto
A, logo f'(0)=15.

f'(x)=(e™ +b) = ae™

{f(0)=3 @{e°+b=3©{b=2

f'(0)=15 " |ae’=15 |a=15
Entéo, f(x)=e" +2
f'(x)=15e""
f"(x)=(15€"")" =15(15€"") = 2,25¢"**

f"(x)=9<:>2,25e1'5x =9<
= e1,5x — 4
< 15x=In4
In4
_x:
15
2In4

T3
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4. Funcdes Il

25t

C(t)=m,com 0<t<5
C|(t)=( 25¢ ).z(25t)’x(t2+4)—(25t)x(t2+4)'
t?+4 (t2+4)2
_25x(t7+4)—(25t)x(2t) _25¢2 4100
) (£ +4) (P4
C‘(t)=0©M=OAOSt55
(£ +4)

& 2512 4100=0 A 0<t<5& 12 =47 0<t<5
o(t=2vt=-2)A0<t<5et=2

t 0 2 5
c'(t) + + 0 - -
(o3 0 / 6,25 N\ 4,31
25x2
2)= =6,25
&) 22 +4

25x5
C(5)= .4 ~ 4,31

O valor maximo do “consumo aos 100” foi atingido

2 horas apés o inicio da viagem e € de
6,25 L/100 km .

Pretende-se resolver graficamente a condigao
C(t)<4A0<t<5.

Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:

Al 1.1 |3 *Doc RADE] X
8 ¥
26 x
£ ()X
x2+4
(0.7238,4) £2(x)=4

Donde se conclui que 0<t<0,7238.
0,7238x60~ 43
Assim, no monitor foi indicado um “consumo aos

100" inferior a 4 L durante, aproximadamente,
43 minutos.



4. Funcdes Il

x : quantidade de fio em metros
f(x): preco, em euros

A funggo f é continua em ]5,10[ e em |10, 15[,
Pagina 108 — Tarefa inicial

porque é definida por expressdes polinomiais.
Quando x — 14, entéo f(x) — 60 . Temos de verificar se a fungéo f é continua em

x=10 porque ha uma mudancga de ramo.

f(x)=0,5><10=5

Quando x — 0", entdo f(x) — 60.

Quando x — 20", entdo f(x) — 60 . . _
lim f(x)= lim (0,5x)=05x10=5

x—>10" x—>10"
Quando x — 20", entdo f(x) —>120. . .
lim f(x)= lim (0,4x+1)=0,4x10+1=5
x—>10" x—>10*
lim f(x)=120 L .
¥-25 A fungao f é continua em x =10, porque
Llr;r} f(x)=120 )!m f(x)=£(10).
lim f(x) 1300 Concluséo: Sim, a funcéo f é continua no
w407 intervalo 15, 15[ .
lim f(x)=300
x—60"
f(x) = kx+3 sex>1
lim £ (x)=500 V7 2 sex<t
x—>60"
Como a fungéo f é continua, sabe-se que fé
lim f(x)=500 ]
X738 continuaem x=1.
O tragado do grafico de ftem descontinuidade f(1) =201

do x=20,x=40e x=60. :
quando x x x lim f(x)=lim 2" =2° =1

Por exemplo, x=10. -t !
lim f(x)=lim (kx+3)=kx1+3=k+3
x->1 x->1"
Pagina 109 Entéo, fé continuaem x=1 se:

k+3=1k=-2

A opcéo correta é a (B).

Ponto de descontinuidade: ponto de abcissa 2

lim £ (x) = lim (x? - x) =(=1)° = (-1) =2

x—>-1 x—>-1

. o 2 _ _02_0—

lim £ (x) =i (x* ~) = 0" -0 =0 Pagina 111

H _Ii 2 _ 12 _

le f(x)_lm (x —x)—1 -1=0 D,=D,=R, f(x)=(x+1)e", g(x)= x23-):5

lim £ (x) = lim (2x-6)=2x3-6=0 A fung&o f é continua (em R ) por ser o produto de

duas fungdes continuas (uma polinomial € uma
lim £(x)=lim (x*-x)=2"-2=2

x—2" x—>2"

exponencial).

A funcgao g é continua (em R ) por ser o quociente
lim f(x)=lim (2v-6)=2x2-6=-2 ga0 g em %) p a
2" 2" entre duas fungdes continuas (ambas polinomiais).

Afungdo f+g é continuaem R por sera

Pagina 110 soma de duas fung¢des continuas em R .

Afungcdo g—f é continuaem R porsera

0,5x se0<x<10
f(x) ={ diferenca entre duas fungdes continuas em R .

0,4x+1 sex>10
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Afuncédo fxg é continuaem R por sero

produto de duas fungdes continuas em R .

D, =Dy nD;n{xeR: f(x)=0}=

f

=RNARNAR\{-1} =R\{-1}
f(x)=0<:(x+1)ex=0c>x+1=0©x=—1

Logo, O e Dg .

f

A fungao 9 nao é continua em R pois, como

9 ndo é continuaem x=-1.

-~

f
D, =D, "D, n{xeR: g(x)=0}=

=RNRNR\{0} =R\{0}

g(x)=0e 2 —003x=0cx=0

x“+5 reR

0¢ D, , logo a funcdo g ndo é continuaem x=0.
g

. R .
Assim, a fungdo — néo é continuaem R .
g

Pagina 112 — Pratica

27 sex<2
f(x)z 1 sex>2
X

lim £ (x) = lim 27 =2° = 1

. 101
lim £(x)=lim ~=3

lim f(x)=lim 2% =2'=2

x—-1 x—-1
1
f(x)=22=-
(1)=27=
lim £(x)=lim 25 =22=
x—2" x—>2" 4
lim f(x)= lim 1.1

x—2" x—2t X

Como lim f(x)# lim f(x), conclui-se que n&o

x—>2" x—2"
existe lim f(x).
x—2

Logo, e fungdo f é descontinuaem x=2.

4. Funcdes Il

D,=D,=R, f(x)=x-e" e g(x)=x"+x

A fungao f é continua em R por ser a diferenca
entre duas fungdes continuas em R (uma

polinomial e uma exponencial).

A fungio g é continua em R por ser
polinomial.

Afuncédo f+g é continuaem R por sera
soma de duas fungdes continuas em R (fe g).
Afuncédo fxg é continuaem R por sero
produto de duas fungdes continuas em R (fe
9)

g(x)=0ex’+x=0x(x+1)=0&
<x=0vx=-1

D, =D,nD,{xeR: g(x)=0}=
9
=RNARNAR\{-1,0} =R\{-1,0}

A fungéo g é continua em R\{-1,0} por ser o

quociente de duas fungdes continuas.

Como ]-1,0[ =« R\{-1, 0} , entdo a fungéo f é

«Q

continua em ]-1,0[ .

Pagina 113 — Pratica

7( ):{ k se 0<m<10 k<o, 60[

2,5m+30 se 10<m<50"

m: massa da bagagem, em quilogramas
T: preco a pagar, em euros

m=15
T(15)=2,5><15+30=67,5

Se a massa da bagagem de poréo for 15 kg, entdo
0 preco a pagar é de 67,5 €.

Se xe[10,50[, entdo T(m)=2,5m+30.
Afunggo T é continua em [10, 50[ , porque é uma

fungéo polinomial.

e Se me0,10[, entdo T(m)=k

Logo, T é continuaem me0,10] .
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e Se me|10,50], entédo T(m)=25m+30
Logo, T é continua em [10, 50] .

e Resta verificar se T é continuaem m =10
T(10)=k

lim T(m)= lim k=k

m->10" m->10"
lim T(m)= lim (25m+30)=25x10+30=55
m—10" m—10"

Logo, T é continuaem m=10 se
k=55 A ke[0,60[, ou seja, k=55

Concluséo: T é continua quando k =55 .

1+3"sex<1
f(x)=1 ksel<x<3 ;keR
log,(x-2) sex>3

F(1)=k

lim f(x)=lim (1+3")=1+3"=4

x—1" x—>1"

lim f(x)= lim k=k

xoT" xoT"

Assim, fé continuaem x=1se k=4.
f(3)=log;(3-2)=1log;1=0

lim f(x)=lim k =k

x—37 x—-37
lim, f(x)= lim, (log; (x—2))=log,1=0

Assim, fé continuaem x=3 se k=0.

A funcgao f ndo pode ser continua (no seu
dominio), porque ndo existe nenhum valor de k de
modo que f seja simultaneamente continua em

x=1eem x=3.

D,=]-1,+=[; a,beR

F(x)= xlog,(x+1) se —1<x<3
ax+bsex>3

o f(3)=3log,4=3x2=6

lim f(x) = lim (xlog, (x+1))=3log,(3+1)=6

x—3" x—>3"
lim f(x)=lim (ax+b)=3a+b
x—>3" x—3"

Como f é continua em R , também é continua
em x=3.

Logo, 3a+b=6,0useja, b=6-3a

4. Funcdes Il

e f(5)=0=5a+b=0<b=-5a

e Entao:

b=6-3a _ b=15
= o

b=-5a 6-3a=-5a a=-3

Assim, se x >3, entdo f(x)=-3x+15.

. Logo, ){10) 10

—|=-3x—+15=5
3 3

A opgéo correta é a (C).

Por exemplo:
2sex>0 xsex>0
f(x)= (x)=
3x+1sex<0 1sex<0

° szDng

o lim f(x)=lim (3x+1)=3x0+1=1

x—0" x—0"

lim f(x)=lim 2=2

x—0" x—0"

f(0)=2

Entao, fé descontinuaem x=0.
Logo, f é descontinua.

e lim g(x)=Ilim 1=1

x—0" x—0"

lim g(x)=lim x=0

x—0" x—0"
9(0)=0
Entéo, g € descontinuaem x=0.

Logo, g é descontinua.
¢ (rvo))-

lim (f+g)(x)=lim (3x+2)=3x0+2=2
x>0~

x—0"

lim (f+g)(x)=lim (x+2)=0+2=2

x—0" x—0"

(f+g9)(0)=0+2=2

x+2 se x>0
3x+2 se x<0

Entdo, f+g é continuaem x=0.
f+g € continuaem |-, 0] e em |0, +%[ por

ser definida por expressdes polinomiais.

Assim, f+g é continua (em R).
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f(x)=2+e"; g(x)=1-x*
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4. Funcdes Il

lim f(x)=|_in3 (2+ex)=2+e°=3 Pagina 116

x—0

xeR\{-2,0}, tem-se:
lim g (x) =lim (1-x*)=1-0% =1
x—0 x—0 2 2
20 -8x_2x(x'-4) 2(x*-4) 2(x-2)(x+2)

!{i_rg (f+g)(x)=!\_i£rg (f(x)+g(x))=3+1=4 25 x?(x+2) 20 x(x+2) x(x+2)
2(x—2)
lim (g-f)(x)=|xig(1) (9(x)-f(x))=1-3=-2 2y
lim £(x)= lim (2+e")=2+0=2 fim 2 =8Pt 2(r=2) 2(2-2)
¥ ¥ -2 x° 42X x>2 X -2
. . 2
lim g(x)= lim (1-x%) =1-(~0)" = 0 im 232_8;5: im 20-2) _ (&_EJ

X—>+0 _x + _x X—>+0 x X—>+0 _x _x
lim (f+g)(x)=lim (f(x)+g(x))=2+(-w) = 4
o o = lim (2_’}2_0:2

X—>+p0 X
lim (fxg)(x)=lim (f(x)xg(x))

: x° -1 . (x—1)(x2+x+1)x¢1. ¥ +x+1
= lim £(x)x im g(x)= lim (2+e)x lim (1-°) 2 " o) re2) M a2
=+oo><(—oo)=—oo

_ 1+1+1 -1
lim (Fxg)(x) = lim (f(x)xg(x)) 1+2
o o Calculo auxiliar:

= lim f(x)x lim g(x)= lim (2+ex)><xILrpx (1-2%) = 1 0 0 1
=+oo><(—oo)=—oo 1 1 1 1

1 1 1 0
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1 1 -2
| x2 9
xlmi x+5 _g 1 1 2

1 2 0
li —_—1=—1
x—>-1 e),+1 1 2 _

lim > 33 —lim (x 3)(x:—1) _ (Jc+1)2
3 _3 x—3 (x_3) x—3 (x_3 x—3 (x_3)
Iim —=—=—
ioo 2F O 4
=7+=+OO
_1+e’ 140 0
lim — = = +o0
romo 27 0" Calculo auxiliar:
. x2 4o 1 -2 -3
lim < = = 400
e 0 3 3 3
‘ 1 1] o0

f(x)=x",neN

| |n(x+1) 0

, _ f(x) +00 X—>+00 X =;
Senépar: Im —=—=+x

xoto J7F o
1
In(x+1)) 1
Se n é impar: lim @=ﬂ=+oo lim (i |))=Iim 2419 ¢
x>0 37X 0t X400 (.X) x—+0 1 1

. _f

Senépar: lim % = BOO =+ Ent&o, pela regra de L'Hépital, lim In(x+1) 0.
X—>+0 X

f _
Se n é impar: Ilim (x) - 5
e 14+ 5% 0F
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x— e1—x

Entéo, pela regra de L'Hépital, Iirq 77 =1.
X x [
Pagina 117
2 2
fim =352 i 7 im (—x) = o
X—>+0 x— X—>+0 x X—>+00
X2+ 2x o X 1 1

lim 3 =lm ——=lm -=—
X—>—0 2x —1 X—>—0 2x X—>—00 2 2

lim = =li =
w52 x2 42x x> x(x+2) =2 xX+2
x#-2 i
= i, (+-2)= -4
2 . x2
|II‘£\ —1+ 71 = lim 1 +
b ' x(1+—j x2(1+ )
X X
. 1 1 1
pEt B R B TR
1+—- 1+— + +
X X
. 2x o
||m 7)::7
x>+o @ o0
im 2 i 2_2 g
X—>+00 (e"')' x40 @ +00
= - . 2x
Entéo, pela regra de L'Hopital, lim —=0.

e),

. _ . X o0
lim (xe *)= lim ===

X—>+p0 x—>+0 @F 0

() _ i 1.1
+00

lim >~
X—>+00 (el)’ x—>+0 @

Entao, pela regra de L"Hbpital, lim (xe"‘) =0.

X—>+0

_2e"2-x 0
=2 x2-4 0

(2e-x)' 2ev2q 1
lim lim =—.
x—2 (x2 _4)' x—2 2x 4

Entéo, pela regra de L'Hépital, I_in; 2 —x =—.

4. Funcdes Il

. 27+2x 0
lim —=—
x—>-1 1—x 0
27 4+ 2x)' _ox N
i ) c2°xin2+2_ -2n2+2
e (1—x2)' x>t —2x 2
Entéo, pela regra de L Hapital, lim 2; +§x ——In2+1
x—0 X 0
sin(3x))’
im (sin(3x)) _im 3cos(3x) _3_,4
x—0 (x)' x—0 1 1
Entéo, pela regra de L"Hbpital, Iing M =3
pad X

. (S o1 X2
lim | —- = lim —— Ilim =

X—>—0 x x+1 X—>—00 x X—>—0 x+1
2
. x 0

=0- lim =—

x> x+1 o0

2\

. (x ) .o 2x
lim = lim —=-w

o (x41)" e 1

Entao, pela regra de L"Hopital:

_1=1.

Entéo, pela regra de L"Hépital, Iing e
X—> _x

1-e*
f(x)= x
k+In(x+1) sex>0

sex<0

Sabendo que f € uma fungéo continua, entdo f é

continuaem x=0.

f(0)=k+In(0+1)=k+0=k

. B - () IR -
lim f(x)= lim = lim ( )= lim = —1
x—>0" x>0 X x—>0" X x>0~ x porti

lim f(x)=lim (k+In(x+1))=k+In(0+1) =k

x—0" x—0"

Assim, fé continuae x=0 se k=-1.
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|n(x+ 1)

Coluna B: |Iim
x—0 X

_0
0
.
M ICER)) Ry =%=1

x—0 (_x)' x—0 1

|
Entéo, pela regra de L"Hépital, Iing — =

o In(x+1 o In(x+1
lim ( )=I|m ( )
-0 x4+ x x>0 x x+1 x—1 X x—1 x+1

= 1x
por2.1. Q0 +1

In(x+1) 1

Entéo, lim
x—0 X

sinx

Entéo, pela regra de L'Hépital, Iing =1.

X
x+e" sex<0
f(x)= x—2sinx
X

sex>0
f(0)=0+e°=1

lim f(x)=lm (x+e")=0+e’ =1

x—0" x—0"

lim f(x): lim im(x)=|im (f_ZSinJC)
x—0" N X 0 2 N

— lim (1—25'nxj=1—2Iim SINY 2k 1=—1

x—0 X x—>0 x por3.1.

Como lim f(x)# lim f(x), ndo existe I|_r2 f(x).

x—>0" x—0"
Logo, fé descontinuaem x=0.

Assim, a fungéo f é descontinua.

|
Coluna D: lim %:f; a>1e peN\{0}
X—>+0 X o0
1
lo !

LA C)) . dna _jm 1 _ 1 _g
X+ (xP)‘ X—>+0 p_xp X+ pxplna 400
Entéo, pela regra de L'Hépital,

lim M:O; a>1ApgN.
X—>+0 X

. 3x° . 3 3 3

lim = lim = =~ = 4o
X—>+p0 |ngx X—>+p0 |ngx lim |ngx o

3

X X—>+0 X

4. Funcdes Il

X

Entao, pela regra de L'Hbpital, lim 2 =+400.

x40 X

. Y
lim —=—
X400 o0

X

Entéo, pela regra de L'Hépital, lim 2—2 =+00.

X—>+0 X
lim —:=—
X400 X o0
lim (zx)': lim 2‘In2:g
X—>+0 (x3)' X—>+0 3x o0
i (2'm2) 27(in2)° o
X—>+00 (3x2)' X—>+00 X 0

2°(In2)" ) x 3

lim ( ((Gn) ) -~ ('6“2) - 40
X—>+0 X X—>+0

X

Entéo, pela regra de L'Hépital, lim 2—3 = +o0

X0 )

Atendendo aos resultados obtidos em e
fazendo uma generalizacdo, podemos fazer a
seguinte conjetura:

x

. a
im — =40, coma>1ApeN

X—>t0 X

5
. _ .x 1 1
lim (x*e™)= lim = = =
X—>+0 X—>+0 ex . ex +00
lim —

Pagina 119

x—0 3 X x—0 3 X 3 x—0 X
—_—
limite
vetorial

. xcosx+sinx . XxCosx Sinx
lim =lim +
x—0 X x>0 X X

. . sinx
=limcosx +lim ——=1+1=2
x—0 x—0 X

- =
limite notavel
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4. Funcdes Il

xtin(x+1]  x+2in(x+1) Pagina 120 — Pratica
lim =lim =
x—0 X x—0 X
f(x)=2x+3, =x*+2 e h(x)=(x-1)
~lim [1+2'"("+1)j=1+2|in3 LGRS BPPIIE (x)=2x+3, g(x) = (x)=(x-1)
X x X x
limite notavel |||'11 f(x): Ilr‘[l (2x+3)=2><(—oo)+3=—oo
fim 2Ty [ I
ey ekl Ty )T lim g(x)= lim (+*+2) = (-1 +2=3
. . Inx
= XILToo x? +XILToo 7 =+00+0=+w XILIEC h(x) _ xli_)rEC (x_1)2 _ (_00)2 — 4w
lim (x7#37) = lim i:=+w im 1 im 1
X—>+0 X400 ) oo f(_x) v x4 3 oo
3 X
im 2 _j [5)_ lim -2 —jim —2_-_2 __2 _g
M T T FEG) () () e
limite notavel
o lim (g(x)+h(x))= im (x2+2+(x=1)") =40+ (40)
oxet e lime™ 4 ' '
lim <5 =im Snx =i=1 =t
x> s|nx X—> ||m :
x :H? S'pxl im (x)=|im 2x+3 =2><1+3=£=+OO
x=>1 h(x) x—>1" (x—'])z (1—1)2 O+
. Inx-e* . Inx . €'
lim ——— = lim T lim = =0—(+%) =-o
X—>+0 X X—>+00 X—>+00 . .
limite notavel  limite notavel lerEc (f(x)x g(x)) = XILrEO ((2x+3)><(x2 +2)) =
. e¥-1 0 - _
| - =(—0)x(+0)= -0
i & =10 CONT
i (esx—1'_|. 5> 5x1 5 |img(x)=|im ¥ +2 _3_
XI_I’E (3x)' _\I—r;rC]) 3 —T—g x—1 h(x) x—1 (X—1)2 0+
Entao, pela regra de L'Hébpital, lim e 1 =§
' "0 3y 37 f(x)=¢€"e g(x)=|n(x2+1); D,=D, =R
. X
i 5x_sm(5j_0 lim - lim -1 oo
M 0 e f(x)+1 o @' 41 4o
£5x—sin[;)]' —5—%003[%) lim f(x) —lim e’ =i=+w
L T “9g(x) oin(x*+1) 0
'5'%” 1.9 jim L)y &1
=f=5—5=5 X—>+0 f(x)+1 X—>+00 ex+1 o0
Entao, pela regra de L"Hépital, (e* _1), . .
5e_sin[ X lim = lim == lim = fim 1=1
. X 2 9 X—>+00 (e +1) x>t @ x>+ @ X400
lim =—.
0 X 2 Entdo, pela regra de L Hopital,
||m In(1+x2):9 "m f(x)—'l_ Ilm ex_1_1
x—0 x2 0 X400 f(x)+1 T oo e’ +1 -
2x
In(1+ x2))’ .
Iim( ( ))=Iim1+x2=lim LI O S
-0 (x ). >0 2x =01+ x> 1+0 oot g(x) oyion In(x2+1) oo
_In(1+x%)
Entéo, pela regra de L'Hépital, Im(]) 3 =1
X—> x
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f(x)=x3—x2, g(x)=2x2+3 e h(x)=(x—1)2

. f(-x) . x3 —.XZ . .X3 . X
lim —==lim ————=1Im — = lim >=-w
X—>—0 g(x) X—>—0 2x +3 X—>—0 2x X—>-0 2

A funcéo ftem maior magnitude do que g em —co.

iim 1) _

x—1 (X =1 x° — x

A funcéo h tem menor magnitude do que fem 1.

og(x) o2x*+3 . 2x%43 2y
lim = lim =1 5 = lim
x>+ h(x) x>+ (x _ 1) xoto X< —2x+1 xoto x

=lim 2=2

X—>+0

As funcdes g e h tém a mesma magnitude.

Processo 1: Aplicar a Regra de L'Hépital:

. e'-1 0
lim ——=—
=0 sinx O
eX_1 1] x
Iim( : )=Iim e 14
0 (sinx)" x>0 cosx 1
~ A . e -1
Entao, pela regra de L'Hépital, lim —— =1.
-0 sinx

Processo 2: Recorrer aos limites notaveis:

e -1 lim e -1
. e - . 1
lim ——=lim —X— =% X __-_1
x>0 sinx x»0 SINXx lim sinx 1

X -0 x

Processo 1: Aplicar a Regra de L'Hépital:

lim x-sinx _0
x—0 2x O
(x—sinx)’ 1-cosx 0

=i =— =
o (22)' m 2

x—sinx _

0.

Entao, pela regra de L"Hopital, lim
x—0 2)(

Processo 2: Recorrer aos limites notaveis:

lim x—sinx —lim (L_Sinxj=
x—0 2x x—0 2x 2x
Sima-dgm S 1T g

x—0 2 2 x—0 X 2 2
Processo 1: Aplicar a Regra de L’'Hépital
(x+ 1) 9

. In
lim ——~ =
=0 e*-1 0

lim (In(x+1))'=lim x1_ 1y
x—0 (ex_’])' x>0 el 1

|n(x+1)
e’ -1

Entéo, pela regra de L"Hépital, Iing =1

4. Funcdes Il

Processo 2: Recorrer aos limites notaveis

|n(x+1) . |n(x+1)

|

LGS D S

et e el er-1 1
X x—0 X

Processo 1: Aplicar a Regra de L’'Hépital

2
. _ . X [oe]
lim (x23 X): lim =—=—
o0

X—>+00 x>0 3*

Pl R S )
e (37) e 33 o (37 In3);
2 2

= lim —= =

¥owo X (In3) +o0

Entao, pela regra de L"Hépital,
2

lim (x*37)= lim -0

X—>+0 X—>+0 3)"

Processo 2: Recorrer aos limites notaveis

2
. _ X . 1 1 1
lim (x23 ’“)= lim == lim — = -1 _p
X400 x—+0 3¥ x>+ 3° . 3" +00
— lim —
_'x X—>+0 X
-e™ 0
lim =—
x—0 3x 0
(1) e o
lim li
x—0 ( x)' x—0 3 3
_ —2x 2
Entao, pela regra de L"Hébpital, lim =—
x—0 3X 3
. e"+Inx . e’ . Inx
lim = lim = +lim —- =+0+0 =+
x—0 X x>0 x x=0 x

=X
limite notavel  limite notavel
Os resultados sdo iguais aos apresentados, pois

2 ~ 0,6667 .
3

f(x)=e’x, g(x)=|nx e /‘I(x)=x2

lim f(x)=|_ing ev=1e Iing h(x)= I_ing ¥?=0%=0

x—0

Logo, lim (f(x)+h(x))=1.

limf(x)=lime™*=e" =

x—>1 x—>1

e lim h(x)=lim x* = =1

x—>1 x—>1

D= O

Logo, lim (f(x)x h(x)) =
lem g(x):lj_rg (Inx)=In1=0 e
le h(x)zlxim ¥ =1 =1

Logo, lim (h(x)-g(x))=1.
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lim f(x)=lim e™*=+w e lim h(x)=lim x* =+

X—>—0 X—>—0 X—>—0 X——0

im 20 _ i 2 i (x%€*) = (+90) x (+0) = +a0

X——0 f(_x) X—>—0 e—x X—>—0

h(x)

Entao, pela regra de L"Héopital lim f( =400,
X——0 X
f(x)=55=C . p,—r\{0}
X
Por observagéo grafica estima-se que
lim f(x)=+oo e lim f(x)=—oo.
x—0" x—0"
. . cosx—-e" O
lim f(x)=lim ———=—
x—>0" (X) x>0~ X2 0
_(cosx-e€*)'  sinx-e* -1
x—0" (x2 ) ! x—0" 2x 0_
Entao, pela regra de L"Hépital,
. . cosx—e"
lim f(x)= lim ———— =+4o
x—0" (X) x—0" XZ
. . cosx—-e" O
lim f(x)=lim ——=—
x—0T (X) x—0" X2 0
_(cosx—e*)  ginx—e -1
lim ~——+=lim ———=—=-
x—0" (x2 )' x—0" 2x 0

Entao, pela regra de L"Hépital,

. . cosx—e"
lim f(x)=lim ———=—»
x—0" x—0" X

As estimativas efetuadas em confirmam-se,

pois lim f(x)=+0 e lim f(x)=-w.
x>0~

x—0"
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f(x)=—>—-3; D,=R\{-1)

(x+1)

e lim f(x)= lim ( S —3]=£—3=—oo

x—>-1" xotm \x+1 0

lim f(x)= lim (i—3)=3—3=+oo

x—>—1F oo tt \x+1 0+
Donde se conclui que a reta de equagéo x=-1
¢é assintota vertical ao grafico de f.

o lim f(x)= lim (i—3)=i—3=—3

x40 x—+0 \ x +1 400
lim £(x)= lim (%—3):3—3 -3
x—>—» x—-o x4+ —o0

Donde se conclui que a reta de equacgéo
y =-3 é assintota horizontal ao grafico de f.

4. Funcdes Il

lim £(x)= lim ( & +2j=3_+2=-oo

x4 x4 \ X — 0

x—4" ot \x—4

lim f(x)= lim ( 3 +2)=0i:+2=+oo

Areta de equacdo x =4 ¢é assintota vertical ao

grafico de f.

lim £(x)= lim (%+2j=i+2=2
X—>+o0 x>0 \ X — +00

lim £(x)= lim ( 34+2]=i+2=2
—o0

X—>—0 X—>—w0 X —
Areta de equacdo y =2 ¢é assintota horizontal
ao grafico de f.

4

f(x)=——+5; D, =R\{3}

f(x)=

- X

lim f(x)= lim ( 4

x—3" -3 \3—x

+5)=i+5=+oo
0+

lim f(x)= lim ( 4 +5j=i_+5=—oo

x—3" x—>3" 3 - X 0

Areta de equacdo x =3 é assintota vertical ao

grafico de f.

. . 4

lim f(x)= lim ( +5)=—+5=5
X—>+o0 X—>+0 —-X —0

lim f(x)= lim ( 4 +5)=i+5=5

X—>-0 X—>-0 3 —-X —+00
Areta de equagdo y =5 ¢ assintota horizontal
ao grafico de f.

-2 B
x+3

4; D =R\{-3}

lim £(x)= lim (‘2 _4j=;?_4=+0o
x—>-3" x—>-3" X+3 0

lim f(x)= lim ("2 —4):3_ =—»

x—-3" 3t \Xx+3

Areta de equacdo x=-3 é assintota vertical

ao grafico de f.

lim £ (x) = lim ( = _4)=£_4=_4
X400 x>0 \ x4+ 3 400
. . 2
lim f(x)= lim ( —4)=7_ =4
£ e x+3 —o

Areta de equacdo y =—4 é assintota

horizontal ao grafico de f.
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X —
Aplicando o algoritmo da divisédo, tem-se:
£A+0[x-2

A +21
2

Logo, g(x)=1+x_2 .

2 2
lim = lim |1+ =1+==-
* x—27 g (X) x—2" ( X — 2] 07 *
2 2
lim = lim |1+ =1+—=+
2t g(x) x~>2+( x_zj 0 0
Areta de equacdo x =2 é assintota vertical ao
grafico de g.
2 2
o lim = lim |1+ =1+ —=1
X—>+0 g(X) X—>40 ( x—2j 400

2 2
lim = lim |1+ =1+—=1
X——0 g(X) X—>—o0 ( x_zj —00
Areta de equacdo y =1 é assintota horizontal

ao grafico de g.
Assim, as coordenadas do ponto de intersegcéo

das assintotas ao grafico de g séo (2,1).

h(x)
Aplicando o algoritmo da divisédo, tem-se:

2% +3|x+1

25 -2 2
1

=2x+3 : thR\{_1}

x+1

1
x+1

Logo, h(x)=2+

e lim h(x)= lim [2+LJ=2+1_=_00
x—-1" x—>-1" x+1 0

lim h(x)= lim (2+i)=2+i=+oo
x—-1t x—-1t X +1 0+
Areta de equacdo x=-1 é assintota vertical

ao grafico de h.

e lim h(x)= lim (2+

X—>+0 X—>+0

! j=2+i=2
x+1 +00

lim h(x)= lim (2+Lj —2+ 2
¥ ¥ x+1 —0
Areta de equagdo y =2 é assintota horizontal

ao grafico de h.

4. Funcdes Il

e Assim, as coordenadas do ponto de intersecéo

das assintotas ao grafico de h sao (-1, 2).
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e y=-1 é assintota ao grafico de f, quando

X —> —0,

Logo, lim f(x)=-1, ouseja, lim f(x)+1=0
e y=4x+1 é assintota ao grafico de f, quando

X —> +®

Logo, lim (f(x)-(4x+1))=0, ou seja,

X—>+00

lim (f(x)-4x-1)=0.

e Donde se conclui que:
(A)F; (B)V; (C)F; (D)F; (E)V
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e
— sex<0
f(x)=1 7 D, =R
X—“L?’sexzo
x+1
0%+3
0)= =3
() 0+1
fim £(x)=tim &= =
x—0" x—>0" X O
2
lim £(x)=lim > 2 -3_3
x0T x—0™ x+1 1

A funcgdo fnao é continua em x =0, porque

lim f lim f(x).
xl—[?_ (x);txl—[?* (x)

O grafico de f pode admitir no maximo uma
assintota vertical porque fé continua em R\ {0}
Como lim f(x)=—»

x—0"
Conclui-se que a reta de equagédo x=0 é
assintota vertical ao grafico de f.

x2+3
. f(x . . x2+3
m = lim ()=I|m x+l gy 212
X—>+00 _x X—>+00 _x X—>+0 x +_x

.X2
= I|m 7=1

x40 X
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. . X+
lim (f(x)—mx): lim ( —x]
X+ X+ x+1
x4 3-x2—x 3 . —x
= lim = lim = lim —=-1
X—>+0 x + 1 X—>+00 x + X—>+0 x

Equacéo da assintota ndo vertical ao grafico de f,

quando x —» +w: y=x-1

eX
- f ox € 0
ImQ:Ilmi:Il —=—2=0
x—o>—o X x—>—o ) x—>—0 X +00

Se existir assintota ndo vertical ao grafico de f,
quando x —» —, entdo sera horizontal.

g(x)=5x+2e™; D, =R
Nao ha assintotas verticais ao grafico de g
porque a fungdo g é continuaem R .

lim (g(x)-5x) (5x+2e™ —5x)= lim (2¢™)=0

X—>+0 X—>+o0

- lim
Areta de equagédo y =5x é assintota ao
grafico de g , porque Iir(r)l (g(x)-5x)=0.

Para x > — o

y=mx+b,com m,beR

-x

5x+2e”
x

=5+ lim

X—>—0

e m=tm I8 jim

x—>—» X x—>—»

(2¢7)
S0
Entao, pela regra de L "Hébpital:

9(x)

X

X

-2 _

= lim =
1

X——0

m= lim =5+ (—0)=—o0
X——0
Como m ¢ R, conclui-se que nao existe assintota

néo vertical ao grafico de g, quando x —» — 0.
g'(x)= (5x+2e"‘)’ =5-2e"

lim g'(x)=lim (5-2¢)=5-2x0=5

X+ X—>+p0

Areta de equacdo y =5 é assintota horizontal ao

grafico da fungéo g’, quando x - + .

e metim 90, 52e7 @
X—>—0 X X—>—00 X 0
_(5-2e) . 2e
lim = lim =40

Entéo, pela regra de L'Hépital,
5-2e™
=400

X

m= lim

X—>—0
Como m ¢ R, conclui-se que o grafico de g’ ndo

admite assintota nao vertical, quando x —» — .

T(t)=18+62e™, ke R’

T: temperatura do cha, em °C
t. tempo apds ser servido, em minutos

T(5)=50 < 18+62e =50 < 62e % =32

&
31

Sendo k~0,13, entdo T (t)=18+62e " .

16

k=2 o Bk =In
31

e )@kz0,13

lim T(t)= lim

, , (18+62e°%*)=18+62x0=18
No contexto apresentado, significa que, com o
decorrer do tempo, a temperatura do cha

aproxima-se de 18 °C.
N&o. Basta pensar que pode haver a possibilidade
de a assintota intersetar o grafico da fungéo T.

-4t +5

, 20
2 +1

T(t)=

Assintota obliqua: y=mx+b, m,beR

T(t) _ lim -4t +5 lim t*

m=’|4|ﬂl [ t3+t _1‘4»+cct73=1
. . £ -4t +5
b=,'L'Il(T(t)‘mt)=,'Lrﬂc(tz+1‘t]
_ 2 _ _ 2
- lim ¥ -at 2+57F Eoim 20 4
[ t +1 tto f

Conclui-se que a reta de equagdo y=t-4 é
assintota obliqua ao grafico da fungéo T.
Pretende-se recorrer a tecnologia para saber
qual é a diferenca entre a temperatura dada
pela fungéo e a temperatura dada pela
assintota ao fim de uma hora.

Seja d a fungao definida por

d(t)=T(t)-(t-4).

KRN
a7y

Y]

rap [I] X

*Doc

£1(x)

2 sl
X 4-x°+5 _(.\’_4)

)
x i+l

1
\O( i
by

>

f1: (60, -0.014163 )

Entdo, d(60)~-0,014 .
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Assim, ao fim de uma hora, a diferenca entre a
temperatura dada pela fungéo e a temperatura
dada pela assintota ndo esta entre 0,01 e 0,02.

Pretende-se determinar graficamente as
coordenadas do ponto de intersegdo do grafico
da funcdo T com a assintota obliqua, ou seja,

resolver graficamente a equagéo T (t)=t-4.

Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:

XK *Doc rap [I] X
M1.26 v

\‘3—4- \’2"'5

rl('\-)=’—'

D
x“+1

X

b ~— 15.03

Donde se conclui que as coordenadas do ponto

de intersecéo pedido séo (9, 5) .
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Fx)=—

=— 4 D=E\{-4)

e Como fé continuaem R\{-4}, s6 areta de

equacdo x=-4 podera ser assintota vertical.

lim F(x)= lim —— =1 = o
x—>-4" x4 Xx+4 0
fim f(x)= lim —— = = s
x—>—4" x4t X+ 4 OJr

Areta de equacéo x=—4 é assintota vertical

ao grafico de f.

e |im f(x)=|im =—=0
X—>—0 X—>—0 x + 4 —w
lim f(x)= lim ! =i=0
x—>+00 x>0 x+4 400

Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal

ao grafico de f.

()

Como fé continua em R\ {-1} s6 a reta de

_x=-2,

x+1’

D, =R\ {-1}

equacado x=—1 podera ser assintota vertical.

lim f(x)=lim 2=2-"3_
x—>-1" ot x+1 0

(=52

4. Funcdes Il

lim f(x)= lim *=2-73

= =—®
x—>-1" o1t x+1 0

Areta de equacdo x =-1 é assintota vertical
ao grafico de f.

lim f(x)= lim *—

X—>—0 X—>—0 x+1 X0 x

lim £(x)= lim =2 = fim ¥ =1

X—>+0 X—>+0 x+1 X—>to

Areta de equacdo y =1 é assintota horizontal

ao grafico de f.

_2x-1

f(x)=5— D=R\(2)

e Como fé continuaem R\ {2}, s a reta de

equacdo x =2 podera ser assintota vertical.

lim f(x)= lim 2x+1_£_+00
x—27 x—27 2—x OJr
lim £(x) = lim 21_5 _
x—2t x—2t 2—X 0

Areta de equacdo x=2 é assintota vertical ao

grafico de f.
lim £(x)=lim 21 jim 22 o
X—>— X—>—0 2 - X X—>—0 —-X

Areta de equacdo y =-2 é assintota

horizontal ao grafico de f.

_1-3x

D, =R\{3}

Como fé continuaem R\{3} , s6 a reta de

equacdo x =23 podera ser assintota vertical.

lim £(x)=lim - =8 __
x—>37 x—>3" 6-2)( 0+

lim F(x)=lim 2o =8 _ .,
x—3" 3t 6—2x 0

Areta de equacdo x =3 é assintota vertical ao

grafico de f.

lim f(x)= lim 1=3x lim =3x 3
X—>—0 X—>—0 6_2x X—>—x0 _2x 2
lim f(x) = lim 1235 _ jjm =223
X—>+o0 X—>+o0 6_2x X—>+w0 _2x 2

Areta de equacédo y =% € assintota horizontal

ao grafico de f.
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3x2 -1

f = D, =R\{-2
(=210 -r\(2)
321 M

lim =—=+4©
x—>-2" X+2 0+

. 3x2-1 11

lim - =

x—>-2" x+2 _07 -

Como lim f(x)=+w e lim f(x)=—», conclui- -

x—>-2% x—>-2"
se que a reta de equacdo x=-2 é assintota

vertical (bilateral) ao grafico de f.

3x2+0x— 1]|x+2

-3x% - 6x 3x-6

-6x— 1
6x+12
1
11 1
F(x) = 3x— F(x)— (3x—6) =
(x)=3x 6+x+24:> (x)-(3x-86) 0
. . 1
| f(x)-(3x-6))=1 =0
Como im (F(x)-(3x-6))= fim =75 =0,

conclui-se que a reta de equacdo y =3x-6 é
assintota n&o vertical ao grafico de f, quando

x — +o equando x - — .

Sendo fuma fungdo continua de dominio ]—1, +oo[

e sabendo que o grafico de fadmite uma assintota

vertical, entdo a equacgado dessa assintota & x = -1

Areta de equacédo y =x+1 é assintota ao grafico

de fe P é o ponto de intersegdo das assintotas ao

grafico de f.
T T p(41,0)
y=x+1 y=0

A opcéo correta é a (D).
Sabe-se que aretade equacdo y=x+1¢é
assintota ao grafico de f, quando x — + .

Ent&o, lim (f(x)-(x+1))=0, ou seja,

lim (f(x)-x-1)=0.

X—>+0

A opcgéo correta é a (A).

X+ x
f(x)=x2+2 ; D,=R

e Como fé continuaem R, o seu grafico ndo

admite assintotas verticais.

De forma analoga se prova que lim

4. Funcdes Il

. f(x . X+ x Cx®
lim ( )=I|m = lim —=1
x>t x x40 x° 4+ 2x x>t X

3
lim (f(x)-mx) = lim (iz : > xJ

= lim 3 = lim = lim —
X—>+o X +2 X+ x +2 X—>+00 ¥
= lim —=
X—>+00 X

xo-o X

lim (f(x)-x)=0.Assim, conclui-se que a reta de

X—>—00

equagdo y =x é assintota ndo vertical ao grafico

de f, quando x — +» e quando x — — .

f(x)z x2+1

x+e*sex=0

; D,=R
sex<0
X

Como fé continua em |-, 0] e em |0, +oo[
s6 a reta de equacdo x =0 podera ser
assintota vertical.

lim f(x)=lim (x+e™)=1

x—0" x—0"
2
. oxt+1 A1
lim f(x)= lim =—=—»
x—>0" x—>0" X O

Areta de equacdo x=0 é assintota vertical ao

grafico de f.

. f(x I R
lim Q: lim ——=lim — =1
X—>+00 X X—>+0 X x40 x

lim (f(x)~mx) = lim ["2+1-x]= lim =0

X—>+o0 X—>+00 X X+ X

Areta de equacdo y = x é assintota ndo

vertical ao grafico de f, quando x — + .

im TG i 287 i (1+e_ ]=1+0=1

X—>—0 X X—>—00 X X—>+00 X

lim (f(x)-mx)= lim (x+e~-x)=lim e* =0

X—>—0 X—>—0

Areta de equacdo y =x é assintota ndo

vertical ao grafico de f, quando x — — .

f(x)=2x+|nx ; Df={xeR: x>0}=]0,+oo[

Como f é continua em ]0, +oo[ , s6 a reta de
equacdo x =0 podera ser assintota vertical.

lim f(x) = lim (2x+ Inx) =0 +(—oo) =—©
—0" x—0"

Logo, a reta de equacéo x =0 ¢é assintota

vertical ao grafico de f.
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o lim

x>+ X x—>+0

f(x) . 2x+Inx 2x Inx
—~ = lim =—=———=lim | = +—|=
X x

X—>+0 X

—2410im X 2,022

X—>t0 X

——
limite notavel

lim (f(x)—mx)= lim (2x+|nx—2x)= lim Inx = +o0

X—>+00 X—>+00

Logo, o grafico de f ndo admite assintota ndo

vertical.

2e*
f(x)=——; D,=R\{-1
(X) x+1 ’ f { }

e Como fé continuaem R\{-1}, s6 areta de

equacdo x=-1 podera ser assintota vertical.

-1
lim f(x)= lim 2¢’ 2e_ =—
x—>-1" x—>-1" _X+1 0
x -1
lim £(x)= lim 22 =28 _
xo-1" o1t x+1 0"

Areta de equacdo x=-1 é assintota vertical

ao grafico de f.

o dim Ty 260 0
romox ¥ x(x+1) +00
. . 2e" 0
| f(x)— = -—— -0
fim (F(x)—mx) = im —==—>

Areta de equacédo y =0 é assintota horizontal,

quando x —» — .

f(x .
Q= lim = lim = lim
X xo>+0 X X+1) x>+ T 4 x X—>+p 2[ 1)
x| 1+ —
X

x

. ef . 2
= lim — x=lim ——=+00x2=+©

X—>+0 X X—>+00
1+—

—_
limite notavel X

Logo, o grafico de f ndo admite assintota ndo

vertical, quando x — + .

sex<1
X— ;

In(ex) sex>1

f(x)=

D, =R

o Como fé continuaem |-, 1 eem |1, +o[, s6

a reta de equacdo x =1 podera ser assintota

vertical.

: 1 1_

lim f im —=—=-
xlj:l ( ) xI~I;T11 X — 1 0 ”
lim f(x)=lim (In(ex))=Ine=1

x—>1 x—>T"

Areta de equacdo x =1 é assintota vertical ao

grafico de f.

2e* . 2e* . 2e

f(x)=

4. Funcdes Il

lim £(x)= lim —— =0

X—>—0 X—>—0 x —
Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal

ao grafico de f, quando x > — .

e
im 7)o (&) () e
x>+ x x>+ X X—>+0 (x)' x—+0 1

=0
lim (f(x)—mx)=lim (In(ex)) =+

X—>+0 X—>+0
Logo, o grafico de f ndo admite assintota ndo

vertical, quando x — + .

-3sex<0

; D=R
———sex=>0
In(e+x) )

Como fé continua em |-, 0] e em |0, + oo,

s6 a reta de equacdo x =0 podera ser

assintota vertical ao grafico de f.

x—0"

1
lim f(x)= lim [ex —3]=o—3=—3
x—0"

2 2 2
lim f(x)=lim —< =% -“_
xﬂl (x)= xl_g]+ In(e+x)

Areta de equacdo x=0 n&o é assintota

vertical ao grafico de f.

1
lim f(x)= lim [e"‘—SJ=1—3=—2

Areta de equacédo y =-2 é assintota
horizontal ao grafico de f, quando x —» — .

. . 2 2
leer f(x) - xll—!'ﬂo In (e + .X) - E =0

Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal

ao grafico de f, quando x — + .

No maximo, o grafico de uma funcéo pode admitir

duas assintotas n&o verticais, uma quando

x — —o eoutraquando x - +w.
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D, =10, +o[ , tal que f(x)=0,5x+In(1-e™)

r:y=mx+b, mbeR
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f(x)

- tim ) 083 #In(1-e”)

x>+ X xX—>+00 X

xX—>+0 X

, In(1-e7) 0
=lim|05+—— |=0,5+—=0,5+0=0,5
+0

b= lim (f(x)-mx)= lim (0,5x+In(1-e*)-05x)

X—>+0

= lim (in(1-e*))=In(1-0)=0

r: y=05x

g: restricio de f ao intervalo [3, 10].
Pretende-se resolver graficamente a equacgéo
g (x) =26.

\\J 1.1 g *Doc RAD D b4
5.67 v

£2(x)=2.6 /

(5.21004,2.6)

D/ 10

£1(x)=0.5- x+ln(1—e_x)

%

-6.67
Entdo, x~5,211.

Substituindo x por 5,211 na equacgéo da assintota

ao grafico de f, tem-se:

y=0,5%x5211< y =26055< y ~ 2,606

A altura da agua no riacho, dada pela assintota ao
grafico de f, é, aproximadamente, 2,606 m.
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Por observacdo da representacéo grafica, parece
que a funcao f é continua no ponto x =-2

X’ -4
f(x)= xX+2
D,,=R\{—2}

Como -2 ¢ D, , a funcéo fndo é continua em

x=-2.
2 —
f(x)=x —4=(x 2)(x+2) =x-2ex=-2
x+2 X+2 ¥#=2
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f(x)=(x-15)°+e "™, D =R

4. Funcdes Il

Pretende-se verificar, utilizando a calculadora
grafica, se o grafico de finterseta o eixo Oy .
Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:

KRN *Doc o i] X

n4y X ()= « |+

(x—15x2.;

Zi TEZITT

-1. 2.68812..

0. 226.

i I 1. 196.

15 2 0 2. 169.
fl(x)=(x—15)2+e_100"‘. = 1aa ¥
—101 226. L

Ent&o, conclui-se que sim, o grafico de f

interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas
(0, 226).

Pretende-se verificar, graficamente, se a
funcéo ftem zeros, ou seja, resolver,

graficamente, a equagéo f(x)=0.

Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:

-5 1 (15,0) 30

-6.67

Entédo, x=15.
Graficamente, conclui-se que a fungéo f tem
um zero: 15.

f(0)=(0-15)*+&° =226

Assim, conclui-se que o grafico de finterseta o
eixo Oy no ponto de coordenadas (0, 226) .
Sabe-se que VxeR, (x—15)">0 e que

VxeR, e 0.

Donde se conclui que
VxeR, (x—15)2 +e " >0, ouseja,
VxeR, f(x)>0.

Assim, a funcéo f ndo tem zeros.
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Pagina 130 — Tarefa 8

L(x)=(5x-10)e®*; D=R"
L: lucro, em dezenas de milhares de euros.
x : tempo, em semanas, desde a assinatura do contrato
até ao prazo limite de entrega.
A: ponto de intersecdo do grafico de L com o eixo Ox

L(x)=0& (5x-10)e*® =0 = 5x-10=2< x=2
A(2,0) — Significa que 2 semanas apés a

assinatura do contrato, o lucro resultante desse
contrato € nulo.

Ll(x) - [(5x_10)e—0,08xj||

=(5x-10)'x &% + (5x-10)x (e **)'
=5xe " +(5x—10)x(-0,08¢ ™)
=e°%"(-0,4x+5,8)

L'(x)=0<e®®(-0,4x+58)=0<
< -0,4x+58=0< x=14,5

x 0 14,5 +o0

L'(x) + 0 -

L Ve L(14,5) N

L(14,5) ~ 19,593
Afunggo L & crescente |0;14,5] e decrescente
em |14,5; + oo .

A funcéo L tem um maximo absoluto,
aproximadamente, igual a 19,593.

B(14,5;19,593) — Significa que 14,5 segundos

apos a assinatura do contrato se obtém o lucro
maximo de, aproximadamente, 195 930 €.

L"(x) = (0,864 +0,032x) e *%

L"(x)=0 & (0,864 +0,032x)e > =0

< -0,864+0,032x=0< x= 0,864 S x=27
0,032
x 0 27 +00
L(x) | - 0 v
L A | L27) | U

L(27) ~14,416
Sendo C o ponto de inflexdo do grafico de L, entdo
C(27; 14,416) .

4. Funcdes Il

Lucro: 100 000 €
Prazo de entrega: superior a meio ano
Pretende-se resolver graficamente a condigéo

L(x)=10/\x>6.

4 1.1 |4 *Doc RADE] b4
25 v

fZ(‘\'H/_\
/ 4.97853,10) (35.0676, 10)
2

X
>
o 40

£1()=(5 x-10)- ¢ 0-08'x

=15

L(x)=10Ax>6< (xx5v x~35)Ax>6< x~35

Donde se conclui que a duragéo do tempo dado
para a producédo da encomenda foi de,

aproximadamente, 35 semanas.
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0,2x-2 -0,2x+2

e +e

f(x)=6,24+
OA: altura do 1.° poste; P(x, f(x))

x : distancia, em metros, de P ao 1.° poste.

f(x): distancia, em metros, de P ao solo.

A altura do 1.° poste é dada por f(0).

-2 2

e "+e

f(0)=6,24+ ~10

Pretende-se determinar a distancia entre os dois
postes. Para tal, temos de resolver a equacao

f(x) =10.

s v p0:2-X=2 =0.2 X+2
£1(x)=6.24+ -

£2(x)=10 h

(19.997,10)

X
01 25

Donde se conclui que x~20 v x=0.

Assim, a distancia entre os dois postes &,

aproximadamente, 20 metros.
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Para determinar as coordenadas do ponto do fio
que esta a menor distancia do solo é preciso
determinar o minimo da funcgéo f.

. O N O‘2e0,2x—2 _ O,Ze_0'2x+2

0,2x-2 -0,2x+2
f(x)= (6,24+ e *e J

2

— 0 160,2):—2 _ 0 1e—0,2x+2

fl(x) — O o O’1e0,2x—2 _O’1e—0,2x+2 — O o e0,2x—2 — e—0,2x+2
<02x-2=-02x+2<04x=4<x=10

X 0 10 20

f'(x) - - 0 + +

f 10 | N\ [ f10) | ~ | 10

f(10)~ 7,24
As coordenadas do ponto do fio que esta a menor

distancia do solo s&o (10;7,24) .

x5=20-7=13; y,=f(13)~ 7,425

Ye=8, Y —ys=8-7,425=0,575

0,578 m=57,8 cm~58 cm

A diferencga entre as distancias ao solo do passaro

que esta em R e do passaro que esta em S €,
aproximadamente, 58 cm.
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D, =]—1, +oo[; f(x)= 3|n(x+1)—2x
f(0)=3In1-2x0=0-0=0, logo 0 & um dos
zeros da fungao.

Pretende-se determinar o outro zero graficamente,
ou seja, determinar a solugéo ndo nula da

equagdo f(x)=0.

rap [I] X

i £1(x)=3- In(x+1)-2- x
0.5 %

- 2 g
’ (1.14d02,0) ’

M 1.1 |4 *Doc

~

-10

Donde se conclui que o valor arredondado as
milésimas, do outro zero da fungdo f é 1,144.

4. Funcdes Il

1
x+1

f'(x)=(3In(x+1)-2x)"=3x —2=

_3-2x-2 1-2x

x+1 x+1
, 1-2x
f(x)=0(:) " =01-2x=0Ax>-1x=0,5
X
X -1 0,5 +o0
f'(x) + 0 -
f Va f(0,5) Ny

A funcéo f atinge um extremo (maximo absoluto)
no ponto de abcissa 0,5 (ponto A).

FTX)=(1—2x),=—2(x+1)—(1—2x)x1 -3

1 (x+1) (1)

Vx e ]—1, +oo[, f"(x) <0
Logo, o grafico de ftem a concavidade voltada

para baixo em todo o seu dominio e ndo tem

pontos de inflexao.

e Como fé continua em ]—1, +oo[ , s6 areta de
equacado x=-1 podera ser assintota vertical.

lim f(x)=lim (3In(x+1)-2x)=-w0+2=-x

x—>—1" P
Donde se conclui que areta x=-1 & assintota
vertical ao seu grafico.

e Assintota ndo vertical: y=mx+b, m,beR

m— lim M= im 3|n(x+1)—2x=
X—>+0 X X—>+0 X

im [3In(x+1)_2xJ= im NG+

X—>+0 x x X—>+x0 x
3In(x+1))’ —

i GO i x21
X—>+0 X X—>+0

=0-2=-2

b= lim (f(x)-mx)=lim (3In(x+1)-2x+2x)

X—>+0 X400

= Iimoo (3|n(x + 1)) = +o0

Como b ¢ R, conclui-se que o grafico de fnao
admite assintota néo vertical.
Concluséo: O grafico de f s6 admite uma

assintota vertical, a reta de equacédo x=-1.
f(x)=x*-€*"+10 D, =R

f'(x) =2x— (—ez’*) =2x+e**
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fr(x)=2-€""

f'(x)=02-e*" =0 e’ =2 2-x=In2

< x=2-In2

X —00 2-1n2 +o0
f'(x) - 0 +
f a) f(2—|n2) U]

Apesar de a representacéo grafica da funcéo f ndo
evidenciar a existéncia de pontos de inflexdo, por
processos analiticos verifica-se que o grafico de f

tem um ponto de inflexdo de abcissa 2-In2 .
Pretende-se determinar graficamente o zero de f.

f(x)=0e x2-e>*+10=0

Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:

Entdo, x~-0,312 . Zerode f. -0,312

f(x)=x*-e™
r é a reta tangente ao grafico de f que tem menor
declive e é tangente no ponto A.

Alx, f(x))

O declive da reta tangente ao grafico de fem A é
dado por f'(x).

f'(x) = (xz - e'z")' =2x+2e™

Seja d a funcéo que a x faz corresponder o
declive da tangente em A.

Assim, d(x)=2x+2e?".

Pretende-se determinar o minimo da funcéo d.

d'(x) =(2x+2e’2*)‘ =2-4e%
d'(x)=0o2-4e> =0 e ™ =%@ —2x=|n(%)

< -2x=-In2 & x=%|n2

4. Funcdes Il

1
X — —In2 +o0
* 2

d'(x) - 0 +

d N d[%lnzj Ve

A funcéo d é minima quando x = %Inz .
Donde se conclui que a abcissa de A é %InZ .
f'(x)=2-4e™

f"(x)=0<:>x=%|n2

1
— —In2
X -00 2 +00
f"(x) - 0 +
f N f[llnzj )
2

Assim, o ponto A, de abcissa %InZ , € ponto de

inflexdo do grafico de f.
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Dy =], 3

A reta r é assintota (obliqua) ao grafico de f.

lim M=m,>0

xo-o X

A opcéo correta é a (B).

Por sabe-se que m, >0.

Por observacéo gréfica, sabe-se que b, >0.
A opgéo correta é a (C).

x2+5x-2
)=~

e Como fé continuaem R\ {3}, s a reta de

equacdo x =3 podera ser assintota vertical ao

grafico de f.
2
lim f(x)= lim 2 2¥=2_22_
x—>37 x—>37 X — 3 O
2
lim £(x)= lim * X2 _22_
x—3*" x—3" X — 3 O+

Areta de equacdo x =3 é assintota vertical ao

grafico de f.
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e Assintota ndo vertical: y=mx+b, m,beR

2 2
m— tim L) i XASIZ2_ ey ¥y
X—>—0 x X—>—0 x —3x X—>—00 x
. . 245x-2
b= Ilim (f(x)—mx)= lim X hox=e
i (7)== im 5252
Cim B2 i, 8 g

X—>—0 x_3 X0 X

f
De modo analogo se prova que lim UG e

X—>+00 X

lim (f(x)-x)=8. Entao, conclui-se que a reta de

equacdo y =x+8 é assintota obliqua ao grafico
de f,quando x - —o e quando x - +o.

Confirmam-se as respostas dadas em eem

Assintota ao graficode f. x=3 e y=x+8

D, =R*; f(x)= 20
X
f(x)=0®m=0Ax>0©5lnx=0/\x>0©
X

Shx=0Ax>0x=1Ax>0x=1
Zerode f. 1

- 2 2
X X

5
=xx-5Inxx1
f,(x)_LSInxj,= X _ 5-5Inx

X

F(x)=02 2" o, 1s0e
X

<hnx=1Ax>0x=¢e

X 0 e +00
f'(x) + 0 -
5
f /! = N
e
_Slne _5

f(e)

fé crescente em |0, e e decrescente em |e, + oo .

e e

f tem um maximo (absoluto) igual a g .

Assintotas verticais
Como fé continuaem R™, s6 a reta de equagéo
x=0 podera ser assintota vertical ao seu grafico.

5lnx -
_ ——o

lim f(x)=lim =—
x—>0" x—0" X O

Logo, a reta de equacdo x =0 é assintota vertical
ao grafico de f.

4. Funcdes Il

Assintota horizontal

. . 5lnx . Inx
lim f(x)= lim =51lim —=5x0=0
X—>+0 X—>+00 x X—>+00 x
—
limite notavel

Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal ao

grafico de f.

r(t)=%,com telo, 20

r. medida do raio, em metros
t: tempo ap6s o mecanismo ser ligado, em horas

Z(GO’ZH _ot (O,ZeO’ZH)) _ 021 (2 _ 0’41‘)

r'(t): (eo,zm)2 (eO,Zt—1)2 -
2-0,4t
e0,2171
r(t)=0 %:0@2-0,#:0:”:5
t | o 5 20
r'(t) + 0 -
r / 10 N
10
r(5) = ? = 10

ré crescente em |0, 5[ e decrescente em |5, 20] .

rtem um maximo (absoluto) igual a 10 e um
minimo (absoluto) igual a 0.

No contexto, significa que o raio dos circulos
aumenta durante as primeiras 5 horas apés o
mecanismo ser ligado, atinge o valor maximo de
10 metros (5 horas apo6s ser ligado) e a partir dai
comeca a diminuir até que o sistema se desligue.

Raio maximo: 10 m

Area do circulo =nr?; A . = 1x 102 =100n

A area maxima que o0 mecanismo consegue regar
é 100m m?.

.. 0,08t-08
r (t)=w, te]O,ZO[

r”(t)=04:>%=0@0,08t—0,8=0@t=10
t 0 10 20
r'(t) + 0 -
20
r A = U
e
r(10)=@
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O grafico de rtem um ponto de inflexdo de

coordenadas | 10, @
¥ e

t

raio

Raio: @
e

~170

2
Acirculo =7nX (@) = 40(2)7t
e e

A medida da area do circulo correspondente ao
raio quando o grafico tem um ponto de inflexdo é,

aproximadamente, 170 m?.
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N&o, apenas se sabe que a temperatura da Inés a
1:00 e as 2:30 foi 38 °C. Nao se sabe o que se
passou com a temperatura entre a 1:00 e as 2:30

Nao, apenas se sabe que a temperatura da Inés
as 2:30 foi 38 °C e as 4:00 foi 37 °C. N&o se sabe
0 que se passou com a temperatura entre as 2:30
e as 4:00.

Sim, porque a temperatura € uma fungao que tem
uma evolugéo continua. Se as 4:00 a temperatura
foi 37 °C e as 7:00 foi 39 °C, entéo entre as 4:00 e
as 7:00 atingiu todos os valores entre 37 °C e 39
°C. Logo, pode-se concluir que ha pelo menos um
instante entre as 4:00 e as 7:00 em que a
temperatura da Inés foi 38,5 °C.

Sim, nesta situagéo, se k € um numero entre (1)

e f(3), entdo existe ce |1, 3] , tal que f(c)=k.

Nao. Se k =g , entdo nZo existe c € |1, 3[ , tal que

g(c)=k.
N&o. Se k (3, 4], entéo nZo existe c e |1, 3] , tal

que h(c)=k.
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x*-x=5
Seja fa funcdo, de dominio R, definida por

f(x)=x4—x.

4. Funcdes Il

e Afuncao fé continuaem R porque é
polinomial. Como [-2, -1] < R, entéo fé

continua em [-2, -1].

o f(-2)=(-2)'~(-2)=18
F(-1)=(-1)'~(-1)=2
Entao, f(-1)<5<f(-2).

e Como fé continuaem [-2,-1] e
f(-1)<5<f(-2), pelo Teorema de Bolzano-
-Cauchy, conclui-se que existe ¢  |-2, -1, tal
que f(c)=5, ou seja, aequagdo f(x)=5 tem,

pelo menos, uma solugao no intervalo -2, -1[ .

e Afuncéo fé continuaem R porque é

polinomial. Como B 2} cR,entdofé

continua em B 2} .

4
o f23)[3) -(2]=5" 35625
2 2 2) 16
f(2)=2"-2=14
Entao, f(%j<5<f(2).
e Como fé continua em [% 2] e

f(%j <5<f(2), pelo Teorema de Bolzano-

-Cauchy, conclui-se que existe ¢ e E 2[ , tal

que f(c)=5, ou seja, a equagdo f(x)=5

tem, pelo menos, uma solugéo no intervalo

B4
9(v)-27%

-2X .p-r
x“+1
Pretende-se provar que a equagdo g(x)=-2 tem

g

uma solug&o no intervalo ]2, 3] .

e g écontinuaem R pois é o quociente de duas
fungdes continuas em R . Como [2, 3] R,

entéo g é continua em [2, 3].

3-2°
© 9@

3-3° 12

9(3)= 71 5 24

Entdo, g(3)<-2<g(2).
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Como g é continuaem [2,3] e
g(3)<-2<g(2), pelo Teorema de Bolzano-
-Cauchy, conclui-se que existe c < |2, 3[, tal
que g(c)=-2, ou seja, a equagéo g(x)=-2
tem, pelo menos, uma solugéo no intervalo
2. 3[.

A opc¢éao correta é a (C).

e gécontinuaem R e [%,1]:R,Iogogé

continua em B 1] .

Entdo, g(1)<2< g(%) .

Como g é continua B 1} eg(l)<2< g(%] ,
pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se
que existe ¢ e E 1{ ,talque g(c)=2,0u

seja, a equacgéo g(x) =2 tem, pelo menos,

~ . 1
uma solugéo no intervalo 5,1 .
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f(x)=2" e g(x)=x+7; D,=D, =R
f(x)=x+5<:)f(x)—x—5=0
Mostrar que a equagdo f(x)=x+5 tem, pelo

menos, uma soluggo no intervalo |-2, -1 equivale
a mostrar que a fungao h, definida, em R, por
h(x)=f(x)-x-5, tem, pelo menos, um zero no
intervalo -2, -1[ .

e hé continuaem R pois é a diferenca entre duas

fungdes continuas em R . Como [-2, -1]c R,

entéo h é continua em [-2, -1] .

4. Funcdes Il

h(-2)xh(=1)=(f(-2)+2-5)x(f(-1)+1-5)

=(4-3)x(2-4)=-2<0

e Como hé continuaem [-2,-1] e

h(-2)xh(-1) <0, pelo Teorema de Bolzano- -
Cauchy, conclui-se que existe ¢ € |-2, -1, tal
que h(c)=0.

f(x)=g(x)< f(x)-g(x)=0

Mostrar que a equagdo f(x)=g(x) tem, pelo

menos, uma solugao no intervalo ]—3, —2[ equivale

a mostrar que a fungao j, definida, em R, por

Jj(x)=f(x)-g(x), tem pelo menos um zero no

intervalo -3, -2].

e jécontinuaem R pois é a diferenca entre
duas fungdes continuas em R (fe g). Como
[-3,-2] =R, entdo j é continua em [-3, -2].

o J(=3)xj(-2)=(f(-3)-9(-3))x(f(-2)-9(-2))
= (8-4)x(4-5)=-4<0

e Comojé continuaem [-3,-2] e
j(-3)xj(-2) <0, pelo Teorema de Bolzano- -

Cauchy, conclui-se que existe ¢ € |-3, - 2|, tal
que j(c)=0.
9(x)
f(x)

Seja / a fungéo, de dominio R , definida por

e Afuncdo /é continuaem R pois é o quociente
entre duas funcdes continuas em R . Como

{—g, —1} c R, entdo | é continua em [—g —1} .

f[_ﬁj 22=\/§_4\/§

21
/(_§)= 2)_2 2 .M 10445

/(-1)=g('1)=g=3

Entao, /(—f 2<1(-1).

N | W
~—
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e Como /é continua em [—g —1} e
/(—%] <2<I(-1), pelo Teorema de Bolzano-

-Cauchy, conclui-se que existe c e }—g —1{ , tal

9(x)
f(x)

que l(c) =0, ou seja, a equacgéo =2 tem,

pelo menos, uma solugéo no intervalo ]—% —1[.

Pagina 137 — Tarefa 11

x2-2sex<-1
x+In(x+2) sex>-1

D, =R; f(x) ={
o fécontinuaem |-, -1 pois é polinomial.
e fé continuaem ]—1, +oo[ pois € a soma de

duas fungdes continuas em ]—1, +oo[ .

e fé continuaem x=-1 se existe lim f(x) ,ou

x—>-1

seja, se lim f(x)= lim f(x)=F(-1)
x—>-1" X

-1t

lim f(x)= lim (x¥*-2)=1-2=-1

x—>-1" x—>-1"
lim f(x)= lim (x+In(x+2))=-1+In1=-1
x—>-1" P

f(=1)= (-1 -2 =1
Entao, fé continuaem x=-1.
Conclusao: fé continuaem R .

e fécontinuaem R e [—g —%}cR , logo f

. . 3 5
é continuaem |——, ——|.
2 4

A
o ()0

e Como fé continua em {—g —ﬂ e

f(—gj <0< f(—%j , pelo Teorema de

Bolzano-Cauchy, conclui-se que existe

4. Funcdes Il

c e]—g, —%{ tal que f(c)=0, ou seja, a

funcéo ftem, pelo menos, um zero no

. 3 5
intervalo |-—, -— .
2 4

fé continuaem R e [—%,O]dR, logofé

continua em [—% 0] .

f A =—1+In —1+2 =—1+In 3 ~ —0,0945
2 2 2 2 2

£(0)=0+In2=In2~0,6931

Entao, f(—%j <0<f(0).
Como f é continua em [—% 0} e

f(—%j <0<f(0), pelo Teorema de
Bolzano-Cauchy, conclui-se que existe
ce }—% 0{ ,tal que f(c)=0, ouseja, a
funcao ftem, pelo menos, um zero no

intervalo ]—1 0[ .
2

fé continuaem R e [—g —%} cR,logof

. . 5 1
é continuaem |——, ——|.
4 4

f(_lj - _1+|n(zj ~ 0,3096
4 4 4
Entao, f(—ﬁj <0< f(—lj .

4 4

Como f é continua em —ﬁ, —1 e
4 4

f(—ﬁj <0< f(—lj , pelo Teorema de
4 4

Bolzano-Cauchy, conclui-se que existe
ce —E, A ,tal que f(c)=0, ou seja, a
4 4
funcéo f tem, pelo menos, um zero no
5 1

intervalo |-—, ——| .
4 4
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xX*-2sex<2

sex>2

X —

3
=P -2=- 3)=—"_=3
g()=r-2=-1eg(3) 35

Logo, g(1)<0<g(3).

N&o podemos concluir, por aplicacdo do Teorema
de Bolzano-Cauchy, que a fungdo g tem, pelo
menos, um zero no intervalo |1, 3[ porque a

fungdo g n&o é continua em [1, 3] dado que nZo é
continua em x =2 (basta repara que

lim g(x)=-+wx).
x—2"

=0Ax>2

g(x)=0<:>(x3—2=0/\x£2)\/

X —
equagdo
impossivel

@(x=3/§/\x£2)vxe@®x=%/§

Zero de g: Y2

f(x)=x+3H; D, =R

B

(x, f(x)); x>0
8(0.7(0)
A(x, O); x>0

AP+0OB —
A[OAPB]zTXOA

ﬁ=f(x)=x+31fx
f(0)=0+3"=3,logo B(0,3) e OB=3.

&=x; x>0

_x+37™+3 2+ +3x

X
2 2

Entao, g(x)
e gécontinuaem |0, +x[ e E 2} cR,logog

é continua em B 2]

2 i
3 [%) +%x372+3x%
. g£5j= S ~3,808
2 -1
g(2)- L +2x31+3x2 16 _, o0
2 3

Entao, g(%) <5<g(2).

4. Funcdes Il

e Como g é continua em B 2} e

g(%) <5<g(2), pelo Teorema de Bolzano-

-Cauchy, conclui-se que existe c e E 2[ , tal

que g(c) =5, ou seja, existe, pelo menos, um

valor da abcissa do ponto P pertencente ao

intervalo E 2[, para o qual a medida da area

do trapézio é igual a 5.
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2

¥ -1 sex<1
f(x)= x=1 ;Df=R

2x+Inx sex>1

lim 7(x) = fim ="~ im (Gt [CAR) (x+1)=2

x->17 x> X — x—>1" X — x->17
lim f(x)=lim (2x+Inx)=2+In1=2+0=2
1" xo1"

f(1)=2x1+In1=2

Como lim f(x)=lim f(x)=f(1), conclui-se que a

x>1 x>1"

fungéo fé continuaem x=1.

e fé continuaem ]—oo, 1[ por ser o quociente

entre duas fungdes continuas.
o fécontinuaem |1, + | por ser a soma de

duas fungdes continuas.
e fé continuaem x=1 (provado em ).
Donde se conclui que f é continua em R, porque é
continua em todos os pontos de R .

e fécontinuaem R e [—%,1]:]1%, logofé

, 1
continua em —5,1 .
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e Como fé continua em [—% 1} e
f(—%j <1<f(1), pelo Teorema de Bolzano-

-Cauchy, conclui-se que existe c e }—% 1{ , tal
que f(c)=1, ou seja, a equagéo f(x)=1 tem,

pelo menos, uma solugéo no intervalo }—% 1[ .

2-x sex<0

h(x)= xj—1 ; D, =R
—— sex=>0
x+3

h(x):O@(z_x=0/\x<0)v(x+1 =0szoj
X x+3

@(x=2/\x¢0/\x<0)v(x=—1/\x¢—3/\x20)
oSxedvxeldoxed

A funcéo h ndo tem zeros.

- 1+1 1
h(—2)=72=—2 e h(1)=m=§

Logo, h(-2)xh(1) = -2x = -1<0.

Nao é possivel aplicar o Teorema de Bolzano-
-Cauchy ao intervalo |-2, 1 porque h néo é
continua em [-2, 1] visto que n&o é continua em

x=0 (basta constatar que lim h(x) =—0).

x—>0"

f(x)= —In(%); D, =R

A: ponto de intersecéo do grafico de f com o eixo
Ox

P(x,f(x)); 0<x<x,

g: funcdo que a cada valor de x (abcissa de P)

faz corresponder a medida da area do tridangulo
[OAP] .

f(x)=o®—|n(%)=oAx>o@%=1m>0@x=4

A(4,0)

Assim, g(x)=

4. Funcdes Il

4><f(x)

=2f(x)= —2In(£) , com
2 4

O<x<4.

e Afungdo g é continuaem [0, 4[ e

[1.2]=]0, 4 , logo g é continua em [1, 2] .

g(1)=—2|n(%] =2In4~2,7726

g(2)=—2|n(%)=2|n2 ~1,3863

Logo, g(2)<2<g(1).

Como g é continuaem [1,2] e g(2)<2<g(1),
pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, existe
ce|t,2[, tal que g(c)=2, ou seja, existe um

ponto P, de abcissa pertencente ao intervalo

|1.2[ . para o qual a medida da area do triangulo

[OAP] éiguala 2.

f(x)=Inx e g(x)=3-x

D,=R' e D, =R

f(x)=3—x<:>f(x)+x—3=0
Mostrar que a equagéo f(x)=3-x temuma
solucéo no intervalo ]2, e[ equivale a mostrar

que a funcao h, definidaem R*, por

h(x)=f(x)+x-3 tem um zero no intervalo
2. ¢
e hé continuaem R* pois é a soma de duas
fungdes continuas em R*. Como [2,e]cR",
entéo h é continua em [2, e] .
o h(2)xh(e)=(f(2)+2-3)x(f(e)+e-3)
=(In2-1)x(Ine+e-3)=(In2-1)x(e-2)<0
—

v T
e Como hé continuaem [2,e] e h(2)xh(e)<0,
pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se que

existe c €2, e[ , tal que h(c)=0, ou seja, a
fungdo h tem um zero no intervalo ]2, e[ .
Logo, a equagédo f(x)=3—-x tem uma solugéo

no intervalo |2, ¢f .
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f(x)=g(x)<f(x)-g(x)=0
Mostrar que a solugdo da equagéo f(x)=g(x)
pertence ao intervalo |1, 2[ equivale a mostrar
que o zero da funcéo j definida, em R*, por
j(x)=f(x)-g(x), pertence ao intervalo |1, 2] .
e Afuncioj é continuaem R* pois é a diferenca
entre duas fungées continuas (fe g) em R*.

Como [1,2]cR", entéo j & continua em [1,2].

o J(Mxi(2)=(F(1)-g(1)x(f(2)-g(2))
(|n1 (3- 12))><(|n2 (3- 22))

——2x(ln2+1)<0

e Comojécontinuaem [1,2] e j(1)xj(2)<0,
pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se que
existe ce|1,2[ , tal que j(c)=0, ou seja, os
graficos das fungdes f e g intersetam-se num

ponto (A) pertencente ao intervalo |1, 2] .

Pagina 139 — Pratica

f(x)=x-Inx; D, =R"

f'(x)=(X—Inx)'=1_1=L4

X X

F(x)=00 1 0Ax>00x=1

X

X 0 1 +00
f'(x) - 0 +
f N 1 /

f(1)=1—|n1=1—0=1

f & decrescente em |0, 1] e crescente em
I+

ftem um extremo (minimo absoluto) igual a 1.

A funcgao f é continua em R* pois é a
diferenca entre duas fungbes continuas em

R*. Como [é ﬂ c R", entdo f é continua

1
. f(?

4. Funcdes Il

1 (1) 1 1
j=?_|n(§j=7_(_z)=§+2~2,1353

|n(1)=1_(_1)=1+1 ~13679
e e €

f(ijzi_

e) e

Logo, f(lj <15< f(izj .
e e

e Como fé continua em {iz 1} e
e’ e

f(;j <15< f( ) pelo Teorema de
Bolzano-Cauchy, conclui-se que existe

ce }iz 1[ ,tal que f(c)=15, ou seja, a
e’'e
equagdo f(x)=15 tem, pelo menos, uma

~ . 1 1
solugéo no intervalo |—, —| . Como no
e’ e

. 1 1 . px
intervalo |—,—| afungdofé
e’ e
decrescente, entdo essa solugéo € unica.

Assim, a equagdo f(x)=15 tem uma Unica

~ . 11
solugdo no intervalo | —, —| .
e’ e

e Afungéo fé continuaem R* pois é a
diferenca entre duas fungdes continuas

em R*.Como [1,e]cR", entdo fé
continuaem [1, e].

. f(1)=1—|n1=1—0=1
f(e)=e-Ine=e-1~17183
Logo, f(1)<15<f(e)

e Como fé continuaem [1,e] e
f(1)<15<f(e), pelo Teorema de

Bolzano-Cauchy, conclui-se que existe

celt, e talque f(c)=15, ouseja, a
equagéo f(x)=15 tem, pelo menos, uma
solugdo no intervalo |1, e[ . Como no
intervalo |1, e[ a fung&o fé crescente,

entdo essa solugdo é unica.

Assim, a equagéo f(x)=15 tem uma Unica

soluggo no intervalo |1, e[ .
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fe g sao fungdes, de dominio R, continuas em R .

[a.b],com a<b.

Sabe-se que f(a)=b, f(b)=a, g(a)=a-b e
g(b)=b-a.

e Afungio g-f é continuaem [a, b] pois é a

composta de duas fungdes continuas (f &

continua em [a, b] e g é continua em
[f(a» 1(6)].
of)(a)=g(f(a))=g(b)=b-a>0 (pois a<b)
of)(b)=g(f(b))=g(a)=a-b<0 (pois a<b)
Logo, (g-f)(a)x(g-° f)(b) <0
e Como (g-f)é continuaem [a, b] e
(g-f)(a)x(g-f)(b) <0, pelo Teorema de
Bolzano-Cauchy, conclui-se que existe ¢ < |a, b[ ,
talque (g-f)(c)=0, ouseja, afungdo g-f

tem, pelo menos, um zero em |a, b| .
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Df=]0,+00[ e f(x)=x3+x—3.
c é o Unico zero de f.

Pretende-se mostrar, recorrendo ao Teorema de
Bolzano-Cauchy, que c pertence ao intervalo

|1.2[ . ou seja, que a equagdo f(x)=0 tem

solugdo em [1,2].

e fécontinuaem |0, + o pois é polinomial. Como
[1.2] =]0, +o , entdo f& continuaem [1, 2] .

. f(1)=13+1—3=—1
f(2)=23+2—3=7
Logo, f(1)<0<f(2).

e Como fé continuaem [1,2] e f(1)<0<f(2),
pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se
que existe c € |1, 2[ tal que f(c)=0, ou seja,
a fungéo ftem, pelo menos, um zero em |1, 2] .

Como ftem um s6 zero, que é c, entdo
Cce ]1, 2[ .

4. Funcdes Il

Pretende-se recorrer ao método da bissecéo

e encontrar um intervalo |a, b| tal que
1
cela,b[ e b—a=§.

Por ,sabe-se que ce|1,2[.
Seja m, o ponto médio de |1, 2[ .

_1+2_§
2 2

3
f(m1)=f(§]=(§] 1 3.3.27,3 515
2) \2) 2 8 2 8

Como f(1)x f(g) <0, conclui-se que ¢ e }1, g[ )
. L 3
O intervalo pedido & |1, 2

Pretende-se recorrer ao método da bissecao

e encontrar um intervalo |a, b| tal que

cela,b[ e b—a=1.
4
3
Por , sabe-se que c e 1,E .

Seja m, o ponto médio de ]1, g[ .

3
f(mz):f( ]:[Ej 5. 3.125.5 4 13
4 64 4 ~ 64

Como f(1)x f(%j <0, conclui-se que
ce :|1, §[ .
4
. o 5
O intervalo pedido & }1, Z[ .

Pretende-se recorrer ao Método da Bissecao

e encontrar um intervalo |a, b| tal que

1
cela,b[ e b—a—g.

Por , sabe-se que c e ]1, g[ .

Seja m, o ponto médio de ]1, %[ .
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729 9 ,

_729 9 _ 231
512 8

512

()5

Como f (gj X f(%j <0, conclui-se que

95
ce = .
8 4

O intervalo pedido & F, §{ .
8 4

Aequacédo x+2Inx=0 tem uma solugéo

pertencente ao intervalo E 2[ .
Seja fa fungéo definida por f(x)=x+2Inx.
Sabe-se que existe c e E 2[ , tal que f(c) =0.

Pretende-se recorrer ao método da bissecdo e
encontrar um intervalo |a, b , tal que cea, b[ e

b-a<04.

e Seja m, o ponto médio de E 2[.

%+2
m, = 5 =

. f(m1)=f(i)=%+2m(%)>0

f 1 =1+2In 1 =1—2In2<0
2) 2 2) 2

f(2)=2+2In2>0

ENINS)]

e Seja m, o ponto médio de E %[

Como f 1 xf 7 <0, ce 1,1 .
2) "3 2’8
Amplitude do intervalo |- 7| - Z-1_3 _0375
2’88 2 8

0,375<0,4

Um intervalo que satisfaz as condi¢des do

. .17
enunciado é |—, —| .
}2 8{

4. Funcdes Il
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X -5x=1<x*-5x-1=0
Y —9oX—

f(x)=x*-5x-1.fécontinuaem R .

xe|,3[: f(x)=0— f temumzeroem [1, 3.

Valor de Valor de Sinal de Valor de
f(a) f(b) f(a)xf(b) x,€la, B[
f(1)=—5 f(3)=11 - ]1,3[
f %}_3 f(1)=-5 .
.3
f Ej=—3 F(3)=11 -
2
f(2,5)=2,125 f(2) _
]2;2.5]
f(2,5)=2,125 f(3) +
55
f(2,25)=-— f(2
@25)=-2. | f(2) :
]2,25;2,5[
55
f(2,25)=-— (2,5 _
267
f(2,375)==—— f(2,25 _
]2,25; 2,375[
267
f(2,375)=—— (2,5

Valor aproximado Erro inferior a
or:
i 64|
defeito | excesso
1 3 2 unidades
2 3 1 unidade
2 2,5 0,5 unidade
2,25 2,5 0,25 unidade
2,25 2,375 0,125 unidade
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Valor aproximado de x, por defeito, com erro
inferior a 0,2: 2,25
Valor aproximado de x, por excesso, com erro

inferior a 0,2: 2,375
Recorrendo ao recurso associado a esta pagina,
sabe-se que valores aproximados de x,, por

defeito e por excesso, com erro inferior a 1072

séo, por exemplo, 2,32 e 2,34.

Designemos por n o nimero de iteragdes (neN).

Pretende-se determinar o menor valor de n de
modo que 2x2—1n <107,

1 .05 2 1
2" 2" ~1000

<2000 <2" < n>log, 2000

Como log, 2000 ~ 10,96578 , conclui-se que o
menor valor de n para que a amplitude do intervalo

seja menor do que 107 & 11.

Assim, a opgéao correta é a (B).
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f(x)=0, sendo f(x)=x-3Inx.
A(1,0)

Fx)=1-2

X

x,: aproximacao resultante da 1.2 iteragéo

A(1,0) e x, =1

B: ponto do grafico de f que tem abcissa igual
adeA

B(1.f(1)) f(1)=1-3In1=1-3x0="1
B(1,1)

Declive da reta tangente em B:

m=f10=1_%=_2

B(1,1)
y=-2x+b > 1=-2+b< b=3

Equacado da reta tangenteem B: y =—2x+3

4. Funcdes Il

A, : ponto de intersecéo da reta tangente ao

grafico de f no ponto B com o eixo Ox
0=-2x+3 & x= 3
2
(2
2
x,: abcissa do ponto A,

Entéo, x, =% ,ouseja, x,=15.

n+1 n f’(xn)
) f(x,) f(15)
E =x = =15-
ntao, x, = x, Fl) > F(15)
1,5-3In(1,5)

-15- =3-3In(1,5) ~ 17836

O valor de x, arredondado as décimas é 1,8.
Calculo auxiliar: f(1,5)=15-3In(1,5)
3

h

=1-2=-1

f'(15)=1-
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f(x)=0,sendo f(x)=x"-3x+3

ftem um e um so zero.

f admite extremos nos pontos de abcissas -1 e 1.

Como a fungéo f admite extremos nos pontos de
abcissas -1 e 1, entdo a escolha de um ponto A

de coordenadas (x,,0), no 1.° passo da

aplicacado do método é uma ma escolha se

xo € {~1,1} pois, nesses casos, a reta tangente ao

grafico de f nos pontos de abcissas -1 e 1 é

horizontal (n&o interseta o eixo Ox).

A(—%, 0) — ponto de “partida” para aplicagéo do
Método de Newton-Raphson.

x,=-15  B(-15;f(-15))

f(-15) =(—1,5)3 -3x15+3=4,125 . B(-15; 4,125)

f'(x)=3x2 -3
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f'(~1,5) = 3x(-15)° -3=3,75

Declive da reta tangente ao grafico de fem B: 3,75

B(-15; 4,125)

y=375x+b — 4125=-5625+b< b=9,75
Equacao da reta tangente em B: y =3,75x+9,75
0=3,75x+9,75 =< x=-2,6

A(-26;0) e x,=-26

Sabe-se que x,,,=x, — :'((xn)) .
xn
Ento, v, =501 __pq_ f(:26)
f'(x) f (—2,6)

f(-2,6)=(-2,6)’ ~3x(-2,6)+3=-6,776

f'(-2,6)=3x(-2,6)" ~3=17,28
Donde se conclui que:

6,776
17,28

X, =-2,6 , ou seja, x, ~—-2,208
Executando o programa em Python, obtém-se
—2,1038 (por excesso) ou —2,1039 (por defeito)

para valor aproximado da solugéo da equacgao

inicial com quatro casas decimais.
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x=3Inx,com x>0

x=3Inx< x-3Inx=0; f(x)=x—3|nx
f(x)=0,sendo f(x)=x-3Inx (D, =R")

e Afuncdo fé continuaem R* pois é a diferenca
entre duas funcgbes continuas em R*. Como

[4,5]cR", entdo fé continuaem [4, 5] .

o f(4)=4-3In4~-0,15888
f(5)=5-3In5~0,17169
Logo, f(4)<0<f(5).

e Como fé continuaem [4,5] e
f(4)<0<f(5), pelo Teorema de Bolzano-
-Cauchy, ce]4, 5[, tal que f(c) =0, ou seja,
aequagdo f(x)=0 tem, pelo menos, uma

solugéo no intervalo |4, 5[ .

4. Funcdes Il

=0,25=2,5x10"

4,75-4,5

[4.5; 4,75[ ;
Os extremos do intervalo ]4,5; 4,75[ sao
valores aproximados de s com erro inferior a
2,5x107". Aopg&o correta é a (D).

Erro inferiora 5x1072

5x107? =5x0,01=0,05

Ja, b f(a) f(b) f(#)
14,5 -0,158 883 | 0,171686 | -0,012232
14.5: 9] -0,012232 | 0,171686 | 0,075566
|4.5; 4,75 -0,012232 | 0,075566 | 0,030571
]4.5; 4,625 -0,012232 | 0,030571 | 0,008 888
]4.5; 4,5625] -0,012232 | 0,008 888 | -0,001744
]4,563125; 4,5625] | -0,001744 | 0,008 888 | 0,003 554
[b-a]
1
0,5
0,25
0,125
0,0625
0,03125

|b-a=0,03125 <5x10°2

Assim, os extremos do intervalo
]4,53125; 4,5625[ s&o valores aproximados

de s com erro inferiora 5x1072.

f(x)=2x—x3; D, =R,com x>0

fé continua em R pois é a diferenca entre
duas fungdes continuas em R . Como

[0,2] =R, entéo f & continua em [0, 2] .
£(0)=2"-0° =1
f(2)=22-2°=-4

Entao, f(2)<0<f(0).
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e Como fé continuaem [0, 2] e
f(2)<0<f(0), pelo Teorema de Bolzano- -
Cauchy, conclui-se que existe c < |0, 2[, tal
que f(c) =0, ou seja, a fungao ftem, pelo
menos, um zero no intervalo |0, 2[ .

Os extremos do intervalo na 3.2 iteragdo

Séo 1,25e 1,5.

102 =0,01

Sabe-se que o processo iterativo termina
quando os extremos do intervalo |a, b[ forem
valores aproximados do zero da fungéo, com
erro inferiora 1072,

Recorrendo a aplicacdo GeoGebra associada

a pagina 142 do manual, conclui-se que
a=13671875 e b=1375...

Pagina 145 — Pratica

f(x)=05x>—e""-2

A1(—4, O), Az(—1, 0) e A3(1, 0)
f'(x)=x—-e""
f'(-4)=—4-e®; f'(-)=—1-e? e f'(1)=0
Para iniciar a aplicagdo do Método de Newton-
-Raphson n&o escolher o ponto A, pois
f'(1)=0, ou seja, a reta tangente ao grafico de f

no ponto de abcissa x =1 néo interseta o eixo
Ox (pois € horizontal).

Com base na informacgéo da tabela, estima-se
que uma aproximagéao do zero da fungéo f com
erro inferior a 10 seja —2,0241 (por defeito) ou

—2,0242 (por excesso).

2*=3x,com x>2.

27=3xAx>22"-3x=0Ax>2
f(x)
f(x)=2"-3x e D, =]2,+o
Pretende-se provar que a fungéo ftem um zero

pertencente ao intervalo |3, 4] .

4. Funcdes Il

o fécontinuaem |2, +o[, porque é a

diferenca entre duas fungdes continuas em

]2, + [ . Como [3,4] ]2, +x[, entdo fé
continua em [3, 4].

’; ((3;); 223 . 3; Xj;‘;> £(3)xf(4)<0

e Como fé continuaem [3, 4] e
f(3)xf(4) <0, pelo Teorema de Bolzano-
-Cauchy, conclui-se que 3c € [3, 4[ , tal que
f(c)=0, ou seja, a fungao ftem, pelo
menos, um zero no intervalo |3, 4| .

Logo, a equagédo 2" =3x,com x>2, tem

solugdo pertencente ao intervalo |3, 4] .

Recorrendo a tecnologia para aplicar o Método
de Newton-Raphson, sugere-se 3,3132 para
aproximacgao da solugdo com quatro casas

decimais.

f(x)=x3—2"

Uma representacgédo grafica da fungéo f é:

12.29

7

I‘d.SZ

Adaptacao e aplicando o programa em Python
associado a Tarefa 13, a pagina 145, conclui-se
que uma aproximagao, com cinco casas

decimais, do zero da funcéo fé 1,37346 (por

defeito) ou 1,37347 (por excesso).

Pagina 146 — Consolida

x2-2x sex<1

f(x)=<3_
(x) 34xsex>1
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fé continuaem x=1 se lim f(x)=lim f(x)=f(1).

x>1" x>t

lim f(x) = lim (x* -2x) =P -2x1=-1

x—>1" x->1"
lim £(x) = lim 2=4% . 3=41_ 4
x>1" x—1" X 1

f(1)=12—2><1=—1
Conclusao: fé continuaem x=1.

x2+11 se x> -2

F(x) = X2+

1+% sex<-2

fé continuaem x=-2 se
lim f(x) = lim f(x) = f(—2).
x—>-2" x—>-2%

lim £(x) = lim (1+ij=1+ﬁ=%

x—>-2" x—>-2" 5

. . x+1 -2+1 1
xEr—I;’ f(X)z )ﬂi‘;r X2 +1 - (—

N
~
N
+
-
o

Como lim f(x)# lim f(x), entdo fn&o é continua em

x—>-2" x—>-2

x=-2.

eR

3k-2log, (Vx) sex>2

g (x) = 4 ( ) s k
27 +ksex<2

g é continua em |-, 2[ e em |2, +o].

O unico ponto onde g podera nao ser continua é

emx=2.

lim g(x)= lim (21""+k)=2‘1+k=%+k

x—>2" x—2"
iim g(x)= lim (3k -2log, (v/x)) = 3k - 2log, 2 =
x—2" x—2"
3k 2x ) =3k
4 2
1

g(2)=21’2+k=5+k

g é continuaem x=2 se:

1+k=3k—l<:>1=2k<:>k=1
2 2 2

Concluséo: A funcéo g é continua se k =% .

Tarifario do servigo de mudancgas:

e Taxa fixa de saida: 5€

e Custo por quilémetro para distancias até 20 km:

2€

e Para cada quildmetro além dos 20 km: 1,50€

4. Funcdes Il

12 km
5+2x12=29
Por um servico cuja distancia seja 12 km paga-
-se 29€.
32 km=20 km+12 km
5+2x20+150x12 =63
Por um servico cuja distancia seja 32 km paga-
-se 63€.
x : distancia em km
C: custo do servico em euros

C() 5+2xse0<x<20
xX)=
1,5x+15sex>20

Calculo auxiliar:

Sendo x> 20, entédo

C(x)=5+2x20+15(x-20), ou seja,
C(x)=1,5x+15
C(20)=5+2x20=45

lim C(x)= lim (5+2x)=45

x—20" x—20"

lim C(x)=1li 15x+15)=45

. Clx)= lim, (15x+15)

Como lim C(x)= lim C(x)=C(20), conclui-
x—20" x—20"

se que a fungdo C é continuaem x=20.

C é continua em [10, 20[ e em |20, 50]
porque é definida por expressdes polinomiais.
C é continua em x =20 (provado na alinea
anterior).

Logo, C é continua em [10, 50| .

x-2
X241

F(x)=1-2x; g(x)=2"+3; h(x)=
lim £ (x)= lim (1-2x)=—0

X—>+00 X—>+00

lim g(x)=lim (x*+3) =+

. . x-2 0-2
lim h(x)=Ilim =—=-
lim () =l 3 = 0744

lim (fxg)(x)= lim f(x)x lim g(x)

=Li_"fg(1—2x)x!vi_r'>rg (x2+3)=1><3=3
lim (f+g)(x) = lim (x*—2x+4) =+

x—>—» x—>—»0
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4. Funcdes Il

1 sex<t jim ) g ¥ =1 _0
F(x) = x+1 . D, =R xo1 f(x) -1 x*4+3x-4 0
X
2 serE I Gt L PR B
lim =lim —; = =—
1 (x°+3x-4) 13743 3+3 3
. 1 1
,!L'T_‘z f(x) = JLWZ i1 241 Entao, pela regra de L Hbpital:
2_
lim £ (x) =lim > =1 =] Iim1€fi((x))_'“ x314_:15
im =lim = =— =1 f(x) 1 x%+3x
1 (x) 1241 P41 2
2
11 T G) S e N |mi=o
lim f(x)=lim —=—=0 oo A(x) e BxP4x—1 v Bx® w0 Bx
X—>—0 X—>—0 x+1 —m
kx +sinx
. . X 1 sex<0
lim f(x)=lim ——=lim — = lim —=0 X
X—>+o0 X>foo X +1 X—>+0 X x40 X f(.x)= 2 Se.x=0, kER\{O}
2kin(x+1
lim f(x) =lim — ad 0 _ #se;wo
-0 0 3211 041 X
Afungéo fapenas podera ndo ser continuaem x=0.
lim f(x)= lim L ! — = kx +sinx kx sinx
x—>-1" o1 x+1 O_ L lim f(x)= lim ———— = |im ( )
x>0~ x>0~ X x—>0" X X
. -1 1 sinx
lim f(x)= lim - =""=__ = i =
x—>-1" ( ) x—>-1" X +1 2 2 k+)~ILT* X k+1
limite notavel
fe g — fungdes polinomiais ° f(0)=2
o fim f(x) =+ o im F(x)=tim 2O o O
x—0" x—0™ X x—0™ X
. in—[Ilc g(x):—oo =2k x1=2k
Entéo, fé continuaem x=0 se:
e lim m=_5 k+1=2nr2k=2k=1rk=1k=1
X—>—0 X
g() Ilm e3x_1_9
Por exemplo, as fungdes f e g definidas por =0 2x 0
f(x)=3-10x e g(x)=2x+1. = _q)' 3x
(x) 9(x) I‘im( i 3”3

lim f(x)= lim (3-10x)=

X—>—0 X——0

~ A . e¥-1 3
Iirp 9(x)= Iirp (2x+1) = Entéo, pela regra de L"Hépital, |I_I:r(l) % "2
f im_~e__0
jim T0) _ g 32108 _ oy 210510 0 sin(2x) 0
X—>—0 g(x) X—>—0 2x+1 X—>—0 2x 2
i () L eixer 140 1
x>0 (Sin(2x))' x>0 2cos(2x) 2x1 2
Pagina 147 - Consolida Entéo, pela regra de L"Hébpital, lim _xe‘ =1.
=0 sin(2x) 2
f(x)=xs+3x—4§ g(x)=x2—1; h(x)=3x3+x—1 lim ei"':i
X—>+w0 xz o0
3 x\r
lim m=Iim x+237X4-I|m o= lim x =+ lim (e)=|im e_»
X—>+w0 g(x) X—>+0 x _1 X—>+00 x X—>+00 Yt (x2)| Y00 2x CD
3 X x
lim h(x)_| M lim 3%=3 lim (e)=||mf=+£=+oo
X400 f(x) x>t x +3.X 4  xovo x Y—>too (zx)’ oo D 2

X

Entéo, pela regra de L'Hbpital, lim e—z =400 .
X—>+0 x
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. x2+2|n(x+1) 0
Iim—m=—
x—0 X O
2,9] 1)) 2x+2><i
i LF2NC )L x+1_0+2_,
x—0 (x)' x>0 1 1

Entéo, pela regra de L"Hépital,

i x? +2In(x+1) _
x—0 X

x2 +2|n(x+1) o

im ———m=—
X—>+0 X o0
' 2x+2
lim M:Iim i ><J€+1=
X—>+0 (x)' X—>+0 X

+oo+2x0
=f=+oo

Entéo, pela regra de L'Hépital,

x2 +2|n(x+1)

im ——— = 4w
X—>+0 X
. x2 o0
lim —=—

x—>to Q¥ 0

im ) 2
S (2) T 22w
im ) 22 g

o (27n2)" e 25 (In2) e

2
Entéo, pela regra de L'Hopital, lim ;— =0

f(x): sinx

X

N&o se pode aplicar a Regra de L'Hépital para

. . sinx ~
determinar lim —— , porque ndo estamos
X

X—>+0

perante uma indeterminagéo do tipo ® ou %
0

Repara que, qualquer que seja x , tem-se que

sinx pertence a [-1, 1], ou seja, € um numero

sinx 1 .
real, e que —— =—sinx.
X x

Como 1 tende para 0 quando x tende para +oo
X

. sinx
ou para -, tem-se que lim =0.

X—>+0 X

4. Funcdes Il

Limites notaveis:
X

. log, x . a
lim g7;:0 e lim — =40, a>1e peN

X—>+00 X X+ x

X

lim (x2e*)= lim &

X—>+0 X400 )

= +o0

— 2
limite notavel
. x+log,x . x log, x
lim 7492 = lim | —+ gf
X—>+o0 x X—>+0 x x

~lim - fim %% _g0-0

X—>+0 x X—>+00 x
limite notavel
3
L X . 1 1 1
lim —=Ilim —= =—=0
X—>+wo 3)" X—>+wo 3)" . 3X +w
X X+ X
—_——
limite notavel
. x° . 1 1 1
lim I = lim R = R o= +00
x>+ |O X X—>+0 X . X
9% 793 lim 793
X X—>+o0 X

limite notavel
f(x)=e*-e"
r // Ox e ré tangente ao grafico de f no ponto A.

r// Ox,logo m, =0

A(a,f(a)); m =0 f'(a)=0
f'(x)=(e” -e") =2¢™ -¢*

f'(x)=0< 26" -e" =0 e (26 -1)=0c

< e =0 v2e*—1=0@ex=1©x=ln(1j
— 2

equagéo
impossivel

< x=-In2

n(2-2 (21
f(—In2)=e’2'"2—e""2=eI g )—el & )=
=2*2_271=1_1=_1

4 2 4
Entéo, A(—InZ, —1J
4

lim f(x)= lim (e*-e")=0-0=0

X—>—0 X—>—0

lim =lim =lim =
-0 x x—0 X x—0 X
. e e -1
=lim e* xlim =1x1=1
x—0 x—0 X
-
limite notavel
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Pagina 148 — Consolida

2
~1
f(x)=’;+2; D, =R\{-2}

r. assintota vertical ao grafico de f

t. assintota obliqua ao grafico de f
A: ponto de intersecdo das retas re t
Assintota vertical:

Como fé continua em R\ {-2}, s6 a reta de

equacdo x =-2 podera ser assintota vertical.

2
lim f(x)=tim = 1-3__
x—>-2" x—>-2" x+2 0

2
lim F(x)=tim = =3 _
x—>-2" 2t X+2 0"

Areta de equacdo x=-2 é assintota vertical ao
grafico de f.
rnx=-2

Assintota nao vertical: y=mx+b, m,beR

f 2 2
m— tim 1) _ jim 2 im X o
2

X—>+00 X x40 x° 4+ 2x x40y

b= lim (f(x)-mx)= lim ["2_1-XJ

X+ x>t | x4+ 2
2 2
Lox =1-x"-2x .. 2x-1 . -2x
= lim = lim = lim —=-2
X—>+00 X + 2 X—>+o0 x + 2 X—>+o0 x

Areta de equacdo y =x—2 é assintota obliqua ao
grafico de f, quando x — +« (e também quando

x = —oo, sendo a demonstragdo analoga).

O grafico de f ndo admite assintotas verticais

porque f é uma fungdo continuaem R .

Assintotaquando x > —w: y=mx+b, m,beR

m=tim T i 4 (4e7)=+o0

X——0 X X—>—0 X X—>—0
Como m ¢ R, conclui-se que o grafico de fnao

admite assintota quando x - — .

Assintotaquando x - +o: y=mx+b, m,beR

4. Funcdes Il

m=tim T i 4 (4e7)=0

x>+ X X—>+o0 X X—>+00

. . . . 4x
b= lim (f(x)-mx)= lim (4xe ")= lim ==
X—>+0 X+ x—+o @F
4 4 4
= lim — = =—=0
xoto @ . e 4o
—  lim —
X x40 X
o X

limite notavel

Areta de equacdo y =0 é assintota ao grafico de

f,quando x — + .

f(x)=ex—x; D, =R

Assintotas verticais

Como fé continuaem R (por ser a diferenca
entre duas func¢des continuas) o seu grafico ndo
admite assintotas verticais.

Assintotas nao verticais:

y=mx+b, m,beR

Para x » +o:

m = lim fx) _ im €% _ jim (‘?-1]

X—>+00 X X—>+0 X X—>+0 X
b

. e
= lim — -1=+40-1=+w

x>+ )
NEAEY
limite notavel
Como m¢ R, o grafico de f ndo admite assintota
quando x — + .

Para x > -

f x X
m=tim P& i €5 i (e-1J=
X—>—0 _x X—>—0 _x X—>—0 x
0 4_0-1=_1

—00

b= lim (f(x)-mx)= lim (&"—x+x)= lim (e")=0

Areta de equacdo y =—x € assintota ao grafico
de f,quando x > —w.
Conclusao: O grafico de f admite uma unica

assintota, a reta de equagéo y =-x.

2x% +1
(x)— X242

Assintotas verticais

D, =R

Como f é continua em R (por ser o quociente de
duas fungdes continuas em R ), o seu grafico ndo
admite assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais: y=mx+b, m,beR
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Para x > +o:

- f(x o231 28
m= lim Q:Ilm = lim —-=2
X—>+o X X—=>+0 xU 4 2_x X—>+0  x

b= lim (f(x)-mx)= lim [2’5 +1—2x]

X—>+0 x40 | x4+ 2
L o2x%+1-2x°—4x 4x+1 . —4x
= lim 3 = lm — = lim —-~
X—>+0 x + 2 X—>+00 x + X—>+0 x
= lim —=
x40 x

Areta de equagdo y =2x é assintota ao grafico
de f,quando x - + .

Para x » -

De forma analoga se prova que a reta de equacgéo

y =2x também é assintota ao grafico de f,
quando x —» — .

f(x)=2x—|nx, x>0; D, =R"

Assintotas verticais

Como f é continua em R* (por ser a diferenca
entre duas fungdes continuas em R*), s6 a reta
de equacgédo x =0 podera ser assintota vertical.

im £(x) = lim (2x~Inx) =0~ (~o0) =400

x—0"
Areta de equacdo x =0 é assintota vertical ao
grafico de f.

Assintotas ndo verticais: y=mx+b, m,beR

. f(x . 2x-Inx . Inx
m= lim Q: im —=1Ilm | 2-—|=
X—>+0 x X—>+00 x X—>+0 x

. Inx
=2-lim —=2-0=2
xo>+0 X
N
limite notavel

b= lim (f(x)-mx)=lim (2x-Inx-2x)=

X—>+0 X—>+0

= lim (~Inx)=-

X—>+00

Como b¢ R, o grafico de f ndo admite assintota

ndo vertical, quando x — + .

f(x)=x+|nx

,x>0; D, =R"
X

Assintotas verticais
Como fé continuaem R", s6 a reta de equacgdo
x =0 podera ser assintota vertical.

x+Inx -

lim f(x)=lim =
x—0" ( ) x—0" X 0+

Areta de equacdo x =0 é assintota vertical ao

grafico de f.

4. Funcdes Il

Assintotas ndo verticais: y=mx+b, m,beR

_f(x) . x+Inx x Inx
m= lim —~ = lim 7= lim | 5 +—|=
X—>+0 X x>+ X x40 | ) X

.1 .. Inx
=lim —+ lim —=0+0=0

x>+ X X—>+0 _xz

limite notavel

b= lim (F(x)-mx) = lim 250X _ jim [L'L")

X—>+p0 xX—>+0 X x>+ | x X

1 lim MY 4401

X400 X

limite hotavel
Areta de equagédo y =1 é assintota ao grafico de
f,quando x — + .
f(x)=2x+e*-1; D,=R
Assintotas verticais
Como f é continua em R* (por ser a soma de
duas fungdes continuas em R*), o seu grafico ndo
admite assintotas verticais.
Assintotas nédo verticais: y=mx+b, m,beR

Para x > +o:

m—tim 1) _ iy 26’1

X—>+00 X X—>+0 X

.oet 1
= lim = + lim [2—7j=+oo+(2—0)=+oo
X—>+0 x X+ x
limite notavel
Como m¢ R, o grafico de f ndo admite assintota
ndo vertical, quando x — + .
Para x > -

m—tim T0) iy 2¥re =t [e+2-1J

X—>—0 X X—>—0 X X—>+0 X X
=0+2-0=2
b= lim (f(x)-mx)= lm (2x+e* -1-2x)
= lim (e"-1)=0-1=—1

Areta de equagdo y =2x-1 é assintota ao grafico
de f, quando x — — .

f(x)=x-e™; D,=R

Assintotas verticais

Como f é continua em R (por ser a diferenca
entre duas fungdes continuas em R ), o seu

grafico ndo admite assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais: y =mx+b, m,beR
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Para x > +o:

m=tim TO) i ¥
X—>+0 X X—>+0 X
~ lim (1-e_xJ=1-0=1
X—>+%0 X +00
b= lim (f(x)-mx)= lm (x-e'-x)=
= lim (-e*)=0

Areta de equagdo y = x & assintota ao grafico de
f,quando x — + .

Para x > -

m=tim T8 i 22 i (1_e_xj=

X—>—0 X X—>—00 X X—>—0 X

—X

—1—lim &

x—>—o

|

(e_x)'_. -~
I Gy =M

= -

Entéo, pela regra de L'Hépital,

—X

m=1-lim £~ =1- (=) =+

xo—o X

Como m¢ R, o grafico de f ndo admite assintota

nao vertical, quando x —» — .

f(x)=2x+e'x+1; D, =R
e fatinge um extremo no ponto A.

e B(1,3) e pertence a assintota ao gréafico de f
quando x — + .
f'(x)=(2x+e " +1)=2-¢"

f(x)=0e2-e"=0ce" =2

< —x=In2< x=-In2

X —0 -In2 +00
f'(x) — 0 +
f N f(~In2) Y

A funcéo f atinge um extremo (minimo) quando

x=-In2 . Entdo, a abcissa do ponto Aé —In2.

y=mx+b, m,beR

4. Funcdes Il

m=tim T 2+
X—>+00 _x X—>+00 x
= lim (2+e +1J
X—>+00 X X
=2+0+0=2

b= lim (f(x)-mx)=lim (2x+e™+1-2x)=
= lim (™ +1)=0+1=1

X—>+0

Areta de equacdo y =2x+1 é assintota ao

grafico de f, quando x —» —, e passa em B.
f"(x) = (2—e"")‘ =0+e*=¢e"
Como VxeR, f"(x)>0, entdo o grafico de ftem

a concavidade sempre voltada para cima e nao

tem pontos de inflexdo.

Sabe-se que lim (f(x)—(—2x)) =0, ou seja,

lim (f(x)+2x)=0.

X0

lim ((k +2)x +log, (3" +1)) .

X——0

Se k>-2:
lim ((k+2)x+log, (3* +1)) =0+ 0=

Se k<-2:
lim ((k+2)x +log, (3 +1)) = +0+0 =+

Se k=-2:
lim (0+1log, (3" +1))=0+0=0

x——o0

Se k=-2:
a reta de equagdo y =-2x € assintota ao grafico

de fquando x —» —x .

Pagina 149 — Consolida

f(x) =5+4x-10Inx, x e [1, 5]
x : quantidade de licor produzido, em litros

f: custo da producgéo, em euros

F(x) = (5+4x—10Inx) =4- 10
X
, 10
f(x)=04-—=0c4r-10=0c
X

<:>x=§<:>x=2,5
2
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X 1 2,5 5

f'(x) | 6 | - 0 + | 2

f f() | | f(25) | ~ | f(5)

Para o custo ser minimo, a producéo deve ser 2,5

litros de licor.

f(25) 5+4x25-10In25 15-10In2,5
25 25 2,5

=6-4In2,5~2,33

Quando o custo de produgdo € minimo, o prego
por litro & 2,33€ .

f(3)=5+4x3-10In3=17-10In3 ~ 6,01

Significa que o custo de produgéo dos 3

litros de licor é de 6,01€ .

F(3)=4-12-2 067
3 3

Significa que o custo marginal é de 0,67 €, ou

seja, é o custo de um litro que excede a

producéo de 3 litros de licor.

x
f(x)=x2+1 D, =R

1(x2 +1)—x(2x) X H1-26 =X

f'(x)z

(x2 +1)2 (x2 +1)2 (x2 +1)2
f'(x)=0(:) 1_x22=0©1—x2=0(:>x=1vx=—1
(x2+1)
X -0 -1 1 +00
f'(x) - 0 + 0 -
1 1
f N 3 / 2 N

fé crescente em |-1,1] e decrescente em

Jro. =1 eem 1, +o .

ftem um minimo igual a —% € um maximo igual a % .

" 2x° —6x

f"(x)= 2 3

(x +1)

3
F(x)=0e 2% 0000 6x=0

(x2+1)
©2x(x*-3)=0ex=0vx=V3vi=-3

4. Funcdes Il

—o -3 0 J3 +00
2x - - - 0 + + +
x‘-3 + 0 - - - 0 +
f(x) - 0 + o | -|0 +
8 —ﬁ V) 0 N ﬁ -
4 4
—~3_ 3 0
fl— = Y2 __X2.F -~ _0-
( \/5) 3+1 4’ ©) 0+1 %
V3 B
fIN3)=—=—
(\/_) 3+1 4

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo

em ]—oo, —\/g[ eem ]O\/g[ e concavidade

voltada para cima em :|—\/§, 0[ eem ]\/5 +oo[.

O grafico de ftem trés pontos de inflexado de

coordenadas [_\/5, —\fj (0,0) e [ﬁf]

g(x)=3|nx—x D, =R"*

g
Assintotas verticais
Como g é continua em R* (por ser a diferenga

entre duas fungdes continuas em R*), s6 a reta

de equacgdo x =0 podera ser assintota vertical.

lim g(x)=lim (3Inx—x)=—o
x—0" x—0*"

Areta de equacdo x =0 é assintota vertical ao

grafico de g.
Assintota ndo vertical: y =mx+b, m,beR
m=tim 9G) _ jiy 3= [3'“"—1)
X—>+0 X X—>+0 X X—>+0 X
—30im M _1-350-1=1
x>+

limite notavel

b=lim (g(x)-mx)=lim (3Inx-x+x)= lim (3Inx)
=40

Como b ¢ R, o grafico de g ndo admite assintota
nao vertical.

Conclusao: O grafico de g admite uma Unica

assintota de equacédo x=0.
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Pretende-se mostrar, recorrendo ao Teorema de

Bolzano-Cauchy, que a equagdo g(x)= —% tem,

pelo menos, uma solugéo no intervalo |1, 2[ .

e gécontinuaem R* e [1,2]cR",logogé
continua em [1, 2] .

. g(1)=3|n1—1=3><0—1=—1

g(2)=3In2-2~0,0794
Logo, g(1)< —% <g(2)

e Como g é continuaem [1,2] e g(1)< —% <9(2),
pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se que

existe ce|1,2[ , tal que g(c)= —% , ou seja, a

equagdo g(x)= —% , tem, pelo menos, uma
soluggo no intervalo |1, 2[ .

A funggo g tem um zero no intervalo |3, 5[ .

Pretende-se determinar, aplicando o Método da

Bissecao, um intervalo ]a, b[ a que pertenca esse
zero e que tenha amplitude inferior a 2x107".
b-a<2x10"'<=b-a<0,2
cela, b[, talque g(c)=0.
e Sabe-se que ce]3,5[.

9(3)=3In3-3>0

g(5)=3In5-5<0

e Seja m, o ponto médio de |3, 5[ .

3+5
m, = 2 =

g(m)=9g(4)=3In4-4>0

4

Como g(4)xg(5)<0, conclui-se que
celd,s[.
e Seja m, o ponto médio de |4, 5[ .

_4+5
2

g(m,)=9(45)=3In(4,5)-4,5>0

m, 4.5

4. Funcdes Il

Como g(4.,5)xg(5) <0, conclui-se que

cel45; 9.

e Seja m, o ponto médio de ]4,5; 5[ .

m, =$=4,75

g(m;)=9g(4,75)=3In(4,75)- 4,75 <0
Como g(4,5)xg(4.75) <0, conclui-se que

cel4,5;4,75

e Seja m, o ponto médio de ]4,5; 4,75

m, = w - 4,625
9(4,625)=3In(4,625)-4,625<0
Como g(4,5)xg(4,625)<0, conclui-se que
cel4,5; 4,625 .

Concluséao: O intervalo que satisfaz as condi¢des

do enunciado ¢ ]4,5; 4,625] .

_10-¢*
x+1

f(x)

; D, =R"

e fé continuaem R* por ser o quociente de
duas fungdes continuas em R*. Como

[2,3]cR", fé continuaem [2,3].

~0,8703

2
. f(2)=10;e

3
10-¢" | 55214

7(3)=

Logo, f(3)<0<f(2).

e Como fé continuaem [2,3] e f(3)<0<f(2),

pelo Teorema de Bolzano-Cauchy (teorema dos

valores intermédios), conclui-se que existe

cel2, 3, tal que, f(c)=0, ou seja, a fungéo f
tem, pelo menos, um zero no intervalo |2, 3[ .

Vamos estudar a fungéo f quanto a monotonia

para tentarmos concluir se 0 zero é ou n&o Uunico.
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o (235)

(10-e") % (x+1)=(10-e")x(x+1)’

(x+1)2
_ —ex(.X+1)—(10—ex)><1 _ —xe—e*-10+¢e"
(x+1)2 (x+1)2
_ -xe* =10
(x+1)2

Como xeR", entdo f'(x)<0. Logo, a fungéo f &

decrescente em R*. Assim, conclui-se que o zero

pertencente ao intervalo ]2, 3] ¢é unico.

Conjetura do primeiro elemento da sucesséo

que tenha uma casa decimal exata: x,

Conjetura do primeiro elemento da sucessao

que tenha cinco casas decimais exatas: x,

Pagina 150 — Avalia 2: Parte 1 — Verificagao rapida

P23
f(x)= x—1 D, =R
k —log, (4x—1) sex>1
fé continuaem x=1.
2 —

. lim F(x)= lim 223 (2 0(+3)

x->T x—>1" X— 1 xo>1 X — 1

x#1

= lim (x+3)=4

x—>1T

Calculo auxiliar:

1 2 -3

1 3
|1 3] o
o lim f(x)=lim (k—log,(4x-1))=k-log,3 =k -1

xo>1" x>1"

1

o f()=k-log,3=k-1

Logo, fé continuaem x=1se k—-1=4< k=5.
A opc¢éao correta é a (B).

. 1-e* 0
I: lim =—
x—0 X O
1_ 2x \1 . 2y
i =)y 28
x—0 (x)' x—0 1

Entéo, pela regra de L"Hépital, Iing

4. Funcdes Il

3
. X e}
I: Iim —=—
o0

x—>+o | x
3\
. (x ) . 3x% 40
lim = lim == = +00
X—>+0 (ln X)’ X—>+0 1 0+

X

3
Entao, pela regra de L'Hébpital, lim X o

X—>+0 |nx

. 1-cosx O
" lim ——=—

x—0 X O
. (1-cosx)" .. sinx
lim ( ) =lim =0
x—0 (.X)' x—0 1

1-cosx

Entéo, pela regra de L'Hépital, I_ing 0

2
v tim G x+|imw=0+1=1

x—0 X x—0 x—0

limite notavel
Assim, a correspondéncia correta & a seguinte:
I-C;ll-A;lll-D;IV-B

fé continuae D, = ]-2, + o[ .
Areta de equacdo y =-—x+2 € assintota ao
grafico de f, logo sabe-se que

lim (f(x)-(-x+2))=0, ou seja,

X—>+00

lim (f(x)+x-2)=0

X—>+00

A opgéo correta é a (C).

f(x)=x+e_x ;D =R
I: Areta de equagdo y = x é assintota ao grafico

de fquando x -+, porque lim (f(x)-x)=0.

fim (1) =)= im (7 ~<) = Jm (e =0

Il: y=mx+b, m,beR

Para x > —w:

m= lim ( )=Iim xte’ _®

X——0 X X—>—0 X o0
lim (x+e"‘)'_ lim 1-e” = -
e () o

Entéo, pela regra de L'Hépital,

—X

. x+e
m= lim

X——0 X

= —00,

Como m¢ R, o grafico de f ndo admite assintota

quando x > — .
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M f'(x)=(x+e") =1-¢~

f'(x)=0=1-e"=0cse =1 -x=0x=0

X —o0 0 +00
f'(x) - 0 +
f N 1 /
f(0)=0+e’=1

Minimo absoluto de f: 1

IV: f'(x)=(1-e~)=e"

VxeR, f"(x)>0

Logo, o grafico de ftem sempre a concavidade
voltada para cima e ndo tem pontos de inflexao.

Conclusao: A correspondéncia correta é:
I = b); Il —a); lll—a); IV-c)

Pagina 151 — Avalia 2: Parte 2 — Questdes de
desenvolvimento

x -1 sex>1

f(x)= _xz—_x ,kGR\{O}
kx+e*"' sex<1

y=mx+b, m,beR

Para x > +o:

f - :

e meiim M) T oiim £

X—>+0 x X—>+o0 x —x X—>+00 x

3
o b=lim (f(x)-mx)= lim ("2_1-x]
X—>+0 X—>+00 x _x

o —1-x3 4N N ox?
= lim 3 =lim —=lim — =1

X—>+0 X" —=x x40 x° — x x40 X

Areta de equagédo y = x+1 é assintota de f,

quando x — + .

lim (f(x)—kx)=lim (kx+e""'—kx)=lim (e"")=0,

logo a reta de equacgdo y = kx € assintota ao grafico de
f, quando x —» — .
A Unica possibilidade de a fungdo fnéo ser

continuaéem x=1.

o lim f(x)=lim (kx+e"")=k+e® =k+1

x->1" x—>1"

o f()=kx1+e"" =k+1

4. Funcdes Il

. . xX-1 0
© fm A= lm T =0
(x3—1)' 352

x>t (x2 —x)' =)!I—r:11 2)(—1 =3

Entéo, pela regra de L'Hépital,

3
lim f(x)= lim = il

x—>1 x>t X7 —X

=3

Logo, fé continuaem x=1 se:

k+1=3,ouseja, k=2.
f(x)=e*+x; D,=R

jim Ty =1 (e ‘1+"J

x—0 X x—0 X x—0

X

. e .
=lim +lim1=1+1=2
x—0 X x—0
-z
limite notavel

Pretende-se provar que a equagéo f(x)=5 tem,
pelo menos, uma solugéo no intervalo |1, 2[ .

e fé continuaem R por ser a soma de duas

fungdes continuas em R . Como [1,2]c R,
entéo f & continua em [1, 2] .
o f(1)=e+1~371828
f(2) =e? +2~9,38906
Logo, f(1)<5<f(2).
e Como fé continuaem [1,2] e f(1)<5<f(2),

pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se

que existe ce |1, 2[ , tal que f(c)=5, ou seja,
a equagéo f(x)=5 tem, pelo menos, uma
soluggo no intervalo |1, 2[ .

Monotonia e extremos

f'(x)=(ex +X)' =ex +1

VxeR, f'(x)>0, logo fé crescente em R e ndo

tem extremos.

Sabe-se que a equagéo f(x)=5 tem, pelo
menos, uma soluggo no intervalo [1,2[ e que fé
crescente em R , logo essa solugéo € Unica.

f(x)=%—|nx; D, =R"

X, € o Unico zero da fungéo f.
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e fé continuaem R por ser a diferenga entre
duas fungdes continuas em R*. Como

[1.2] = R*, entéo f & continua em [1, 2] .
. f(1)=%—|n1=1—0=1

1

f(2)-5

Logo, f(2)<0<f(1).

In2~-0,19315

e Como fé continuaem [1,2] e f(2)<0<f(1),
pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se
que existe c |1, 2[ , tal que f(c)=0, ou seja,
a fungéo ftem, pelo menos, um zero em |1, 2] .

e Sendo x, o Unico zero da fungéo f, x, € |1, 2[ .

Recorrendo ao método da bissegdo, pretende-se

determinar |a, b[ tal que x, a; b[ e b—a<107".

4. Funcdes Il

A(1,0) > ponto de “partida” para a aplicagao do
Método de Newton-Raphson.
B(17(1)

Como f(1)=1, entdo B(1,1).

. f'(x)=(1—lnx)'=_iz_1=_1;x

° x0=1

X
t: reta tangente ao grafico de fem B
m,=f'(1)=-2

B(1,1

)
y=-2x+b > 1=-2+b<=3=b
Equacgéo reduzidadaretat y=-2x+3
e Ox:y=0

0=—2x+3c>x=gc>x=1,5

A abcissa do ponto de intersegéo da reta
tangente em B com o eixo Ox é:1,5.

Pagina 154 — Para Saber +

Depésito a prazo na modalidade de juro composto.
Taxa de juro anual: 3,6%
Montante inicial: 20 000 €

No contexto, a expressdo 20 000x 0,036

representa o juro obtido ao fim de um ano.
No contexto, a express&o 20 000(1+0,036)

representa o capital acumulado ao fim de um ano.

ool |2 | b | m=@0)) )
| 1 2 1,5 1
115: 2 1,5 2 1,75 0,261201559
[175; 2] 1,75 2 1,875 0,011812783
]175;1875] | 1,75 | 1,875 1,8125 0,011812783
J\75;18125[ | 1,75 | 1,8125 1,78125 0,011812783
f(m) f(m) f(b)
0,261201559 | 0,261201559 | —0,193147181
0,011812783 0,011812783 | -0,193147181
-0,095275326 | -0,095275326 | —0,193147181
—0,04298297 | -0,04298297 | -0,095275326
-0,015911856 | —0,015911856 | -0,04298297
f(a)xf(m) f(m)xf(b) b-a
0,261201559 | —0,050450345 1
0,003085517 | —0,002281606 0,5
-0,001125467 | 0,018402161 0,25
—0,000507749 | 0,004095216 0,125
-0,000187963 | 0,000683939 0,0625

Concluséao: O intervalo que satisfaz as condi¢des

do enunciado ¢é ]1,75;18125[ .

Capital
C, =20 000€ acumulado,
Tipo de
A C,,ao fim
capitalizacao [E T 6
capitalizagées num ano de um ano
(em €)
Anual C, =20 000(1+0,036) 20 720,00
2
Semestral | C, =20 ooo[1 " 0’236) 20 726,48
4
Trimestral C,=20 000(1+ 0’336j 20 729,78
12
Mensal C,, =20 000(1 N 0‘1026) 20 732,00
365
Diria Cas =20 ooo[1 " Oé%fj 20 733,08

Nota: Em alternativa pode-se construir uma tabela

de valores recorrendo a calculadora grafica.
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No caso geral, sendo c¢; o capital inicial, j a taxa

de juro anual e n o numero de capitalizagdes em

cada ano, o capital acumulado ao fim de um ano é
“\N

dado por C, = C1(1+ij .
n

Se as capitalizagdes forem semestrais e se o
banco mantiver a taxa de juro anual de 3,6%,
entdo o capital acumulado ao fim de um ano é
20726,48 €.

Se as capitalizagdes forem trimestrais e se o
banco mantiver a taxa de juro anual de 3,6%,
entdo o capital acumulado ao fim de um ano é
20 729,78 €.

Se as capitalizagdes forem mensais e se o0 banco
mantiver a taxa de juro anual de 3,6%, entdo o

capital acumulado ao fim de um ano é 20 732,00 €.

Se as capitalizagdes forem diarias e se o banco
mantiver a taxa de juro anual de 3,6%, entéo o

capital acumulado ao fim de um ano é 20 733,08 €.

Pagina 155 — Para Saber +

4. Funcdes Il

Pagina 158 — Questodes tipo exame

I =b); ll—a); lll-c)

lim [1+%] =e e~271828

O montante obtido ao fim de um ano seria,
aproximadamente, 2,72 €.

41.

f(x)=b-a*, a,beR"
Como os pontos A(-1,0) e B(0, 1) pertencem ao
grafico de f, entéo f(-1)=0 e f(0)=1.

{f(—1)=0©{b—a‘1=0© 2
=1

f(0) b-a° =1

_1=0 a=1
a = 2
b=2 b=2

log, (V) =log, (3x+1)-2 =

1
<i’|092(x2]=|092(3x+1)—2/\ Jx>0A3x+1>0
@%Iogzx=logz(3x+1)—2 Ax>0

< log, x = 2log, (3x+1)-4 A x>0
& log, x = log, (3x +1)* ~log, 16 A x >0

2 2
@log2x=|ogzl(3x+1)‘|/\x>0(:>x=(3x+1) Ax>0
16 16

<16x=9x2+6x+1A x>0 9x>-10x+1=0A x>0

v 10++/100-36
18

=0/\x>0<:>(x=%vx=1j/\x>0

Sx=—vx=1

=

a,beR ea>1e b>1

Iogb(%J=4<:Iogba—logb(b2)=4@Iogba—2=4<:

olog,a=6<a=h°
Entéo, log, b =1 b—1
ntdo, log, b=log,s b=

A opc¢éao correta é a (B).

f(x)=1+2% D, =R ; P(k,f(k)); k>0

Q(0,(0)); f(0)=1+2°=2,logo Q(0, 2)

R(k,0); k>0
PR+Q0 ——
AIF’QOR]=TXOR
K
A(k)=f(k%+2><k=1+22+2><k=

k k
- 3+22 xk=[2+22]><k=k(1,5+2k‘1)
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4.2. Pretende-se resolver graficamente a equacéo

A(k) =38 .Recorrendo as capacidades da

calculadora grafica, tem-se:

3 KRN *Doc rap [I] X
k0 v

£2(x)=28

X

oy

Entédo, k=4 .
A medida da area do trapézio [PQOR] é 38
quando k=4 .

Pagina 159 — Questodes tipo exame

5. f(x)=—1—logzﬂﬁj, xet, +oof
g(x)=5+log,x, x€]0, +o
r.x=a,com ac|l, 8]
PQ=5<g(a)-f(a)=5<

©5+Iog1a+1+logz[ﬁj=5/\ae]1,8]

2
< log,a-log,(a-1)=-1rael, 8]
2
< —log,a-log,(a-1)=-1rac]l, 8]
< log,a+log,(a-1)=1Aacl, 8]
@Iogz(az—a)=1/\ae]1,8]
<a’-a=2nracll, 8]
<a’-a-2=0nracll,8]
18
2
<:>(a=2\/a=—1)/\ae]1,8]
sa=2

/\ae]1,8]

6. xeR"

g
x 9 x 3

A opc¢éo correta é a (A).

71.

7.2.

4. Funcdes Il

100

- t>
() 1+49x27" t20

t: tempo (horas)
N: nimero de bactérias (milhdes)

N(6)-N(0)
t.m.V.[OVG] = T =
100 100
-1+49x2-6 1x49x20 g
6

No contexto da situagéo descrita, significa que nas
primeiras 6 horas o numero de bactérias
aumentou, em média, 9 milhdes por hora.

( )=,H:£,%©N(t)x(1+49x2”)=100®
& N(t)+49N(t)x2" =100 & 2 =“2“;;V’E’lf)“)
1o | 100-N(H)) 100 N(t)
< -t =log, (491\1(1‘)] < t=-log, (A,QIV(t)J
_ 49N (t)
Qt_logz[m()—l\l(t)]

Pagina 160 — Questodes tipo exame

8.1.

8.2,

f(x)=3°+1, xeR

g(x)=2log, [%) xeR"

A: ponto de intersecéo do grafico de g com o eixo
Ox

D: ponto de intersecéo do grafico de fcom o eixo
Oy

B: pertence ao grafico de fe tem a mesma
ordenada de D

C: pertence ao grafico de fe tem a mesma abcissa
de B

g(2)=2|og3 [%)=2Iog31= 2x0=0

Logo, 2 é zero de g.

e A(2,0)

D(0,f(0)); f(0)=3°+1=2,logo D(0,2).

e B(x,2), talque g(x)=2
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10.

1.1
g(x)=2©2log3(%)=2/\x>0
alog3[i)=1”>o@1=3m>o

2 2
<:>x=6/\x>0.'.B(6,2)
» C(6,f(6)) f(6)=3°+1=10,logo C(6,10)

11.2.

6x2 6x(10-2

® A[ABCD] = A[ABD] + A[BCD] = T"'#

=6+24=30
A opcéo correta é a (B).
D,=D,=R
f(x)=2x3x—1 e (fog)(x)=3
(fog)(x)=3ef(g(x))=3e2x3"-1=3
©2x3 =453 =25 g(x)=log,2
A opcéo correta € a (A).
Df=]—2,+oo[
f é invertivel e decrescente.
g éainversade f.
Sabe-se que g(0)=2, g(1)=0 e g(2)=-1.
Como g é ainversa de f, entdo f(2)=0, f(0)="1
e f(-1)=2.
f(x)+f(2)=2of(x)+0=2f(x)=2

12.

f(-1)=2 e, como fé invertivel, quaisquer dois

elementos diferentes do seu dominio tém imagens
diferentes, entdo -1 € a unica solucao da
equagéo f(x)=2

A opc¢éao correta é a (D).
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1.

Taxa de juro anual: 1,2%

Juro composto e capitalizagdes trimestrais
C, =C,(1,006)

C; : capital final; C, : capital inicial
Depésito inicial: 25 000 €

Prazo: n anos

t: nUmero de trimestres (numero de capitalizagc&o)

4. Funcdes Il

. nanos — 4n trimestres

C, =25 000x(1,006)"

J = C, -25 000 = 25 000x(1,006)*" — 25 000 =
= 25 000((1,006)"" ~1)

Prazo inicial: n anos (n < 12)

Prazo apés prolongamento: (n+5) anos

-
corresponde a (4n+20)
trimestres

Juro no final do prazo inicial: J(n) = 26 000((1,006)"" - 1)
Juro apés prolongamento do prazo sofre

acréscimo de 59%.

A equag&o que traduz o problema é: J(4n+20) =159J(n)
Recorrendo a calculadora grafica, tem-se:

rao [1] X

&l 1.1 4 *Doc

25000- ((1_,]@,_)4- -.-_1)

( 10.12844,10912.48

fl(.)zlf‘"-

10007 X

=
)

Entédo, x ~10,14. Conclui-se que o prazo inicial foi

de 10 anos.

D, =]1, + [

f(x)=b+log,(x-1); aeR"\{1} e beR

Os pontos A(-3,4) e B(-2, 2) pertencem ao
grafico de f', ou seja, f'(-3)=4 e f'(-2)=2.

Logo, f(4)=-3 e f(2)=-2.

f(4)=—3<:> b+|oga3=—3® log,3=-3-b
f(2)=-2 " |b+log,1=-2 " | b+0=-2

log,3=-1 [a'=3 a=1
“1b=2 Tp-2"] >
- o b=-2
f(x)=-2+log, (x—1)
3

f(x)=y<:>—2+|og1(x—1)=y<:>|og1(x_1)=y+2<:>
3 3
y+2 y+2
@x—1=(1) @;C:(lj +1
3 3
1 x+2
f‘1(x)=£§j “
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13. f(x)=x2—4x; D, =R
g(x)=logzx; Dg={xeR: Jc>0}=]R+

D

gof

={x: xeDf/\f(x)eDg}

=<x:xeRAf(x)eR"

f(x)>0

v

f(x)>0=x*-4x>0c

o x(x-4)>0=x<0vx>4
Entdo, D, , = |-, 0[U]4, + <[

A opc¢éao correta é a (B).
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1. f"(3)<0 porque em x =3 o grafico de ftem

concavidade voltada para baixo.

A opgéo correta é a (C).

2-xe"'sex<0
2. f(x)=
( ) x+|n(x+1) se x>0
X

24. lim f(x)=lim (2-xe"")=2-0xe'=2

x—0" x—0"

f(0)=2

lim f(x)= lim x+in(x+1) lim 4+ lim In(x+1)

x—0" x>0* x oot X oot X
limite notavel

=1+1=2

Como lim f(x)= lim f(x)=(0), entéo a funcéo

x—0" x—0"
fé continuaem x=0.
2.2. Se xe|-o,0[, entdo f(x)=2-xe".
f'(x)=(2-xe"") =0 (1e"" + xe"") =
- _ex+1 _xex+1 — ex+1 (_1 _ x)

f'(x)zO/\x<0<:>e"+1(—1—x)=0/\x<0<:>

Sx=-1rx<0x=-1

X —o0 -1 0
f'(x) + 0 -
f /! 3 N
f(—1)=2+e° =3

4. Funcdes Il

f & crescente em ]—oo,—1[ e decrescente em

-1, 0[ . f tem um maximo para x=-1 .

23. Para x > +w: y=b

b lim £(x)= fim MO+ o

X—>+00 X—>+0 X o0

im (x+ |n(x+ 1))'

X—>+00 X X—>+00 1 X—>+00

1+— 1
= lim —X+1_ |im [1+—j =1
x+1
Entdo, pela regra de L'Hopital, b= lim f(x)=1.
Areta de equacdo y =1 é assintota horizontal ao
grafico de f, quando x — +w.
3. f(x)=x—e"2‘2; D, =R
A(a, f(a)); a>0
Como t € a reta tangente ao grafico de f no ponto

A, sabe-se que m, =f'(a).

m, =-15, logo f'(a)=-15
f'(x)=(x—exz’z)'=1—2xex2’2

Pretende-se resolver graficamente a equacgéo

F(x)=-15
I5.35 v

f1(x)=1-2-x e¥ 2
1 X

o 3

(1.379041,-1.5)
£2(x)=-1.5

-10

Entédo, x~ 1,379, logo a~138.
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4. D, =R efédiferenciavel em R

, 2x -1
f'(x)= 2
e

4.1. t: reta tangente ao grafico de fno ponto de abcissa —1

2(-1)-1_-8_

R -3

m,=1'(-1)=

r. reta perpendicular a reta t
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4.2,

4.3.

rinterseta o eixo Ox no ponto de abcissa -6, ou
seja, passa no ponto de coordenadas (—6, O) .
(-8.0)

r y=%x+b 5 0=%x(—6)+b<:>b=2

Equacéo reduzidadaretar. y = %x+2.

-1

f"(x)= [2%2_ 1]' - 2e” (2(’; :211))22xex21)

el
B 2—(2x—1)(2x) B 2-4x%+2x

ex2—1 - ex2—1
4.2
F(x)=0o 4x +22x+2=0©
ex -1
o 42 +2x+2=0< -2x2+x+1=0
-1++1+8 1
X=———Sx=—=vx=1
-4 2
X -0 —% 1 +00
frx) | - o |+ ] o -
1
f ) f_E v | f(1) )

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo

em ]—oo, —%[ eem |1, + [ e concavidade

voltada para cima em }—% 1[ .

O grafico de ftem dois pontos de inflexdo de

abcissas —1 el.
2

e f' écontinuaem R porque é o quociente
entre duas funcdes continuas.

Como [-2, -1 = R, ent&o f' & continua em

[2,-1].

5.1.

5.2. Se xe|-»,0[\{-1}, entdo f(x)=

4. Funcdes Il

e Como f’ & continuaem [-2,-1] e

f'(-1)<-1<f'(-2), pelo Teorema de Bolzano-
-Cauchy, conclui-se que existe ¢ € |-2, -1 tal
que f'(c)=-1, ou seja, existe pelo menos um

ponto, de abcissa entre —2 e —1, pertencente ao
grafico de f, tal que a reta tangente ao grafico

nesse ponto tem declive —1.

D, =R\{-1
x 1 sex<0
f(x)=1 x2—1 """ ;keR’

x—-1-ke™* sex>0
f(O)=O—1—ke° =-1-k

lim f(x)=lim (x-1-ke™)=-1-k

x—0" x—0"

. . *-1 0-1

lim f(x)= lim 2 = -1
x—0" (X) x—0" XZ -1 0—1

fé continuaem x=0 se

lim f(x)=lim f(x)=£(0), ou seja, se
x—0" x—0"

-1-k=1.

1-k=1k=-2

X -1
x2-1

e Assintota vertical

x3—1_—2__

lim £(x)= I =<
x—l>r—q_ (X) x—lr—q_ X2—1 0+

Logo, a reta de equacédo x =-1 é assintota
vertical ao grafico de f.
e Assintota obliqua: y=mx+b, m,beR

3 3
m=|imm=' x—1=. X

X—>—0 X

3
. . x° -
b= lim (f(x)—mx)= lim ( 3 —x]
P — xo—w | x° —

X =1=x x| x—1 X
= lim 3 =lim —=lim =
X—>—0 x —1 X—>—0 x —1 X—>—00 x
lim —=0

x>0 x

Areta de equacdo y = x é assintota obliqua ao

grafico de fquando x —» —x .
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5.3. Se aretade equacdo y =x-1 € assintota ao

grafico de f, quando x — +«, entdo sabe-se que

lim (f(x)—(x - 1)) =0, ou seja,

X—>+p

lim (f(x)-x+1)=0.

X—>+p

A opc¢éao correta é a (D).
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6. Afirmagao I:
Como fé continua em [-1,1] e f'(-1)xf'(1)<0,
conclui-se, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, que
existe ce]-1,1 , tal que f'(c)=0.
Sendo f’ decrescente em R, entdo a funcéo f
admite um maximo no intervalo |-1, 1 .

Assim, a afirmagéo | ¢é falsa.

Afirmacao Il:

Se f' é decrescente em R, entdo a fungdo " &
negativaem R .

Assim, a afirmacao Il é falsa.

7. fé duas vezes diferenciavel em R porque € ima
funcéo polinomial.

Como P(—2, f(—2)) é ponto de inflexdo do grafico
de f, sabe-se que f"(-2)=0.

t. y =—x é tangente ao grafico de f no ponto P.
Entdo, f'(-2)=-1e f(-2)=-(-2)=2.

Assim, f(—2)+F'(=2)+F"(-2) =2+ (-1)+0=1.

A opcéo correta € a (A).

8. D,=[0,2n] e f(x)=x—-cos(2x)

81. f(x)=—xeof(x)+x=0
Seja g a fungao, de dominio [0, 2n], definida por
g(x)=f(x)+x, ouseja, g(x)=2x-cos(2x).

Pretende-se provar que a fungéo g tem, pelo

T T
menos, um zero pertencente ao intervalo }E 5['

8.2,

4. Funcdes Il

e g écontinuaem [0, 2n] porque ¢ a diferenca entre

duas funcdes continuas. Como [ <[0, 2x],

12° 8]

entdo g € continua em i
2 8

- 911’;%2(12)-003(2(1’;)}z—cos(z%

=E-ﬁz-o,342

6 2
g[ﬂj=2(—J—cos 2(3) =——COS(EJ=
8 8 4 4
_Z_32 o078

4 2

T

e Como g é continua em T eg[ )<O<g[j
12' 8 12 8

pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, conclui-se que
existe c e }% g[ , tal que g(c¢)=0, ou seja, a fungéo
g tem, pelo menos, um zero pertencente ao intervalo
nr
12" 8| °

Donde se conclui que o grafico de finterseta a
bissetriz dos quadrantes pares em, pelo
menos, um ponto de abcissa pertencente ao

T T
intervalo
}1 2’ 8[

A(% Oj — ponto inicial para a aplicagao do

Método de Newton-Raphson
T
Xo =72

12

Seja B ,g[ ) ou seja, B| -, E-£
12 12 12’6 2

O declive da reta tangente ao grafico de g no

ponto B é dado por g(%) .

g'(x)=2-(-2sin(2x)) =2+ 2sin(2x)

o{ie)-2ezen(e )2 2m(g
23]

N\—\
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Be reta
y=3x+b — E—§= I
6 2 12
n B3
12 2
Equacéo da reta tangente ao grafico de g em B:
y = 3x—£—l

A (x,0) > ponto de intersecdo da reta tangente

ao grafico de g, no ponto B, com o eixo Ox . 10.

V3 ¢ V3 n

Sx=—+—
2 12 6 36

V3 n

X, =——+—=,o0useja, x,~0,38.
6 36
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9.

D,=R\{2} e D, =R"

fe g sao fungdes duas vezes diferenciaveis
Afirmacgao |

2¢ D, pois D, =R\{2}, logo a fungao f néo &
continuaem x=2.

Assim, a proposicéo | é falsa.

Afirmacgao Il

Como  lim (f(x)—1+ x) =0, ent3o a reta de

equacdo y =—x+1 € assintota ndo vertical ao

grafico de f, quando x - — .

Como lim (g(x)—x) =0, entdo a reta de equacgio

ey
y =x €& assintota ndo vertical ao grafico de g,
quando x - + .

Asretas y=-x+1 e y =x nao sao paralelas

(pois tém declives diferentes).
Assim, a proposicéo Il é falsa.

4. Funcdes Il

Afirmagao lll

Sendo f decrescente em JR\{Z} e g crescente em

R", entdo VxeR\{2}, f'(x)<0 e VxeR",

g'(x)=0.

Assim, pode concluir-se que f'(x)<g'(x), Vxe R"\{2}.

Logo, a afirmacéo Il é falsa.
D, =[n,2n] e f(x)=€+sinx.

. n
ftem um zero no intervalo |m, 5|

Atendendo a informacao representada na tabela,
conclui-se que:
L[] C=T7

Tn
_a+b ™g 13x
2 2 12

o e=f(m)~0,043 21

m+
e d

13n

o f f[—) ~-0,225 56
12
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