3. Produfto escalar

PAG. 30

1.1 m=1;sendo o ainclina¢do da reta, tem-se tg =1 ; pelo que (x=tg_](1)=45° .

1.2 m=-1;sendo o ainclinacdo da reta, tem-se tga=—-1;

pelo que a=tg (- 1)+180°=—45°+180°=135° .

1 5

1.3 2y+x=5 =——X+=

y+Xx =y 2x 5
m=——] ; sendo o ainclinacdo da reta, tem-se tg a=——]

2 2
1

pelo que a=tg”" (-5) +180° ~ —26,6°+ 180° = 153,4° |

14 3y-2x=3 & y=%x+1

m=% ; sendo o ainclinacdo da reta, tem-se tg a=% ; pelo que a=tg" <%) ~33,7°.

1.5 m=§=\/§ ; sendo « ainclinacdo da reta, tem-se tg a=V3; pelo que a=tg_] (v3) =60°.

1.6 m=§ V3 V3

=——-=":sendo o ainclinacdo da reta, tem-se tg a=——=;
3 1 7 ! I

3

pelo que oa=tg" (—?) +180°=-30°+180°=150°.

2.1 m=tg60°=V3 e b=3,y=V3x+3.
Vi, V3 V3

2.2 m=tg]50 =—T e =—TX]+b & b= 3 V== X+

V3., V3
375

2.3 m=tg0°=0 e b=3;y=3.

PAG. 31

3. Como a inclinagdo de uma reta é a amplitude do dngulo convexo cujos lados y
sd@o o semieixo positivo das abcissas e a semirreta que contém a origem e um ponto
da reta com ordenada positiva e é um valor maior ou igual a 0° e menor do que
180°, excluimos as op¢des (B) e (D).

Observando a figura, exclui-se a op¢do (C) (na imagem, « é a inclinagdo da reta 1, / 0 X
que ndo pode ser 120°).

Opcgdo correta: (A)

4.1 m=%=2 sendo o a inclinagdo da reta, temse tg a=2 ; pelo que (x=tg_] (2)~63,4° .
4.2 m=g;3= —1 sendo «a ainclinacdo da reta, tem-se tga=-1;

pelo que a=tg ' (—=1)+180°=—45°+180°=135°.
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5. Alinclinacéo o dareta r é o+30°+90°=180° < a=60°.

m=1g60°=V3 e 0=-2V3+b < b=2V3;y=—V3x+2V3.

2 ] 2 25 2 25
. ]Z ]:— :__]
6. tg o+ <A)2<:>tga+ M@tg(x 16 =
> o a=2 o tga=—3
16 inclinacdoor 4

cosa<0=tga<0

A equacdo reduzida da reta s é y=—§x+2 )

4

7. Como areta s é tangente & circunferéncia e a reta r contém a origem, concluimos que as retas sdo

1 V3

perpendiculares e, logo, m = 53

O ponto T é o ponto de intersecdo da reta r com a circunferéncia.

2 2 2
X4y =2 PN {x2+(—\/§x)2=4 PN {x2+3x2=4 PN
y=-V3x

3 3 3
A equacdo reduzida da reta s é y=§x - #
PAG. 33

8. Nenhum dos pares apresentados sdo vetores colineares, pelo que o &ngulo por eles formado ndo pode
ser raso ou nulo.

8.1 -=2(-2)+(-1)x3==7<0; obtuso

=l
<}
I
w
X

|
+

8.2 2 (=5)x(=1)=7>0; agudo

8.3 7-V=4v3-2V3=2V3>0; agudo

84 U -V=-1x2+2x4+3(-=2)=0; reto

- V5 _350.
8.5 u'U_T<_ﬁ>+(_])X(_2)+ 5><O—§>O,ogudo
86 7-v=(1-v3)(1+Vv3)+0(=2)+1x1==1<0; obtuso

M360 11 « 11.° Ano * Resolugoes (:)



9. Como -V =Tl x|Vl xcos (T V) =4x2xcos (T V) =8xcos (T} 7) , dos valores dados,

-7 s6 ndo pode ser igual a 10, pois, se fosse, teriamos cos (7, 7) =%> 1, o que é impossivel.
Opcgdo correta: (A)

10. O angulo formado pelos vetores é agudo se o seu produto escalar for positivo e se os vetores ndo
forem colineares.

Z-v=-2(-k)+(1 —k)x3=3-k
3-k>0 & k<3 & k€]-o0,3[

— — ~ .
U e U sdo colineares se

2
+ - —

0 TR ey k(1 -k)=—-6 & K —k+6=0 < k:]—\/( 1) —4x1x6
ok 2 2x1

1+£v-23
2

& k= , 0 que é impossivel.

logo, k€]-o0,3[.

11. Os vetores sdo perpendiculares se o seu produto escalar for nulo.

—

a@ —b tem coordenadas (2 -2k, 1—k—(k+1)),ouseja, (2-2k,-2k) .
(@-b) b ==(2-2k)2k+(=2k) (k+1)=—6k”+ 2k

6k’ +2k=0 < 2k(=3k+1)=0 < 2k=0V—-3k+1=0 < k=O\/k=%

_IA_’ 5 &
cos u,v))
( — AN — 2_] - A ]
[ cos(u ,U)) =16 tg(ﬁ? o cos(u ,U)——Z

13. Como o triéingulo é equildtero, conclui-se que os seus éngulos internos tém amplitude igual a 60° e

como o perimetro é 18, a medida do lado é 6 .

13.1 E’-A_C’=I|E’IIXIIA_C’II><COS(E'f?c’):éxéxcos(éoC’):scx%:ls

13.2 A8 - BC= 4B - aD = | 2B || x | aD || x cos (2B . aD) =é><6><cos(120°)=36><(—%)=—18

B

120°
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13.3 Eq’-?c’:ﬁ-EE’:IIEL{IIxIIEE'IIxcos(ﬁfﬁf)=éxéxcos(120°)=3éx<—%)=—18

B E
120°

PAG. 34

14.1 AB - CE =0, porque AB L CE .
14.2 4B - DC = || 2B x | B x cos (AB | DC) =3x2x cos(0°) =6 x 1=6
14.3 BA - DC = | Bl x | DC|| x cos (BA S DE) =3 x 2 x cos (180°) =6 x (= 1)=—6
14.4 AB - AD =|| 4B || x | 4D | x cos (AE | D)
EQ=12+229 =V5
AD>0

COS(E:ﬁ) =%

5

AB - AD =3xV5 x—1-=3

V5

14.5 DA - DC = ||ﬁ|| X ”D_C'” X COS (m’jD_é)
P —_— N —
cos (DA , DC) =—cos (AB , AD) , pois os @ngulos sdo suplementares.

_— — '|
DA -DC=\/§><2><<——)=—2
V5

14.6
y
D 2 C
O
2
N
A 3 B x

A(0,0),B(3,0),Cc(3,2),D(1,2).
DA tem coordenadas (0—1,0-2)=(=1,-2).
BC tem coordenadas (3-3,2-0)=(0, 2) .

DA -BC=-1x0+(-2)x2=-4

M36011 + 11.° Ano * Resolucoes .



15.1 PQ - SR = | PG || x ISR | x cos (PQ . SK) = 5 x 5 x cos (0°) = 25
15.2 TP - RX = |UB || x |RX || x cos (TP | RX) =3 x 3 x cos (180°) = =9
15.3 TU - QV =0, porque TU L QV .

15.4 PR - QV =0, porque PR L QV .

15.5 PS-SX =0, porque PS L SX .

—_ — — — P— — —_— N — — 3
15.6 VR~UP=VR~VQ=||VR||><HVQ||><COS(VR,VQ)=VR><3><ﬁ=9

—_— — — — — A —
16. 4B - AC = ||aB | x | aCl x cos (AE . AC)
= —cos(aB | ac)

AC

2B - AC = | 2B | x | &Cll x cos (4B, aC) = 10><A_CxA%=50

17.1 AB tem coordenadas (16-14,-4+7,10-4)=(2,3,6) .

CE tem coordenadas (8 -10,5+6,0-13)=(=2,11,-13).

AB - CE=2x(-2)+3x11+6x(-13)=-49

17.2 BA-DC=BA - AB

AB fem coordenadas (2,3,6) e BA (=2,-3,-6).

BA -AB =-2x2+(-3)x3+(-6)x6=-49

17.3 G=C+ AE tem coordenadas (10,-6,13)+(8-14,5+7,0-4)=(4,6,9) .
AG tem coordenadas (4—14,6+7,9—4)=(-=10,13,5) .
CE-AG=-2x(-10)+11x13+(=13)x5=98

18.1 ||Z]l=V2%+ (=1 =V5, 7] =V0*+3%=3 .

U-U=2x0+(-1)x3=-3

> A —3 ] — A — -1 ]
coslu ,v)= =———,(u,v)=cos ([-——=|=117°.

18.2 |7l =V2'+ (37 =VT3, 7=+ 17 =v2

- V=2x1+(-3)x1=-1

- N — —] ] — " — -1 ]
cos(u ,v)= =— ,u ,v)=cos [-———|~101°.
( ) V13xV2 V26 ( ) (\/26)

18.3 |7l =V3%+v2 =V, [Tl =V(=1)?+V8 =3 .
T-7=3(=1)+V2xV8=1

— A — ] ] — A — =1 ]
cos(u ,v)= = ,(u ,v)=cos ~ 84° .
( ) V11 x3 3VI1 ( ) (3\/11)
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19. POR=QP , R

OP tem coordenadas (=1-1,0-2,1+1)=(-2,-2,2).
OR tem coordenadas (0-1,5-2,0+1)=(-1,3,1).

[QPll=v(=27+ (=27 +2°=V12 e [QR[=V(= 1 +3+ 17 =V1T .

QP -OR=-2x(=1)=2x3+2x1==2

cos (O | OR ) =—=

2 2
V12Vl V132

—_— N — _ 2
;QP,QR:cos‘(— )z]OO".
V132

20.1 (7 -27) -w=u-7-20-v =7 -2x(-2)=4"+4=20

_ 20T =3+(=2)-2x0-2x|T]*=1-2x4>=-31

gl

20.2 (T -2V) - (W+V)=00-W+0 -V -2V~

21. | -0 =@ =-7)- (@ -7) = -0 =20 -7+v-v= |z =20 - v+ [T’ = 10° = 2x 2 + 52 =121

Como ||z -V[|>0, [ -V[=Vv121=11.

22.1 aC.BC=(AB+BC) - BC=4B-BC +8C - 5C=|BC|
0

22.2 48 . 4C=7E - (AB + BC) = A8 - 4B + A8 - BC = | a6
0

23.1 AD-PC=40 . (P0+DC)=AD - P+ aD-DC = 20 -0 =2 |8’
TAD:ZPD

23.2 PC-0C=50 < (PD+DC)- (0B +BC)=50 <

—_— — _— = — — _— —
& PD-QB+PD-BC+DC-QB+DC-BC =50 <
— N—_——

0 0

& PD-(2PD)+(20B) - 0B =50 <
> 2P0 -0 +208 - 0B =50 < 2|8 + 28] =50 <

e 2[5+ 1081 =50 < 751+ [aB] =25 =

N2 —sp2 — 2 N
e [P +[adl =25 = [pdl =25 < [rd]=5
Tegrlema de ”ﬁj” >0
Pitdgoras
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24. Representando o cubo num referencial o.n. Oxyz em que D é a origem do referenciale A,C e E
pertencem, respetivamente, aos semieixos positivos Ox , Oy e Oz .

yT 0
E
P ' H
F : G
; C
PR — >
D X
A R B

X
D(0,0,0);A(a,0,0);B(a,a,0);C(0,a,0);E(0,0,a);F(a,0,a);G(a,a,a);

p(3 : 3 , 1
H(O,a,a),P(Aa,O,a>,Q(O,Aa,a>,R(a,4a,O)

24.1

. 3, 3 (3,3
a. PQ tem coordenadas (O—Za,za—o,a—a>—< 4a,4a,0>.

AB fem coordenadas (a—a,a-0,0-0)=(0,a,0).

0. AR - _3 3 _3 2
PQ - AB = 4a><0+4a><a+0><0 4a

R 3 1 (1, 1. _
b. PR tem coordenadas (a—za,za—O,O—a)—<4a,4a, a>.

—_—

BG tem coordenadas (a—a,a-a,a-0)=(0,0,a).

ﬁ-?@=%ax0+%ax0+(—a)xa=—a

2

24.2 QPR=PQ , PR

PG -PR=-3axta+3axtar0x(=a)=0, pelo que PG L PR, PG, PR =90° .
4 4 4 4
PAG. 37

25.1 7-7=0 & 2x4+(3-kx(-2)=0 < 8-6+2k=0 < k=-1

252 7-7=0 & (1-k)xk+2k=0 < k—k’+2k=0 < —k’+3k=0 < k(-k+3)=0 <
& k=0V-k+3=0 < k=0Vk=3

25.3 1-7=0 & 1x2k+(1+k)x1+(-1)x0=0 <

& 2%+1+k=0 < k:-%

25.4 7-7=0 < 3kxk+k’x(=1)+(=2)x2=0 &
& 3K —4=0 & 2°=4 & K'=2 & k=—V2Vvk=V2
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26. x+3y=9 & Jy=—x+9 & y=—%x+3

As retas perpendiculares a r tém declive —L]= 3, pelo que um vetor diretor dessas retas tem

coordenadas (1, 3) . 3

Assim, uma equagdo vetorial da reta que contém o ponto de coordenadas (0, 5) e é perpendicular a r
é (x,y)=(0,5)+k(1,3),keR.

1 1

27. Areta r tem declive -2 =—2 & as refas perpendiculares a 1 tém declive ——==—

-1 -2 2
Opgdo correta: (D)

S

28.1 Areta AB é paralela & reta CD, pelo que tem declive igual a tg 30° =

A ordenada na origem da reta AB é dada por: 2=§x 3+b & b=2-1 & b=1.

V3

y=TX+ ]
, . R L 1 3
28.2 Areta BC é perpendicular & reta CD, pelo que tem declive igual a ———=——>-=_+/3 .
perp pelo q 9 ﬁ \/5
3

A ordenada na origem da reta AB é dada por: 2=—V3xV3+b <& b=2+3 & b=5.
y=—V3x+5

29. A opcdo (D) é excluida, pois a condicdo que apresenta define um plano.
Uma reta é perpendicular & reta s se os vetores diretores das duas retas forem perpendiculares.

Um vetor diretor da reta s tem coordenadas (1, -2, 0) .

(A) Um vetor diretor da reta definida por x=1 A y=2 tem coordenadas (0,0, 1), pois é paralela ao
eixo Oz. (1,-2,0)-(0,0,1)=1x0+(-2)x0+0x1=0

(B) Um vetor diretor da reta definida por x=1 A z=2 tem coordenadas (0, 1, 0) , pois é paralela ao
eixo Oy. (1,-2,0)-(0,1,0)=1x0+(=2)x1+0x0==220

(C) Um vetor diretor da reta definida por y=1 A z=2 tem coordenadas (1,0, 0) , pois é paralela ao

eixo Ox. (1,-2,0)-(1,0,0)=1x1+(-2)x0+0x0=1=20

Opgdo correta: (A)

30. c(0,0, z)

O triangulo [ABC] é retangulo em B se AB L BC .

AB tem coordenadas (-1-2,1-1,1+3)=(=3,0,4).

BC tem coordenadas (0+1,0-1,2z.-1)=(1,-1,2z.-1).

AB-BC=0 <& -3x1+0x(=1)+4(z.-1)=0 <
& —34d7.-4=0 & 4z.=7 & ZC=%

7
C<O'O'4)

M360 11 « 11.° Ano * Resolugoes (:)



PAG. 38
31. A(x,,0,0),B(xy,x,,0); AB(0, x,, 0)
Como E(O ,2,0), concluimos que x,=2, e, portanto, o cubo tem aresta 2 .
O ponto P (xp, y», z») pertence ao plano que contém a face [BCFG], pelo que, y,=2 .
Como a cota do ponto P é o quadrado da abcissa, tem-se P (xp , 2, x,%) .
c(0,2,0),E(2,0,2),CE(2,-2,2).
OP LCE < OP-CE=0 &
& 20+2x(=2)+2x2=0 & xi+x,-2=0 &

“1+V17P - 4x1x(=2 _
v L T LA

~1-3 143
VX, =
2 VT

& Xp=

& Xp= & xp=—2Vxp=1

Como a abcissa do ponto P é negativa, concluimos que x,=-2 e P(-2,2,4).

T —
32. Tem-se que sen |~ —a)=cosa, peloque V(cosa, cosar, senoc—1) .
2

-V =cosaxcosa+tg axcosa+sen ax(sena—1)=

&l

sen o

2 2 2 2
=CO0s o+ X COSO+Sen o — sen o= cos o+ sen’ o + seno — sen o = |
cosa —_—

1

logo, & e UV ndo sdo perpendiculares.

33. A reta tangente & circunferéncia no ponto A é perpendicular & reta que passa pelo centro da
circunferéncia e contém o ponto A .

x=0

{(x—2)2+(y—3)2=20 o {(0—2)2+(y—3)2=20 o {(y—3)2=16 o

- {y—3=—4\/y—3=4 - {y=—1w=7

Logo, as coordenadas do ponto A sdo (0, 7) , e, sendo C o centro da circunferéncia, as suas

coordenadas sdo (2, 3) . Assim, as coordenadas do vetor AC sdo (2-0,3-7)=(2,-4) .

Arefa AC fem declive =2=—2 & as refas perpendiculares a AC t&m declive =1

1
2 _2 2

A equagdo reduzida da reta tangente & circunferéncia no ponto A é y=%x+ 7.
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34. B(a,b);A(O,b);M(O,Q>;N<ﬂ,b).

2 2
As coordenadas do vetor MN  séo (% -0,b- g) = <% , %) .
b
Areta MN tem declive %=§ e as retas perpendiculares a esta tém declive —]E= —% :
2

a
A equacdo reduzida da reta que passa no ponto A e é perpendicular & reta MN é y= —%x+ b.
2

“2x4bh=0 & -%x=-b & x=_—b = x=b—
b b _a a
b

PAG. 39
35.1 7(-1,1)
1

x+2y=3 & y=—§x+%; s(2,-1).

7-§=-1x2+1x(-1)=-3
[FI=V=17+17=v2 e [F1=V2"+ (=17 =V5 .

~ N |-3| 3 - 1< 3 >
cos(r,s)=|cos (T ,s)|= = ;(r,s)=cos [— |~ 18°.
(725) =leos (73] V2 xvV5 V10 (r’s) V10

35.27(0,1)
2x—y=3 & y=2x-3 ; 5(1,2).
7-5=0x1+1x2=2

I7Il=V0*+1%=1 e |[S|=V1?+2°=V5 .

~ UM 12| 2 - (2
cos(r’s) =|cos (7 5)|= =< . (r's)=cos (4=~ 27°.
(79 =kos (719 = S z= e i (s)=cos” ()

35.37(3,2,-1) ; 5(=1,2,0) .
7.5=3x(-1)+2%x2+(-1)x0=1

I71=V3+2°+ (=17 =vV14 e [F]=V(=1) +2°+0°=V5 .

cos(rA,s)=‘cos(?:?)|=\/%]l\/§=\/l7_o ; (r:s)=cos_]<ﬁ>z83°.

36. Areta r contém os pontos de coordenadas (3,0) e (0, 4), pelo que um seu vetor diretor tem
coordenadas (3-0,0-4)=(3,-4).

Areta s tem inclinacdo 180°—150°=30°, pelo que um seu vetor diretor tem coordenadas (3,V3).
7.5 =3x3+(-4)xV3=9-4V3
V3% + (-4 =5; V32 +v3 =V12 .

. nyy 19-4V3] 9-4v3 - 1<9—4\F3
cos(r,s)=|cos (7,5)|= = ; (r)s)=cos |[T—=L=
(r7s) = eos (%) 5xvV12  5V12 (r's) 5v12

>z83,1°.
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37.1 Um vetor diretor da reta BH é o vetor i de coordenadas (-3, 4, 5) .

AB tem coordenadas (14—-6,-7+13,0-0)=(8,6,0) .

—

T-AB=-3x8+4x6+5x0=0, pelo que (BH,AB)=90°.

Alternativamente:

Como [ABCDEFGH] é um cubo, a diagonal facial [BH] é perpendicular & aresta [AB], pelo que as retas
BH e AB sdo perpendiculares. Portanto, (BH,AB)=90° .

37.2 Areta AF é paralela ao eixo das cotas, pelo que um seu vetor diretor, U, tem
coordenadas (0,0, 1) .

T-U=-3x0+4x0+5x1=5

Izl =V(=3)+ 4%+ 5°=V50 ; |7 =V0* +0*+ 1% =1 .

cos (BH |, AF) = |cos (77| = 5l _ 5 ; (BH,AF) =cos™ <L> =45° .

mxl_m V50

373 - w=-3x1+4x0+5x0=-3,emque w(1,0,0) éum vetor diretor do eixo Ox ;

l@ll=V12+0*+0*=1.

—

cos (BH ; 0x) = |cos (7 )| = -3 3 3

=—=_ ; (BH,0x)=cos™ —>z65°.
V50x1 V50 ( ) (V5O

37.4 O ponto H tem coordenadas da forma (14 -3k, =7 + 4k, 5k) , kER .

| 2B = V87 + 6’ =10

Como o cubo tem aresta 10, a cota do ponto H é 10, pelo que, 5k=10 < k=2.
Assim, H(8,1,10) .

AH tem coordenadas (8-6,1+13,10-0)=(2,14,10),

IAH | =V2?+ 142+ 10°=v/300 & - AH =-3x2+4x14+5x10=100.

[100f 100 __10 .
V50 %300 10V150 V150

A - 10
BH AH) =cos ' [———) ~ 35°
( ) <v150>

Alternativamente:

cos (BH AH) = |cos (L_f . Ef”

H
10v2
A 10 B
tg (aAB) =—19_ = AﬁlB:tg“(L) & AHB~35°
2 V2
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Considerando uma reta s de declive positivo, o declive da mesma é tg (%) =V3.

RESOLUCOES

Considerando, por exemplo, a reta s que passa na origem, a sua equacdo reduzida é y=v3x .

39‘1 A(XA,O,O),'E(O,O,XA),'F(XA,O,XA),'B(XA,)/B,O);
C(OIyBIO);D(OIyBIxA);G(xAlyleA)'

AD tem coordenadas (0 —x,, y5—0, x,—0)=(=X4, Vs, Xs) ; OF(x,, 0, Xa) .

—

- 2 2
AD - OF =-x,+x,=0, pelo que AD LOF .

39.2 AB=3A0,D(0, 3x,, x,) , isto &, yz=3x, .
AD tem coordenadas (O=x,4,3x,—0,x,-0)=(=x,, 3x,, x4) .

DE tem coordenadas (0—0,0—3x,, x,—x,)=(0, —=3x,,0) .
AD - DE = —x,x 0+3x,x (= 3x,) +x,x 0= —9x>
2D =/(=x)*+ (3x)*+ (xa)* =113 5 IDE =v/(=3x)7 =v/9x7 .

| Qxfx' QXA _ 3
m WXA>O\/_XAX3XA V1T

(AD ) DE) = cos™' (i> ~25,2°

cos (AD DE) =

V1T
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40.1 x—2y=1Ax=0Az=0 < y=—%/\x=0/\z=0
]
<O'_2'0>

40.2 x-2y=1 & x-2y+0z=1
Um vetor normal a « tem coordenadas (1, -2, 0) .

Opgdo correta: (A)
40.3 3-2x(-1)=5#1, logo o ponto ndo pertence ao plano.
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40.4 k-2x(-k)=1 & 2k°+k-1=0 &

_1+V17 - 4x2x(=1) _1419
k=—— &
2% 1 2
1-3 -1+3
Vv k=
7 k=3

& k=

& k== & k=-2Vk=1

P(-2,-4,-8) ou P(1,-1,4).

41.1 AB(1,0,-1); AB-T=2-2=0
O ponto B pertence ao plano o, pois A pertence ao plano o e AB 1 .
41.2 Uma equagdo do plano o é da forma 2x—y+2z+d=0.

Substituindo as coordenadas de A, 2x(-1)-2+2x1+d=0 < d=2.

2x—y+2z+2=0

42. AF é normal ao plano BCD e tem coordenadas (1-3,3-6,-4-2)=(-2,-3,-6).
Logo, uma equagdo do plano BCD é da forma —2x -3y —-6z+d=0.

Substituindo as coordenadas de A na equagdo, obtém-se:
-2x3-3x6-6x2+d=0 < d=36
—2x-3y—-6z+36=0 <& 2x+3y+6z-36=0

Concluindo, uma equagdo do plano BCD na forma pedida é 2x+3y+6z-36=0.

_ 8] 1_0AxOB_==_8I 1_9x0B_,_8I — 9
43.V—4<:>3X > XC—4<:>3X > X3—4<:>OB—2
; )
B<O,2,O

Por trés pontos ndo colineares passa um Unico plano. Os pontos A, B e C sdo frés pontos ndo colineares,
pelo que se pertencerem ao plano definido por x+2y+3z-9=0, este plano é ABC.

Substituindo A(9,0,0): 9+2x0+3x0-9=0 < 0=0 — Proposicdo verdadeira

Substituindo B (O , % , O) : 0+2 x%+ 3x0-9=0 & 0=0 — Proposicdo verdadeira

Substituindo C(0,0,3): 0+2x0+3x3-9=0 < 0=0 — Proposicdo verdadeira
Logo, uma equagdo cartesiana do plano ABC é x+2y+3z-9=0.

Alternativamente (apés a determinagéo das coordenadas de B):

AC tem coordenadas (0—9, 0 3-0)=(-9,0,3).

-0,3-
BC tem coordenadas (O—0,0—%,3—O)=<O,—%,3>-
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—_— —
Determinemos um vetor 7 (a, b, c) perpendicular aos vetores AC e BC , que sdo vetores ndo colineares
paralelos a ABC :

. . (a,b,c)-(-9,0,3)=0 -9a+3c=0 3c=%a
n-AC=0ANT-BC=0 & = = =
. " (a,b,c)-(O,—2,3)=O —2h43¢=0 _2p=_3¢

2 2 2
c=3a c=3a c=3a
< b=%x3c < b=%x3x3a < b=2a

Portanto, as coordenadas dos vetores perpendiculares a AC e BC sdo da forma (a,?2a,3a),aeR\{0} .
Assim, para a=1, por exemplo, obtemos (1,2, 3) .

Logo uma equagdo do plano é da forma x+2y-3z+d=0.

Como o ponto A pertence ao plano, substituindo as coordenadas desse ponto na equagdo do plano,
obtémse 9+2x0+3x0+d=0 <& d=-9.

Assim, uma equagdo cartesiana do plano é ABC é x+2y+3z—-9=0.
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44.1 Substituindo as coordenadas de T na equacdo da superficie esférica obtemos uma proposicéo
verdadeira: (- 1)2+(2 - 1)2+(1 +2)2: 11 < 11=11.

44.2 Sendo C o centro da superficie esférica, um vetor normal ao plano é CT, que tem
coordenadas (-1-0,2-1,1+2)=(-1,1,3).

Logo, uma equagdo do plano é da forma —x+y+3z+d=0.

Substituindo as coordenadas de T, —(-=1)+2+3x1+d=0 & d=-6.

Logo, uma equagdo do plano na forma pedida é —x+y+3z-6=0.

45.
F E
c D~
LGN | H
B A

AC tem coordenadas (3-2,2-5,8-0)=(1,-3,8) eé perpendicular ao plano DEG .

Assim, o plano DEG tem equacdo da forma x —3y+8z+d=0.

2+3 5+2 O+8>

M[AC]( B R =<é Z 4) pertence ao plano DEG ( DEG é o plano mediador de [AC]).

2'2°
Substituindo as coordenadas, %— 3 x%+ 8x4+d=0 & d=-24

Uma equacdo do plano DEG é x—3y+8z-24=0.
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46. As opgdes (A), (C) e (D) sdo excluidas, pois o ponto C ndo pertence aos planos definidos pelas
equacdes dessas opcdes. O plano definido pela equacdo da opgdo (B) contém os pontos A, B e C.

Opcgdo correta: (B)

47.1 AD tem coordenadas (-3-3,3-5,6-3)=(-6,-2,3).

|AB I =V(-6)+ (=2 +32=7
V=7°=343

47.2 AD éum vetor normal a AEF, pelo que uma sua equacdo é da forma —éx — 2y +3z+d=0.

Substituindo as coordenadas de A na equagdo, obtém-se:

—-6x3-2x5+3%x3+d=0 & d=19

Portanto, uma equacdo de AEF é —6x—2y+3z+19=0.

47.3 Osvetores AD (=6, -2,3) e AE de coordenadas (1-3,2-5,-3-3)=(=2,-3,-6)
s@o dois vetores ndo colineares paralelos a ADE .

Sendo 7 (a, b, c) um vetor normal a ADE , tem-se:

AD—O/\][ AE _—O <:> ( ! ! ).( ! ’3) O
- = . 2
(a/b,C)‘(—: ,—31_6 _O

—ba-2b+3c=0 —ba-2b+3c=0
—2a-3b-6c=0 < |-2a=3b+6bc

L= L=
3 3

a=->b-3c a=-2b-3c

—6(—%b—3c>—2b+3c=0 Ob+18c—2b+3c=0
=
2

2

7b==-21c b=-3c b=-3c
= a=—%b—3c<:> a=—%><(—3(:)—3c<:> a=3¢

2

. —_— _— ~
Portanto, as coordenadas dos vetores perpendiculares a AD e AE sdo da forma

(3¢, -3¢, c).cemfo}.

Assim, para c=2 , por exemplo, obtemos 7 (3, -6, 2) .

Logo uma equagdo do plano ADE é da forma 3x—éy+2z+d=0.

Como o ponto A pertence ao plano, substituindo as coordenadas desse ponto na equagdo do plano,
obtémse 3x3-6%x5+3%x2+d=0 < d=15.

Assim, uma equagdo cartesiana do plano é ADE é 3x—-6y+2z+15=0.
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0=1+k
48.1 (0,2,3)=(1,0,2)+k(1,-1,0) ,kER & {Q:O—k,kEIR,impossivel.
3=2

48.2 Seja R(1,0,2).
O vetor RA tem coordenadas (0—-1,2-0,3-2)=(-1,2,1).

Determinemos um vetor 7 (a, b, c) perpendicular aos vetores T (vetor diretor dareta r)e RA :

(a,b,c)-(=1,2,1) —a+2b+c=0

a=b b=a
= —a+2a+c=0<:> c=-a

Portanto, as coordenadas dos vetores perpendiculares a 7~ e RA sdo da forma (a,a,-a),aeR\{0}.

oo o — (@a,b,c)-(1,-1,0)=0 a-b=0
n-T=0An-RA=0 & O<:>

Assim, para a=1, por exemplo, obtemos (1,1, 1) .
Logo uma equagdo do plano é da forma x+y—-z+d=0.

Como o ponto A pertence ao plano, substituindo as coordenadas desse ponto na equacdo do plano,
obtém-se 0+2-3+d=0 & d=1.

Assim, uma equacdo cartesiana do plano é x+y—-z+1=0.

PAG. 44
49. A(1,2,-1) e B(10,8,2) sdo pontos das retas r e s, respetivamente.

Asretas r e s ndo sdo paralelas, dado que os seus vetores diretores ndo sdo colineares.

Determinemos um vetor 7 (a, b, c) perpendicular aos vetores (2, —1, 1) (vetor diretor da reta 1)
e 5(3,2,1) (vetor diretor da reta s ):

(a,b,c)-(2,-1,1)=0 {2a—b+c=0

n-r=0An-s=0 & { 3a+2b+c=0 <

c=-2a+b c=—-2a+b
3a+2b-2a+b=0 < Ja+3b=0

- c=—2x(—3b)+b{:) c=7b
a=—3b Cl=—3b

Portanto, as coordenadas dos vetores perpendicularesa 7 e 5 sdo da forma (-=3b, b, 7b) , bER\{0} .
Assim, para b=1, por exemplo, obtemos 7 (-3 ,1,7) .
Logo uma equagdo do plano é da forma —3x+y+7z+d=0.

Como o ponto de coordenadas (1,2, —1) pertence ao plano, substituindo na sua equacdo, tem-se

-3x1+2+7x(=1)+d=0 < d=8, pelo que uma equagdo cartesiana do plano é —3x+y+7z+8=0.
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50. Dois plonos sdo perpendiculares se, e sé se, os vetores normais aos planos sGo perpendiculares.

(A) (1,3,0)-(=1,-3,0)=—1-9==10%0
B)U,S,O)( ,=1)==1+3=220
m)(1,3,o)(1,3,o)=1+9=10¢o

(D) (1,3,0)-(-3,1,2)=-3+3=0

Opcgdo correta: (D)

51. Uma reta é perpendicular a um plano se, e s6 se, o vetor diretor da reta e o vetor normal ao plano séo
colineares. Um vetor normal a o tem coordenadas (1,3, - 1).
Opgdo correta: (B)

52. Para que uma reta seja paralela a um plano é necessdrio que o vetor diretor da reta seja perpendicular
ao vetor normal ao plcmo.

(B) (0, 3,2)- (1 ) 620
(C)(0,3,2)- (O 3,2)=13#0

(D) (0,3,2)-(0,-2,3)=0. Além disso, o ponto de coordenadas (1,2, 0), que é um ponto da
reta, ndo pertence ao plano definido por —2y+3z=0.

Opcgdo correta: (D)

53.1 (1,2,-1)-(83,-1,1)=3-2-1=0,0vetor 7(3,-1,1), vetor diretorde r, e o
vetor (1,2 ,~1), vetor normal a «, sdo perpendiculares.
O ponto de coordenadas (0, 1, 3) , que pertence a 1, ndo pertence a o, pois 0+2x1—-3=-1=22.

Portanto, como 7" e T s@o perpendiculares e o ponto de coordenadas (0, 1, 3) ndo pertence a «, a
reta r é paralela ao plano « .

53.2

a. 3x—-y+z+d=0
3x3-1+4+d=0 < d=-12
3x—y+z-12=0

b. x+2y—-z+d=0
1+2x1-(-2)+d=0 <& d=-5
x+2y-z-5=0

53.3

a. Sendo a reta paralela & reta 1, tem vetores diretores colineares aos de 1, pelo que podemos considerar
o vetor diretor de coordenadas (3, -1, 1) .
Assim, uma equagdo vetorial dessa reta é, por exemplo: (x,y,z)=(3,1,4)+k(3,-1,1) ,keER.

b. Sendo a reta perpendicular & reta 1, tem vetores diretores perpendiculares aos de 1, por exemplo, o
vetor de coordenadas (1,2, —1), j& que o produto escalar deste com o vetor diretor de r de
coordenadas (3, -1,1) énulo (1x3+2x(=1)+(=1)x1=0).

Assim, uma equagdo vetorial dessa reta é, por exemplo: (x,y,z)=(1,1,-2)+k(1,2,-1),k€ER
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54. A reta que contém a altura do cone contém o centro da base do cone e tem a direcdo do vetor normal
ao plano que contém a base.

x—4y=8Ay=0Az=0 & x=8Ay=0Az=0; A(8,0,0).
x—4y=8Ax=0Az=0 & y=-2Ax=0Az=0; C(0,-2,0).

8+0 0-2 0O+ O> (4 -1
2 ’ 2 ’ 2 - ( 1 1 O) .
Logo, uma equagdo vetorial da reta que contém a altura do cone é

(x,v,2)=(4,-1,0)+k(1,-4,0) ,kER.

Como [AC] é um diametro da base do cone, M[AC]<
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55.1 3x+4y+d=0, pois HEF é paralelo a ABC.
Substituindo as coordenadas de E nesta equagdo, obtém-se:

3x10+44x8+d=0 & d=-62

Logo, uma equagdo cartesiana do plano HEF é 3x+4y—62=0.
55.2 (x,y,z)=(10,8,6)+k(3,4,0),kER

55.3 3x+4y-12=0Ay=0Az=0 < x=4Ay=0Az=0; A(4,0,0).

3x+4y-12=0Ax=0Az=0 < y=3Ax=0Az=0 ; B(0,3,0).

A_B>(_4/3/O) / ‘A_B>||= (_4)2+32=5.

D(4,0,9)

DE tem coordenadas (10—4,8-0,6-6)=(6,8,0) ; |DE|=Vé’+8°=10.

[ap[=ve =6.

AD tem coordenadas (4—4,0-0,6-0)=(0,0,6) ;
V=5x6x10=300

56. AB(=1,1,0) ; |aB|=V(=1)’+1240°=v2

2
A érea da base da pirémide ¢ V2 =2
A altura da pirémide é a cota do ponto E e o ponto E pertence ao plano DCE .

Como o plano DCE é perpendicular & reta de equagdo dada, o vetor normal ao plano e o vetor diretor da
reta sdo colineares.

O plano DCE pode ser definido por uma equacdo cartesiana da forma 3x+3y+z+d=0.
Substituindo as coordenadas de C (1,2, 0) na equagdo, obtém-se 3x1+3x2+0+d=0 < d=-9.
Uma equacdo cartesiana do plano DCE é 3x+3y+z—-9=0.

E(1,1,2),3x1+3x1+z-9=0 < z=3, pelo que a altura da pirdmide ¢ 3 .

V=%x2x3=2
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57. V(x,y,z),z=x", x>0, ou seja V(x,y,xz) )

Como V pertence ao plano ABV , substituindo as suas coordenadas na equacdo do plano, tem-se:

2
_3+ _ _ 3 J—
3x+x°=10 & x*+3x-10=0 & x= 323 ziT]X( 10 = x=_§%?£2
C>x=_i;7 C>X=_i;7Vx=_i;7 & x=-5vx=2

Como a abcissa de V é positiva, x=2 e V(2,y,4).

V pertence ao plano ACV , substituindo as suas coordenadas na equagdo do plano, tem-se:
y+4=4 < y=0. O ponto V tem coordenadas (2,0, 4) .

Uma equagdo vetorial da reta pedida é (x,y,z)=(2,0,4)+k(0,0,1) ,keR.
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58.1 Uma equacdo do plano pedido é da forma x+2y —2z+d=0, pois é paralelo ao plano que contém
a base do cone.

Substituindo as coordenadasde V, 14+2x2-2x6+d=0 < d=7.

Portanto, uma equagdo cartesiana do plano pedido é x+2y—2z+7=0.
58.2 (1,2,-2)-(2,-1,1)=-2%0, logo os planos ndo sdo perpendiculares.

58.3 Volume=%7rx 3°xVC=3rxVC
Uma equagdo vetorial de VC é (x,y,z)=(1,2,6)+k(1,2,-2) ,keER.
As coordenadas de um ponto genérico de VC sdo (1+k,2+2k,6-2k) ,kER.

Substituindo na equagdo de « , tem-se:

1+k+2(2+2k)-2(6-2k)=11 <& 1+k+4+4k-12+4k=11 &
& 9%=18 & k=2

Portanto, C(1+2,2+2x2,6-2x2),0useja, C(3,6,2).
VC=A\(3=1 +(6-2"+(2-6=Vd+16+16=136=6

Volume=3rx6=18n

59. Os pontos de r tém coordenadas da forma (-2, 1-k,3+k) ,kER.
P(x,3,z),1-k=3 ¢< k=-2 e z=3-2=1,logo P(-2,3,1).

Vamos escrever uma equagdo vetorial da reta que passa no ponto P e é perpendicular ao plano o .

Ovetor (1,1, —1), vetor normal a o, é um vetor diretor desta reta e, portanto, uma equacéo vetorial
daretaé (x,y,z)=(-2,3,1)+k(1,1,-1),kER.

As coordenadas de um ponto genérico desta reta sdo (-2+k,3+k, 1-k) ,kER.
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Substituindo na equagdo de « , tem-se:
—“2+k+B+k-(1-K=11 & -2+k+3+k-1+k=11 &

o 3k=11 < k=%

Determinando as coordenadas do ponto de intersecdo desta reta com o plano « , proje¢do ortogonal do
ponto P no plano o, que vamos designar por P' .

| 11 11 11 . (5 20 8
p(-2+5 3+ B o), P(2.2,-8).

( +3 343 3 ovseid 33 3

A disténcia do ponto P ao plano o é, entdo, dada por:
o o (o (4 T -
PP_\/<3+2>+33+3 = 3 )5 ) (-3 )=
_ 121 _ 121 _ 11
‘\/3X 9 ‘\/ 3 3

60. O plano FGH é paralelo ao plano ABC, pelo que tem equagdo da forma 2x+3y+6z+d=0.

Substituindo as coordenadas de F, 2x0+3x1+6x(-4)+d=0 < d=21.
Assim, uma equagdo do plano FGH é 2x+3y+6z+21=0.

A reta CH tem equagdo vetorial (x,y,z)=(-1,-4,7)+k(2,3,6), kER eoponto H tem
coordenadas da forma (—=1+2k, —4+3k,7+6k) ,kER .

Substituindo na equacdo do plano FGH
2(=1+2k)+3(=4+3k)+6(7+6k)+21=0 < —2+4k—-12+9k+42+36k+21=0 <
& 49%=-49 & k=-1

Logo, H(=1-2x(=1),=4+3x(=1),7+6x(=1)), ou seja, H(-3,-7,1).

61. O raio da esfera é igual & distdncia entre o centro da esfera e o ponto em que o plano é tangente &
esfera, que é a proje¢do ortogonal do centro no plano.

Comegamos por escrever uma equagdo vetorial da reta que passa no centro da esfera e é perpendicular ao plano.

. . 3 . .
Como a reta é perpendicular ao plano, o vetor ﬁ(O X 1), vetor normal ao plano, é um vetor diretor da
reta e, portanto, uma equagdo vetorial da reta é:

(x,y,2)=(1, -1 ,O)+k<0,%,1>,k€lR

Em seguida, determinamos as coordenadas do ponto de intersecdo da reta com o plano, projecdo ortogonal
do centro da esfera no plano, que vamos designar por T .

Para tal, podemos escrever as coordenadas de um ponto genérico da reta e substituir essas coordenadas na
equacdo do plano.

As coordenadas de um ponto genérico da reta séo (1 , =1 +§k , k) ,kER.

2
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Substituindo na equagdo do plano, tem-se:

§x<-1+§k)+k—5=o & 342 4k-5-0 < 13k=26 < k=2
2 2 2 4
Portanto, T<] ,—1+%x2,2) ,ouseja, T(1,2,2).

A disténcia do centro da esfera ao plano &, entdo, dada por:
CT=V(1 -1V +(2+1+(2-0=V0+9+4=V13
v=2z(V13)’

62. O ponto de tangéncia é a projecdo ortogonal do centro da superficie esférica no plano.

Comegamos por escrever uma equacdo vetorial da reta que passa no centro da superficie esférica e é
perpendicular ao plano.

Como a reta é perpendicular ao plano, o vetor (1, 1, 2) , vetor normal ao plano, é um vetor diretor da
reta e, portanto, uma equagdo vetorial da reta é:

(x,y,2)=(2,-1,0)+k(1,1,2),kER

Em seguida, determinamos as coordenadas do ponto de intersecdo da reta com o plano, projecéo ortogonal
do centro da superficie esférica no plano, que vamos designar por T .

Para tal, podemos escrever as coordenadas de um ponto genérico da reta e substituir essas coordenadas na
equagdo do plano.

As coordenadas de um ponto genérico da reta séo (2+k, —1+k, 2k) ,kER .

Substituindo na equagdo do plano, tem-se:

2+k+(-1+k)+2x(2k)-7=0 & 2+k-1+k+4k-7=0 & 6k=6 & k=1

Portanto, T(2+1,-1+1,2x1),0useja, T(3,0,2).
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