3. Produto escalar
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Diagnéstico

1.1
a.N+E=N+W=T
b. H/ + Q =HJ + JA = HA (por exemplo)
. A_D—o'+§ﬁ=A+o—D’+ﬁ=A+E—Q’+o—D’=
— — — —
=A+EQ+QT =A+ET =A+AS =S
d. %(Zﬁ—ﬁ+ﬁ)=%(ﬁ+ﬁ+ﬁ)=%(ﬁ+§5+ﬁ)=

= §(EP + JR) = %(ﬁ; + P_C>) = %E_é =E (por exemplo)

—_— — 3= — — — _ — —
1.2 AQ - SR +ZHM=AQ+RS+HL=AQ+QD+HL=

=AD + HL = AD + DU = AU

Como FR = 24U = ﬁ:gﬁ%’, conclui-se que k2=§ = k=i\/g = k=i@.
3 2 2 2 2
2. 7 +7l e lIZ =Vl sdo as medidas das diagonais de um quadrildtero de lados de medidas ||zl
e VIl
Como lIZ +7ll=llz = 7l , esse quadrildtero é um reténgulo, ou seja, os vetores & e U sdo

perpendiculares.

<i

Assim, como IVll=3 e T +7VIl=lT -VII=5, pelo teorema de Pitdgoras, tem-se:

IZI*+3°=5 < lzl*'=16 < lzl=4

lzll>o0

Opcdo correta: (C)
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3.1
k

2

+ 1 2k

s =3 @ 3K+ 1)=2k(20) & A +3=4" &

& 40 -3k'=3 & kK'=3 & k=1V3

b 170 = 171 < V(K2 +1) + 17 = V(2K + 37

Elevando ambos os membros da equagdo ao quadrado,

(+1) +@2) = (20°+3% & (K+1)°23% & K+1=2V3 o

& K+ 1=43 & KP=-1-3VEk=-143 & K=-4VEK=2 & k=1V2

Impossivel em IR

. PO(2-(=7),-2-0)=(9,-2)

a—ﬁg?(o,(%f)—v o (K41 —9,2k-(_2)):<o-2k,<%>2—3> =

o (K-8,2k+2) = <2k 95 )@

e K= 8=-2UA2k+2= QTk—3<:>k+2k 8 = o/\g’j 2k-3-2=0

& K+2k—8=0A9%°—8k-20=0

—2+42° - 4(-8) -

=—-4Vk=2
5 k k

1) K’+2k-8=0 & k=

2) 9k’ 8k—-20=0 < k:_(‘S)i\/(_?l_q‘”qx(_zo) o k=- ]90\/1( 2
De 1) e de 2) tem-se (k=—4\/k=2)/\<k=—%\/k=2> & k=2
3.2 se k=v3,7((v3)'+1,2V3) = (4, 2V3)
w (w, , w,) é colinear com @ se existir um nimero real A tal que W =Au .
(w,, wy) =2 (4,2V3) = (41, 2V34)
171=7 < Va?+(2v34) =7
Elevando ambos os membros da equagdo ao quadrado,
@A)+ (2V32) =49 < 1607 +1207 =49 & 2827 =49 &
=¥ % =3 /'LQ=% = A=i\/§ = A:ig

Assim, 171'(4 (—?) , 2%(—?)) , ouseja W(-2V7 ,-V21) ou

w@(?),zﬁ(?)),ou seja w(2v7 ,V21) .
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3.3 Como PQ tem coordenadas (9,-2),areta PQ tem declive —%;

__2 —_2.4 __14.
2= 9x2+b<:>b— 2+9<:>b 5
y=—%x—% é uma equagdo reduzida da reta PQ ;
2(.3 14 3 3
4=—§(p—])—7<236=—2p +2-14 & 2p°=-12-36 =
@p3=—42_8<:>p3=—24(:>p=v3—24@p=—2\3f3

4.1 Se k=8 ,temse Q(-=1,8+1)=0(-1,9).
T+20+30=(5,-30)+2(5,-3)+3(=2,3)=(9,-27)
T(t,,t,), TO(=1-1t,,9 —t,)
TO =W +20 +37 & (=1-t,,9-t,)=(9,-27) <

& -1-6=9A9-1,=-27 & t,=-10A =36
logo, T(-10, 36) .

42 2P0 +V =2(-1-0,k+1-3)+(=2,3)=(-4,2k-1)
2P0 + 7] =5 = V(=4 +@2k-1)7=5

Elevando ambos os membros da equagdo ao quadrado,

(4 +(2k =17 =25 & k=1 =9 & 2k—1=43 &

& 2k-1=-3V2k-1=3 & k=-1Vk=2
Se k=—-1,entdo Q(-1,-1+1),0useja, Q(-1,0);se k=2 ,entdo Q(-1,2+1), ou seja,
Q(-1,3).

43 T-7=(5,-3)-(-2,3)=(7,-6)
(x,y)=(0,3)+k(7,-6),kER

4.4 Se k=5, ascoordenadasde Q sdo (-1, 5+ 1),0useja, (=1, 6).
k=0 + (=3 =(-1))"+(-6)" & X+ (-3)"=x+1V+(y-6) &

S Xy —by+9=x"+2x+ 14y - 12y+ 36 &

& —6y+9=2x+1-12y+36 & -6y+12y=2x+1+36 -9 <
= 6y=2x+28 = y=M = y:lx+u
6 3 3
Como o declive da mediatriz do segmento de reta [PQ] é 1 , um seu vetor diretor tem coordenadas (3, 1) .

3

Como a ordenada na origem é ]3—4 , 0 ponto de coordenadas (O , ]3—4) pertence & mediatriz do segmento de
reta [PQ] .

(x,y)=(0,%>+k(3,]),kelR
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S'A(OIOIZA)IC(XCIyCIO)ID(OI]IO)IB(xBIyBIZB)IE(xEIyEIZE)

5.1 Por um lado, ﬁ=ﬁ+ﬁ=ﬁ—ﬁ,ou seja, BD tem coordenadas
(c3-1,8-7,1-5)=(-4,1,-4).

Por outro lado, BD tem coordenadas (0 — x5, 1 = ys, 0 —z) = (=x5, 1 =V, —23) .

Portanto, —xz=—4A1 —yy=1 A -z;=-4 < x3=4 ANy;=0Azz;=4,peloque B(4,0,4).
Temse que E=D+DE =(0,1,0)+(1,7,5) =(1,8,5).

Como a aresta [AD] estd& contida no plano yOz , [ABCD] é um reténgulo e, tendo em conta as
coordenadas de B ede D, concluise que A(0,0,4) (acotade A éigualadde Bje C(4,1,0)
(C tem a mesma abcissa que B e as mesmas ordenada e cota que D).

5.2 Um vetor colinear com DE é da forma ADE , para um nimero real A e tem coordenadas
(A,7%,51) .

VA2 + (70 + (5 = V3

Elevando ambos os membros da equagdo ao quadrado, obtém-se:

2 2 2 2 2_ 3 2_ 2 1
= = = —_— = —_— =+—
+(72)°+(1)'=3 & 750°=3 & 2 75 & A= & A=ig
Como o sentido é oposto, o vetor nas condi¢cdes enunciadas tem coordenadas
1 _1 _1 (-1 7 _
(5x1.-5%7. 5"5) (5' 5 ])'

5.3 Um vefor diretordareta EB é EB=(4-1,0-8,4-5)=(3,-8,-1).
Logo, uma equagdo vetorial dareta EB é (x,y,z)=(4,0,4)+k(3,-8,-1) ,kER.

6.z,=2=2.=-3 e zp=2,=2,=5.

6.1 (x,,y,,-3)=(=6,7,13)+k(-5,4,8) ,keER &
& x,=—-6-5kNy,=7+4kN-3=13+8k,kER <
S x=—-6-5D Ay, =7+4(-2)ANk=-2 & x,=4Ay,=—1;A(4,-1,-3).

(g, v7,5)=(=6,7,13)+k(-5,4,8) ,keER &
& xx=—-6-5kANy;=7+4kAN5=13+8k , kER <
& X=—6b6-51)Ay=7+4(-1)Ak=-1 & x,=—1Ay,=3;F(-1,3,5).

6.2 (x,y,z2)=(-6,7,13)+k(-5,4,8) ,keERAYy=3 &
& (x,3,2)=(-6,7,13)+k(-5,4,8) ,kER &
& x=—6-5kAN3=7+4kAz=13+8k,kER &

& k=-1Ax=-6-5(-1)Az=13+8(-1) & k=-1Ax=-1Az=5; portanto, as
coordenadas do ponto de intersegdo sdo (—1,3,5) .
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6.3 Centro: M[AF]<4£ 1 , _]2+3 , _32+5> , ou seja, Mug (%, 1, 1)

Raio: 127l V(-5 +4°+8 /105
T T 2 T2

(x—%>2+(y—1)2+ z—l)2<(\/gﬁ>2 & <x_%)2+(y_])z+ Z_])Qg%

PAG. 166
Tarefa 1

_3-1_
l.m—]_o—2

2. y=2x+1
3.2

4, y=2x
PAG. 168

Tarefa 2

tga=%=2 e m=tgo.

PAG. 170
Aplicar

3.1 Se x=O,y=%xO—2=—2;(O,—2).

Se y=0,0=%x—2 & x=x=4;(4,0).

3.2

3.4 Sendo a ainclinagdo da reta, tem-se tgo =% ; pelo que, a= tg_1 <%) ~ 26,6°.

4.1 m=2;sendo a ainclinacdo da reta, tem-se tgo =2 ; pelo que, o= tg_] (2) & a~63,4°.

4.2 m=-3;sendo a ainclinacdo da reta, tem-se tga=—3 ; pelo que,

o=tg '(=3)+180°% —71,6°+180°= 108,4° .

4.3 m=1;sendo o ainclinacdo da reta, tem-se tgor=1; pelo que, a = tg ' (1) =45°.
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4.4 m=-1;sendo a ainclinacdo da reta, tem-se tgar=—1; pelo que,
a=tg ' (=1)+ 180°= —45°+180°= 135°.

4.5 m=3;sendo a ainclinacdo da reta, tem-se tga =3 ; pelo que, o= tg_](3) ~71,6°.
4.6 m=0;sendo o ainclinacdo da reta, tem-se tgor=0 ; pelo que, o= tg”'(0)=0°.

4.7 Como a refa é vertical, o =90° .

4.8 x+2y=0 < yz—%x

m= —% ; sendo « ainclinacdo da reta, tem-se tga = —% ; pelo que,
a=tg" (-%> +180°~ —26,6°+180°= 153,4° .
49 2x-y=3 < y=2x-3

m =2 ;sendo o a inclinacdo da reta, tem-se tgor=2 ; pelo que, a = tg™'(2) ~ 63,4° .

4.10 m = _3 ; sendo « ainclinacdo da reta, tem-se tga = _3 ; pelo que,

4 4
a=tg" (-%) £ 180°~ —36,9°+180°= 143,1° .
5.1 m= M = ﬁ ; sendo o ainclinacdo da reta, tem-se o = tg_] <£> =
4 -1 3 3 6
5.2 m= —%= —1;sendo @ ainclinacdo da refa, tem-se a=tg '(—1)+ 7= —%+n=% .

6.m=tg(30°)=§ e —2=§x(-2)+b = b=-2+¥ = b=_6+372\/§.

y=?x+2\/§37—6

7.1 2sena=cos(r—a) & 2sena=-cosa
Dividindo ambos os membros da equagdo por cosa , obtém-se:

1

D SeNd _ _COSU oy pygy— ] tht=—2.

Ccoso Ccoso
logo, o =tg"' (-%) +180°% —26,6°+180°= 153,4° .

O ponto B é o ponto da reta r com abcissa nula:
(0,y)=(-2,0)+k(2,3) ,k€ER < 0=-2+2kAy=0+3k, kER &
< k=1Ay=3,B(0,3)

A equagdo reduzida dareta s é y= —%x +3.
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7.2 —%x+3=0 & x=6,A(6,0)

(x,0)=(=2,0)+k(2,3) ,kER < x=-2+2kA0=0+3k, kER <

& k=0Ax=-2,C(=2,0)
(2+6)x3

12
2

A[ABC] =

PAG. 173
Tarefa 3

1. AB(3,0) e AD(-2,0) .

X _ ° _1
2. ] =c0s60° <= x—2,

_.|~<

3.E'.E=(3,o)-(—l,ﬁ>=3(_l>+o(§>=_%

— —»_ _l
AC AD-( 5

AB -AD=(3,0)-(=2,0)=3(-2)+0=-6

Tarefa 4

4. Angulo obtuso: sinal negativo; &ngulo reto: sinal nulo; dngulo agudo: sinal positivo.

PAG. 176
Aplicar

—

11. 7 - V=3x(-2)+1x4=-2, logo o angulo é obtuso, dado que & -V <0 e & e U ndo sdo
colineares.
121 - 7=2x(=1)+(-3)x0==2

Angulo obtuso, dado que @ -V <0 e @ e ¥ ndo sdo colineares.

12.2 AB tem coordenadas (0 —1,-3-2)=(=1,-5).
BC tem coordenadas (=2 - 0,4 —(=3))=(=2,7) .
AB -BC=-1x(-2)+(-5)x7=-33

Angulo obtuso, dado que AB - BC <0 e AB e BC néo sdo colineares.

13. BA(1-1,0-1,1-1)=(0,-1,0) e IBAll=1.

BC(O-1,2-1,1-1)=(=1,1,0) e IBCIl=V(=1+1?+ 0" =v2 .
BA -BC=0x(=1)+(=1)x1+0x0=—1.
BA - BC -1

Bl < Bl 1xv2
M360 11 « 11.° Ano * Resolugdes
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141 7-T=5 < 3x2+5xk=5 < k=_%

14.2 O angulo formado pelos vetores é agudo; portanto, ' - >0 e ¥ e U ndo podem ser colineares.
V>0 & 3x2+5%xk>0 & k>—% = kE]—%,+oo[

Verifiquemos se existe algum valor de k tal que @ e V' sdo colineares.

I 2_k _ .10 _10_] 6
U eV soocollnearesse3—5<:>k—3 e 36] 5,+c><>[.
Logo, o angulo é agudo para k € ]—% , +oo [\{%} .

14.3 & — 2V tem coordenadas (-1 ,5 — 2k) .

(T-20) 7=0 & -1x2+(5-2)xk=0 <

2
—(=5)+ A
C>—2+5k—2k2=0<:>2k2—5k+2=0<:>k= ( ) \/( 5) X2x2 &

2x2

543 _5-3,,_5+3 ..
& k= 2 & k= 2 V k= 4 C>k—2\/k 2
15. A(1,-1,-1),¢c(=1,1,=-1),D(=1,=1,-1),E(1,=1,1),F(1,1,1),G(=1,1,1),
H(_]I_]I])
15.1 As coordenadas de AB s&o (1-1,1-(-1),-1-(=1))=(0,2,0)
easde BF sdo (1-1,1-1,1-(=1)=(0,0,2).
AB -BF=0x0+2x0+0x2=0
15.2 ﬁ(0,0,Q)eoscoordenodosdeF_ﬁséo (=1-1,1-1,-1-1)=(-2,0,-2).
BFE-FC=0x(-2)+0x0+2x(-2)=-4
15.3 As coordenadas de EF sdo (1-1,1-(=1),1-1)=(0,2,0)
easde DC sdo (=1 —(=1),1=(=1),=1-(=1))=(0,2,0).
EF-DC=0x0+2x2+0x0=4
15.4 ﬁ(O,Z,O)eoscoordencdcsdeﬁsao (=1=(=1),-1=(=1),1=(=1))=(0,0,2).
EF -DH=0x0+2x0+0x2=0
15.5 D_C>(O,2,0)eoscoordencdcsdeﬁsdo (1-=1,-1=-1,1=(=1))=(0,-2,2).

DC-BE=0x0+2x(-2)+0x2=—-4
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Aplicar

16. AIASC:E{,,\B_Cb.Ascoordenodasde BA séo (1-(=1,1-3,1-0)=(2,-2,1)
easde BC séo (0-(=1),2-3,5-0)=(1,-1 ,5) .

BA-BC=2x1+(=2)x(=1)+1x5=9

IBall =22+ (=2 + 12 =3, IBEI =V 12+ (= 1)’ + 52 =v27 = 3V3

BA - BC = IBAll x | BCll x cos (B2 BE) < cos ﬂ’f?{:’)zﬁ@
X
(= cos(ﬁ?ﬁ)=?

\/§> ~ 55°.

Logo, (E{j BC =cos_]<T ~

17.1 (A8 | ac) =90°
17.2 (CA " CB) = 45°
17.3 (Ba | BC) = 45°
17.4 (A8 BC) =135°
17.5 (aC’ CB) = 135°

18.1 E’-B_c’=3x3xcos120°=9x(—%>=—%

18.2 A altura do triéingulo é V % = = T\/_ :

3\7 V3 V3. _27
2

CA - CD =3 x ><c0530°—

I\)

18.3 DA - DC =0, dado que DA e DC sdo perpendiculares.

18.4 B_c’-&’=3x3xcos120°=9x(—%>=—%

19.1 DC - FG =0, dado que DC e FG sdo perpendiculares.

19.2 A diagonal facial mede 2V2 e a diagonal espacial mede 2V/3 .

::_g=cos (CAG) < cos(CAG) = % & cos (CAG) =%
A_C>-E’=2\/§x2\/§x%=8
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19.3 EC - BD =0, dado que EG e BD sdo perpendiculares.

19.4 %=cos (BAG) & cos (BAG) =% & cos (BAG) =%
ﬁ-fd=2x2ﬁx%=4

19.5 4B - CG =0, dado que AB e CG sdo perpendiculares.

20.1 CD - DE =0 4B - CG =0, dado que CD e DE sdo perpendiculares.
20.2 ﬁ-ﬁ=4ﬁx4xc0545°=léﬁx<§)=lé

_4V2

20.3 f;;g= cos (Ba‘A) & cos (BéA) =—= & C0s (BfZA) =-=

43

=

B A = 4v2 x 4v3 x Y2 _ 39
V3

21. %=1x1xcos(ﬁ'jl7)

Logo, (l_f/,\l_;) =cos ' <l> = (L_f/,\l_f) =T
2 3
22. —6V2 =4 x 3 x cos (BAC)
Logo, (B;&C) = cos” <—%> = (B?\C) =135°.

23. AB LBF, AE L EH e AB L AH , pelo que, para qualquer valor de a,

—_— — —_ —> —_— —
AB - BF = AB - EH = AB - AH =0.

PAG. 178
Aplicar
24. DA - AB = DA - ED = 8 x 4 x c0s(120°) = 8 x 4 x (—%):—16

Opgdo correta: (A)

25. O angulo formado pelos vetores 2a” — b e —b & obtuso ou raso se (23 - l_;) . (—3) <0.

2@ — b tem coordenadas
(2)(2—2](,2(] —k)—(k+2),2x(—3)—(—]))=(4—2k,2—2k—k—2,—6+])=
(4 -2k, -3k, -5)
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(22 -b) - (=) <0 & —2kx (A -2+ (=3 x(-k-2)-5<0 <
& —8k+4K +3k*+6k-5<0 & 7k*-2k-5<0

2+1(=2) = 4x7(=5) o ko2£12
2x7 14

2-12,,_2+12 _5,.,.
S V=t o k=S V=]

7K - 2k-5=0 & k=

L=

& k=
Como o gréfico de y =7k — 2k — 5 é uma pardbola com a concavidade voltada para cima, tem-se:

7K -2k -5<0 < ke]—g,l[.
BC x CE
2

Consideremos a figura representada num referencial o.n. Oxy em que A é a origem do referencial, C

26. App=a & =a < BCxCE=2a

pertence ao semieixo positivo Ox e F pertence ao semieixo positivo Oy .

Sejom AC=AF=c e BC=CD=b,com b e ¢ nimeros reais positivos.

y
F E

G D

c
b
. b
A B c «x
—
c

Assim, C(c,0),D(c,b) e E(c,c),peloque AD(c,b) e CE(O,c) .

— — -
logo, AD - CE =0xc+cxb=cxb=BCxCE=2a.

27. A(0,1,0),B(0,0,z,),A0(0,-1,0),AB(0, -1, z,)

A0 -AB=0x0—-1x(=1)+0xz;=1

28. ﬁ-7=||ﬁ'||x||ﬁ'||xcos(i,17’)=2x3xcos(ﬁ',V)zéxcos(ﬁ,l_f)

(A) 4 -V=-6 se cos (ﬁ' , 7) =-1 e, portanto, (ﬁ' , 17) = 180°, mas os vetores ndo sdo colineares.
(C) «-vV=6 se cos (E , 17) =1 e, portanto, (ﬁ' , 7) =0°, mas os vetores ndo sdo colineares.

o e o ~ — o ~ - 7 o ’ .z ’
(D) uw-v=7 < bxcos\u ,v)=7 < cos\u , v :g,oqueelmposswel,|oqueseobtem

A~

cos(ﬂ’,ﬁ')>].

Opcgdo correta: (B)
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29.1 NB - NC = INBl x NGl x cos (ﬁj ﬁ) = 4 x INCIl x

29.2 MN - MD = IlMN 1l x |MB || x cos (MN . MD)

cos (WT ﬁ) = COS (7r - AMN) = —CO0s (AMN) =

MN - MD = [MN Tl x 2 x (—cos (AMN)) = 17Nl x 2 (

__4
1N |

4
Ine |

):—8

16

29.3 D_C>m>=”D_C>”><”ﬁ”xcos(D_C>7m =6x2xcos180°=-12

29.4

D
2
M

4

A

2 N 4

—_ — —_— — —_ N — —_—
NC - BC = INCIl x IBSN x cos (NC © BE) = INCl x 6 x

B

T— 36
Incl

29.5 NA - DM =0, dado que NA e DM sdo perpendiculares.

—_— — — —_ — _— — — —
29.6 MA - CM =MA - (CD +DM) = MA - CD + MA - DM =

A - oot = Al x 1ol x cos (M Caf ) = 4 x |cadll x

M360 11  11.°Ano °

1

_ —>. _—> _l—>2_
=0+ MA <2MA>—2”MA“ =

E
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2
x6)=8

—2 —
Ieall
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Nota: As diversas alineas de 29. podem ser resolvidas recorrendo & colocagdo da figura num referencial

adequado, para calcular os valores dos produtos escalares pedidos. Tendo em conta, por exemplo, a figura

seguinte:
y
D 6 c
2
M
6
4
Al 2 N 4 B x

Tem-se que A(0,0),B(6,0),C(6,6),D(0,6),N(2,0) e M(O, 4).

Assim, exemplificando para 29.1:

As coordenadas de NB séo (6 —-2,0-0)=(4,0) easde NC sdo (6-2,6-0)=(4,6);pelo

que, NE -NC=(4,0)-(4,6)=4x4+0x6=16.

PAG. 180
Aplicar
32,1 (20) - (0 -W)=2V -0 -2V - W=2x4-2x6=-4

322 (T+20) - V=0 -V +20 -V =4+2x6=16

33.1 (3L_1')-17=3(ﬁ-17)=3x2x5xcos(]20°)=30x(—%>=—]5

2

33.3 (ﬁ’+317')-17=E-7+3(17-5’)=2x5xcos(120°)+3x||17||2=le(—l>+3x52=7O

33.4 (50 -27) - (B8V) =5x3 (0 -7) —=2x3(V-7)=15x2x%x5xcos(120°) — 6 x 5° =

331 1T +0IP=@+7) - (@+7) =0 -T+0-T+V -0 +7 -V =

Nz +7 - v+7 -7+ 11 =171+ 20 - 7 + IT1°

34.2 Se & e U forem perpendiculares, temse 7 -V =0, pelo que, 17 +71I* = IZ1I” + IF]I” . Teorema

de Pitdgoras

343 T +vIP=@+7) - @+7) =1zl + 27 -7 + 171

—

2 2 2
IZ1°=IZI" + 27 - v + 7" & @ -V =-
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PAG. 181
Aplicar

34 7 -7=36 < 7l7=36, logo, Tl =6.

Izl =2Vl < ||7||=%|Iﬁ'|| < Ivll=3

Iz + 71 = Z17+ 20 - 7+ T =36 +20 -V +3°=36+20 -V +9=45+20 -V
IT+717=11" & 45+20 -7 =11 & @ -7 =38

U (30 -20)=30 -0 -20 -v=3x36-2x38=32

34.5 T +7IP =171+ 27 -7+ 1717 = VIO =k2+2x0+(2k- 1) <

& 10=k’+4k —4k+1 & 5K —4k-9=0 &

414 —4x5x(=9) 4+14 414 4+14
= k= 2%5 & k=T @ k=T7g Vk=T7 ©
- _9
& k=-1vik=¢
|mp4
35.1 (T+2V) - @+3v+w)=@E+20) - @+3r=v)=@+20) - (@+2V) =

=0 -w+T-(20)+(20) - T+ (20) - (20) =0 -u+2(T - (20)) +4 (V- V) =
=17l + 4 (@ -¥) + 471" =17+ 4x0+4x1=5

Opgdo correta: (D)

35.2 47 - (20 - V3T ) =6 < 87 -7 -4V37 - T =6 < Wu?:—% & T =—

ﬁ'-ﬁ;’=||ﬁ’||x||ﬁz'||xcos(ﬁ’7u7) = —§=1xlxcos(ﬁju7> = (ﬁjﬁ}'>=cos_]<—\/§> =

36. 1+tg70=—p— <& 1+V] g ]2 <:>cosz)9=i<:>cos9=l

cos 0 cos 0 16 4

(Como tgf=V15, o angulo de amplitude 6 é agudo, pelo que cos6 >0 .

a. 1 -7=||L_l'||><||17'||><cost9=2x3xl=%

4

b7 - (@+20) =0 -T+7-20) =g’ +27 -7 =2*+2x2=4+3=7

N

c. ||ﬁ'+217'||2=||ﬁ'||2+2ﬁ'-217+||217||2=22+4ﬁ'-17+4||17||2=4+4><%+4><32=46

36.2 7 -V =7 x IPll x coso < %=2x3xc059 = cos@=% = 0=cos_]<%> & O~ 76°

M36011 + 11.° Ano * Resolucoes .



AC=5 AB+BC=5 — 22— AB =3
7.1 o . o {AB+§AB‘5 = {_
BC ==AB BC ==AB BC=2
3 3 —
Como [ABDE] é um losango, BD =3 .

@2=B_C2+@2<:@2=32—22<:>@=\/§

CD>0

—_ — —_— — —_— — —_r — — —— — — — —
AD -BD=(AaC+cD)-(BC+CD)=AC-BC+AC-CD+CD -BC+CD -CD =

=||A_C'||-”ﬁf’”xcos(O°)+O+O+||ﬁ||2=5x2x1+(\/§)2=1O+5=15

PAG. 185

Aplica

41. v

r

U=(2,1)-(=1,2)=2(-1)+1%x2=0, peloque & e U sdo perpendiculares.

42, Por exemplo, (4,1) e (-4,-1).

43.1 O declive dareta r é 3 ; portanto, o declive das retas perpendiculares a 1 é —% .

43.2 2 = 3><( +b & b 3iVEogaty

3
PAG. 186
Aplicar
44, m=-1 ;m‘=—%=1 ;—=3=1x2+b & b=-5;y=x-5.
V3 1
45. m=t 30°=—;m'=——=—\/§,’b=2; =—V3x+2.
g 3 ﬁ y
3

46. AB(0-1,-2-2),0u seja AB (=1, —4) . Um vetor perpendicular a AB & o vetor de
coordenadas (=4, 1);(x,y)=(0,-2)+k(4,-1) ,kER.

5
a7.1 m=2

m=7

__1__2
47.2 m'= 5 5

2

47.3 3_1><( 5>+b o b=17;y=-2: 17
48.1 m=tg§=—3;—2=§x(—x/§)+b & b=-1;
)’=gx—1 <:>3y—\/§x+3=0.
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48.2 Areta AD é perpendicular & reta AB, pelo que m'=—%=—\/§;
~2=-V3x(-V3)+b & b=-5;y=-V3x-5 3
48.3 R (x;, yx) € AB; portanto, 3y, — V3x,+3=0 < y, = ? -1

- . — =
As retas RS e AB sdo perpendiculares se RS - AB =0 .

AB(3,V3) e ﬁ(—i— ,-2-(?&{—1)) ou seja, ﬁ(-i—xR,—1—ﬁxR>.

3

B35 -0 & 3(-28 ) evi(-1- Y] 0

& —7V3-3x-V3-x=0 & —4x,=8V3 & xz=-2V3;

n—% (=2v3) = 1=-3;R(=2V3,-3) .

49. Por exemplo, (0,-3,2),(-3,0,-1) e (-2,-1,0).

50. B(Zk,O,k) ,com k € R, é perpendicular a @ , dado que
b-@=(2k,0,k) -(=1,1,2)=-2k+0+2k=0.
151 =2v5 < V2 +k*=2V5 < 5°=20 < k=4 < k=-2V k=2

Por exemplo, 3(4 ,0,2).

PAG. 187
Tarefa 6

A(3,-2),B(3,2),C(-3,2) e D(-3,-2).

AC(-3-3,2+2),0useja, AC(~6,4) e BD(=3-3,-2-2),0useja, BD (-6, —4) .
||Ac||-m V32 e BBl = V(= 6) + (47 =32

AC -BD =—6x(—6)+4x(-=4)=20

A_C>ED>=”E”><“ED>”><COS(A_C>TED>) = 20=\/5_2x\/5_2xcos(ﬁj’7ﬁ) =

& cos (AC BD) Logo, (AC BD) = Cos ]<i) ~ 67,4° .

52 13

PAG. 189
Aplicar

52. A(-2,3),B(4,-1),c(1,-2) e D(2,3).

As coordenadas de AB sdo (4+2,-1-3)=(6,-4) easde CD séo (2-1,3+2)=(1

||m3>”=\/62+(—42=\/5_ =V1’+5° =26
|AB - CD|=|(6x 1+ (—=4) x 5)| = |- 14| = 14

14
V52 x V26

7Vv2

26 >z67,6 .

cos (ABT CD) = |cos (AB CD )‘ Logo, (AB ,,\ CD) = cos” (

M360 11 « 11.° Ano * Resolugoes
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1(-2,1)-(2,3)] _ !
12, DI x[I(2,3)] v5xVv13

Logo, (r? s) =cos”| (%) ~ 83°.

53.1 cos( ,s) |cos( , )|=

_a,-2)-0.3 s 5 V2
02 s (o) =eos 7 )= 1 a0 "V vio T5va 2

Logo, (r,,\ s) = cos™ (g) =45° .

54. DB=V2°+2°=V8 e DF=V2°+2°+4° =24 .
ﬂ.Logo, (ﬁa’fﬁ;) :cos_]<£> ~ 55°.

cos (ﬁ%’A ﬁ) =

V24 V24
55.1 (0,-5,-3)=(2,-1,5+k(1,2,4) , k€ER <
0=2+k k=-2
-3=5+4k k=-2

Logo, o ponto de coordenadas (0, =5, —3) pertence dreta 1.

Asretas r e s ndo sdo coincidentes, pois os seus vetores diretores, 7(1,2,4) e 5(6,7, -

sdo colineares.

~ NN [(1,2,4)-(6,7,-6)| 4 4
55.2 "s) = 7)< _ _
cos(r s) |cos(r s)| 0. 2. a[x[6.7. -0 T2 5T - 11vaT

Logo, r?s =cos ' <#> ~ 85,4° .
9 ( ) 11v21

55.3 Como o ponto B pertence a refa r, as suas coordenadas sdo da forma

(2+k,-1+2k,5+4k) ,kER.

C angul s I lu G dicul [
omo o dngulo entre as retas AB e r é =, concluimos que as retas sGo perpendiculares, pelo

2
que AB -T=0,em que as coordenadas de AB séo

(2+k-1,-142k,5+4k-1)=(1+k,-1+2k,4+4k) ,KER.
Assim, (1+k,-1+2k,4+4k)-(1,2,4)=0 &
& k+1)+2(-142k)+44k+4)=0 < k+1-2+4k+16k+16=0 &

e 21k+15=0 < k=—§

2) _ _2 1715
Logo,B<2+(—7>, 1+2< 7) 5+4< )),ousem B(7, > 7)
PAG. 192
Aplicar

57.1 0(x -1 +1(y-(-2)+1(z-3)=0 <& y+2+2z-3=0 & y+z-1=0
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57.2 —3(x—(—1))+%()’—(—2))+](z—3)=0 N —3(x+1)+%(y+2)+(z—3)=0 =

1

= —3x—3+§y+ 1+z-3=0 < -b6x+y+2z-10=0

PAG. 193

Aplicar

58.1 Os vetores normais ao plano tém coordenadas da forma (-4k, 2k , —=3k) , k € R\{0} .
Por exemplo, (—2 , 1, —%) e (-4,2,-3)

58.2 Intersecdo com Ox:—2x+0—%><0=6 & x=-3;(-3,0,0).

Intersecdo com Oy:—2x0+y—%x0=6 & y=6;(0,6,0).
Intersecdo com Oz:—2x0+0—%z=6 & z=-4;(0,0,-4).

59.1 (3,1, -3)
59.2 (1,-3,2)
59.3 3(x-1)+(y+3)-3(z-2)=0 <& 3x-3+y+3-3z+6=0 & 3x+y-3z+6=0

60. Substituindo as coordenadas de um ponto genérico do eixo Oz, (0,0, z) ,z€ R, na equagdo do
plano, obtém-se 2x0+0=6 < 0=6, que é uma proposicdo falsa; logo, o plano ndo interseta o eixo
Oz , pelo que teré de ser paralelo ao mesmo.

61.1 x+2y+2z=0

61.2 x+2x0+0=2 < x=2,A(2,0,0);0+2y+0=2 < y=1,B(0,1,0);
0+2x0+z=2 < z=2,C(0,0,2).

x OAXOB . 562

61.3 V=

1
3
62. 3(x—4)+(-5)(y-5)+8(z-3)=0 <& 3x-12-5y+25+82-24=0 &
& 3x-5y+8z2-11=0

PAG. 194
Aplicar

0 {a+2b+3c=0 {26+2b+30=0 {b=-§c
= 2
a=2c

(a,b,c)-(-1,0,2)=0 —a+0b+2c=0 Y

As coordenadas dos vetores perpendiculares a ' e v sdo da forma (2C , —%C , C) ,beR\{0} .

Fazendo, por exemplo, ¢=2, um desses vetores tem coordenadas (4, -5, 2) .

M36011 + 11.° Ano * Resolucoes .



64.2 W(a,b,c) , T -U=0AT-V=0 &
0
0

(a,b,c)-(0,2,2)= Oa+2b+2c=0 2b+2c=0 c=-b
= =
(@a,b,c)-(1,4,0) a+4b+0c=0 a=-4b

As coordenadas dos vetores perpendiculares a i e U sdo da forma (—4b,b, —-b) , b€ R\{0} .
Fazendo, por exemplo, b =1, um desses vetores tem coordenadas (-4, 1,-1).

65. Para obter uma equagdo cartesiana do plano, é necessdrio obter as coordenadas de um vetor normal
ao plano.

Temse BA(1 —(=5),0-2,0-3)=BA(6,-2,-3) e
BC(2-(=5),2-2,2-3)=BC(7,0,-1).

— —
Os trés pontos A, B e C sdo ndo colineares (pois BA e BC sdo ndo colineares), pelo que definem o

plano ABC . Assim, sendo 7 (a, b, c) um vetor normal co plano, vem 7 -0 =0AT -V =0 &

c=7a

o b a-(6,-2,-3)=0 6a—2b—-3c=0 6a-20-3x7a=0 _ b=_%a
(a,b,c)-(7,0,-1)=0 7a+0b-c=0

Portanto, as coordenadas dos vetores perpendiculares @ BA e BC sdo da forma

(a , —%a , 7a) ,ac€R\{0} .

Para a =2, por exemplo, temos (2, —15, 14) . Assim, ABC: 2x — 15y + 14z+d=0.
Como A(1,0,0) pertence ao plano ABC, substituindo na sua equagdo, vem
2x1-15x0+14x0+d=0 &< d=-2.

logo, ABC: 2x— 15y +14z-2=0.

PAG. 195
Aplicar

67.1 a(-1,0,1) e g(—3,0,3) , por exemplo.

67.2 Os vetores sdo colineares e, por exemplo, o ponto de coordenadas (-1, 2, 3) pertence & reta a
e ndo pertence dreta b :

-1=-3k
(-1,2,3)=(0,1,2)+k(-3,0,3) k€7 {2:] , sistema impossivel.
3=2+3k

67.3 Sendo A(-1,2,3) e B(0,1,2) pontos das retas a e b, respetivamente, o vetor AB tem
coordenadas (0 —(=1),1-2,2-3)=(1,-1,-1).
Determinemos um vetor 7 (a, b, c¢) perpendicular aos vetores @ e AB : 7 @ =0 AT - AB =0 <
N (a,b,c)-(-1,0,1)=0 PN —a+c=0 <:>{C=Cl

(a,b,¢)-(1,-1,-1)=0 "7 la=b-c=0 "7 [b=0
Portanto, as coordenadas dos vetores perpendiculares a @ e AB sdo da forma (a,0,a),aeR\{0}.

Assim, para a =1, por exemplo, obtemos (1,0, 1) .
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Logo, uma equagdo do plano é da forma x+0y+z+d=0 < x+z+d=0.

Como o ponto de coordenadas (0, 1, 2) pertence ao plano, substituindo na sua equagdo, tem-se
0+2+d=0 & d=-2, pelo que uma equagdo cartesiana do plano é x+z-2=0.

PAG. 196
Aplicar

69.1 Sdo concorrentes porque pertencem ao mesmo plano e os seus vetores diretores ndo s@o colineares.

69.2 W(a,b,c), 7 -T=0ANT-5=0 &

r
{m,b,o-(—1,2,—2)=o {—a+2b—2c=0 {a=2b—2c

=
(a,b,c)-(3,2,—])=0 36d+2b-c=0 3(2b—2c)+2b_6=0
8 _ 2
a=2b-2c - a=2b—2><7b<:> a——7b
6b—-6c+2b—-c=0 C=§b C=§b
/ 7

Assim, para b =7, por exemplo, obtemos 7 (-2 ,7,8) .
Logo, uma equagdo do plano é da forma —2x+7y+8z+d=0.

Como o ponto de coordenadas (1,0, —2) pertence ao plano, substituindo na sua equacdo, tem-se
-2x1+7x0+8x%x(-2)+d=0 < d=18, pelo que uma equagdo cartesiana do plano é
-2x+7y+8z+18=0 & 2x-7y-8z-18=0.

PAG. 197
Aplicar

71.1 Como o ponto A pertence ao plano xOy e tem ordenada —2 , tem coordenadas da forma
(x,-2,0).Comooponto A pertence ao plano ABG , tem-se 5x — 2(-2) =24 < x=4, pelo que
A(4,-2,0).

71.2 Seja H(-2,7,-4).

Um vetor (a, b, c) perpendiculara HA ea F(4,-2,4) évetor normal ao plano, pelo que

7T-HA=OAT -T=0 &

(a,b,c)-(6,-9,4)=0 ba—-9b+4c=0 6a —9(2a+2c)+4c=0
= = = =
=0 4a — 2b+4c=0

(a,b,c)-(4,-2,4) b=2a+2c
__6 6

6a—-18a—-18c+4c=0 c=--a c=-2a

b=2a+2 < 6\ & )

Assim, para a =7, por exemplo, obtemos (7,2 ,-6) .
Logo, uma equacdo do plano é da forma 7x+2y — éz+d=0.

Como o ponto A (4, -2, 0) pertence ao plano, substituindo na sua equagdo, tem-se
7x4+2%x(-2)-6x0+d=0 < d=-24, pelo que uma equagdo cartesiana do plano é
7x+2y—6z-24=0 & 7x+2y—-6z=24.
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Aplicar

74. Os vetores U (2,-2,1) e V(-=6,6,3) ndo sdo colineares. Logo, os planos néo sdo paralelos.

75. Os planos sdo coincidentes, dado que as suas equacdes sdo equivalentes:

2x-2y)=4-z & 2x-4y+z=4 & l_y_,_é:]
=4 2 4

76. Qualquer uma da familia: x — 4y +5z+d=0, d € R\{0}

77. Osvetores ©(1,1,1) e V(2,3 ,-5) sdo perpendiculares, pois
(1,1,1)-(2,3,-5)=2+3-5=0. logo, os planos n&o sdo perpendiculares.

78. Os planos séo perpendiculares se (a,3,4)-(a,1,-a)=0 & a’°+3-4a=0 &

% a= > & a=1Vva=3.

2
- L _AxV(-4) - 4x1x3 o ao4t2

79.1

a.o: 2(-x+1)=3y-z & -2z-3y+z+2=0;1n,(-2,-3,1)
b.B:3(x-1)-y+2@z+1)=y+2z-1 & 3x-3-y+2z2+42-y-22+1=0 & 3x-2y=0;
n5(3,-2,0)

c 7: y+%=o & 2+3x-2=0;7,2,3,-1)
x 3

—

79.2 a e B sdo planos perpendiculares porque 7, - mz=(-2,-3,1)-(3,-2,0)=0.

79.3 a e y sdo planos paralelos porque 17, = —1,. Como as equagdes dos planos ndo séo equivalentes,

os planos ndo sdo coincidentes.

80.1

—

—
a. AB e CD .

—

b. BC e CD .

—

¢. BF

—

d. AE

—_—

e. AD

—

f. AB

80.2 As retas de vetor diretor DH , por exemplo DH néo sdo perpendiculares ao plano ACF .
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81.1 Paralelos ou coincidentes
81.2 Perpendiculares
81.3 Perpendiculares
81.4 Paralelos ou coincidentes

81.5 Paralelos ou coincidentes

PAG. 200
Aplicar
84. 2(x+y)-2z=2-y & 2x+3y-2z-2=0

A reta é paralela ao plano porque (-2,2,1)-(2,3,-2)=0.

85.1 A reta ndo é paralela ao plano porque o vetor diretor da reta ndo é perpendicular ao vetor normal
ao plano, (=3,2,5)-(1,1,1)=-3+2+3=2=20.

85.2 —3x+2y+5z+d=0,d€R

PAG. 202
Aplicar

86.1 5
86.2 2
86.3 2

87. Comegamos por escrever uma equagdo vetorial da reta r que passa no ponto E e é perpendicular ao
plano ABC .

Como a reta r é perpendicular ao plano ABC, o vetor 7 (3, -2, 3) , vetor normal a ABC, é um vetor
diretor da reta r e, portanto, uma equacdo vetorial de r é:

(x,y,2)=(0,2,-3)+k(3,-2,3) ,kER

Em seguida, determinamos as coordenadas do ponto de intersecdo da reta r com o plano ABC, projecdo
ortogonal do ponto E no plano ABC, designado por E'.

Para tal, podemos escrever as coordenadas de um ponto genérico de r e substituir essas coordenadas na
equacdo do plano ABC .

As coordenadas de um ponto genérico de r sdo (3k, 2 — 2k, -3 +3k) , k € R (para cada valor real
de k, obtemos um ponto de 7).

Substituindo na equacdo de ABC , tem-se:
3x3k-212-2k)+3(-3+3k)+2=0 <& 9%k -4+4k-9+%9% +2=0 &

& 22%-11=20 & k=%

M36011 + 11.° Ano * Resolucoes .



(3x) o_oxl _ 1 q (3 _3
Portonto,E(3x2,2 2%, 3+3x2),ouse|o, 5(2,1, 2).

A disténcia do ponto E ao plano ABC é, entdo, dada por:
gE=1/(3-0) +(1 27 (-3 )2_,/2__V22
EE—\/<2 O) +(1 -2+ 2+3 =\ =

88.1 Como o vetor diretor da reta CT é normal ao plano o, qualquer equagdo cartesiana do plano o é
daforma x —2y+z+d=0.

Como o ponto de coordenadas (6, —3, 10) pertence ao plano o , obtém-se

6-2(-3)+10+d=0 & d=-22 e x—-2y+2z-22=0.

88.2 O raio da esfera é a distancia do ponto C ao ponto T .
Comegamos por escrever uma equagdo vetorial da reta CT .

Como o plano « é tangente & esfera no ponto T, areta CT é perpendicular ao plano «, o vetor

w(1,-2,1), vetor diretor da reta CT, é um vetor normal a o .
Uma equagdo vetorial de CT é: (x,y,z)=(3,-1,5)+k(1,-2,1),kER

Em seguida, determinamos as coordenadas do ponto T, ponto de intersecdo da reta CT com o plano «,
projecdo ortogonal do ponto C no plano o .

Para tal, podemos escrever as coordenadas de um ponto genérico de CT e substituir essas coordenadas na
equagdo do plano « .

As coordenadas de um ponto genérico de CT sdo (3+k,—1-2k,5+k),k€R (para cada valor
real de k , obtemos um ponto de CT).

Substituindo na equagdo de o , tem-se:

3+k—-2(-1-2k+5+k-22=0 & 3+k+2+4k+5+k-22=0 &
< bk-12=0 & k=2

Portanto, T(3+2,-1-2x2,5+2),0useja, T(5,-5,7).

A disténcia do ponto C ao ponto T é, entdo, dada por:

CT=V(5-3+(=5+11 +(7 -5°=vV24=2V6

Logo, o volume da esfera é V= %n (\/24)3 =64V61 .
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1. As retas sdo paralelas porque #m a mesma inclinagéo (45°).

2.1 m=20%(_3])=—1 tg (= 1) =—45°; o= —45°+180°= 135° .
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3.1 O declive dareta AB é tg(60°) = V3.

A ordenada do ponto C é a ordenada na origem da reta AB:V3=V3x3+b < b=-2V3

3.2 O declive dareta BD é _2) — :\3/§ - +3\/§ , pelo que o declive da mediatriz do segmento de reta
. . . 1 3
[BD] , que é perpendicular a reta BD, é — =— )
k Perp 1+V3 1+V3

3

logo, a inclinacdo da mediatriz do segmento de reta [BD] é tg' (—L> +180°%~ 132,3°.
1+V3

4.1 O declive dareta AB é tg (56”> —g
A(=2,0) ,0=—?x(—2)+b = b=—¥

Assim, uma equagdo da reta AB é

=_§x_i = 3y=—\/§x—2\/§ = 3y+\/§x+2\/§=0.

4.2 O ponto Q pertence & circunferéncia e & reta AB :

y_-ﬁx_& y=_?x_2\/» yz_ﬁx_&
3 3 & 3 ]3 4 19 =
2 2 2 3 2 £ _ 4=
X +y =4 ,C+<_T __> x+3x Xt 4=0
e V3, 2V (5 a5 =29
=4 j 83® ’ ’ LV —axixD)
4,2, 4, O _ 2 _9_ -1 —4x1x(-
3x +3x 3 0 x"+x-2=0 X = 75
y=-Y3, 208 V(5 208 [, V3, 2¥3
= 3 PN 3 Vv 3 3 o
x=_]2_3\/x=_]£r3 x=—2 x=1
{)/—0 {y——\/§
=
=-2 x=1

Como a abcissa de Q é positiva, concluimos que Q tem coordenadas (1, —V3) .

Alternativamente:

Os Unicos pontos comuns & reta AB e & circunferéncia séo pontos A (-2, 0) e o ponto Q. Assim, se o

ponto de coordenadas (1, —V/3) pertence & reta AB e & circunferéncia, entdo trata-se do ponto Q.
Substituindo (1, =v/3) na equacdo da circunferéncia (x” + y* = 2%), obtém-se:

17+ (—\/5)2 =2 & 1+3=4 & 4=4 — Proposicdo verdadeira

M36011 + 11.° Ano * Resolucoes .



Substituindo (1, =V/3) na equagdio da reta AB , obtém-se:

3x(=vV3)+V3x1+2V3=0 < -3V3+3V3=0 < 0=0 — Proposi¢cdo verdadeira
Logo, as coordenadas de Q sdo (1 , —\/§) )
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5. Areta de equagdo y+x=-1 ¢ y=—-x—1 temdeclive —1 e a reta de equacdo
(x,y)=(0,=1)+k(2,2),k€R tem declive 2 _4 .Como —1x1=-1, concluimos que as retas

2

sdo perpendiculares.

Opcgdo correta: (C)
6.A(2,1),B(0,2),c(-1,1),D(-1,-1),E(1,=-1).

6.1 Ascoordenadasde CB séo (0+1,2—1)=(1,1),easde BA séo (2-0,1-2)=(2,-1).
CB-BA=1x2+1x(=1)=1
As coordenadas de DE sdo (1+1,-1+1)=(2,0).

DE-CB=2x1+40x1=2

6.2 ED(-2,0) eascoordenadasde EA sdo (2—-1,1+1)=(1,2).
ED -EA =-2x1+0x2=-2
EAll =V1?+ 22 =5

cos(ﬁ?ﬁ)— ED-EA__ -2 _ 1

Bl 2v5 V5

(E0 " E&) = cos™! <—%) ~116,6°

201 = V(=2 +0% =2, |

6.3 AB(-2,1) eascoordenadasde AE sdo (1-2,-1-1)=(=1,-2).

—

AB - AE =-2x(=1)+1x(=2)=0, pelo que AB e AE sdo perpendiculares.

—

7.1 OA a§=”ﬁ>”><||a3>||><cos(&'jO_B> :3x3xcos(60°):3x3x%:4,5

7.2 0a - 0C = ol x o€l x cos (04T OC) = 3 x 3 x cos (120°) = 3 x 3 x (%) —_45

7.3 OE ﬁ':”ﬁ’llx”ﬁa’llst(ﬁ'f@’ =3x3xcos(180°)=3x3x(=1)==9

7.4 BC.BA = BCl x I1B& N x cos (B | BA) = 3 x 3 x cos (120°) = 3 x 3 x (—%)=—4,5
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7.5

—_—

EA

7.6

7.7

7.8

8.1

8.2

—
Cco

8.3

8.4

8.5

8.6

RESOLUCOES

2
A altura de cada triangulo é 4/37 — (%) = % .

-ﬁ=”ﬁ”x“E_C’”xcos(ﬁjE_é)=3\/§x3\/§xcos(60°)=3x3><3><%=13,5

c_B’-ﬁ’=c_B’-E)’=||cT§II><||E)’||xcos(c_B’fE)’)=3x3><cos(<50°)=3><3x%=4,5

ﬁ-C_A>=—F_O>-F_D>=—||ﬁ)'”x||F_D>||><cos(F_O>7F_D>>=—3><3\/§><cos(30°)=—13,5

CA -BE =0, dado que CA e BE sdo perpendiculares.

oa - 08 = 1ol x 108 |l x cos (0a™ " OF) =3x3xcos<@) ~2,8

5
CD
% = sen <722 > < CD=6sen(36°) (@ é a medida do lado do pentdgono).
.cD =Bl x Ieo |l x cos (E)’f C_D>) =3 x 6 sen(36°) x cos (M) ~ 6,2
—_—

e
D0 - DC = D81 x 1D x cos (DG D) = 3 x 6 sen (36°) x cos (54°) » 6,2

EA - ED = |EA I x IED | x cos (ﬁj ﬁ) =6 sen(36°) x 6 sen(36°) x cos(2 x 54°) ~ —3,8
&'-D_O'=—J-O_D»=—”ﬁ”x”0_1)’”xcos(ﬁjo_ﬁ)=—3x3xcos(2x72°)z7,3

OF - AD =0, dado que OF e AD sdo perpendiculares.

9. ﬁ-B_C>=||§4>”><||B_C’||><cos(§f7§?’)=2x1xcos(ﬁjB_é)

_— N — , _— — .
Como 90°< BA , BC < 180°, concluimos que —1 < cos (BA , BC) <0 e, assim,

—2<2cos(BA BC)<0 & —2<BA-BC<O.

Opgdo correta: (D)
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—_— 2 2
10.1 BG=BD Y4 +4 _7/p
2 2
@’-B_G’:—ﬁ-B_G>=—||ﬁ”><”B_G’”xcos(ﬁjB_é)=—4x2\/§xcos(45°)=

=-4x2ﬁx§=-8
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10.2 A dltura de cada triangulo ¢ V4% — 2° =2V/3 e a altura do octaedro é EF =BD = 4V/2 .

ﬁ-ﬁZﬁ-ﬁZ”ﬁ”X”ﬁ”XCOS(@’/,\E;)=4X4\/§XCOS(45°)=4X4\/§X§=]6

10.3 5-ﬁz—ﬁ-EZ—”ﬁ”X”ﬁ”XCOS(E»/,\E" :—4x4xcos(60°):—4x4x%:—8

10.4 FG - CC =0, dado que FG e CG séo perpendiculares.

10.5 AC-CF=-CaA - CF =—|lcall x |7 xcos(a{ia; = —4V/2 x 4 x cos (45°) =

=—4\/§x4xg=—16

10.6 DC - 4B = IDCIl x [AB |l x cos (D_C>T ﬁ) =4 x4 xcos(0°)=16
10.7 CF - EC =0, dado que CF e EC sdo perpendiculares ([AFCE] é um quadrado).

10.8 ﬁ’.m’=ﬁ.m’=llﬁ’llxIIWIIxcos(ﬁ’fm’)=4x2xcos(éo°)=4x2x%=4

10.9 BE - EN = —EB - EN = - |EB|| x |EN || x cos (ﬁjm) = —4x 23 x cos(30°) =

=—4x2\/§x§=—]2

11. Cos(ﬁjﬁ’)=;4x\/2§=—§, (ﬁ’jﬁ’):cos‘1(_ﬁ>=n_

Opcgdo correta: (A)

12. O trigngulo [ABC] é equilatero de lado V12412 =v2.
ﬁ-ﬁ,!:—ﬁ-B_C>=—||E¢f“x“B_C»”xcoséO":—\/fx\/ﬁx%:—]

Opcdo correta: (B)

5 24+4x, 5 3+y
13. M[AD](?I]) = 2 D=§/\ 2 D=] = XD=3/\)/D=—.|,D(3,—.|)
4B L AD e laBl =llaD|l
AD(1,-4), AB(=4,-1)

B=A+AB=(2,3)+(-4,-1)=(-2,2)

14.7-7=0 & (2,-3)-(v,,0,)=0 < 20, - 30,=0 v1=%v2

Opgdo correta: (C)
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15.
l. Verdadeira: 7 -V =0 < (6,k)-(-1,2)=0 & -6+2k=0 & k=3.
Il. Falsa: O dngulo entre os vetores & e U é obtusose & -V <O e os vetores ndo sdo colineares.
T-T<0 & -6+2k<0 > 2k<6 & k<3 & k€l-oo;3[
6 _k

Os vetores I e U s@o colineares se — =7 < k=-12, pelo que o dngulo é obtuso se

k€l-o00;3[\{=12}. -1 2
Opgdo correta: (B)

16.1 AB(6,2),CB(10,4),AB - CBE =6x10+2x4=60+8 =68
||Es’||=\/62+22=\/40=4\/1o,| “V10%+ 42 =116 =229

B o 68
AB , CB) =cos | 7> ~ 3,4°
( ) (VAOXVH(S

cos (AB CB) =

\/_Ox\/T

16.2 O trigngulo é retdnguloem A se AB -AC=0 < 6c+6-4=0 & c=—%

O triaingulo & reténgulo em B se BA - BC =0 < —6c+30+8=0 < c=12

3
O triéingulo é retdngulo em C se CA-CBE=0 ¢ —5+c-5c+c"+8=0 & *—4c+3=0 &
2
+1/(— _
=4_\/( 4 4><]xg<:>c=u\/c=4+2¢>C=l\/c=3.
2x1 2 2

17. Seja C(x,y) . O triéngulo & reténguloem A se AB - AC =0.
As coordenadas de AB  sdo (=1-(=3),2-1)=(2,1) easde AC sdo (x+3,y-1).

Assim, AB - AC=0 S 2x+6+y-1=0 & 2x+y+5=0 & y=-2x-5, pelo que as
coordenadas de C sdo da forma (x, —2x—5) e AC(x+2, —2x —6) .

2B Acl g o, VZ Ve 87 4 (20— o)

5 > =25 &

ABC] =25 &

= \/(x+3)2+ (=2(x+3)° :%

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtém-se:

(x+3)°+4(x+3) @ e 5(x+3°=500 & (x+3)°=100 < x+3=+V100 <

& x=-3-10vx=-3+10 & x=-13Vvx=7
Assim, temse C(—=13,-2x(=13)=5), ou seja, C(=13,21), 0u C(7,-2x(=7)-5) , OU seja,
c(7,-19).
181 0 - W=k’+k-k +k+2=2k+?2
T-w>0 & 2k+2>0 & k>-1 & ke€]-1,+00]

Opgdo correta: (B)
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182 7 - U =2k’ +k> —k-2=3k-k-2
7T-7<0 & 3k-k-2<0

Cdlculo auxiliar:

2
— (= + _ _ _
3k2—k—2=0 & k= ( ])—\/( ]) 4X3X( 2) k='|i\/25
2x3 = 6 =
_1-5 145 _ 2 _
& k= 3 Vk= 3 & k= 3\/k 1

Como o gréfico de y =3k’ — k — 2 é uma pardbola com a concavidade voltada para baixo, tem-se que

32 _k-2<0 & ke -%,1[.

19.1
- = 1 sen 6
. = ] _—= _—= =2
u-v=tgox +sen6xcose tg(9+cost9 tgo +1go tgo
(T -7)°=12 & (21g0)°=12 < tg0=3 < tgo=-V3Vv1igo=V3 9=%\/9=%

oclo, n]\{g}

19.2 7 (7)) =V80 & -7 =-V60 < 21g0=-V80 < tg0=-Y80 — go-—_v15

2
cos(@—n)+2cos<%+9>=—cos€+25€n9
(—\/15)2+l= ]2 = c0529=L = cos@z—l
cos 6 16 7.5<0 4
sen29+L=1 = sen2(9=E p—t sen9=—‘]5
16 16 ge10, 4 4
—c059+23en9=l+2x V15 _2VI1S +1
4 4 4
19.3 & +V tem coordenadas (tg9+l ,sen6+L) .
cos@
(T+7) -w= <tg0+1 ,sen0+L> - (1, —send) =
cos6
_ 1 _ _ _ 2, _ sené _ _ 2, _
—tg0+]+<sen0+—cose)( senf) =tgH + 1 — sen’d cos6 tg0+ 1 —sen’d — tgh

=1 —sen’0=1— (1 = cos’0) = cos’9 = 0 paratodoo 8 €[0, ﬂ]\{%} .
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20. E’-(A_C>+B_C>)=E3’-A_C>+H%>-B_C>=||E>||x||A_C’||><cos(E3>jA_C')+O=

2
=axcxcosa=axcxg=a
c

Opcdo correta: (B)
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211 (@+7) - @ -V)=-7 0T 0-0-V+V -0 -V -V=-7 &

|2 -2 =12 12 -
o Izl -1 =-7 & 3 -1W'=-7 & IWI'=16 < Ivl=4
71> 0

VT 4T7 - v7=2 o 7-0+0°=222 & 7.-7=22-16 <

=
=2
COS(E,,\I_;) 3><4 (

Opgdo correta: (B)

221 7 -v =zl < 7]l xcos(ﬁjl_z’)=3><6xcos(120°)=3><6x (—%) =-9

222 (7 -37) - F+0) =0 -TV+0 -7 -37-7-30-w=Izl”=3ITI° =27 - v =

=37 _3x6°—2x(-9)=-81

— - - g 0 2_’ - u
22.3 cos ((u +27) , ll) = ||ﬁ(>u+-;171|}|)>< ”L;[”

(T+20) T=0-T+20-T=IZl°+20 -7 =3%+2x(-=9)=-9

17+ 20l =V (@ +27) - (@+20) =T - T+ - (20) + (27) -7 + (20) - (20) =

AT+ 4 -5 + 4l =VF 4 49 1 4x 62 =117

@+20).4d -9 3
Iz +2v I x 7l V117 x3 V117

(L_z'+217)7ﬁ' =cos_1(— 3 >z106,1°
( ) V117

cos ((L_f+ 2V) /,\ E) =

224 (ki -V) - 20 +k¥) =2ki - T+ KT - T -20 -0 - kv -7 =
—oklTIP + (k2= 2)7 -7 = kTP = 2k x 3%+ (kK2 = 2) x (=9) — k x 6% =
=18k —9k*+18 — 36k=—-9k* — 18k + 18

Os vefores sdo perpendiculares se —9k” — 18k +18=0 < k’+2k-2=0 <

2
_2+ - - -
& k= 252 QS]X]X( 2) = k=2J—rT2\/§ & k=-1-V3Vk=-1+V3
23. ﬁ’-(—?l_}')=]2 & -20 - 12 & 0-V=-6
cos( ,v) — _=6_ ( ,v)-cos](—l) 7, ou seja, o angulo é raso.
||u||><|v|| 6

Opgdo correta: (C)
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21 7 - T+0)=4 o0 -7+0-0=4 o 0-7+1ltlI'=4 = 7T-7v=4-

— — —|2
70 P e 7 N Y P N N

1 1
COSO =, &< 7S5 ST =~
3 lZll < Il 3 Iz 1° 3

o 12-3lEl° = I7I* < 12=4171" & IzZI’=3 < lzZl=v3
Izl >0
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25. I7+71°=6" & @+7)- @+7)=36 & T -T+0-T+0-T+7 -7 =36 <
—12 —_ — —12 —12 —12 - —
o @l +2a - v+1IV1" =36 < lIZl"+IVII"=36 -2 - v (1)
2
Iz -7I°=(3V3) & @-7) @ -7)=27 & 0T -0 -T-7 -0+7 -7=27 &

e IgllP -2z -7+ =27 < lZI*+ 1717 =27 +22 -7 (M)
De (I) e (), resulta

3620 -T=27+20 -7 ¢ 20 -V +20 -7 =36-27 < 47 -7 = 9@5.7:%
26.
D E C
E
A B

BC =6°+2% <> BC'=40 < BC=V40 < BC=2V10

BC>0
AE - BD = (AB + BE) - (BC + CD) = A - BC + AB - CD + BE - BC + BE - CD =
= |28l x I1BCIl x cos (2B BE) + 2B x IOl x cos (2B €D ) +
+ IBEN x 1BEll x cos (BE  BE) + IBEN x 1D |l x cos (BE D) =
= -8 x2V10 x cos (90°+CBF) + 8 x 10 x cos (180°) +
2\/_ x 210 x cos (0°) 2@

x 10 x cos (90°+C§F) =

- 16\/10xsen(C§F) +80x(=1)+2x10x 1 - 10V10 x sen (CBF) =

—16V10x—2— —80+20 — 1010 x —2
210 2v/10

(:) M360 11 + 11.° Ano ° Resolugoes
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Alternativamente

Consideremos a figura representada, em referencial o.n. Oxy , em que A é a origem do referencial, B
pertence ao semieixo positivo Ox e D pertence ao semieixo positivo Oy .

y

D

A

Assim, A(0,0),B(8,0),c(10,6),D(0,6) e E(8+210,°;6),ouseia, E(9,3).

Portanto, AE(9,3) e B_D>(—8,—6),pe|oque AE -BD =9x(-8)+3x6=-54.

Opgdo correta: (D)

27. Designemos por a a medida do lado do quadrado [ABCD] .
CF-BG=(CB+BF)-(BA +AG)=CB - BA + CB - AG + BF - BA + BF - AC =

_ 1 o 1 N0 (L] =
—O+ax2axcos(180)+ax2a><cos(0)+0_2x( 1)+2xl_0

—> —> - .
logo, CF e BG sdo vetores perpendiculares.

_— A

28. AG - EC = Iac !l x |1E¢ 1l x cos (aC | EC

A drea da regido sombreada é dada por

~ R ~ — ~ 2 o~ 2 ~
EAFx AE. _EAFx AC _EAFx(4V2)" EAFx (V2)" _ 30EAF

2 2 2 2 2
30EAF _ 57 ~ 51 ~o_ T
T T = EAF—3O = EAF—<5
E-ﬁz—ﬁ-ﬁf=—”ﬁ”-”af”xcos(EA\F)z—\/fx(A\/f—\/f)xcos(%>=

- _ 2x3\/§x§=—6x§=—3\/§

29. Como o perimetro do trigngulo [ABC] é 14 e AB=AC=5 ,entdo BC=14-5-5=4.

M360 11 « 11.° Ano * Resolugoes (:)



Seja o= ABC . Tem-se cosoc=%.
ﬁ-ﬁ=—§(-B_C>=—||§(“x||B_C>||xcos(oc)=—5x4x%=—8

Opcgdo correta: (B)

30. Por um lado tem-se:
—_— — —_— — — —_— —
FM -DM = (FA + AB + BM) - (DC + CM) =
_— — _— — —_— — _— — _— — _— —
—FA -DC+FA -CM +AB -DC + AB - CM + BM - DC + BM - CM
—0+0+ 2Bl x IDCI x cos(0°) + 0 + 0 + I BM I x Ieazll x cos (180°)
B 5 B 8
2 2
— — —2
_ AR AR AB AB . (_1)=2ap - AB _ 377
=ABXx ABx 1+ > X5 x(-1)=AB 4 4AB
Por outro lado, tem-se:

Vigscomon = AB. x AF <> v=A4B xa < Ez=%

Conclui-se que:

DM =3 cl_3v
FM-DM—AXa—Aa
PAG. 209
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. , V3 . . 3
31.1 Odeclivedareta t é tg(30°) =22 eodeclivedareta u 6 ——=-——-=_-V3 .

ST V3iTV3
3

Como a reta u interseta o eixo Ox no ponto A , de coordenadas (5, 0) ,
0=-V3x5+b < b=5V3.

logo, a equacdo reduzida dareta u é y=—-v3x+5V3 .

31.2 Sabendo que B tem abcissa 4, a sua ordenada é y=-V3 x4 +5v3 =3 .

A ordenada na origem da refa t é V3 = ? x4+b & b= —? e a sua equagdo reduzida é

_V3 V3
3573

y

Como o ponto C é o ponto de intersecdo da reta t com o eixo Ox , a sua abcissa

Vi, V3
¢ 3% 3

=0 & x=1.

32.1 2x+y-3=0 &< y=-2x+3
-1=-2x5+b < b=9

s:y=-2x+9

A sua inclinacdo é tgfl(—2)+ 180°~ 116,6° .
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32.2 m= _LQ = % , pelo que as coordenadas um vetor diretor da reta pedida sdo (2, 1) .

(XIY)_(OIB)-'-]((QI ])/kE|R

32.3 Areta t tem declive % e as retas perpendiculares a ¢ t&m declive —% = —g e equacdo reduzida
4

da forma y = N

9

A reta que contém o ponto de coordenadas (6, 0) tem ordenada na origem O = A6+ & b=

9

w|oo

A equacdo pedida é y = —gx +% :

32.4 Um vetor diretor dareta r é (1, -2) .

,\t) |(] ,—2)(419)| ]4 (r?t):COS_

cos (r ,t) = = , ~ 0,9 rad
V71 (22 x Va2 197 V5 xV97

(V5nvas)

32.5 O ponto B tem coordenadas da forma (-3 + 4k, 7 +9k) , k €RR e o vetor BC tem coordenadas
(-6 —(=3+4k),2—-(7+9k) ,k€ER, ouseja, (-3 -4k, -5-9k) ,kER.

-5-9k

A reta BC t live —=— 7=
reta BC tem declive 3 Ak’

k€IR easretas BC e r sdo perpendiculares se

=59k (_oy__ =5-9%9_1 5 _OK)=_3_ -
_3_4k><(2)_ l<:>_3_4k_2<:>2(5 9k) 3-4k & k

1
2
Assim, as coordenadas de B sdo <—3 +4 (—%) L7 +9 <—%)> , OU seja, (—5 , %) )

33. x=%+3 & y=y=da’x-3a’, pelo que o declive a reta s é dado por a’.

O declive dareta r é % :
Asretas r e s sdo perpendiculares se %x i’=-1 < d’=-8 & a=-2.

Opgdo correta: (A)

34. Areta AB tem declive % . Como a mediatriz de um segmento de reta é uma reta perpendicular ao
segmento, concluimos que a mediatriz de [AB] tem declive —% = —% .

2
Opgdo correta: (D)
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35.1 Como a circunferéncia é tangente aos eixos coordenados, o seu centro, A , tem coordenadas (a, a) ,
com a>0.
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O ponto A pertence & reta 1:

a=0+ 8k

(a,a)=(0,1)+k(8,4) ,kER Jk€ER &
a=1+4k
8k=1+4k kz% k=1
<:>{ = ,kER & ]<:> 4
- a=8XZ a=2

Assim, A(2,2).
35.2 A circunferéncia estd centrada em A (2,2) etemraio 2: (x — 2 + (v - 2)2 =4 .

35.3 Areta r temdeclive 2=1 eareta t tem declive —+= -2 easua equacdo reduzida é da

8 2 1
2
forma y=-2x+b.

Substituindo as coordenadas do ponto A, que pertence dreta t,2=-2x2+b < b=6.

A equagdo pedida é y=-2x+6.

36.1 (-2-1)’+(y+2)=34 & (y+2)°=25 & y+2=-5Vy+2=5 < y=-7Vy=3
Como A pertence ao segundo quadrante, concluimos que a sua ordenada é 3 .

. _2—3__§ . . ~ -1 _é o, o
Areta AC tem declive T =73 e inclinacdo tg ( 3>+180 ~121°.

36.2 Como a refa tangente & circunferéncia no ponto A é perpendicular a AC ([AC] é um raio da

circunferéncia), o seu declive é _LS =% e a sua equagdo reduzida é da forma y = %x +b.
3
Substituindo as coordenadas do ponto A, 3 = % x(-2)+b & b= 25—] .

A equagdo pedida é y = %x + 2?] .

37.1 declive: — 1

—]=3,ordenodo na origem: 2=3x(=5)+b < b=17
3

Equacdo reduzida da reta: y = 3x + 17 ; inclinagdo: tg”' (3) ~ 72°.

B, -V-(2.2)| 4 _ 4 _ 4 _1
\/32_'_(_])2)(\/224_22 V10xv8 V80 4v5 5

37.2 cosa=

tg2a+1= ]2 <:>tg2a+1=%<:>tg2a+1=5 @tg2a=4 &S otga=2
cos‘o <L) tgo>0
V5
sen‘o + cos’or = 1 < sen’a + <L>2= 1 & sen’a=1 _1 = sen2a=é = sena:l
\/g 5 5 seno >0 \/g

2, 2V5 ,_2V5-10
NG 5 5
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37.3 Como o ponto P pertence & reta definida por y + 3x =0, as suas coordenadas sdo da forma
(x, =3x) .

Como B é o ponto onde areta r interseta o eixo Oy, as suas coordenadas sdo (O , 6) .

O trigngulo [APB] é retangulo em P se
PA-PE=0 < (=5-x,2+3x)-(0-x,6+3x)=0 <

& —x(=5-0)+2+3%0)-(6+30)=0 & Sx+x"+12+6x+18x+9x° =0 <

2
10X 4 2054 122 0 e o —29%V29" —4x10x12 ., _-29+19
2x10 20
_-=29-19, _-29+19 _12,. 1
& x= 20 VXx= 20 & x= 5\/x 5

N |

. , 1236 s 3. (_1)-

Assim, a ordenada de P é —3><<—5>— 5 ou é 3><< 2)
12 36 13

Logo, P(_s ' 5) °”P< 2’2)'
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38.1 |oa - 0Bl'= (04 - 0F) . (0 - OF)=0A - 0K - OA - OB - OF - OA + OF - OB =

_1ox1’ = 207 - 08 + 10BN = 151" - 21021l x 5Bl x cos (02"~ 0B) + 10| =

2 N
_ OA® - 20A x OB x cosa + (204)° = (@) ~2x 9B X 0B x cosar + OF' =

COES © RAIZ EDITORA
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x9N 2
OB —= —> 50B° ==
ye:] — OB x coso + OB =208 — OB X coso
4 4
\/7>2 ] 7 1 16 1 2 9 3
1+<— = = 1+ 4= & —= & cosa=—— & cosa==
3 cos’o ? cos‘a 9  cos'a 16 4 agudo 4
— 12 50B° == _50B° ==2_3 _20B _OB
”OA OB” =72 OB xcosoc-—4 OB ><4_—4 =
38.2
a.
B
4
y
0 X
B X _ el —Axd -2 ¢ Y —sen® -4 V3 -9
(x,y),4 cos7 & X X5 & X e SNy & y=dxo- &y V3
B(2,2V3)
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A reta OB tem declive tg <%> =V/3 e as refas perpendiculares & reta OB t8m declive —% = —? ,
pelo que t8m equagdo reduzida da forma y = —?x +b.
Substituindo as coordenadas do ponto B, 2V3 = —? x2+b & b= % .

V3 . 8V3

A equagdo pedida é y = —3 Xt

b. A equacdo dareta OB é y= V3x.

xp+\/§ yp—9>
2 2

P(xpl VP) € M[PQ](

O ponto médio do segmento [PQ] pertence & reta OB :

= yp=\/§x19+ ]2

-9 X+ V3 yp—9_\/§xp+3
VTS e e

OE-PG=0 < (2,2v3)-(V3-%,-9-y,)=0 <
& 2(V3-x) +2V3(=9-y,)=0 & 2V3 - 2x, - 18V3 - 2V3y,=0 &
& 2%+ 2V3y,+16V3=0
Como yp=\/§xp+l2,tem-se:
2%+ 2V3(V3x,+ 12) +16V3 =0 & 2x+ 6, + 24V3 +16V3 =0 < x,=-5V3
vp=V3(-5v3) +12=-3
Logo, P(—5\/§,—3).

39.1 4(3,0,0),¢(0,7,0) e D(0,7,2) .
AD tem coordenadas (0-3,7-0,2-0), ou sejq, ﬁ(—3,7,2).

DB tem coordenadas (3-0,7 -7,0-2), ou seja, DE(3,0,-2).

39.2 AD - DB =-3x3+7x0+2x(-2)=-13

1281 =vV(=37+ 72+ 22 =6z, |DBIl = 3% + (—2) =13

~ |-13] 13 ~ _1< 13 )
cos\AD , DB) = = ,\AD , DB) =cos |————+—| =~ 63°
( ) V62 xV13 V62 xV13 ( ) V62 x V13

40.1
a.z=2, pois os pontos A, B e C t&m todos cota iguala 2 .

b. x+z=0, pois, nos pontos O, C e D a soma da abcissa com a cota é sempre nula.

40.2 AC tem coordenadas (-2-0,5-0,2-2),0useja, A_C"(—2,5,0).
(x,v,2)=(0,0,2)+k(-2,5,0) ,keR
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40.3 cos(B@D)=(O'5'2)'(—2,0,2)_ 4

V52427 x \(-2)" + 22 V29 xVB'

(360) =cos_ ~75°.

1 4
<\/ 29 x \/§>
40.4 Uma reta que é perpendicular ao plano OAC tem a direcdo de um vetor normal ao plano.

Seja (a,b,c),com a,b,c€R, um vetor normal ao plano OAC .

T -OA=0AT-00=0 < 2c=0A—-2a+5b+2c=0 < C:O/\b:%a

Assim, tem-se ﬁ(a , %a , O) epara a=5, por exemplo, 7(5,2,0) .

(x,y,2)=(0,0,0)+k(5,2,0) ,kER

40.5 AB = DC , fem coordenadas (0,5,0); AD = BC , tem coordenadas (-=2,0,0); AB - AD =0 ..
Logo, [ABCD] é um retangulo.
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41.1 2x0+3y—5x0=21 < y=7,B(0,7,0)

AB tem coordenadas (1+1,3-0,-2-23),0u sejq, £(2,3,—5).
AC tem coordenadas (0O+1,7-0,0-23), ou sejq, A_C>(1 ,7,=-3).
Seja (a,b,c),com a,b,c€R, um vetor normal ao plano ABC .

T-AB=0AT-AC=0 & (a,b,c)-(2,3,-5)=0A(a,b,c)-(1,7,-3)=0 <

2a+3b—-5c=0 2(7b+3c)+3b-5c=0 c=11b
a+7b—-3c=0 a=7b+ 3c a=26b

Assim, 17(26b,b,11b) epara b= 1, porexemplo, 7(26,1,11).
Uma equacdo do plano ABC é da forma 26x+y+ 11z+d=0.
Substituindo as coordenadas do ponto A, 26(~1)+0+ 11 x3+d=0 < d=-7.

A equacdo pedida é 26x+y+ 11z=7.

aMN27=08+k,-5-k,1)=01,3,-2)+(K*, -5-k,1)=(1+&*, -2k, -1)
Os vetores AB e I formam um angulo agudo, nulo ou reto se AB -7 >0 .

AB -7=(2,3,-5)-(1+&*, =2k, -1)=2(1+k) +3(=2-k) = 5x(=1)=2k> = 3k + 1

3:V(=3) - 4x2x] 3-1,,_34+1
2% 2 @ k=T V=T

1

2k —3k+1=0 & k= <:>k=2\/k=1

AB -7 >0 & 2k>-3k+1>0

Como o gréfico de y =2k’ — 3k + 1 & uma pardbola com a concavidade voltada para cima, tem-se
2k - 3k+1>0 < ke]—oo;%] U[1, +oo[.
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41.3 Comegamos por escrever uma equagdo vetorial da reta r que passa no ponto A e é perpendicular
ao plano .

Como a reta 1 é perpendicular ao plano B, o vetor 7 (2,3, —5) , vetor normal a B, é um vetor diretor
da reta r e, portanto, uma equacgdo vetorial de r é:

(x,v,2)=(=1,0,3)+k(2,3,-5),kER

Em seguida, determinamos as coordenadas do ponto de intersecdo da reta r com o plano B, projecdo
ortogonal do ponto A no plano B, designado por A'.

Para tal, podemos escrever as coordenadas de um ponto genérico de 1 e substituir essas coordenadas na
equacgdo do plano 8.

As coordenadas de um ponto genérico de r sdo (—1+ 2k, 3k, 3 —5k) , k €R (para cada valor real
de k, obtemos um ponto de r).

Substituindo na equagdo de 3, tem-se:

2x(-1+2k)+3Bk)-5(3-5k)=21 <& -2+4k+9% - 15+25k=21 &
& 38k=38 & k=1

Portanto, A'(-=1+2x1,3x1,3-5x1),o0useja, A(1,3,-2).

A distdncia do ponto A ao plano B é, entdo, dada por:

AA =V +1)7+(3 -0 +(=2-32=v38

42.1 AB tem coordenadas (1-2,1-1,2-1),ou sejq, ﬁ(—] ,0,1).
) , ou seja, ﬁ(3,2,—1).
3 -1
a7

AD tem coordenadas (6-2,3-1,0-
Os vetores ﬁ e ﬁ ndo sdo colineares:

Assim, as retas AB e AD ndo sdo paralelas.
As retas AB e AD infersetam-se no ponfo A .

Llogo, as retas AB e AD definem um plano.

42,2 AB(-1,0,1)

CD fem coordenadas (6 +3,3+3,0-0)=(9,6,0).

Seja n(a,b,c),com a,b,cER, um vetor normal ao plano que contém as retas AB e CD .
T-AB=0AR-CD=0 ¢ (a,b,c)-(=1,0,1)=0A(a,b,c)-(9,6,0)=0 <

—a+c=0 {c:a

<z>{9a+6b=0<:> 3

b:—2a

Assim, tem-se ﬁ(a , —%a , a) e, para a=2,17(2,-3,2).
Uma equagdo do plano que contém as retas AB e CD é daforma 2x — 3y +2z+d=0.
Substituindo as coordenadas do ponto A ,

2x2-3x1+2x1+d=0 & d=-3.
A equagdo pedida é 2x — 3y +2z-3=0.

_ M360 11 « 11.° Ano * Resolucées
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43.1 y=1

43.2 Uma equagdio do plano é da forma —3x+5y+8z+d=0 (o vetor (-3 ,5, 8), vetor diretor da
reta, é vetor normal ao plano).

Substituindo as coordenadas do ponto C, —3(-7)+5(-8)+8x3+d=0 < d=-5.

A equacdo pedida é —3x+5y+8z-5=0.

43.3 2y+z=2-5x-y & S5x+3y+z-2=0
Uma equagdo do plano é da forma 5x+3y+z+d=0.
Substituindo as coordenadas do ponto D, 5x0+3(-9)+1+d=0 < d=26.

A equacdo pedida é 5x +3y+z+26=0.

43.4 Seja R(1,1,2) (ponto dareta r).

Os vetores RE , de coordenadas (2-1,-3-1,1-2)=(1,-4,-1),e 7(2,0,-5) sdo dois
vetores ndo colineares paralelos ao plano.

. — . ppeg -
Assim, um vetor 77 (a, b, c) perpendiculara RE ea 7 é vetor normal ao plano, pelo que:

7.T=0AT-RE=0 &

2 3 _ _3
a—4b—c=0<:> a—4b—ga—0<:> —4b+ga—0<:> b—%a
2a-5c=0 c=24 c=24 c=2q
5 5 5

Assim, para a = 20 , por exemplo, obtemos (20, 3, 8) .
Logo, uma equagdo do plano é da forma 20x+ 3y +8z+d=0.

Como o ponto E(2, -3, 1) pertence ao plano, substituindo na sua equagdo, tem-se
20x2+3x(-3)+8x1+d=0 < d=-39, pelo que uma equagdo cartesiana do plano é
20x+3y+8z-39=0.

43.5 Sejom 7(-2,6,-4) e 5(1,-3,2) vetores diretoresde r e s. O facto de um vetor ser
perpendiculara 7 e a S ndo garante que seja perpendicular ao plano, dado que 7 e 5 sdo
colineares.

E necessdrio, portanto, obter as coordenadas de um vetor néo colineara 7 e s, com a diregdo de uma
reta do plano concorrente as duas retas paralelas.

—
Para tal, podemos considerar um vetor RS , sendo R e S pontos das retas r e s, respetivamente. Por
—
exemplo, o vetor RS de coordenadas (0—1,2-1,-4-2)=(=-1,1,-6).
Determinemos, agora, um vetor ' (a, b, c¢) perpendicular a dois vetores ndo colineares paralelos ao
— —_— — — — —_—
plano, 7 e RS , porexemplo: W -7=0AT -RS =0 &

{—2(1+6b—4€=0 {—a+3b—2c=0 {—(b—éc)+3b—2c=0<:>{b=—2c

—a+b-6c=0 a=b-b6¢ a=b - 6b¢ a=-2c-6c
Assim, para c¢= 1, por exemplo, obtemos 7 (-8, -2,1) .

Logo, uma equagdo do plano é da forma —8x -2y +z+d=0.
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Como o ponto de coordenadas (0, 2, —4) pertence ao plano, substituindo na sua equagdo, tem-se
-8x0-2x2+(-4)+d=0 < d=8, pelo que uma equagdo cartesiana do plano é
-8x-2y+z+8=0 & 8x+2y-z-8=0.

44, 2 (x+y)=ax—z+1 & 2x+2y—ax+z-1=0 & 2-a)x+2y+z-1=0

O plano o é paralelo ao eixo Ox se o vetor normal ao plano é perpendicular ao vetor que dd a direcao
ao eixo.

(2-a,2,1)-(1,0,0)=0 < 2-a=0 < a=2
Opcdo correta: (B)
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45.1

A
2

A altura do triangulo [OAB] é V2 =V3.
0(0,0,0),8(0,1 ,fs),c(—s,l,x/§>,D(—5,o,0),E(—5,2,0>

45.2 @(O, 1 ,ﬁ),ﬁ(O,Q,O),C_X(S, 1 ,—ﬁ),ﬁi’—C_A’ tem coordenadas
(0-5,2-1,0-(-v3))=(=5,1,V3).

ﬁ-(ﬁ—@)zO(—5)+1 x1+V3xV3=4

45.3 Voo = QXW x5=5V3

45.4 (x,y,z)=(0,1,V3)+k(1,0,0),keR

040 241 O+\/§),ouse]0, M<0,3 \/§>_

45.5 Seja M o ponto médio de [AB] : tem-se M( R B =

2" 2

O vetor W(O , % , ?) é normal ao plano ABC .
Uma equagdo do plano ABC é da forma Ox + %y + ?2 +d=0.

Como o ponto de coordenadas (0, 0, 0) pertence ao plano, substituindo na sua equagdo, tem-

3 V3

-se §><O+T><O+d=0 & d=0.
Assim, uma equagdo cartesiana do plano paralelo ao plano que contém a face [ABCE] é e contém a
origem do referencial é %y+§z=0 & 3y+V3z=0 < V3y+z=0.

V3
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46. O vetor normal o plano tem coordenadas (0, 1, 1), pelo que o plano o é perpendicular ao plano
yOz (um vetor normal a yOz : x =0 tem coordenadas (1,0,0) e (0,1,1)-(1,0,0)=0).

Opgdo correta: (B)

47. Os vetores (1,3 ,4) e (-3 ,3,4) ndo sdo colineares nem perpendiculares.

Opgdo correta: (D)

48. Os vetores (2,3,-4) e (-2, -3, 4) sdo colineares.
Opgdo correta: (A)

49. O vetor normal ao plano tem coordenadas (2,1, 1) .
A reta é paralela co planose (2,1,1)-(=1,3,m)=0 < 2(-1)+1x3+1xm=0 <& m=-1.

Opgdo correta: (B)

50. O vetor normal ao plano tem coordenadas (2, 1, 1), que é também vetor diretor da reta.

Opgdo correta: (C)
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51.1 Seja ©(a,b,c),com a,b,c€R, um vetor normal ao plano ABC .
AB tem coordenadas (0—2,-4-0,0-0)=(-2,-4,0).

AC tem coordenadas (0-2,0-0,2-0)=(-2,0,2).

7-AB=0ATR-AC=0
" " ‘:’{-2a—2c=o

c=a

—2a-4b=0 {b=_la
o 2

Assim, tem-se ﬁ(a , —%a , a> e, para a=2, porexemplo, 7(2,-1,2).

Uma equacdo do plano ABC édaforma 2x —y+2z+d=0.
Substituindo as coordenadas doponto A,2x2-0+2x0+d=0 & d=-4.
A equacdo pedida é 2x —y+2z-4=0.

51.2

Como o ponto D pertence ao segmento de reta [AB], que é definido, vetorialmente por
(x,v,2)=(2,0,0)+k(-2,-4,0),ke€[0, 1], as suas coordenadas sdo da forma

(2 -2k,-4k,0),kel0, 1].

As retas AB e CD sdo perpendiculares se os seus vetores diretores forem perpendiculares, por

— —
exemplo, AB e CD .

As coordenadas de AB séo (0—2,-4—-0,0-0)=(=2,-4,0) eascoordenadas de CD séo
(2-2k—0,-4k-0,0-2)=(2 -2k, -4k , -2) .
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Assim:

AB - CD =0 ¢ —2(2-2k) —4(-4K)+0(=2)=0 < —4+4k+16k=0 < 20k=4 k=%.

5 1T _4x1 0)=(8 _4
Logo, as coordenadas de D s@o <2—2x5, 4><5,O>—<5, 5,0).

51.3 AMBCEW
AB=V(0-27+(-4-0/+(0-0=v20=2V5 e

=(3-0) + (-4-0) wio-2r - -2

52, -x+y+1=-z & —x+y+z+1=0,vetornormal (-1,1,1).

2x -2y —2z+5=0, vetor normal (2,-2,-2) .

—x-3y+2z=7 & —x-3y+2z-7=0,vetornormal (-1,-3,2).
Osvetores (=1,1,1) e (2,-2,—-2) sdo colineares, e as equagdes desses planos ndo sdo
equivalentes, e o vetor (=1, -3, 2) é perpendicular a esses dois vetores. Portanto, temos dois planos

paralelos e um terceiro perpendicular a esses dois.

Opcgdo correta: (D)

53. ax=-2z < ax+2z=0, vetor normal (a,0,2).
A reta e o plano sdo perpendiculares se o vetor diretor da reta é colinear com o vetor normal ao
2
_4

lano: £ ==2 & q=-2
P a 2 az0

Opcgdo correta: (A)
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54.1 O vértice A pertence ao eixo Ox , pelo que tem coordenadas da forma (x,0,0),com x€R.
Como pertence ao plano ADE , temse: x—0+0=1 < x=1.
Assim, o vértice A tem coordenadas (1,0, 0) .

Os restantes vértices t&m as seguintes coordenadas:

B(Ol]IO)IC(_]IOIO)ID(OI_]IO)IE(OIOI]) € F(OIOI_])

54.2

O plano CBF é paralelo ao plano ADE , dado que [ABCDEF] é um octaedro. Assim ADE tem equacdo
cartesiana da forma x — y +z +d =0 . Substituindo as coordenadas do ponto B, obtém-se:
0-1+0+4d=0 < d=1.

Logo, uma equagdo cartesiana do plono ADE é x—y+z+1=0 & x—y+z=-1.
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543

a. Seja (a,b,c),com a,b,cE€R, um vetor normal ao plano ABE .
AB tem coordenadas (0-1,1-0,0-0), ou seja, A_B>(—] ,1,0).

BE tem coordenadas (0-0,0-1,1-0), ou seja, ﬁ(O,—] 1)

-a+b=0 {b=a

7.AB=0OAT®-BE=0
" " <:>{—b+c=0 A c=b

Assim, tem-se 7 (a,a,a), a € R\{0} .
b. Fazendo, por exemplo, a= 1, concluise que (1,1, 1) é vetor normal a ABE . Assim, uma
equacdo cartesiana do plano ABE é daforma x+y+z+d=0.

Substituindo as coordenadas do ponto A, 1 -0+0+d=0 < d=-1.

Logo, uma equagdo cartesiana do plano ABE é x+y+z-1=0 & x+y+z=1.

¢. Como o plano CDF ¢ paralelo ao plano ABE , uma equagdo cartesiana do plano CDF é da forma
x+y+z+d=0.

Substituindo as coordenadas do ponto F,0+0-1+d=0 < d=1.

Logo, uma equagdo cartesiana do plano CDF é x+y+z+1=0 < x+y+z=-1.

54.4 O ponto do plano ADE a menor disténcia do ponto de coordenadas (1, 1, 2) é a projecdo
ortogonal deste ponto no plano ADE .

Comegamos por escrever uma equagdo vetorial da reta r que passa no ponto G(1,1,2) eé
perpendicular ao plano ADE .

Como a reta r é perpendicular ao plano ADE, o vetor (1, -1, 1), vetor normal a ADE , é um vetor
diretor da reta r e, portanto, uma equagdo vetorial de r é:

(x,vy,2)=(1,1,2)+k(1,=-1,1),kER

Em seguida, determinamos as coordenadas do ponto de intersecdo da reta r com o plano ADE , projecéo
ortogonal do ponto G no plano ADE , designado por G'.

Para tal, podemos escrever as coordenadas de um ponto genérico de e substituir essas coordenadas na
equacdo do plano ADE .

As coordenadas de um ponto genéricode r sdo (1+k, 1 —k,2+k),k€ER (para cada valor real de
k , obtemos um ponto de r).

Substituindo na equacdo de ADE , tem-se:

M+ -0-K+2+k=1 & 1T+k-1+k+2+k=1 & k=—%

(1_1 1 5 1 o o2 4 5
Portonto,G(] 3,1+3,2 3>,ouse|0,G<3,3,3>~

A disténcia do ponto G ao plano ADE &, entdo, dada por:

R (RO
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55.A(2,—4,—2),B(2,4,—2),C(—2,4,—2),D(—Q,—A,—Q),E(Q,—A,Q),F(?,A,Q),
I

G(_2/4/2)1H(_21_412)e (0101_2)
55.1 coert=£L‘,G—'BH_|>
Iacll < IBH I

AG(-4,8,4) e BH(-4,-8,4)
AG -BH =(-4,8,4)-(-4,-8,4)=16—-64+16=—-32
IACH = V(- 4) + 8% + 42 =96 = 46 e IBHI = V(-4 + (-8) + 4> =196 = 4V/6

32 1
oSOl = ———" = —
V96 x V96 3
2
sen‘a=1— (l> — sen2a=§ = sena:ﬂ
3 o agudo 3

55.2 Seja 7(a,b,c),com a,b,c€R, um vetor normal ao plano que contém o tridngulo [BFI] .

BE(0,0,4) e BI(-2,-4,0)

T BFOAT . B =0 e |0 c=0
PR EEAR B S 2aap=0 T la=-2b
Assim, temse 7 (-2b,b,0) ,a€R e, para b= 1, por exemplo, 7(-2,1,0).

Uma equagdo do plano BFI é da forma —2x+y+d=0.
Substituindo as coordenadas do ponto I, -2x0+0+d=0 < d=0.
BFI: -2x+y=0 & 2x-y=0.

Os pontos B e H pertencem ao plano BFI, pelo que a reta BH estd contida no plano BFI .

55.3 Por trés pontos ndo colineares passa um Gnico plano. Os pontos B, D e E sdo trés pontos ndo
colineares, pelo que se pertencerem ao plano definido por 2x —y — 2z — 4=0, este plano é BDE .

Substituindo B(2,4,-2) :2x2-4-2x(-2)-4=0 ¢< 0=0 — Proposigdo verdadeira
Substituindo D(=2,-4,-2):2x(-2)+4-2x(-2)-4=0 < 0=0 — Proposicdo verdadeira
Substituindo E(2,-4,2):2x2+4-2x2-4=0 < 0=0 — Proposigdo verdadeira

Logo, uma equagdo cartesiana do plano BDE é 2x -y —2z-4=0.

Uma equagdo dareta AG é (x,y,z)=(2,-4,-2)+k(-4,8,4),k€E€R, pelo que os pontos desta
reta tém coordenadas da forma (2 — 4k, -4+ 8k, -2 +4k) ,kER..

Substituindo na equagdo de BDE , tem-se:
22— Ak) = (~4+8K) —2(-2+4Kk) —4=0 <> 4 —8k+4—8k+4—8k-4=0

& —24k=8 & k=%

Assim, o ponto de intersecdo do plano BDE com a reta AG tem coordenadas

1) _ 1) _ 1 (2 _4 _2
(2—4<3), 4+8<3), 2+4<3>>,ouse|a, <3, 3 3>.
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Aplicar +
56' A(] IOI_])IB(]I]I_])IC(OI]I_])ID(OIOI_])IE(] IOIO)IF(]I]IO)I
1 1 1
G(O,],O)JW(],2,O>,N<2,1,O)e p<1,1,—2)
— . . —=( 1 1 Exd 1
56.1 DF(1,1,1) é perpendicular a MN<—§,§,O) ea PN<—5,0,5>

(DF - MN =0 e DF - PN =0), logo, é um vetor normal a « .

Uma equacdo cartesiana do plano o é daforma x+y+z+d=0.

Substituindo as coordenadas do ponto M, 1 + % +0+d=0 & d= —% .

A equagdo pedida é x+y+z—%=0.

56.2 Areta EG é paralela ao plano « porque o vetor diretor da reta é perpendicular ao vetor normal ao

plano: EG - DF =(=1,1,0)-(1,1,1)=0;eoponto E(1,0,0) ndo pertence ao plano « :
1

] _3__1,o.

+0+0 > 2¢O

56.3

O circuncentro do tridngulo [MNP] é o ponto de inferse¢do da reta DF com o plano «, plano que contém
o fridngulo [MNP] .

Uma equagdo vetorial dareta DF é (x,y,z)=(0,0,-1)+k(1,1,1),k€R, pelo que as
coordenadas de um ponto da reta DF sdo da forma (k, k, -1+k),k€ER.

Substituindo estas coordenadas na equacdo de o (x+y+z — 3. 0), vem:

2
3_ _3 =3
k+k-1+k 2—O c>3k—2 c>k—6.
. o ~ 5 5 5 . 5 5 1
Logo, as coordenadas do circuncentro do friéingulo [MNP] séo <6 ‘g -1+ 6) , OU sejq, (6 e _6) )

57.1 B(5,-4,-3)

C(x,y,-3) pertence a ACG :

12x+4y - 5x(-3)-19=0 & 12x+4y-4=0 & y=1-3x

C(x,1-3x,-3)

AB -BC=0 < (2,4,0) - (x=5,1-3x+4,-3+3)=0 & 2(x-5)+4(5-3x)=0 <
< 2x-10+20-12x=0 < x=1

logo, C(1,-2,-3).

D=A+BC=(3,-8,-3)+(=4,2,0)=(=1,-6,-3)
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57.2 Como A e G s@o simétricos em relagdo a um plano, um vetor normal a esse plano é o vetor
—

AG(1,2,4).

Uma equagdo cartesiana do plano 8 é da forma x+ 2y +4z+d=0.

Substituindo as coordenadas do ponto médio de [AG], (4, -6,1) ,4+2(-6)+4x1+d=0 < d=4.

A equagdo pedida é x+2y+4z+4=0.

57.3 Os pontos da reta r t8m coordenadas da forma (1 +k, -2 +2k , k) ,k€ER.

Para determinarmos a intersecdo da reta com o plano ACG , substituimos as coordenadas de um ponto
genérico da reta na equacdo do plano:

120 + k) +4(-2+2k) -5k -19=0 < 12+12k-8+8k-5k-19=0 < k=1
Assim, P(1+1,-2+2x1,1), ouseia, P(2,0,1) .

Tem-se EﬁP=ﬁjﬁ;,sendo E(-1,-6,5) e F(3,-8,5).

FE(-4,2,0) e FP(~1,8,-4)

FE -FP=(-4,2,0)-(=1,8,-4)=-4x(-1)+2x8+0x(-4)=16

IFEl =v/(= 4 + 22 =v20 e FPl =v/(=1)° + 87+ 4* =81 =3

cos (ﬁj ﬁ;) = _F,E - FP_, 16 , (EFP) =cos_]<L> ~ 1 rad
I7FE x IF2 V20 x 9 V20 x 9

57.4 A reta é paralela ao plano ACG se o vetor diretor da reta é perpendicular ao vetor normal ao plano:
(a,2a,a%)-(12,4,-5)=0 < 12a+8a-5a°=0 < 20a-54"=0 <

& 5a(4-0%)=0 & 5a=0Vv4-a°=0 < a=0Va==2

Como a# 0, concluimos que a=-2Va=2.

PAG. 217

Aplicar +

58.1 «: a2x+y+z=ax = (a2—a)x+y+z=0,vetornorma| (az—a,1,1).
B: 2x+y==-2—-2z <& 2x+y+z=-2,vetornormal (2,1,1).

0: x+a(y+z)=0 <& x+ay+az=0, vetornormal (1,a,a).

~ 2 ~ .
Como « e B s@o paralelos, os vetores (a —a,l, ]) e (2,1,1) sdo colineares, e, portanto, dado
que t&m as segunda e terceira coordenadas iguais, ¥m de ter também a primeira:

2
+ _ _ —
az—a=2¢>a2—a—2=0¢>a=]_\/( ])QX]AX](Q)@a=]§3¢>a=—l\/a=2

Como 6 ndo é perpendicular a o nem a B, o vetor de coordenadas (1, a, a) ndo é perpendicular ao

vetor de coordenadas (a>—a,1,1) nemaovetor (2,1,1).
Considerando o vetor normal ao plano B, temse: 2+a+a#0 <& 2+2a#0 < a#-1

Opgdo correta: (C)
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58.2 O ponto do plano B cuja disténcia ao ponto A (3, -3, 1) é minima é a projegdo ortogonal deste
ponto no plano B .

Comegamos por escrever uma equacdo vetorial da reta 7 que passa no ponto A e é perpendicular ao
plano S .

Como a reta 1 é perpendicular ao plano B, o vetor 7 (2,1, 1), vetor normal a 8, é um vetor diretor
dareta 1 e, portanto, uma equacdo vetorial de r é:

(x,v,2)=(3,=-3,1)+k(2,1,1),kER

Em seguida, determinamos as coordenadas do ponto de intersecdo da reta r com o plano B, projecdo
ortogonal do ponto A no plano B, designado por A'.

Para tal, podemos escrever as coordenadas de um ponto genérico de 1 e substituir essas coordenadas na
equacdo do plano .

As coordenadas de um ponto genéricode r sdo (3 +2k,-3+k,1+k),k€R (para cada valor real
de k , obtemos um ponto de r).

Substituindo na equacdo de B, tem-se:

2@3+2+(-3+k+(1+k)=-2 < 6+4k-3+k+1+k=-2 & k=-1

Portanto, A'(3+2(=1), -3+ (=1),1+(=1)), ouseja, A'(1,-4,0).

59. A refa estd contida no plano se um ponto da reta pertence ao plano e um vetor diretor da reta é
perpendicular a um vetor normal ao plano.

6x2 12 _,
b

0=1 -
+ = a b

ax 1 -

(1 ,b,a)-(a,—%,1)=0 & a-6+a=0 & a=3

12 _ 12 b _1 _
—?_1<:> b—2<:>]22<:>b6

Opgdo correta: (B)

60.1 Comecemos por verificar que a reta definida pela equagdo vetorial dada é perpendicular ao plano
ABC .

Os vetores AB(—1,-3,2) e BC , decoordenadas (3 —1,1-(=1),7-3)=(2,2,4), sdo dois
vetores ndo colineares paralelos a ABC .

Assim, como (4,-2,-1)-(=1,-3,2)=-4+6-2=0 ¢
(4,-2,-1)-(2,2,4)=8-4-4=0, o vetor de coordenadas (4, =2, —1) , vetor diretor da reta,

— —
é um vetor normal ao plano ABC, pois é perpendicular a AB e a BC . Conclui-se, portanto, que a reta é
perpendicular ao plano.

Verifiquemos agora que o ponto A pertence & reta definida pela equagdo dada.
O ponto A édadopor A=B+ BA =B — AB , pelo que tem coordenadas

(] _(_.I)/_‘I _(_3)/3_2)=(212/ ]) .

Substituindo as coordenadas do ponto A na equagdo da reta, obtém-se:

2=-2+4k k
(2,2,1)=(-2,4,2)+k(4,-2,-1) ,kER < {2=4-2k & 3k
1=2-k k

1
1
1
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Llogo, o ponto A pertence & reta definida pela equacdo dada.

Em conclusdo, uma equagdo vetorial da reta perpendicular a ABC que contém o ponto A é
(x,v,2)=(-2,4,2)+k(4,-2,-1) ,kER.

60.2 Como EA(-8,5,0) e A(2,2,1),
E=A+EA=A-AE=(2-(-8),2-5,1-0)=(10,-3,1).

Da alinea anterior, sabemos que (-4 ,2, 1) é um vetor normal ao plano ABC, pelo que este vetor
também é normal a qualquer plano paralelo a ABC .

Uma equagdo de um plano paralelo a ABC é da forma —4x+2y+z+d=0.
Substituindo as coordenadas do ponto E, =4 x 10+2(=3)+1x1+d=0 < d=45.

Uma equagdo do plano paralelo a ABC e que contém o ponto E é
—4x+2y+z+45=0 <& 4x-2y-z-45=0.

60.3 A altura da piramide é a distdncia do ponto E ao plano ABC .

Comegamos por escrever uma equagdo vetorial da reta r que passa no ponto E e é perpendicular ao
plano ABC: (x,y,z)=(10,-3,1)+k(-4,2,1),keR

Em seguida, determinamos as coordenadas do ponto de intersecdo da reta r com o plano ABC, projecdo
ortogonal do ponto E no plano ABC, designado por E'.

Para tal, podemos escrever as coordenadas de um ponto genérico de 1 e substituir essas coordenadas na
equagdo do plano ABC .

As coordenadas de um ponto genérico de r sdo (10 — 4k, -3 +2k, 1 +k) , k €R (para cada valor
real de k , obtemos um ponto de r).

Uma equagdo do plano ABC é daforma —4x+2y+z+d=0.

Substituindo as coordenadas do ponto B, —4x 1 +2(-1)+1x3+d=0 < d=3.

Uma equagdo cartesiana do plano ABC é —4x+2y+z+3=0.

Substituindo na equacdo de ABC , tem-se:

“4x(10-4k)+2(-3+2)+1(1+k)+3=0 < -40+16k—-6+4k+1+k+3=0 & k=-2
Portanto, E'(10 —4(-2), -3+2(-=2),1+(=2)), ouseja, E(18,-7,-1).

A disténcia do ponto E ao plano ABC é, entdo, dada por:

EE=V(18 = 10+ (=7 +3)+ (=1 -1 =84 =2v21

PAG. 222
Autoavaliacao

1. 2x+5y=3 & y=—%x+%

Sendo o declive da reta —% , a sua inclinacdo é tg”' <—%) + 180°~ 158,2°.

Opcgdo correta: (D)
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2.0 - V=1xk+kx1=2k.

—

l. © e V sdo perpendicularesse 7 -V =0 < 2k=0 < k=0, pelo que a afirmacdo I. ¢ falsa.

—

Il. O angulo formado pelos vetores i e Vv éagudose ¥ - V>0 < 2k>0 < k>0 e & e v
ndo forem colineares.

4 e U sdo colineares se ]E=1£ &S K=l & k=tV1 & k=-1Vik=1.

Logo, o angulo formado pelos vetores @ e U é agudo, se k €0, +oo[\{1}, pelo que IL. é falsa.

Opgdo correta: (D)

2 2
31 W-1) W+0) =0 -0+ -0 -7 -0 -7 -7=ITFI-IZI°'=3"-2°=5

Opgdo correta: (C)

3.2 7 +7Vll=0 se, esomentese, & e U sdo simétricos, ou seja, V =—1 .
— — — — — — — — - — — — G N — 12
v -m)=-0 - @-0)=-0 -0+7 7 =TI x Tl xcos (7 &)+ l7l* =

:—2><3><cos<£>+22=—6x%+4=—3+4=1

3
— — — — — — — — —
~ v -e\u-—w -u - \u —w u-\w —u
3.3 cos(v | (@-))=-"2 (9 l= = (9 l=q (a l
TIxlz -wl -zlixllz —@l Zlxllz -l
a.<a;_a>=a.w_z.a'=||a||x||w||xcos(z,a)_nmfzzxsx%_zz:_]
Iz -@l’=@-%) - @ -0)=0 -0 -0 @ -0 -0+0 -0 =

logo, 7 —wll = V7

. AN — _"(E}’—ﬁ.) —]
Assim, cos\v , (T —w)) = _u, —— = , pelo que
( )Tz 51~ 2ev7 P
e NN — - —]
v, (T -w) =cos]<7)z1,76rod.
( ) 2xV7
4. Um vetor normal ao plano B tem coordenadas (1, -2, 1) .

Um plano paralelo a B tem equagdo da forma x -2y —z+d=0.
Substituindo as coordenadas (1,0,2),1-2x0-2+d=0 < d=1.
A equacgdo pedida é x —2y —z+1=0.

Opgdo correta: (C)

5.9%-5y-5=0 & y=%x—]

5.1 Areta s tem declive —% = —g e ordenada na origem 6 = —g(—3) +b & b= % )

5

Assim, a equacdo reduzida dareta s é y = —gx + =
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) |(519)(_71_2)| _ 53 _ﬁ - _ -1 ﬁ
5.2 COS(r,t)_\/52_,_92)(\/(_7)2_,_(_2)2_\/106X\/5_3_ > ,(r t)—cos <2>

6. AE - CD = — AE - 4B = — | 2Ell x |2 |l xcos(ﬁjﬁ)=A[ABCD]xcos<%x27t> =
—_—

Alapen)

- T)_o_gxlo_
=—8 x cos <3) 8 x > 4
7.1 Um vetor normal ao plano mediador do segmento de reta [AB] é AB .
Uma equagdo do plano mediador é da forma 4x — 2y —4z+d=0.
Substituindo as coordenadas do ponto C,4x0-2x8-4x0+d=0 < d=16.
Uma equacdo do plano é 4x — 2y —4z+16=0 < 2x-y—-2z+8=0.

7.2 Osvetores AB(4,-2,-4) e CD(2,-7,1) sdo ndo colineares.
Tendo em conta o que se pretende provar, que uma equacdo cartesiana de « é 5x+2y+4z-16=0,

. — , - - ==
vejamos se (5,2 ,4) é vetor normal a « . Paratal, tem deseter 7 - AB=0 e 7 - CD =0.

Como - AB =5x4+2x(=2)+4x(-4)=0 e 7 -CD=5x2+2x(=7)+4x1=0, enfdo o vetor

(5,2 ,4) também é normal a « . Assim, uma equagdo cartesiana do plano o é da forma
S5x+2y+4z+d=0.

Como C pertence a «, substituindo as suas coordenadas na equagdo, obtém-se
5x0+2x8+4x0+d=0 & d=-16; pelo que uma equagdo cartesiana de o é
S5x+2y+4z-16=0.

7.3 C_D>(2 , =7, 1) éum vetor diretor da reta DC, que admite equagdo vetorial
(x,y,z2)=(0,8,0)+k(2,-7,1),k€IR.Como o ponto P pertence & reta DC , tem coordenadas
daforma (2k,8 -7k, k) ,kER.

As retas AB e EP sdo perpendiculares se AB - EP . Como EP tem coordenadas
(2k—4,8 -7k, k+ 1), tem-se:

AB -EP =0 < 4(2k-4)-2(8 - 7k) - 4

(k+1)=0 < 8k-16-16+14k—-4k-4=0 < k=2

logo, tem-se P(2x2,8~-7x2,2),ouseja, P(4,-6,2).

8.1 A reta é paralela ao plano ABC se o vetor diretor da reta for perpendicular ao vetor normal ao plano:

—

n(2,1,2), pelo que se excluem as opgdes (A) e (B).

Substituindo as coordenadas do ponto D, na opcdo (€) obtém-se uma proposicdo verdadeira e na op¢do
(D) obtém-se uma proposicdo falsa.

Opcgdo correta: (C)

8.2 Setomarmos o friéingulo [ABC] como base da pirdmide, a altura da pirémide é a distancia do ponto
D ao plano ABC.

Comegamos por escrever uma equagdo vetorial da reta r que passa no ponto D e é perpendicular ao
plano ABC .
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Como a reta 1 é perpendicular ao plano ABC, o vetor (2, 1,2) , vetor normal a ABC , é um vetor
diretor da reta r e, portanto, uma equacdo vetorial de r é:

(x,v,2)=(=2,0,0)+k(2,1,2),kER

Em seguida, determinamos as coordenadas do ponto de intersecdo da reta r com o plano ABC, projecdo
ortogonal do ponto D no plano ABC, designado por D'.

Para tal, podemos escrever as coordenadas de um ponto genérico de r e substituir essas coordenadas na
equacdo do plano ABC .

As coordenadas de um ponto genérico de r sdo (-2 + 2k, k, 2k) , k €R (para cada valor real de &,
obtemos um ponto de ).

Substituindo na equacdo de ABC , tem-se:
2x(-2+42k)+k+2(2k)=8 < -4+4k+k+4k=8 &

4

S % =12 < k=§

(coiond 4 o &) o (2 48
Portanto, D< 2+2x3,3,2x3),ouse|o, D<3,3,3>.

A distancia do ponto D ao plano ABC é, entdo, dada por:

=iy 2) <_4)2 (_§>2_ T44 _12 _
DD_\/<2 3>+o 2) +(0-3 _,/9_3_4

Logo, V[ABCD]:%x 12x4=16.

9.a: ax+b(2y+z) =0 & ax+ 2by + bz =0 ; coordenadas de um vetor normal: (a, 2b, b) .
B: a(x+y)=2-bz < ax+ay+bz=2;coordenadas de um vetor normal: (a, a,b) .

Os planos sdo perpendiculares se, e somente se, os vetores normais aos planos forem perpendiculares, isto
é, se o respetivo produto escalar for nulo:

(a,2b,b)-(a,a,b)=0 & axa+2bxa+bxb=0 &
& a’+2ba+b°=0 & (@+b)’=0 & a+b=0 < a=-b

Como a e b s@o ndo nulos, conclui-se que a e b sdo simétricos.

PAG. 224
Comegar a preparar O exame

1.1 Raio: AB=V(5 — 4 + (=1 -2*=V10

Equagdo reduzida da circunferéncia: (x — 4%+ (y-2)%=10

1.2 Areta AB tem declive —0—2=_3 .
5-4
Como a reta BC é tangente & circunferéncia no ponto B, areta BC é perpendicular & reta AB .
A reta BC tem declive —% =% e ordenada na origem -1 = % x5+b & b= —% :
Assim, y = %x - % é uma equagdo reduzida da reta BC e esta refa interseta o eixo Ox no ponto cuja
abcissa é tal que %x - %= 0 < x=8, ou seja, as coordenadas do ponto C sdo (8, 0) .
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1.3 Areta AC tem declive g — Vi —% e a sua inclinacdo é tg™' (—%) +180°~ 153,4° .

Opgdo correta: (C€)

2.1 Raio: CO=V(0+2)+(0-23?=V13
(x+2)2+(y—3)2=]3
x+2+(5-3"=213 & (x+2°=9 < x+2=-3Vx+2=3 & x=-5Vx=1

Como o ponto Q pertence ao 1.° quadrante, concluimos que a sua abcissa é 1 .

2.2 Avreta CQ tem declive °o-3_2 .
1+2 3
Como areta r é tangente & circunferéncia no ponto Q, areta r é perpendicular & reta CQ .
. 1_ 3 . _ 3 _13
Areta 1 tem declive —5=-5 e ordenada na origem 5 = — % l+b & b ==
3
A . ~ d -d d ’ —_ 3 ]3
ssim, a equagdo reduzida dareta r é y= B R

2.3 O trigngulo [0CQ] é retdngulo em C se 0—02 —0C + @2 .
Temse OC=CQ=V13 e @=\/(l —0’+(5-07=v26.
Como V13~ +v13°=v26", concluise que o triingulo [OCQ] é retangulo em C .

Como o tridngulo [0CQ] é reténgulo em C, a drea da regido sombreada é igual a diferenca entre a drea
de um quarto do circulo da figura e a drea do trigngulo [0CQ] . Tem-se, portanto:
_, BExT0 1

_1 _ A2 V13xVI13 13z 13 _137-26
Asombreada_AanOC 2 4X7l')<( ]3) 2 = 4 5 = 2

3. Um vetor diretor dareta r é 7 (1, -2) , dado que o declive dareta r é —2, e um vetor diretor da
reta sé?(—],Z):cos(r?s): |1><(—]2)+(—2)><22| S R
ViZe (2P x V(=17 + 22 VExV5

(rjs) =cos '(1)=0°.
Opgdo correta: (A)

PAG. 225
Comegar a prepurar O exame

—_— — 7—2 _— — — 7—2 —_— — —_— — 7—2
4.1 0F-0C=£0C & (oA +AB)-OC=§OC & 0A-0C+4B-0C=50C &
o loallxlocl xcos (08 0¢) +o¢ - o€ =2 0C =
A o¢ S
- - 2 . - - - -
N % C x OC x cosa + | oCl =%oc2 PEN (40C=5 0A < OA=%OC)
= Ao_szcosoc+O_C2=ZO_C2 = AO_CQX(:osa:za?z —
5 5 5 5
2o
& coso = & Coso = — P OCIE
452 x 3
5 o e 5,71:[
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4.2

a.C=0+AB=(5-3,2+3)=(2,5)

b. O declive da reta AC é 52_—(_33) = -8 . Como a mediatriz do segmento de reta [AC] é perpendicular

a AC, o seu declive é —}8= % .

O ponto médio de [AC], de coordenadas <2 ; 3 , %) = (% 1 ) , pertence & mediatriz de [AC], pelo
igem é 1=t x2 11

que a ordenada na origem é 1 —8><2+b & b %

Logo, a equagdo reduzida da mediatriz do segmento de reta [AC] é y = %x + % .

Sendo o declive da reta % , a sua inclinacdo é tg™' (%) ~7°.

Alternativamente

(x—3)2+(y+3)2:(x—2)2+()1—5)2 & X —bx+ 94y +6y+9=x"—dx+4+y° - 10y+25 &

1

& 6y+10y=—4x+6x+29-18 < 1éy=2x+11 & y= x+}—6

o |—

Sendo o declive da reta + , a sua inclinacdo é tg”' <l> ~7°.

8 8

¢. Para que angulo formado pelos vetores & e AB seja agudo é necessdrio que
T-AB>0 & (1-k>,k+1)-(2,5)>0 & 2(1 k) +5(+1)>0 <
& 2-2k"+5k+5>0 & -2k"+5k+7>0
—5+V5 - 4(-2)x7 —5+4/81
g=_—2*Vol
2(-2) = -4 <

-5-9 _=-5+9 _7 __
— V k= 4 <:>k—2\/k 1

2k’ +5k+7=0 & k=

& k=

Como o gréfico de y = —2k” + 5k + 7 é uma pardbola com a concavidade voltada para baixo,
2+ 5k47>0 & ke |-1,2].
Além disso, temos de verificar se existe algum valor de k para o qual o @ngulo é nulo, ou seja, para o qual

os vetores sdo colineares:

2
“2’< =’“5f‘ o 501k =20k+1) & 50 -1 +0)=2(k+1) & 501 -k=2 <
k#-1

< 5-5k=2 & k=

W

50170 -71P=(@-7) - @-7)=0-T-0-T-0-0+v -7=lzl’ =20 -7+ 71

— — — — — — - — - — - — —112 - — — |2
=(T+?) - @+V)=0-w+0-v+v-w+v-v=IlZll"+27 - v+ IVl
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Iz -vIl> 7+l < g -v1"> 7 +71°

& =20 v > 20

-2 - = =2 — |2 - = =2
s Izl -2a - v+ IWIE>1zl™+ 20 - v + VT <

Vs 47T >0 & T-v <0

Como os vetores sdo ndo colineares, o dngulo formado por eles é obtuso.

Opcgdo correta: (D)

6.7 (2v-1)

=20 v-uw-u=2u-v-Ilz

7 -7 =17l x 171l x cos (ﬁjﬁ') =6x5xcos(m—a) =30 x (—(cosa))

(%) +cossa=1 & cosa=1 2 N cos’a = 18 =

-V =30x

&l

TNIN

T2V -1)=2x
7. Como OD = 0OA

E tem coordenadas

(c—E,o—c)=(CB FB %>_(m_@,0_7‘) <o_

Logo, D_C’<—%,TA> e ﬁ(ﬁ,%)

25 25

=24

24 -36=12

OA oc.0A OA
,D<3 ,O).Como oC = 4 ,C<O, 4>.

_OA %>=(2ﬁ ﬁ)
p .

3 ' 4 3 ' 4

- — — —  —9 —— — — 2 —\2
5¢ Ti._ OA OA OA OA_ OA ,OA __70A _ 5 (0A\__, (04
DC D = = X e X = = e Y e T Tox 16 7X<3x4> 7"(12)
PAG. 226

Comegar a preparar o exame

1

8. Como ﬁ’:Zﬁ,ﬁzgﬁ.

PC-CD=-27 < (PB+BC)-CD=-27 < PE-CD+BC-CD=-27

o Bl x B
AB

e

= 34

9.1 PR-0R =0

xcos(ﬁj@)+0=—27 < — ABx ABxcos(180°) =-27 <

1
3

(—])——27<:>AB—27><3 & AB=9

AB>0

, pois um fridngulo inscrito numa semicircunferéncia é reténgulo, neste caso é reténgulo

—_— —_— - .
em R, peloque PR e QR sdo perpendiculares.

9.2 A circunferénc

ia tem centro de coordenadas (1, 0) e raio: 3.

/4 /3

Logo, %=6,sena=% & QR=6bsena e R@P=afja”=ﬂ—§—a=——a.

2
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a{a;=”a€’”x”§;”xcos(ﬁja;) = 27=6senax6xcos<£—a> =

2
& 27 =3b6bsena x seno & sen2oc—z seno = \/ = senoc——\/§ =
36 (xcgudo 6
Ly sena=ﬁ = 05=£
2 o agudo 3

10. ﬁﬁ=(ﬁ+ﬁ)(ﬁ+m+ﬁ)=

=ED -FD +ED - DA + ED - AG + DC - FD + DC - DA + DC - AG =
—_————— S —— —
0 0

= ||ED’|| X ||ﬁ|| X COS (E_ﬁA DA) + ||D_C>|| X ||ﬁ|| X COS (D_CM ﬁ) + “DC” X “AG “ X cos(D_C>

= ED x DA x cos(180°) + DC x FD x cos (180°) + DC x AG x cos (0°) =

=%E x DA x (- 1)+DC><%DC><( 1) +DCx CFx 1

Tem-se que CD =3 CF e AD = %C_D = E=2x3C_F<:E=2C_F.

CD = 3CF

Portanto:

%_D XxDAX(=1)+DCx%2DCx(—=1)+DCxCFx 1=

w

=_%xza:xza:_§x3a:xsausa:xac:_zc—pz_65:2+3c—p2=_5c—p2

—_— — — — — 1 =—
11. GC-HB=<GD+DC)-<DG+§DC)=

:cﬁ.ﬁ;’+a;’.(%ﬁc’)+ﬁc’.ﬁ;’+ﬁc’.(%ﬁ)=

S ———
—_— 0
0
~ 15D x IDC Il x cos ( 180)+%Dc DC =-AC +—||Dc|| - _AG +%D_C>< DC =

=AB=2AD

] =—= = —2 — — —
5 x 2AD — AG = DCx AD — AG = A[ABCD] - A[AEFG] = A[EBCDGF]
A[ABCD] A[AEFG]

Alternativamente

Consideremos a figura representada, em referencial o.n. Oxy , em que A é a origem do referencial, B
pertence ao semieixo positivo Ox e D pertence ao semieixo positivo Oy .

y
D& C
a
el At S <
B
A E a 2a X

Seja AD=a,com a>0.Assim, B(2a,0),C(2a,a), G(O,%) e H<a,%) )
A drea do hexdgono [EBCDGF] é dada por
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2
A[EBCDGF] = A[ABCD] - A[AEFG] =ABx AD — AG =2axa - <—> =2a" -

As coordenadas de GC sé@o <2a—a,a—£>=(2a,%) easde HB sdo <2a—a,0—%)=<a,—%).

2

2 2
Logo, G_C>'H_B’=2axa+%x<—%>=2a2_%=77a=A[EBCDGF]'
(TH+T+W) =
YU - WHV U4V V4V WA+W - U +W -V +W - W =
=1z +0+0+0+ TP+ 0+0+ 0+ TP =17 +12+12=3

logo, IIZ +7 + @l =v3.

Alternativamente

Dado que @l =7l =l@ll=1 eque 7 LV e 7 LW, & +V + Wl corresponde & medida da

diagonal espacial de um cubo de lado 1, que é V3 .

A

i+ v+w

V3

ST

sl
.
.
<!

Opgdo correta: (A)
PAG. 227
Comecar a preparar o exame
13.1 AC - A0 = (A0 + 0C) - AC = AC - A + OC - AO =
= “ﬁ”2+ 1ol x A5l x cos (O_CM ﬁ) =2"+2x2 xcos(&fj 55) =

:4+4xcos<%—x):4+4xsenx

'I3.2g(x)=2\/§+4<:>4+45enx=2\/§+4¢>senx=§ = x=%
«<fo.5]
n_%
oa 0C) ey B, m_5m 2 a0) = 6 _m
(OA,OC)—x+2—3+2 6e(Ac,Ao) =5

14.1 Um vetor normal ao plano ABF ¢, por exemplo, @(2, 3, 6) , que é um vetor diretor da reta BC .
Portanto, eliminam-se as opgdes (C) e (D).

Substituindo as coordenadas do ponto A, na opcdo (A) obtém-se uma proposicdo falsa e na opgdo (B)
obtém-se uma proposicdo verdadeira.

Opcgdo correta: (B)

14.2 Um vetor normal ao plano ABC &, por exemplo, AE .
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Um vetor diretor da reta EA tem coordenadas (4+2,-4+6,-3 -0),ouseja, (6,2,-3).
Uma equacdo cartesiana do plano ABC é da forma éx+2y —3z+d=0.
Substituindo as coordenadas do ponto A, 6 x 4 +2(-4) - 3(-3)+d=0 < d=-25.

Logo, uma equacdo cartesiana do plano ABC é éx+2y — 3z -25=0.

14.3 AOB=0OA , OB

O ponto B tem coordenadas da forma (x, 2x, z) . Substituindo na equagdo da reta BC,

x=3+2k x=3+ 2k x=3+2k
2x=5+3k , kER < {2(3+2k)=5+3k < 6+4k=5+3k &
z=1+6k z=1+ 6k z=1+ 6k
x=3+2(-1) x =1
& Jk=-1 & Jk=-1
z=1+6(=1) z=-5
Assim, B(1,2,-5).
OA - OB A4x1+(=4)x2+(=3)x(-5) _ 11

cos(ﬁj@): — ——— = =
1ol x OBl /4% + (—4)? + (=3) x /17 + 22 + (-5 VAT xV30

AOB = cos™ ~72°

(vavs)

PAG. 228
Comecar a preparar o exame

15.1 Por trés pontos ndo colineares passa um Gnico plano. Os pontos A, C e de coordenadas
(=1,-2,-10) sao trés pontos ndo colineares que pertencem ao plano ACD , pelo que se perfencerem
ao plano definido por 5y —z=0, este plano é ACD .

Substituindo A(3,0,0):5x0-0=0 < 0=0 — Proposicdo verdadeira
Substituindo C(=7,0,0):5x0-0=0 < 0=0 — Proposicdo verdadeira
Substituindo (=1, -2,-10):5x(=2) - (-10)=0 < 0=0 — Proposicdo verdadeira

Logo, uma equagdo cartesiana do plano ACD é 5y —z=0.

15.2 O ponto B pertence ao plano xOy , logo tem coordenadas da forma (x;, 5, 0) .

Os pontos da reta BD tém coordenadas da forma (2 +k, 3 + 2k, -5k) ,kE€R.

O ponto B pertence d reta BD : —5k=0 ¢ k=0 . Assim, as coordenadas de B sdo (2,3,0) .
O ponto D é o ponto de intersecdo da reta BD com o plano ACD .

Substituindo as coordenadas dos pontos da reta BD na equagdo do plano ACD ,
5(3+2k)—(=5k)=0 < 15+ 10k+5k=0 < k=-1.

Assim, as coordenadas de D sdo (1,1,5).

AB -BC=(-1)x9+3x3+0x0=0, pelo que o fridngulo [ABC] & reténgulo em B .

AB x BC xm;mx5=\/960—ox5—3ox5=5x5=25

Viasen) = % X 2 X Zp=

6
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16.1 Um plano paralelo ao plano xOz tem equacdo da forma y =b . Eliminam-se as opgdes (B) e (C).

-3 -1
2

D é o ponto médio do segmento de reta [EP], pelo que a equagdo pedida é y = =-2.

Opcgdo correta: (A)

16.2 Um vetor normal ao plano ABC é, por exemplo, E;(—A ,—2,-4).
Uma equagdo do plano ABC é da forma —4x — 2y —4z+d=0.

541 -1-3 4+0
2 " 2 2

Substituindo as coordenadas do ponto D = M[Ep]< ) ,ouseja, D(3,-2,2):
—4x3-2x(-2)-4x2+d=0 <& d=16.

Uma equagdo cartesiana do plano ABC é —4x -2y —4z+16=0 < 2x+y+2z-8=0.

16.3 O ponto A é o ponto de interse¢do do plano ABC comoeixo Ox:2x+0+2x0-8=0 < x=4
logo, A(4,0,0).

16.4 Por trés pontos ndo colineares passa um Unico plano. Os pontos A, P e E sdo trés, pelo que se
pertencerem ao plano definido por 2x — 2y —z — 8 =0, este plano é APE .

Substituindo A(4,0,0):2x4-2x0-0-8=0 < 0=0 — Proposicdo verdadeira
Substituindo P(1,-3,0):2x1-2x(-3)-0-8=0 < 0=0 — Proposi¢do verdadeira
Substituindo E(5,-1,4):2x5-2x(-1)-4-8=0 < 0=0 — Proposi¢do verdadeira

Logo, uma equagdo cartesiana do plano APE é 2x — 2y —z-8=0.

16.5
— OF - OP 5x1+(=1)x(=3)+4x%x0 8 4
cos(OE ,0P)=9E-OP __ - = ;
Il x [lop |l \/52+(_])2+42X\/12+(_3)2 V42 x V10 V105
~ (4
EOP=cos  [—2—) ~ 67°.
(Vi)

16.6 A esfera tem centro no ponto A e o plano ABC contém o ponto A . Assim, a intersecdo da esfera
com o plano ABC é o circulo méximo, ou seja, com raio igual ao da esfera. Logo, a drea do circulo é
Tx8=8m.

Opcgdo correta: (C)

PAG. 229
Comegar a preparar O exame

17. Areta 1 é paralela ao plano o se o vetor diretor da reta, ?(3 ,a, —%) , for perpendicular ao vetor

normal ao plano «, (b, -3, 12) :

_1

rn=0 & 3><b+a><(—3)+< 5

)><12=o & 3b-30-6=0 < b-a=2 < a-b=-2

Llogo, (a - b’ =(-2°=-8.

Opcgdo correta: (B)
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18. Para que uma superficie esférica seja tangente ao plano yOz , a disténcia do seu centro a esse plano
tem de ser igual ao seu raio. Essa disténcia corresponde ao valor absoluto da abcissa do centro da
superficie esférica.

Opcdo correta: (A)

19.1 Areta OD é paralela & reta AC, pelo que os vetores diretores das duas retas sdo colineares.
Eliminam-se as opgdes (C) e (D).

Substituindo, as coordenadas da origem,

0=0+0k 0=0
(A) O=6+2k,k€|R = k=-3 _, a origem (O) ndo pertence a esta reta.
_ 3 16
0=8+=k k=—-——
2
0=0+0k
0= 4+ 2 0=0
(B) a 3 ,k€ER & {k=2 — aorigem (O) pertence a esta reta.

Opgdo correta: (B)

19.2 Areta CD é paralela ao eixo Ox , pelo que é definida por uma condigdo do tipo
y=bAz=c,b,c€ER,emque b e c sdo, respetivamente, a ordenada e a cota de qualquer ponto da
reta CD .

Vamos determinar, entdo, as coordenadas de C ..
O ponto A é o ponto de intersecdo da reta AC com o eixo Ox: A(10,0,0) .
B(10;12,5;0) ecom C pertence a AC, as duas coordenadas sdo da forma C(10, 4k, 3k) ,k€R .
O trigngulo ABC é reténgulo, pois estd inscrito numa semicircunferéncia.
AC -BC =0 & 4k(4k-12,5) +3k(3k) =0 < 16k* — 50k + 9k’ =0
& 25k* - 50k=0 > 25k(k-2)=0 < k=0V k=2

Logo, tem-se C(10, 8, 6) , pelo que uma condigdo cartesiana que define areta CD é y=8 Az=6.

PAG. 230
Comegqr a preparar O exame

20.1 Os pontos A, B e C tém todos a mesma cota, 4, pelo que ABC: z=4, que é um plano
perpendicular ao eixo Oz .

Opgdo correta: (B)
20.2 Os pontos B e C tém a mesma ordenada e a mesma cota, respetivamente, O e 4, pelo que
BC: y=0Az=4.

Opgdo correta: (D)
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211 o: z=x & x-2z=0
Um vetor normal ao plano « é, por exemplo, (1,0, -1).

Um plano serd perpendicular a a se um vetor que lhe seja normal for perpendicular ao vetor normal ao
plano o .

Opcgdo correta: (D)

21.2 (x,y,2z2)=(-1,0,3)+k(2,3,0) ,keERAz=x &

x=-14+2k 3=-1+2k k=2 k=2
= y=0+3k ,k€|R<:> )’=3k = y=3><2<:> y=6
z=3+0k z=3 z=3 z=3
zZ=Xx x=3 x=3 x=3

As coordenadas do ponto de intersegdo sdo (3,6, 3) .

Opcgdo correta: (A)

22.1 A pertence a Ox , pelo que as suas coordenadas sdo da forma (x,, 0, 0) . Como também

pertence ao plano que contém a base do cone: x,+2x0-8=0 < x,=8,A(8,0,0)

B pertence a Oy, pelo que as suas coordenadas sdo da forma (0, y,;, 0) . Como também pertence ao
plano que contém a base do cone, tem-se:

0+2y,-8=0 < y;=4,B(0,4,0)
Centro: Myg(4,2,0)

75 _V8-07+0-47+0-0 _Es _ (vBO)'_s0_
Raio: o= 5 -8, ( E ) _7_20

Equagdo: (x — 47 + (y - 2)2 +2°=20

22.2 Como [AB] é um diémetro da base do cone e o cone é reto, o ponto médio de [AB] pertence & reta

perpendicular & base do cone que contém o vértice. Designando por MV essa reta. Dado que MV é
perpendicular ao plano que contém a base do cone, um vetor normal a esse plano também é um vetor

diretor da reta MV, pelo que uma equagdo dareta MV é (x,y,z)=(4,2,0)+k(1,2,0) ,keER.

Assim, as coordenadas do ponto V' sdo da forma (4 +k,2+2k,0), kE€IR e como a sua abcissa tem
menos uma unidade do que a sua ordenada, 4 +k=2+2k -1 < k=3

Logo, as coordenadas do ponto V sdo (4+3,2+2x3,0),ouseja, (7,8,0).

PAG. 231
Comegur a preparar O exame

22.3 Um plano paralelo ao plano que contém a base do cone admite, como vetor normal, o vetor de
coordenadas (1,2, 0), por exemplo (que também é normal ao plano que contém a base do cone).

Uma equagdo cartesiana desse plano é da forma x+2y+d=0.
Substituindo as coordenadas do ponto V,7+2x8+d=0 < d=-23.
A equagdo pedida é x+2y - 23=0.

Opcgdo correta: (B)
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22.4 A projecdo ortogonal do ponto de coordenadas (% , =2, 6) no plano que contém a base do cone

obtém-se intersetando o plano com a reta que contém esse ponto e é perpendicular ao plano. Portanto,
admite como vetor diretor um vetor normal ao plano.

Logo, uma equacdo dessa reta é <2 , -2, 6) +k(1,2,0),keR, pelo que, as coordenadas de um

2
ponto genérico desta reta sdo (% +k,-2+2k, 6) ,keR.

Substituindo as coordenadas do ponto na equacdo do plano que contém a base do cone:

9 9

§+k+2(—2+2k)—8=0 = §+k—4+4k—8=0 & 94+2k-8+8k-16=0 &
- 15 =3
@]Ok—]5<:>k—]o<:>k 5

Assim, o ponto tem coordenadas <%+% ,—2+2x % , 6) =(6,1,6).

23. Areta 1 é perpendicular ao plano o se o vetor diretor da reta for colinear com o vetor normal ao plano:

%:%:’“]3 o B_IAL m+]3 & m=2MAmM=-n-3 & M=-n-3Am=2n <
S n=-1Am==-2

Opgdo correta: (C)

24.1 O ponto A é o ponto de intersecdo da reta AH com o plano ABC:

(x,y,2)=(0,7,12)+k(4,-8,-12) ,kERAYy-5z=-1 &
x=0+ 4k x = 4k x = 4k
y=7 -8k 5z-1=7 -8k 5z=8 -8k
SNtz KER S o200 KER S o kER =
y—5z=-1 y=5z-1 y=5z-1
x =4k x =4k x =4k
5(12 - 12k)=8 — 8k 60 — 60k =8 — 8k k=1
S Vo212 - 12k KER S o KER S ®
y=5z -1 y=5z-1 y=5z-1
x=4x1 x=4 x=4
k=1 k=1 y=-—1
S z=12-12x1 T )z=0 .20
y=5z-1 y=5x0-1 k=1
logo, A(4,-1,0).

24.2 O ponto D é o ponto de interse¢do do plano ABC com o eixo Oy: x=0 Az=0, pelo que as
suas coordenadas sdo da forma (0, y,, 0) .

Substituindo na equagdo de ABC:y,-5x0=-1 < y,=-1,D(0,-1,0).
Portanto, o raio é dado por: IGH I = a1l = [(=4,0,0)| =V(-4+0°+0° =V16 =4
H=E+EH =E+ FG tem coordenadas (0+0,2+5,11+1)=(0,7,12).

Crly=-7) +Ez-12"=16
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24.3 O ponto B=A+AB =A+ FG tem coordenadas (4+0,-1+5,0+1)=(4,4,1) e BE
tem coordenadas (0-4,2-4,11-1)=(-4,-2,10).

4% (-4)+(-8)x(=2) +(-12) x 10| _ 120 ,
Va2 1 (=8 + (=12 x V(=4 + (=2 +10° V224 x V120

~ - 120
AH , BE =cos  [——20 | ~43°.
( ) <v224xv120>

cos (AH | BE) =

24.4 O ponto C tem abcissa O e tem a ordenada e a cota iguais as do ponto B, peloque C(0,4,1) .
As coordenadas de CE séo (0-0,2-4,11-1)=(0,-2,10).

A reta CE é perpendicular ao plano ABC porque o vetor diretor da reta é colinear com um vetor normal
ao plano: CE=2(0,1,-5).

O volume do prisma é dado por Ve = AD X FG x altura . Como CE é perpendicular ao plano ABC,

tomando para base do prisma a face [ABCD], a altura é CE = IcEll = V0> + 2% + (=1 0)> =104 = 2+/26 .

AD=\(0 -4 +(-141+(0-0 =4 e FG=V0"+5"+17=V26.
Logo, Viuscomen = 4 X V26 x 2v/26 = 208 .

25. Os planos o e B sdo perpendiculares se os vetores normais aos planos, 7,(b, -2 ,a) e
mgla+b,a,2) ((a+bx+2z=-ay < (a+b)x+ay+2z=0), forem perpendiculares:

M, ;=0 & bla+b)=0 & b=0Va+b=0 & b=0Va=-b.
Portanto, a e B sdo perpendiculares se b=0 ouse a e b forem simétricos.

Opgdo correta: (B)

PAG. 232
Comegar a preparar O exame

26.1 Se a reta é perpendicular ao plano xOy , entdo é paralela ao eixo Oz, pelo que uma condigdo
cartesiana que a defineé x=a A =b, e, que a é a abcissa de qualquer ponto da reta e b é a ordenada
de qualquer ponto da reta, em particular de A.

Opcgdo correta: (A)

26.2 V[OABCDE] = A[ABC] x5
Plano mediador de [0A] :

4y 4= (= 2V3) + (1= 6)2 42" & —4VBx+12-12y+36=0 &
V3

= 12y=—4\/§x+48 = y=—Tx+4

O ponto B pertence ao plano mediador de [OA] e & reta AB :
(c,7,2)=(0,16,0)+k(V3,-5,0) , keRAy=-Y2xss o

x=0+V3k xj/l/gk x=3V3

y=16 - 5k V3 VBk+4=16- 5k k=3
& 12=0+0k kER & _30 L kER < {2-0

] T __ V3

y——Tx+4 y=—§x+4 y=--3 x3V3 +4
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Assim, B(3V3,1,0).

0a=\(2V3) +6*=VAB =4v3 ,0B=\(3v3) + 12 =v28 = 2V7

Altura do tridngulo [OAB] : \/@2 - <OT_A>2 = \/(2 \/7)2 - (#)2 =V16=4

4\/§2x4=8\/§

Area do trigngulo [OAB] :
Logo, Viousms = 8V3 x5 =40V3 .

27. Designemos por C o centro e por 1 o raio do circulo resultante da intersecdo da esfera com o plano.
C é a projegdo ortogonal do ponto A no plano « . Determinemos a disténcia entre os pontos A e C.

Comegamos por escrever uma equacdo vetorial da reta AC que passa no ponto A e é perpendicular ao
plano « .

Como a reta AC é perpendicular ao plano o, o vetor (5, -3, 2), vetor normal a «, é um vetor
diretor da reta AC e, portanto, uma equacdo vetorial de AC é:

(x,v,2)=(-3,9,1)+k(5,-3,2),kER

Em seguida, determinamos as coordenadas do ponto de intersecdo da reta AC com o plano «, projecdo
ortogonal do ponto A no plano o , designado por C.

Para tal, podemos escrever as coordenadas de um ponto genérico de AC e substituir essas coordenadas na
equagdo do plano o .

As coordenadas de um ponto genérico de AC sdo (-3 +5k,9 — 3k, 1+2k),k€R (para cada valor
real de k , obtemos um ponto de AC).

Substituindo as coordenadas do ponto na equagdo de o, tem-se:

5(=3+5k)-=3(9-3k)+2(1+2k)=36 < —15+25k-27 +9% +2 +4k=36 &
& 38k=76 & k=2

Portanto, C(-3+5%x2,9-3x2,1+2x2),ouseja, C(7,3,5).

A distancia do ponto A ao plano o é, entdo, dada por:
AC=AV(7+32+B=97+(5-1)7=v152 =238
P =V160 - V152" < r*=8 & r=V8 & r=2V2

r>0

logo, Perimetro =27t x 2V2 =421 .
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Teste global

Opgdo correta: (B)

>0
2

2.senaxtgo>0 < seno x> 2250 & S X5 0 — cosa>0
cos o coso

> ,ouseja, € €4°Q.

Opcgdo correta: (D)

Como OCE]E,QTL' >

e cosa >0, conclui-se que o € ]ﬁ ,2n

3.
57°

A
h _ o _ o
§—tg57 & h=21tg57
A _ 3 + 7 2 o__ o 2

[ABCD]—TX tg57 = ]Otg57 ~ ]5,4 cm
4.1 O ponto B tem coordenadas (cosa, senc) e areta OB tem declive —SZISIZ :

Como areta PQ é tangente & circunferéncia no ponto B, a reta PQ é perpendicular & reta OB e tem

. 1 cos o
declive ———=-— .
sen o sen o
coso

Opgdo correta: (C)

4.2 A ordenada do ponto Q é a ordenada na origem da reta PQ . Determinemo-la, substituindo as
coordenadas do ponto B (cose, sena) na equacdo da reta.

- . , oS
A equagdo reduzida da reta PQ é da forma y = _LOS%y 4 p .
seno
Cos o cos’ o 1
seno=———=-xcosx+b < b=sena+—= <& b=
sen o sena seno
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1

1 —
Tem-se, tanto, <O , _> , | 00 =
em-se, portanto, Q o pelo que OQ

sena
Determinemos, agora, a abcissa do ponto P .
__cosax 1 o x= ]
sen o sen o cosa
P( ] , O) . Como o ponto P tem abcissa negativa, OP = — L
cosa coso
1 y 1
OP x OQ cosa  sena 1
Llogo, Aippo = = =— )
d fora] 2 2 2 seno cos o
Alternativamente:
BOQ=a-Z, pelo que cos(a—l) =08 = sena=; < 00= 1
2 2 0Q 0Q seno
P@B=7r—(x, pelo que Cos(ﬂ—a) =2 = —cosa:é Rt OoP=— 1
———— OP OP cosa
B BV
OP x 0Q coso  seno 1
LO O, A = = = — .
9 {ora] 2 2 2 sen acos o

4.3 25en<3—”—a>=\/§—cos(n+a) & 2(=cosa) =V3 — (=cosa) <

2
& —2cosa=V3 +cosa < —3cosa=V3 & cosa:—?
2
sen2a=1—<—ﬁ> <:>sen205=é L=t sena=ﬁ
3 % » [ 3
[ ASH -S4
2
] __ 1 __ 1 _ 3 _3V2
2 seno coso 2@(_@) 2%x3v2 22 4
3 3 3x3

5. 3z é periodo da fungdo g : %z&t = C=%.

Logo, qualquer nimero da forma %k , k€ Z , é periodo da funcdo g .

Opgdo correta: (B)

6.1 Considerando que t=0 corresponde &s 12 h do dia 1 de fevereiro de 2024, as 9 h 30 do dia 1
de fevereiro correspondem a t=-2,5 .

-2,57
5

T(-2,5)=23,4+1,6 sen< ) =234+1,6 sen(—%) =23,4+1,6(-1)=21,8°C

6.2 —1<sen(%f)<1 = —1,6<1,6sen<%f)<1,6 =

= 23,4—1,6<23,4+1,6sen<%><23,4+1,6 < 218<T{)<25
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T =218 < 23,4+l,6sen(%t>=21,8 o sen(%t>=—1 N

o M3 ok keZ & t=12410k, keZ

5 2 2

12h +7,5h =19h 30.Como 7,5 -10=-2,5, que corresponde as 9 h 30 desse dia, entdo, nesse
dia a temperatura do laboratério atingiu o valor minimo s 9 h 30 eas 19 h 30.

z(t+10)

: ) =23,4+1,6sen (ﬂ + 2n> = 23,4+ 1,6 sen <ﬂ> =T()

6.3 T(t+10)=23,4+1,6 sen( 5 s

A fungdo T admite 10 como periodo. Passadas dez horas de um certo instante, a temperatura volta a ser
a mesma.

6.4 f(x+2x)=f(x)-1

30 ¥

£2()=f1 (x+2- x)

[ Bl)-r1(d-1 (1.557,23.7)

Nota: Na imagem, f; éafungdo T.

t ~ 1,557, que corresponde as 13 h 33 do dia 1 de fevereiro de 2024 .

7. Como as retas 1 e s s@o paralelas, a amplitude do &ngulo formado pelas retas s e t é igual &

=Y,

amplitude do é@ngulo formado pelas retas 7 e t, que é 60°, dado que sen (r ,

Opcdo correta: (D)

PAG. 235
Teste global

8.1 ABC=BA 6 BC
BA(=2,-5) e BC(6,-6).
BA -BC=-2x6+(=5)x(-6)=18

IBA Nl = V(=2 + (=5 =v29 e IBCl =V6?+ (=6)" =v72 = 6V2

BA - BC 18

Rl < B2l V29 x V72

cos (EL\'T B_C>)

ABC = cos™ ~ 67°

(7o)
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8.2 Areta AB fem declive —% . A reta que contém a altura do triéingulo [ABC] em relagdo ao

lado [AB] é perpendicular & rgto_ (A_B2? logo tem declive —% =%

-3

2

Como a reta contém a altura de [ABC] em relagdo a [AB], entdo C pertence a essa reta. Substituindo as
coordenadas do ponto C, obtém-se:

-_2 0,12 _22
2= 5><6+b<:>b 2+5 < b 5 -

Logo, a equacdo pedida é y = 2,422

5 5

9.1 O ponto A pertence ao plano xOz , pelo que as suas coordenadas séo da forma (x,, 0, z,) , e ao
plano ABC:x, -2x0+2z,-6=0 < x,+22,-6=0.

Como a diferenca entre a abcissa e a cotadoponto A é 9 ,x,-2,=9 & z,=x,-9 .
Assim, x,+2(x, —-9)-6=0 & x,+2x, - 18-6=0 & x,=8 e 2,=8-9 <& z,=-1.
logo, A(8,0,-1).

O ponto C pertence ao eixo Oz, pelo que as suas coordenadas séo da forma (0, 0, z.) , e ao plano
ABC: 0-2x0+2z,-6=0 < z,=3.logo, C(0,0,3).

8+0 0+0 -1+3
M( 2 2 "2
(4-4,-5-0,5-1)=(0,-5,4).

> ,ouseja, M(4,0,1) e as coordenadas de MV séo

Um vetor normal ao plano ABC é, por exemplo, (1,-2,2) .

~ ’ - A . . —> ~ ’ .
O segmento de reta [MV] ndo é a altura da pirdmide pois o vetor MV ndo é colinear com o vetor normal
ao plano ABC que contém a base da pirdmide.

9.2 Como areta VQ é perpendicular ao plano ABC, o vetor 7 (1, -2 ,2) , vetor normal a ABC, é
um vetor diretor da reta VQ e, portanto, uma equacdo vetorial de VQ é
(x,y,2)=(4,-5,5)+k(1,-2,2) ,kER.

O ponto médio de [VQ] pertence & reta VQ e ao plano mediador de [VQ] .

As coordenadas do ponto médio de [VQ] sdo da forma (4 +k, -5 -2k ,5+2k) ,kER.
Substituindo na equacdo de ABC , tem-se:

4+k-2(-5-2k)+2(5+2k)-6=0 < 4+k+10+4k+10+4k-6=0 &

& % =-18 & k=-2

Porfanto, o ponto médio de [VQ] tem coordenadas (4 —2, -5 —2(-=2),5+2(=2)), ou sejq,
N(2,-1,1).

Por outro lado, considerando Q (x4, ¥, z,) , © ponto médio de [VQ] tem coordenadas
<4+xQ -5+, 5+ZQ>

2 2 2 '
+Xg -5+, S+z,
5 = 2N 5 =—1A 5=

Assim, 1.logo, Q(0,3,-3).
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Alternativamente (para a parte final, apés a determinagdo de N (2, -1, 1)):

Logo, Q=V+2W.

As coordenadas do vetor VN sdo (2-4,-1-(=5),1-5)=(-2,4,-4), pelo que as
coordenadas de Q sdo
(4,-5,5)+2(=2,4,4)=(4—-2x2,-5+2x4,5-2x4)=(0,3,-3).

10. Os planos a e B sdo paralelos se os vetores normais aos planos forem

. a_2 2 - . .
colineares: 177 < a=2 e sdo perpendiculares se os vetores normais aos planos forem

perpendiculares:
(1,1,1)-(a,2,2)=0 <> a+2+2=0 < a=-4

Como o vetor diretor da reta r e o vetor normal ao plano « séo perpendiculares, conclui-se que a reta é
paralela ao plano ou estd contida no plano. Por outro lado, como a reta contém a origem e o plano
também, conclui-se que a reta estd contida no plano.

O plano B ndo contém a origem do referencial, pelo que a reta r é paralela ao plano B se o vetor
diretor da reta e o vetor normal ao plano forem perpendiculares:

(=2,1,1)-(a,2,2)=0 & -2a+2+2=0 < a=2
logo, I —c; Il —a; Il -b; IV -c.
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