4. Generalidades acerca de funcoes

Volume 2
1. 1L e I

l. e IV. ndo podem ser porque hd pelo menos uma reta vertical que interseta o gréfico em mais do que um
ponto.

2. O conjunto de pontos (lll) é o grdfico de uma fungdo x — y de dominio [-3, 3].

O conjunto de pontos (l) ndo pode ser o gréfico de uma funcdo pois tem dois pontos com abcissa —1 ;

o conijunto de pontos (ll) é o grdfico de uma funcdo de dominio [-3, 3]\ {1}, ndo sendo, portanto,

o de uma funcdo de dominio [-3, 3];

o conjunto de pontos (IV) também ndo pode ser o gréfico de uma fungdo pois tem uma infinidade de pontos
com abcissa -3 .

3.1 f(%)=2
3.2 f(—l)=%
3.3 Df={-%, -1, -1,0, 1, 1}

1 3 5
3.4 D'={O, ~ 1, 5,2, =
! 2 2 2
3.5 Como para aumentos constantes dos objetos se verificam aumentos, também constantes, das respetivas
imagens <0ument0ndo % o valor de um objeto, a respetiva imagem também aumenta %) , frata-se de

uma fungdo afim.

A ordenada na origem da reta que representa a funcdo f é 3 , porque f(O)=% :

2
5_3
O declive da reta 6 2—2=1 |,
1-0
Assim, uma expressdo analitica de f é f(x)=x+% )

PAG. 24
4.1 h(=1)==2(=1)+1=3 e h(0)==2x0+1=1.

4.2 h(x)=-5 & -2x+1=-5 & x=3

4.3 p,={-5,-3,-1,1,3, 5},
pois h(-2)==2x(-2)+1=5, h(-1)=-2x(-1)+1=3, r(0)=1,
h(1)==2xT1+1==1, h(2)=-2x2+1=-3 e h(3)=-2x3+1=-5

4.4 O ponto de coordenadas (=5, 3) ndo pertence ao grdfico de h, porque h(-5)=-2
(=5)+1=11; o ponto de coordenadas (-1, 3) pertence, porque h(-1)=3.
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5.1 D,=[-4, —2[U{-1}U]0, 5] e D,={-3}U]-2, 2].
5.2 g(-4)=2, g(1)=-3 e g(4)=-1.

5.3 gl0=1 < xE{—%, —1}

5.4 g(3)=-3, (3, -3).
55 (-3, 0) e (5, 0).

6.1 D,=[-4, -2[U]-2, +oo[ e D),=]-00, 3].
6.2

a. 0 e 4 pois h(0)=-3 e h(4)=-3.

b. -4 e 2 h(-4)=3 e h(2)=3.

c. h(x)=0 & xe{-3, -1, 1, 3}

1 3
6.3 n(-1)=-3
2
Como os segmentos de reta e a semirreta sGo paralelos, as retas suporte tém o mesmo declive.

(2,3) e (3, 0): m=(3);g=—3 e 3=—-3x2+b < b=9, y=-3x+9.

h(10)=-3x10+9=-21

PAG. 25

7.1 f(0)=ax0°=0 e f(2)=f(-2)=5.
7.2 (C)

f(=2)=5 & ax(-2)’=5 < a:%
8.1 D,=R

8.2 D,=R

8.3 D,={x€R: x+120}=R\{-1}
x+120 & xz-1
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8.4 Di={xE|R: x2+4x+4¢0}=|R\{—2}
X rdx+420 & (x+2)°20 & x+220 & xz-2

8.5 D={x€R: x+2>0}=[-2, +oo[

x+2>0 & x>-2
8.6 D,=R
8.7 Di={x€R: V3-x#0A3-x>0}=]-00, 3]
V3—-x#20A3-x>0 & 3-x>0 & x<3
3
8.8 Dm={x€|R: x2—1¢0}=|R\{—1, 1}
3
Vil-1#20 & - 120 & x#2-1Axz]1
89 D,={x€ER: x-120Ax+2>0}=[-2, +oo[\{1}
x—=120Ax+220 & xz21 Ax>-2

8.10 D,={x€R: 2x*~12x+ 1620 A 4x+4>0A3-x>0}=[-1, 3\{2}
2x7 —12x+1620A4x+4>0A3-x>0 < x*—6x+820Ax>-1Ax<3 &

& xz22Ax2-1Ax<K3

Calculo auxiliar:
X’ —6x+8=0 & x*—6x+9-1=0 <
& (x-3=1 & x-3=—-1Vx-3=1 < x=2Vx=4

_ 119223
9.1 f(1)=-gx1-1=-3

9.2 fx)=1 & —%x—]:] & x=—4

9.3 (B)
f(=6)= —%x(— 6) — 1 =2 e substituindo x por é naequagdo y= —%x — 1 da reta que contém o

gréficode f, tem-se y=—%x6—] =-4.

Logo, o contradominiode f é |-4, 2].

10.1 f(x)=0 & -2x+3=0 & x=

N

10.2 g(x)=0 < x’+3=0 < x’=-3 impossivel

10.3 h(x)=0 & -3x’+1=0 & x2=% = x=—\/g\/x=\/g = x=—§\/x=?

10.4 i(x)=0 < 4x2+‘g—x é=o PN

2
= <2X+]§) =0 & 2X=—% & x=-—
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PAG. 26

11.1 f(x)=0 < x€{-3, -1, 1}; g)=0 & x€{1, 2}; h(x)=0 < x€{-2, 1, 4}.

g(x) -1 - 0 + 0 + 1
-3 -2 1 2 4
h(x) 1 + 0 - 0 + N.D + 0
_—1-3__4 4. -7 __4..7
12. m= 315 = 5e3 5><( 2)+b & b 5,h(x) RN
_ 4 .7 _ _ _ 7
hix)=0 < —§x+g—0 & —dx+7=0 & —dx=-7 & x=7
13.1 D=[-6, 5[ e D}=]-2, 2].
13.2 f()=0 < xe{-6, 0, 4)
13.3
-1 + 0 - 0 + N.D.

13.4
a. flx)=-2 < xe{}

b. f)=-1 < xe{1, 2, 3}

¢ fW=f(-1) & fW=1 & xe{-4, -1}
d. f(x)<0 < x€]0, 4]

e. fX)>1 & xe€[-4, - 1]

f. f)<-1 & x€1, 3]

13.5 (D)

f(x)=k tem apenas uma solucdo se k=2, pois a Gnica reta horizontal que inferseta o gréfico de f num
dnico ponto é a reta de equagdo y=2 .
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PAG. 27
14.1 D,=[-5, —2[U[1, 6] e D}=[-3, OJU[1, 2].

Oo—
- N

|
w N =

14.2

a. f(x)=0 & xe{6}

b. fx)=-1 & xe{5}

c. fx)>2 < xe{}

d. f)<0 & xell, ¢

e. f()>7 < xe[-5, ~2[u{1)
f. f0)<-1 & xe{-5}U]1, 6]

14.3 (C)

S&o os Unicos valores inteiros de k tais que a reta de equacdo y = k inferseta o grdfico de f num Unico
ponto.

15.1 D,=]-3, 5] e D\,=[-1, 2].

N.D. - 1 + 0 + 2

15.3
a.gx)=1 & x€{0, 2, 4}
b. g(x)=0 < x€{3}

c. gx)=-1 & x€[-2, O
d. gx)<1 < x€]-3, 0[u]2, 4]
e. g(x)<0 & x€]-3, O[U{3}

f.g>2 < xe{1, 5}

15.4 (B)

g(0)=1, pelo que O apenas ndo é solugdo da condicdo g(x)>1 .
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15.5
a. -1, 0]

b. ]0, 1[u{2}
c. {-1}
PAG. 28

16.1 h(x)=0 < xe{-3, -1, 2}

By X

s (-2,0) (-‘1\0)"’-2 /(2,0)

£16d=x>+2: 25 x-6

16.2 h(x)=4 & x€{-2,24; -2; 2,24}

Ay

1.1 .
(-2.24,7‘(?4) 5 (2.24,47f2(x>=4

£16d=x>+2- k25 x-6

16.3
a. h(x)<0 & xe€[-5, -3[u]-1, 2]

b. h(x)>-6 < x€[-3,45; 0]U[1,45; 4]

[ 2

5 0.2 |
£1(x)=x>+2: k2 -5-x-6

£2(x)=-6
(-3ks,-6)  (o0,-6) (1.45,-6)

[ .9

17.1 Df=D'f=]—oo, ]]

_=1-1_2 _2 _3 _2,.3
'|7.2m—_4_]—5e] 5><1+b<:>b 5,f(x) SXHE

_ 2. .3_ _ _ _ 3
17.3 f(x)=0 & §x+§_o & 2x+3=0 & 2x=-3 & x=-3
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17.4
2 .3

a. f(x)=—3 & Zx+2=-3Ax€E]-00, 1] & 2x+3=-15A%x€E]-00, 1] &

5 5

& x=—9AxE]-00, 1] & x=-9

b. fx)>-2 & %x+%>—2/\x€]—<>0, 1] & 2x+3>-10Ax€E]-0, 1] &
= x>—%/\x€]—oo, 1] & xE[—%, 1]

18. (B)

O gréfico da opgdo (A) ndo representa uma fungdo crescente, pois f(2)=f(3)=3;

o da opg¢do (C) também néo representa uma funcdo crescente, pois f(O) = f(]) =1;

o da opgdo (D) também ndo representa uma funcdo crescente pois, por exemplo, f(0) = f(3)=2 .

Finalmente, o da opgdo (B) representa o grdfico de uma fungdo crescente, dado que

Vx;, x, €Dy, com x; <x, vem f(x;) <f(xy) .

PAG. 29

19.1 Ndo. Por exemplo, é decrescente em [-3, —2] e é crescenteem [-2, O].
19.2

4 N 0 ~ 2 N | ND.

h é decrescenteem [-3, —2] eem [0, 6[; h écrescenteem [-2, O].

19.3 h tem minimo relativo 0 em x=-2; h tem mdximo relativo 4 em x=-3 e 2 em x=0.

19.4 h ndo tem minimo absoluto e tem mdximo absoluto igual a 4 .

20. l
A. Verdadeira.

B. Falsa, pois existem valores a€[1, 3[ tais que gl(a)<g(3).

C. Verdadeira.
D. Falsa, pois ndo existe um valor m €D, tal que, paratodo x€D,, setenha g(x)<g(m).
E. Verdadeira.
20.2
-4 -3 -1 0 1 3

Monotonia de g -1 / 1 — 1 AW 0 / 2 AW -2
20.3 g tem minimo relativo —1 em x=-4, 1 em x€]-3, —1[ e 0 em x=0; h tem méximo
relativo 1 em x€[-3, =1], 2 em x=1 e —2 em x=3.

20.4 a=1, g(a) é o mdximo absoluto de g .
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PAG. 30

21.1

a. [0, 2]

b. [-2, 0]
c.[-3,-2] e [0, 3].
d.[-3, 0] e [2, 3].
e. [-3, -2] e [2, 3].

21.2

a. 4 em x€[-3, -2]U[2, 3]

b. 0 em x=0

c. Mdximo relativo: 4 em x€[-3, -2]u[2, 3].

Minimos relativos: 0 em x=0 e 4 em x€[-3, -2[U]2, 3].

22.1 (A)
f ndo é constante em [-3, —2]U[2, 3] pois, por exemplo, f(-3)=2=%#-2=f(3).

22.2
A. Verdadeira.

B. Falsa. Perto de O, & sua esquerda, existem objetos com imagem maior do que f(0) e & sua esquerda
com imagem inferior a f(0) .

C. Verdadeira.

22.3 (B)

—2 ndo é minimizante de f porque perto de —2, & sua direita, existem objetos com imagem inferior a

f(=2).

PAG. 31
23.1 g: 3 em x=3; h: 2 em x=2 e x=3; i: 2 em x=2.

23.2 f: 0O em x=0 e x=3; g: O em x=0; i: O em x=3.

233 fe g.

24.1 D;=[-5, 5] e D\=[-3, 1[ul1, 2]uU {4} .
24.2 f(x)=2 <& x€]-3, —-1]Ju{5}

24.3 Um.
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24.4

A. Verdadeira.
B. Verdadeira.
C. Falsa.

D. Verdadeira.
E. Falsa.

F. Falsa.

G. Falsa.

Monotonia de f 4 — 4 — 2

PAG. 32
25.1
Yi=2=Y
H=a Y=y

f é crescente.

H=@ Y=

h é decrescente em ]—oo, O] e crescente em [0, +oof .
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Yi=-HK+3

X=8

Y=

g é decrescente.

=g

Y=i

h é crescente em ]—oo, 0] e decrescente em [0, +oo] .

26.1 D,=[-3, +oo[ e D,=]-00, 2].

RESOLUCOES

oo R

26.4 g écrescenteem [-1, 1] eem [2, 5[; g édecrescenteem [1, 2] eem [5, +oo[;

0 2 6 too
_ 0 + -1 + 0 -
-1 1 2 +oo0
-2 / 2 N\ -1 / N\

g éconstanteem [-3, —1].

26.5 Minimos relativos: =2 em x€[-3, —1] e =1 em x=2.

Méximos relativos: —2 , em x€[-3,

26.6
A. Verdadeira.
B. Verdadeira.

C. Falsa. Por exemplo, g(4,5) > g(5) .

D. Falsa. Por exemplo, g(9) <g(-2).

M360 10 + 10.° Ano * Resolugoes
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26.7 g(x)=2xg(2) & g)=2x(-1) < 5k

PAG. 33

27.1

(-3,-45)

27.2 D,=]-4,5; 0]

27.3

-2 & x€[-3, -1]u{s}

As coordenadas do (Unico) ponto de intersecdo da reta com o gréfico de g sdo (1; -0,5) .

1

2
=2+

2

3

2

1=

1

2
—=Xx"+2x -

2

0 & —x’+4x-3=0 < x*—4x+3=0 &

& 2 —dx+4-1=0 & x-27=1 & x—-2=—1Vx-2=1 & x=1Vvx=3

Como D,=]-3, 3[, g(x)=—2x+% & x=1.

(3,-6)

h écrescente em |-V3, 0] ; h é decrescente em [0, 3[.
Méximo relativo: O (absoluto), em x=0.

Minimo relativo: —2, em x=—-V3 .
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704y 4,65

/7N | (2.46,0) .
7 (/4.46,0) (-1,?%{/ 5
(1,-16)
£1(0)=x>}3- x2-9- x-11
(-6,-65) n

Zeros: —4,46, -1 e 2,46 ;

Sinal: a fungdo f é positivaem ]-4,46; —1[U]2,26; 4]
e é negativaem [—6; —4,46[U]-1; 2,46[;

Méximos relativos: 16, em x=-3, e 65 (absoluto), em x=4;
Minimos relativos: —65 (absoluto), em x=-6, e =16, em x=1;

Intervalos de monotonia: a funcdo f é crescente em [-6, —3]

eem [1, 4] e édecrescenteem [-3, 1].

PAG. 34
30.1 (D)

Umem ]-oo, —2], outroem [2, 4] eo 5.

Na solugo do item 30.2 estd um possivel gréfico com trés zeros.

30.2

Falsa. A fungdo f cujo grdfico estd acima, satisfaz as condi¢des do enunciado, mas f(—2) ndo é mdximo.

30.3 Por exemplo,
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30.4
a. g(4)xglx)>0 & gx)<0 & xE€J-00, -5]U [g, 2] U {5}
g(4)<0 5" 2

Em [-2, 4],

_—2-3__5 __ S (_ 3.2 4 __5 .4
m—4+2—6e3— 6><(2)+b<:>b33<:>b3,y Xt
S . 4_ _ _ _8

—6x+3—0<:> 5x+8=0 & «x 5

b. g écrescenteem ]-oo, —2] eem [4, 5[;
g édecrescenteem [-2, 4] eem |5, +oo];
g tem méximo relativo (e absoluto), iguala 3, em x=-2;

tem minimo relativo, iguala =2, em x=4; e tem minimo relativo, iguala 0, em x=5.
c. [0, 2]

d. Em ]-o00, -2],

m=%=l e 3=1x(-2)+b & b=3+2 & b=5, y=x+5.

x+5<2 & x<-3

Em [-2, 4]:

5.4 _ _4
—6x+3<2<: 5x+8<12 & x> 5

g0<2 & x€l-o0, —3]u[_%, +O<,[

e. Dh={x€|R: x2—9¢0/\g(x)>O}

x’-920 & x#-3Ax#3

g(0)>0 < xe[—S, %]u[% +oo[
Di=[-5. &u]Z, +eo|r(-3)
PAG. 35

_—4-5_-9__ 3 (_ __
31.1 m—]_(_z) 3 3e 5=-3x(-2)+b & b=-1,
g)=-3x-1, g)=9 & -3x-1=9 & x=—$.

v

---94
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31.2 Dg=[—]3—0, +<>o[ e Dy=]-o0, 9].

31.3 g —g(1)<g(0) & —3x—1-(-4)<-1 < x>% N xe]%, +<>o[

31.4 D;= {xEIR: g(x)—2>0/\x€Dg}

gx)-2>20 & -3x-122 & x<-1

D= [-12, veo| oo, —11=[-12, 1]

31.5

10

10 10[
3 7

a. h é decrescente em ]—o0, —7] eem [— +00[ e é constante em [—7 C T3
Tem minimo relativo iguala 10 em x € [ 7, ?O[
e mdximo relativo igual a 10 em xe] , TO[

b. Em sentido lato, h é decrescente em IR .

. (=0 & -3x-1=0 & x:_%

h(x) + 0 -

32.1 /(2)=5(2) < §=2k-3 & k=4k-6 <& —3k=-6 < k=2

Logo, o grdfico de g é uma reta de declive positivo, pelo que g é crescente em R .

=g =

Tendo em conta a representagdo grdfica de f, verifica-se que f é decrescente em
]-o0, O] eem ]O, +oof.
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32.3 J& vimos que f é decrescente em ]—co, O[, pelo que ndo pode ser crescente no seu dominio,

Também ndo é decrescente em R\{0}, pois —1€R\{0}, 1€R\{0} e —1<1,

Exemplo do gréfico de uma fungdio que satisfaz as condicdes do enunciado mas em que f(—2) ndo é minimo.

R\{O} .

mas f(-1)=-2<2=7(1).

PAG. 36

33. (C)
y
o .V

2 X

LENG

34. (C)

g tem um minimo relativoem x=a e h tem um mdximo relativoem x=a .

104y

fl(x)={x2—x—6,-3ix<2

x

-4 \D.z

~._./(72,-4)

(0.5,-6.25)

3

35.1 D}=[-6,25; 6]

35.2
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PAG. 37
36.1 D),=]-o0, 3[. Ndo.

36.2 8h(x)-9>0 & h(x)>% = xe{—%}u]l , %]

Em ]1, +oo[,

_0-3_ .3 _,_.3 3.3 o p15 3 15
m—5_]—4e3 4><1+b<:>b 3+4<:>b 4,y 4x+4

Sye15_9 _ - bx=— 21 e
—4x+4—8<:> 6x+30=9 & -bx=-21 & x 6<:>x2

—% -2 1 +00

Monotonia de h / % . -2 — n.d. .
h é crescente em ]—00, —%] , é decrescente em [—%, —2| eem |1, +o9]
e é constante em [-2, 1[.
h tem méximo relativo igual a % em x=—% eiguala -2 em x€]-2, 1] etem minimo relativo igual

a -2 em x€[-2, 1].

36.4 ]-o0, —2[u{%}

Correspondem aos valores de k para os quais a reta de equagdo y =k interseta o grdfico de h em
exatamente dois pontos.

36.5 D;={x€ER: h(x) =220 Ah(x) >0}

h(x)>0 < xe[-6, —3]ull, 5]

hix)-220 & h(x)#22 & —%x+%¢2 & —3x+1528 & x¢%
D=[-6, -3)ul1, sh{Z}
37.1 Para a=1, CD=2 e A(1, f(1)), ouseja, A(1, 3), peloque AD=3.

Portanto, Perimetro=2x2+2x3=10 e Area=2x3=6.
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37.2
a. A(a, f(a)), peloque AD=f(a)=4 -a*; CD=2a.
Logo, g(a)=2@+2@=2a+2(4—a2)=2a+8—2a2=—2a2+4a+8.

b.

(1,10)
(0,8) (2,8)

fl (x)={-2- x2+4- x+8,0<x<2

0.5 X
0.5 -110.1 2.5

D',=18, 10]

4

g écrescente em |0, 1] e é decrescente em [1, 2[, atingindo o valor méximo 10 em a=1.

Interpretacdo: o perimetro do reténgulo aumenta & medida que a variade O até 1, atingindo ai o seu
valor méximo, 10, e diminui & medida que a variade 1 até 2.

O perimetro aproxima-se de 8 nas proximidades de a=0 e a=2, situacdes em que CD ou AB
tendem para zero e o perimetro do retdngulo tende para o dobro do comprimento do segmento [BC] ou
[CD], respetivamente.

Geometricamente, nestas situagdes, o retdngulo «tende» para um segmento de reta com 4 unidades de
comprimento, que é contabilizado duas vezes.

PAG. 38
37.3
a. h(a)=CD x AD = 2a x (4 — a®) =8a - 24°

b.

nAy

f1 (x)={8- X=2- ,\'3,0<\'<2

(1.15,6.16)

0.5 (2,0)
05 1o 2

D'hz]o; 6116]
h écrescente em ]0; 1,15] e é decrescente em [1,15; 2[, atingindo o valor méximo aproximado de
6,16 em a~1,15.

Interpretacdo: a drea do retdngulo aumenta & medida que a variade O até 1,15, atingindo ai o seu
valor méximo, aproximadamente 6,16, e diminui & medida que a variade 1,15 até 2.

A Grea aproxima-se de O nas proximidades de a=0 e a=2, situacdes em que o reténgulo deixa de
existir.
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38. (C)

O grdfico (A) ndo pode ser, pois a distdncia méxima do ponto P ao ponto Q é 2.

O grdfico (B) ndo pode ser, dado que quando o ponto P percorre os arcos AB e CD a distdncia ao
ponto Q é constante (igual @ 2), o que ndo é traduzido neste gréfico.

O grdfico (D) ndo pode ser, dado que os arcos AB e CD t&m o mesmo comprimento do raio da
circunferéncia, pelo que o tempo que o ponto P demora a percorré-los é igual ao tempo que demora a
percorrer cada um dos raios, o que n&o é traduzido neste grdfico.
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