= Propostasde RGSO'UGéO Caderno de Fichas

Geometria
Ficha 1 Referencial 0. n. Oxy. Transformacoes geométricas
S
1.2
y
™
4 J
s\ AAANAA )
) 4
0] X
=1 c

O ponto C pertence ao 4.° quadrante.
1.3. B(0, -8)

1-4- a) A[AOB] = 82L6= 24 u. a.

b) O'(0, 0); A6, 5); B0, 8)

21. A0, 3);B(3,0); C(3,3) e 0(0,0) m
22, A0, -3);B(3,0); C(3,-3)e 0(0,0
2.3. (B)
3.1. x=0
32. B(O,-2)e D(2,0). Reta BD: y=ax+b; pelo ponto B resultaque b=-2.
0-(-2)

Determinemos o declive: a= 1

2-0
Assim, BD: y=x-2
Como C(3, 2), verifiguemos que as suas coordenadas nio satisfazem a equacdo dareta BD.

2#3—-2=1, como se pretendia mostrar. O ponto C nao pertence areta BD.
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 2 Pontos e distancias no plano

1.1. Ascoordenadas dos pontossdao B (-1, —2) e C (3, 0).

1.2,

1.3.

2.1.
2.2,

2.3.

As coordenadas do ponto médio de [BC] s&o:

(—12+3, —22+0>=(1 -1

Para determinar o perimetro tenho de calcular a medida entre cada vértice, ou seja, d(O, B), d(B, C)
e d(C, O).
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d(0, B=\(-1-07+(-2-07=VT+4=V5
dB, O)=\(B=(= 1)) +(0-(=2)*=V16+4=v20=vV4x5=25

d(C, 0)=V/(3-072+(0-0>=3

Logo, o perimetro é:

V5+2v5+3=3+3V5

(B)

Para mostrar que o tridngulo é isésceles tenho de calcular a medida de cada lado, ou seja, d(P, Q),
dQ,R) e dR, P).

d(P, Q=V(2-(2)+(-1-17=V16+4=V20

d(@, R=\(-2-27+(-3- (1)’ =V16+4=v20

dR, P=\(-2-(=2)+(1-(=3))’=+0+16=4
Como d(P, Q) =d(Q, R), otriangulo [PQR] é is6sceles.

Como o tridngulo é isésceles, considero [RP] a base e a altura é a distancia entre o ponto médio de
[RP] e o vértice Q.

—-24+(=2) 1+(-3)
2 ' 2

Coordenadas do ponto médio de [RP]: < ) =(-=2,-1)

Altura=/(-2 -2+ (= 1-(-1)’=v16=4

Logo, a area do tridngulo é 4 >2( 4-8.
3.1. Ascoordenadas dospontossdo A (-1, -1 e C (1, —-1). m
3.2. Ospontos B e D pertencemao eixo Oy, logo sdo daforma (0, y).
Como o perimetro do losango é 12, o seulado mede 3.
Temos que d(A, B) =3 & \/(0—(—1))2+(Y—(—1))2=3
& V1+(y+1°=3 & 1+(y+1)°=9
& (y+1V°=8 & y+1=%V8 < y=—1+V/8
As coordenadasde B e D sdo (0, —1-v8) e (0, —1+V8).
33. A(-1,-1) e B(0, —1-+8), logo o ponto médio tem coordenadas (—% #)
A reta vertical que passa no ponto médio do segmento [AB] tem equacao x=—%.
4. DL ) KIS gk o k=kAk+3=4k & 3K=3 & k=1
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

A(-2,a; B(b, 1); C(, d;

B é o ponto médio de [AC]: %=b/\a+d=1 & —2+c=2bAa+d=2
C é o ponto médio de [BD]: bJ2“7=c/\_32+1=d & b+7=2cANd=-1
—-2+c=2b c=4 a+d=2 a=3

{b+7=2c A {b=1 € {d=—1 A {d=—1

A(=2,3);B0O,1;C@4,-1)

Ficha 3 Mediatrizde um segmento de reta

1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2,

Se P(x, y) éum ponto da mediatriz de [DB]:
x+27+(y-4)’=(x-4+(y-2) & —4y=—12x & y=3x

Seareta AD é paralelaao eixo Oy e D temabcissa — 2, entdo AD é aretade equacdo x=—-2.
O ponto A pertence areta de equacdo x=—2 €, como AD=AB, também A pertence a mediatriz
de [DB]:

x=—2Ay=3x & x=—-2Ay=-6.Logo, A(-2, —6).

Como o lado [BC] é paralelo ao lado [AD], o ponto C pertence aretade equacdo x=4 ea
mediatriz de [DB]:

x=4Ay=3x & x=4Ay=12. Logo, C(4, 12).

Um losango é um paralelogramo. Logo, A[ABCD]=¥=Exh ,emque D=AC, d=BD e h éa

medida da altura do paralelogramo relativa a base [AB].
D=AC=1(4+2’+(12+6)>=v360=6v10; d=BD=V(-=2 -4 +(4-2>=v40=210;
AB=AD=4+6/=10

A[ABCD]zs—vmzz V10 _ 6% 10=60 e A o0 =ABx h=10h

Temos, portanto, 10h=60, peloque h=6.

r:y=mx+b; b=ordenadade A=8.

C(@B,2)er. Logo, 2=mx3+8 < m=-2, pelo que aequacao reduzidade r é
y=—2x+8.

Como B(x, 0)€r, 0=—2x+8 < 2x=8 < x=4. Logo, B tem coordenadas (4, 0).

Como (2, 4) é o ponto médio de [AB], pois <0L4 8;0

2
[AB].

Se P(x, y) éum ponto da mediatriz de [AB], entéo:

) =(2, 4), areta pedida é a mediatriz de

(x+0V+ (-8 =(x—4 +(y-0) <& xX’+y’—16y+64=x"—8x+16+y’ & y=%x+3

3.1.

3.2,

Se P(x. y) éum ponto da mediatriz de [AC], ent&o:

x=3’+y+1)’=x+1)’+(y-7° < y=%x+%
Dado que o quadrildtero [ABCD] é um losango, BA=BC. Logo, o ponto B pertence a mediatriz de
[AC].
Como B também pertence areta de equacdo y=x, entdo B é o ponto de intersecao das duas
retas.

5

y=%x+§/\y=x & 2x=x+5Ay=x <& x=5Ay=5. Temos, entdo, B(5, 5).

M/X&M@ ’0 ' Porto

Editora
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

33. AC=V(=1-372+(7+1)°=v80; AB=V(5-37+(5+1)>=v40; BC=AB=40
([ABCD] é umlosango)
AB’+BC =(v/40)"+(v40)’ =80=BC;
AB’+BC =AC’. Logo, 0 angulo CBA é reto.
Dado que num paralelogramo (um losango é um paralelogramo) os angulos adjacentes ao mesmo
lado sédo suplementares e 0s dngulos opostos sdo iguais, podemos concluir que os quatro angulos
internos do losango [ABCD] sao retos. Logo, o losango [ABCD] é um quadrado.
4.1. Seja P(x, y) um ponto da mediatriz de [AB].
x+2°+(y+1P=(x-6)+(y-3) <& y=—2x+5
4.2. a) C(0, y) pertence areta de equacdo y=—2x+5, porque AC=BC:
y=-2x0+5 < y=5. Logo, C(0, 5).
b) C(x, — 3) pertence aretade equacédo y=—2x+5:
—-3=-—2x+5 & 2x=5+3 & 2x=8 < x=4. Logo, C(4, -3).
43. C éopontodeintersecaodasretas y=—x e y=—2x+5.
Como y=—xAy=-2x+5 < x=5Ay=-5, temos C(5, —5).
AB=1/(6+27+(3+1)>=v80=4+5. Aaltura do tridngulo relativa a base [AB] é h=MC, sendo
M o ponto médio de [AB]. M(2, 1) e h=MC=1(5-20+(=5-1)*=v45=35.

ABZXh=4‘/§’;3\/§=2x3(\/§)2=6x5=3o.

LOgO, A [ABC] =

Ficha 4 Equacao reduzida da circunferéncia

ag. 56
1.1. Seja P(x, y) um ponto da mediatriz:

a) (x= 2+ (y+ 1= -0 +(y-3) & y=gx+4

b) x—0)’+(y—3)’=(x+4)+(y-5) < y=2x+8
1.2. O centro da circunferéncia é o ponto de intersecdo das mediatrizes de [AB] e [BC]:
1,1
y=5X+5
Raio: r=DB=1/(=5-01+(-=2-3)=v50=5v2
13. M(1, 1). O centro da circunferéncia é o ponto E de intersecdo da mediatriz de [AB] com o eixo Ox:
1

y=%x+§/\y=0 < x=—1Ay=0, logo E(-1, 0).

r=EM=vV(1+1°+(1-0°=v5
Equagdo: (x+1)°+y’=5

Ay=2x+8 < x=-5Ay=-2. O centro da circunferéncia é oponto D(-5, —2).

2.1. Aabcissade E é 4, substituindo na equacao da circunferéncia de centro A obtemos
(4-4°+(y-3)=25 & (y-3)’=25 & y-3=%5 & y=3%5
Como E tem ordenada negativa as suas coordenadas sédo (4, —2).
Como A e B tém amesma ordenada, temos que E e F também tém a mesma ordenada.
As coordenadas de F sdo (9, —2).

2.2. B(4+5, 3)=(9, 3). Equacao da circunferéncia de centro B: (x—9)2+(y—3)2=25
(x=9P+(y-3’=25Ay=0 <& (x-9°=16Ay=0 < (x=5Vx=13)Ay=0. Aabcissade C
é 5.

2
23. A=Aperg — %Acfrculo =5°— % =25- %

10 ' Egirttgra
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s Propostas de Resolucao caderno deFichas

ag. 57
3.1. Coordenadas: A(—6, 1) e B(2, —3)
e —3—1 _ 1
Declive: 2-(—6)" 2

3.2.

3.3.

3.4.

4.1.

4.2,

Obtemos —%x2+b=—3 & —-1+b=-3 & b=-2

A equacao reduzidadareta AB é y=——-x-2.

1
2
A(-6,1) e B2, -3); AB=\(2+6)°+(-3-1’=v80=4V5;
r1+r2=\/§+ V20=\/§+2\/§=3\/§

Dado que AB> r,+r,, podemos concluir que as circunferéncias %, e %, nao se intersetam.

Centro C, ponto médio de [AB]: C<_62+2, %):cez, —1); raio: Q:%:—'SO:\&O

Equacgdo: 8,: (x+2)°+(y+1)°=20
C(-2,-1);8: x—27+(y+3/°=20
(=2-2+(=1+3)%=20 < 16+4=20 (verdadeiro)

C(1,3): (1-3°+(3-6)°=13 < 4+9=13 (verdadeiro); 1x(1+6)+3°=16 < 7+9=16
(verdadeiro)

Logo, como C pertencea ¢, ea %,, podemos concluir que C é um ponto de intersecdo das duas
circunferéncias.

Centrode %,: A(3, 6)

€ x(X+6)+y’=16 < x*+6x+9-9+y’°=16 < (x+3)°+y?’=25; centrode &: B(-3, 0)
Se P (o, B) éum ponto da mediatriz de [AB], entao:

d(P, A=d(P, B) & (-3 +(B-6)’=(a+3)°+p> & —12a-12=-36 < a+L=3

Ficha 5 Semiplanos

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

r: x=0

. C(0+(=1) —3+1>_ 1
Ponto médio de [AB]: < 5 , 5 = (—5, - 1>
Paralelaa Ox, portanto t é umareta horizontal e asuaequacdoé y=-1.
(D)
Aintersecdo dasretas r e t é representada pela condicédo x=0Ay=-1, portanto o ponto de
intersecdo é (0, —1).

A equacao reduzida tem a expressdo: y=mx+b
Ya—Ys_ =3-1 _
Xo—Xxg 0—-(=1)
Como A pertence areta e a sua abcissa é zero, concluimos que a ordenada na origemé — 3.
A equacgao reduzidadareta AB é y=—4x—3.

a) b) c)

Calcular m: m= -4

MA\&M@ ’0 ' Porto

Editora

©1011p3 01104 © AYIO0 LYWIN



= Propostas de Resolucao caderno deFichas

2.1. 2.2 2.3.
y y
R | 2
_E_% 11—
-2 0 X :
-3 0 3x
31 x>20ANAyYy<O0Ay>x-2
32, (y<OAy>2x-2)Vvx<O0
33. y2x-2A(x<0Vy=0)
ag. 59
4. Altura do paralelogramo: h=3.
Aupsep=15 & ABxh=15 & ABx3=15 & AB=5. Logo, B(1+5, 0)=(6, 0).
. m=3=0_3. _g_3(_ _3,_ 5 y_0=3
Reta BC.m—8_6_2,y 0—2(x 6) & y=5% 9. Areta AD éparalelaa BC: y 0—2
_3,_3
(x_1) <: .y_2x 2
Condigao: %x—9<y<%x—%/\0<y<3

5. C(0,2), A(k, 0), Bk, k);

Aoms =24 <> 2Z"><k=24 © 2Kk+K'=48 & K'+2k-48=0 & k=6
>
. . . ol 6-2 2., o m 2
52. C(0,2);A(6,0); B(6,6):reta CB: y=mx+b; m—m—g, b=2;: CB: y—§x+2
Condicao: O<y<%x+2/\0<x<6

5.3. Seja P(x, y) um ponto da mediatriz de [AC].
dP, A)=d(P, C) & (x-6)+(y—-0’=(x-0’+(y—-2)° & y=3x-8
5.4. Dado que [AFCG] éumlosango, F e G pertencem a mediatriz de [AC]. G pertence ao eixo Oy e F

pertence areta de equagdo x=6. Ponto G: x=0Ay=3x-8 < x=0Ay=-8; G(0, -8).
Ponto F: x=6Ay=3x-8 < x=6Ay=10; F(6, 10)

6.1. raio=d(0, A)=V1*+2*=5

A equacdo da circunferéncia é x*+y*=5

6.2. Tenho de provar que B(2, — 1) satisfaza condicdo x*+y’=5
2%+ (- 1)2 =5 & 5=5 verdadeira; B pertence a circunferéncia.
-1-2
2-1
Equacdo reduzidadareta AB: y=—3x+5

6.3. Declive:

=—3; ordenadanaorigem: —3x1+b=2 < b=5

MIAXIME, ’0 ' Eg irttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 6 Circulo

ag. 60
L ©

Resolucdo: d(A, P)<d(B, A) define um circulo de centro A eraio AB. Logo, arespostaé C.

2.1. Como a origem tem coordenadas (0, 0), tenho de provar que substituindo na condigdo obtemos uma
proposicdo verdadeira.
0+1)’+(0-2°<8 <& 1+4<8 < 5<8, proposicio verdadeira. Logo, a origem pertence ao
conjunto A.

2.2, Como aordenada é 4, substituimos na condicdo o y por 4, obtemos
x+1)+(4-2°<8 & (x+1)°+4<8 & (x+1)°<4
Os nimeros que ao quadrado sdo menores que 4 sao os nimeros entre —2 e 2, logo
(x+1°<4 & -2<x+1<2 & -2-1<x<2-1 & -3<x<1
Logo, aabcissa de B pertencea [-3, 1].
3.1. Centro: (3, = 1)
Raio: 3
(x=3Y+(y—(-1)°<3’
x=37+(y+1°<9

3.2. Centro: (-3, =1)
Raio: distancia do centro a origem

Raio: V(=3 -0 +(-=1-07>=v9+1=v10

(= (=3)+(y-(=1)’< V10’
(x+3)°+(y+1)°<10

4.1. A condicao representa um circulo de centro A eraio AB:
dB, A=V(1 = 2P%+(=1-3°=vV1+16=V17
=1+ (y=(=D)’<VIT & (=1 >+ (y+172<17

4.2. Substituindo na condi¢do anterior as coordenadas de Q, temos de obter uma condi¢do verdadeira.

(1-1°+B+1)°<17 < 0+16<17 < 16<17, proposicao verdadeira. Logo, Q pertence ao
conjunto.

4.3. Porexemplo, (5, 7).
5-17+(7+1)°<17 & 16+64<17 < 80< 17, proposi¢io falsa
Logo (5, 7) ndo pertence ao conjunto definido na alinea.

5.1. Mediatrizde [AB]: (x+3)°+y’=(x-3)’+(y-6)° <
& X +6x+9+y =x"—6x+9+y° - 12y+36 &
& Bbx=—6x+9-12y+36 < y=—x+3

5.2. Declive: g= 2

Ordenada na origem: 0
Aequacdodareta s é y=2x.

5.3. O centro da circunferéncia é o ponto de intersecdo da mediatriz de [AB] comareta s.
Centro da circunferéncia: y=2x Ay=—-x+3 & x=1Ay=2
Logo, C (1, 2).

MIAXIME, ’0 ' Eg irttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

5.4. Centro: (1, 2)
Raio: distanciade Ca A

Raio: V(=3 —1)°+(0 - 2)>=v16+4 =20
()c—1)2+(y—2)2<\/ﬁ2 & -17+(y-2)7°<20

5.5. D éopontodeintersecdodasretas r e s.
Como r éparalelaa Oy e passaem A temequacdo x=-3.
Coordenadasde D: y=2xAx=-3 < x=-3Ay=-6
Logo, D (-3, —6).

Ficha 7 Geometria no plano e tecnologia

1.1. O tridngulo é equilatero.

1.2. Trés medidas formam um tridngulo se e s6 se a soma de duas delas é maior que a outra.
Neste caso 2+ 2 ndo é maior que 6, logo ndo é possivel obter um triangulo.

1.3. lado1=2
lado2=2
lado3=6
if lado1+lado2 > lado3 and lado3+lado2 > lado1 and lado1+lado3 > lado2:
if lado1 ==lado2 ==lado3:
print ("O triangulo é equilatero.")
eliflado1 ==lado2 or lado1 ==1lado3 or lado2 = =lado3:
print ("O triangulo é isdsceles.")
else:
print ("O tridngulo é escaleno.")
else:
print ("Com essas medidas ndo é possivel formar um triangulo.")

1.4. A condicao para classificar um triangulo dado depende de trés medidas: a, b, ¢
* escolher a maior medida, por exemplo, a
« testar se a’=b’ +c? para ser um tridngulo retangulo
«testar se a’><b’+ ¢’ para ser um tridngulo acutangulo
s testar se a’>>b’+c” para ser um tridngulo obtusangulo

2.1.

A reta é estritamente paralela ao lado do tridngulo que nao foi bissetado.

2.2. Duas retas paralelas tém o mesmo declive.

Sejam, A(x,, ya) . Blxs, s, Clxc, Yo . As coordenadas dos pontos médios de [AB] e [BC] séo

N(XB+xA YB+YA> eM(xB+xC YB"‘YC).

2 2 2 2
YetYc YetVYa
- +Vo— (Va+ -
0 declive dareta AC é £ ~Y2 ¢ o declive dareta NM é —2 2 _YetVe e yA)=yc Ya
Xe— X, Xg+Xo XgtXa Xg+Xc—(Xpg+Xa) Xoc—Xa
2 2

Como sao iguais as retas ACe NM séao paralelas.

MASIO [ |

Porto
Editora
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

23, AW

A x
CVT]\
2.4. Mediatriz de [AB]: (x—2)2+y2=(x+2)2+(y—4)2 & —4x=4x-8y+16 & y=x+2

Mediatrizde [AC]: (x = 2)*+y*=(x+4)°+(y+2)’ <& —4x=8x+16+4y < y=—3x—4
Para determinar a intersecéo resolvo o sistema de equacdes:

y=x+2 {y=x+2 o {y=x+2
y=-3x-4 X+2=-3x-6

y= y==3x=4\ g9 4

N|=

=

4x=-6 x=—% X(=15;0,5) y=x+2

O ponto de intersegdo das mediatrizes do triangulo [ABC] tem

3 1 A(2,0) X
coordenadas (——, —) .
2° 2 C(~4,-2)

Ficha 8 Geometria analitica no plano

ag. 64
1.1. A mediatrizde [AB] é dada pela condicao:
=07+ (y=(=3)"=(x= (=D +(y-1)° & F+y+3=x+1’+(y-1)° &
7

S X+y +6y+9=x"+2x+1+y* - 2y+1 <& 6y+2y=2x+2-9 & y=%x—§

1.2. (D)

A mediatriz de [AB] é perpendiculara AB, portanto tem o mesmo declive: m= 1

4
Como passaem B(—1, 1), substituimos 0 m e as coordenadas de B e obtemos %x =D+b=1 & b=%

A equacgao reduzida é y=%x+%. Resposta: (D)

13. (A)
C pertence areta de equacao y=%x+% e tem ordenada zero. Assim, 0 =%x+% & x=-5e
C(-5,0).

14. AB=V(=1-0+(1+3)°=v17; CB=\(=1+5)*+(1+0*=vV17
Como a medida dos catetos é a mesma, o tridngulo [ABC] é um triangulo retangulo isdsceles.

1.5. Centro = Coordenadas do ponto médio de [AC]: (—% —%)
Raio — d(A, C) v25+9 /34
aio = = =
2 2 2
2
r2_(\/34> _34_17
“\ 2 T4 2
2 2
Equacao da circunferéncia: <x+%) +(y+%> =g
_ itui- 5 _145Y ( §)2_ﬂ 9,25_17 ., 34_17
1.6. B(—1, 1) substitui-se na equacdo e obtemos ( 1+2> + 1+2 =5 = 4+ 2- = 2 -
Como satisfaz a condigcao, o ponto B pertence a circunferéncia.
1.7. (B)
AB: y=—4x-3
cy=X,5
BC: y_4+4
AC: y=—-3x-3
5
x,5 3
y<—4x—3/\y<Z+Z/\y>—€x—3

MIAXIME, ’0 ' Eg irttgra
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2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

Como A pertence ao eixo Oy, as coordenadas de A sdo (0, y)

e como também pertenceareta r, temos 2x0—-y=2 < —y=2 & y=-2
Como B pertence ao eixo Ox, as coordenadas de B sdo (x, 0) e como também pertence areta r,
temos 2x-0=2 & 2x=2 & x=1

As coordenadassdo A (0, —2) e B (1, 0).

Coordenadas do ponto médio de [AB]: C <0%1 - 22+ O) = <% -1 )

Portanto, R (—% 1).

A equacao reduzida tem a expressdo: y=mx+b
Ye—=Y¥s_ 1-0 _

S m= o
Calcular m.m—xR_xB—_l_1 _§— 3
2 2

Calcular a ordenada na origem: substituir o m e as coordenadas de B naequagdo mx+b=y

2 _ _2
—§><1+b—0 = b—3

A equacao reduzida dareta AB é y=— %x+ %

(C)
=0 +(y+2 =@ -1+ -0 & X+y° +4y+4=x"-2x+1+y’ &
__ -_2,_3 -_1,_3
& dy+4=-2x+1 & y= 4x 2 = y= 2x 2
Uma reta perpendicular a r tem de ter o mesmo declive que a mediatriz do segmento de reta [AB].

Como os declives, da mediatriz é —% eodeclivedareta RB é — % sdo diferentes, logo areta RB
nao é perpendicular areta r.
A area do tridngulo [ABR] é igual a soma das areas dos tridngulos [EAB] com [EAR)].

2
EA X |xg| <2+§>X1
A[EAB] = 2 = 2

=4
3

wWIN

A[EAR] = 2 2

2 1

EA X |xg| _ <2+§> X§=
4.2_6_

3+ _3_2

wN

Portanto, Aiszs=

Ficha 9 Referenciais cartesianos no espaco

1.1.

1.2.

Seja a aaresta do cubo. O cubo tem como faces seis quadrados de lado a.
Areatotal do cubo=6a°. Logo, 6a°=24 < a’=4 < a=+2
Como se trata de uma medida, a aresta do cubo é 2cm.

A0, 0,0); B(0,0,2);C(2,0,2);D(2,0,0); E(0,2,0); F(0,2,2);G2,2,2);H2,2,0
Aorigemé A; Eixo xx: AD; Eixo yy: AE; Eixo zz: AB

’0 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

b)

A(-1,-1,0);B(-1,-1,2);Cc(1,-1,2); DO, -1, 0);
E(-1,1,0);F(-=1,1,2);G(1,1,2); H1,1,0)

OD: a*°+a*=2? & a2=2 <:> a=+v2
A0, -v2,0); B(0, 2); C(V_ 2);D(vV2,0,0);
E(-v2,0,0); F(- v* 0 2) G (o, ) H(0, v2, 0)

3.1.

3.2,

A(-1,4,1),B(0,4,0),C(-2,2,2),D(-1,1,3),E0,0,2), F(-1, -3, 1),
G0O,-2,0), H(-1,-2,-1),1(4,-2,0),J(5.0,0), K4, -1,-2),L(5,3,1),
M@4,3,-2), N(-1,1,-2),0(0,0,0),P1,3,-1),Q(-1,4,-2)

AB=EH=4; ABxAD=8 < 4xAD=8 < AD=2;

ABXxADXAF=72 & 4x2x(m+a:)=72 = 8x(a+2a)=72 & 30A=9 < OA=3;
OF=20A=2x3=6
A0,0,-3),B(4,0,-3),C(4,2,-3),D(0,2,-3),E0,2,6),F(0,0,6), G(4,0,6)e
H(4, 2, 6)

H(4, 2, 6)

E(, 2, 6)

Como P pertence a [HE], as suas coordenadas sdo (x, 2, 6)
O volume da piréamide [EFPD]:

* & um nono do volume do prisma: 79—2= 8

, areada ba33exaltura=2>2<xx9:3=3x

| [e¢]

Temos que, 3x=8 & x=

W
wl|o

.2,6).

As coordenadas de P sao

l” ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 10 Planos paralelos aos planos coordenados. Retas paralelas aos eixos
coordenados

ag. 68
11. A(2,3,5);B(2,3,2);C(2,6,2); F(-3,3,5); G(-3,6,5); H(-3, 6, 2)

1.2. a)x=2
b)y=6
c)z=2
d)x=-3
e)y=3
f) z=5
13. a)x=2Ay=3
b)y=6/Az=2
c)x=-3Az=5
14. AB=2z,-2,=5-2=3;BC=y,—y,=6-3=3; AF=x,-x,=2—(-3)=5
V[ABCDGHEF]=32X5=45
Condicdo daaresta [DG]: y=6 Az=5A-3<x<2, peloque P (x, 6, 5), com —3<x<2.
Base da piramide: [ABCD]; considere-se a altura da piramide: a
\/[ABCDP]=%>< 3’xa=3a
1
5
Adistanciade D a P temdeser 3, logoaabcissade Pé 2-3=-1.
As coordenadasde P sdo (-1, 6, 5).
21. y=3

22. x=—1Az=5

ComO \/[ABCDP] = ‘/[ABCDGHEF] N temOS que 38 = 9 < a= 3

3.1. Se U e V pertencemaoeixo Oy e DC é paralelaao eixo Ox e as bases sdo quadrados
delado |5+ (= 5)| =10, entdo as faces do prisma estdo contidas nos planos de equacdes
z=5,z=-5,x=5,x=-5,y=-4¢e y=8.

Portanto: A(5, -4, -5); B(-5, -4, -5); C(-5,-4,5); D5, -4,5); E(5, 8, 5);
F(5,8,-5);G(-5,8,-5); H(-5, 8, 5)

3.2. a)[FE]: x=5Ay=8A-5<z5

b) [DEHC]: —-5<x<5AN-4<y<8Az=5

3.3. Seja M o ponto médio de [CD]. UM=5; UV=|8— (- 4)|=12
—2 —2 — — ) —2 — —
MV =UM +UV <& MV =5°+12° &< MV =169 & MV=vV169 <& MV=13

MV>0

DCxMV_10x13 _

5 5 65.

MV é a medida da altura do triangulo [DVC], pelo que Agpyq=
Alateral = 4 X A[AVC] = 4 X 65 = 260 u. a.

41, Vpi,émide=%xAbasexaltura = 216=%x6x6><A_\/ & 12x(A0+0V)=216 < AD+9=18 <
< A0=9.
A altura daagua é 9dm.

42. A(0,0,-9),B(6,0,-9),C(6,6,-9),D(0,6,-9 e V(0,0,9)

4.3. Aparte da piramide ndo submersa é uma piramide semelhante a piramide [ABCDV], sendo arazdo
de semelhanca na reducgao r=%=%=%. Logo, Viiamide exterior = <%

€ Viguano depssito = (216 — 27) dm?®=189 dm®. Existem no depésito 189 litros de agua.

’0 ' Egirttgra

3
1
> X Viiramide [aBcov) = g% 216=27
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 11 Distancia entre dois pontos e ponto médio de um segmento de reta no espaco

1.1.

1.2.

1.3.

2.1.

2.2,

2.3.

3.1.

3.2,

AB=1/(0+1)+(5-3)’+(3-5=v9=3;
AC=V(2+1)?+(4-32+(5-5°=v10;
BC=V(2-0)+(4-5/+(5-3/=v9=3.
O triangulo [ABC] éisodsceles.

AB=V(3-5/+(3+1)’+(1+3)°=V36=6;
AC=V(5-5)+(=6+172+(7+3°=v125=55;
BC=V(5-3)+(-6-37+(7-1)=V12T=11.
O triangulo [ABC] é escaleno.

AB=\(-2+3/+(2+2)+(-3-5/ =VB1=9;
AC=\(6+3)+(-2+2+(-4-5/=VBIx2=9V2;
BC=V(6+27+(-2-2/+(-4+3)° =V81=9.

O triangulo [ABC] é isosceles.

AB=V(1-47 +(6+2 +(~ 1 -4 =V08;

AC=\(-2-47+(0+2’+(1-4)=7;

BC=V(-2-1+0-6>+(1+1)>=7.

Como AC=BC, otriangulo [ABC] é is6sceles; AC +BC =7°+7°=49+49-98=AB".
Pelo reciproco do teorema de Pitagoras, o triangulo [ABC] é retanguloem C.

Seja P(0, 0, 2). d(A, P)=d(A, 0) < V(0 -42+0+2°+z-4"=V(=4)’+2°+(- 4} <
& (z-4)P=16 < z=8; P(0, 0, 8)

1+(=2) 6+0 —1+1>=<_1 3'0)

Coordenadas de P:( 5 Py 5 5

4+<_%> ~2+3 4+o>=<% 1 2)

Coordenadas do ponto médio de [AP]: ( 5 , 5 o

AC=1(08-22+(=1+1)°+(7.4+1)°=1,44+0+70,56 =72
—2 —2 —2 —2 —2 2 —2

AB +BC =AC < AB +AB =(V72)" < 2AB =72 &
«— AB =36 < AB=6. Amedida da aresta do cubo é 6.

AB>0

v 1

P

iramide = %Abase xaltura=5x6x6x6=72 u.v.

w|

4.1.
4.2,

4.3.

d(A. B)=\/(2~(~3)"+(1-07+(0 -0/ =v26

C pertence ao eixo Oy, portanto C(0, ¢, 0)
Como d(A, C)=d(B, C) < 4+(c—-1°=9+¢c?> & c*—2c+1+4=9+c? < c=-2
As coordenadas de C sdo (0, —2, 0).

d(A, C)=d(B, C)=V(0+3)*+(=2-0+(0-0°=v9+4=V13

Area da base: ACXBC _V13xV13 _13

2 2 2

Volume do prisma = 13 x altura

2
26 = % x altura < altura=4

MA\&M@ ’0 ' Porto

Editora
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

4.4.
4.5.

4.6.

x=0ANy=-2
Coordenadasde F (0, —2, 4)

Ponto médio de [FA]: (042'2, _22"'1 , 4“2'0)=<1 , _%, 2)

Equacéo do plano paraleloa xOz: y = —%

Coordenadas: A(2,1,0); E(-3,0, 4); P(O,y, 0

d(E, A=d(E, P) < V(2+3 +(1-07+(0-4=1/(-3-0+(0-y’+(4-0) <
& 25+1+16=9+y°+16 & y’=17 & y=+V17
Como P pertence ao semieixo positivo, as coordenadas sao (O, V17, 0).

Ficha 12 Plano mediador

1.1.

1.2.

2.1.

2.2,

2.3.
3.1.

3.2.

3.3.

Seja P(x, y, z) um ponto do plano mediador.
dA, P=dB,P) & (x-2’+(y-07+z-1)’'=(x-07+(y-2)°+z-1)° &

S X —dx+4+y'=X"+y - 4y+4 & —4x+4y=0 & x-y=0

Seja P(x, y, z) um ponto do plano mediador.

dA, P)=d(B, P) & x+3) °+(y-7 +(2z-01"=x-5’+(y+5 +(z-4) <

& X+6x+9+4y - 14y+49+2°=x - 10x+25+y°+ 10y +25+2° - 82+ 16 &

& 6x+10x— 14y —10y+8z+9+49-25-25-16=0 < 16x—-24y+8z-8=0 &

& 2x-3y+z-1=0

dM, B)=%d(A, B)=%\/(—1 _3P+(—6+2°+(3-1)7°=3

Seja P(x, y, z) um ponto do plano «, plano mediador de [AB].

dA, P)=d(B, P) & (x=3 +(y+2) +zZ-1’=(x+1)’+(y+6)°+(z—-3)° < 2x+2y—z+8=0
Pk, -3,3k€a < 2k+2x(-3)-3k+8=0 < —-k-6+8=0 & k=2

Seja P(x, y, z) um ponto do plano mediador de [BD].

=1+ -2 +z-3 =(x-2+(y+2)’+(2z-2° &

& X2+ 1+y Ay +4+7° —62+9=X"—4x+4+Y +4y+4+ 7' 42+ 4 &

& —2x+4x-4y—-4y—-6z+4z+14-12=0 &

& 2x—-8y—-27+2=0 & x-4y-z+1=0

Uma equacao do plano mediadoré x —4y—z+1=0.

A(0, 0, 2). Como AB=AD, oponto A pertence ao plano mediador de [BD].
Logo, 0-4x0-z+1=0 < z=1. Portanto, A0, 0, 1).

0+1 0-1 1+6 1 1 7
M( : : )‘:’M(i'_i'§>

4.1.

4.2,

4.3.

44.

2 2 2
ag. 73
2
1+5 2+2 0+0) _
M< 2 ' 2 "2 >_(3'2'0)
Como BA é uma reta paralela ao eixo Ox, DC é uma reta paralelaa Oz. Portanto, D e C téma

mesma abcissa e ordenada que M.

Como M é o centro da base, a distdnciade M a A éigual a distdnciade M a D ede M a C.

O ponto M pertence ao plano de equagdo z=0, logo as coordenadas de D sdo (3, 2, 2) easde
Cséo(3,2,-2).

=1+ =2 +22=(x =3 +(y-2)’+(z-2) & —2X+1=—6x—4z+13 &
& 4x+4z-12=0 & x+z-3=0
Uma equacao do plano pedido é x+z—-3=0.

MA\&M@ ’0 ' Porto

Editora
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= Propostas de Resolucao

4.5.

4.5.

Aresta da base: d(A, D)=V2°+2°=+/8; Areadabase: 8

Como ovolume é 16, temos 16=%x8xh & h=6.

Caderno de Fichas

Como EM=6, temos que y,— ;=6 < 2-6=y; < y,=—4
E tem a mesma abcissa e cota que M. Logo, as coordenadas de E sdo (3, —4, 0).

Os tridngulos [ABE] e [HFE] sao semelhantes, portanto as suas alturas também sdo diretamente

proporcionais.
AB_6 HF=2x4=8
ﬁ— 2 & HF= 3 X4 = 3

Metade de HF é %

As coordenadas do ponto médio de [FH] sdo (3, 0, 0), pois o plano CDE tem equagdo x=3.

As coordenadas dos vértices do quadrado [FGHI] séo:

13 . 4\. (5 . _4
F<?.O.O>.G<3,O,3>,H<3,O,O),/<3,0, 3)

Ficha 13 Superficie esférica e esfera

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

2.1.

2.2,

3.1.

3.2,
3.3.

Superficie esférica de centro C(0, 0, 0) eraio r=1
Superficie esférica de centro C(1, —2, 0) eraio r=v5
Esferadecentro C(0, 1, —1) eraio r=2

Esferade centro C(-1, 0, V2) eraio V2

a)r=AB=1/(-3-17+(-2+4+(1-5)’=6;

b) Centro: M(—=1, =3, 3); r=%/ﬁ3=%x6=3;

c)r=d(A, plano yOz)=|abcissade A|=1;
d)r=d(B, plano xOz)=|ordenada de B| = |- 2|=2;

Centro M(-1, =3, 3) eraio r=3:
x=-1+3 & x=2;

x=-1-3 & x=-4;

y=-3+3 & y=0;

y=-3-3 & y=-6;

z=3+3 & z=6;

z=3-3 & z=0

(x—=1)+(y+4)’+(z-5)°=36
x+1)2+(y+3)P°+(z-3)°=9
x=1*+(y+4)’+(@z-5"=1
x+3) 7+ (y+2)P’+(@z—-1)°=4

X+2°+y*+(7-4°<25A2=7 & x+2°+y*’<16Az=7
Circulo cujo centro é o ponto de coordenadas (-2, 0, 7) eraio 4 contido no plano de equacdo z=7.

-2-5<k<-2+5 & —-7<k<3

x+22+ (1) +(z-4)°<25Ay=-3 & (x+2’+(z-4°<24Ay=-3.
A seccgdo produzida é um circulo de centro (-2, —3, 4) e V24.

A érea do circulo é \/24275 =24rw.

4.1.

4.2,

()5—1)2+(y+2)2+(z—3)2 ;

Centro da superficie esférica: C(1, —2, 3). Se a superficie esférica é tangente ao plano xOy,

entdo o raio é dado por r=|cotade C|=3 e k=3> & k=9

B=1 +(=1+2’+(5-3°=9 < 4+1+4=9 (V);
B-12+(=3+2°+(5-3°=9 < 4+1+4=9 (V)
Logo, os pontos A e B pertencem a superficie esférica.

MATIMO [

' Porto
Editora

©1011p3 01104 © AYIO0 LYWIN



= Propostas de Resolucao caderno deFichas

43.

4.4.

5.1.

5.2.

5.3.

Se [AD] é um diametro da superficie esférica, entdo o centro, C, é o ponto médio de [AD]:

(3+x -1+y 54z
2 2 "2
D(-1,-3,1)
a) Seja P(x, y, z) um ponto do plano mediador.

=3 +(y+1)’+(2z-5°=(x-3’+(y+3)’+(z-5° & y=-2

>=(‘I, -2,3) & x=—1Ay=-3Az=1;

b) O plano o passaem C. Logo, a seccao é uma circunferéncia deraio 3. O seu comprimento é

2nr=6m.
4+6 6+4 —-4+6)\_
M< 2 ' 2" 2 >_(5'5'1)

O centroda esferaé M(5, 5, 1) e oraio € metade da aresta do cubo.
BC=1/(6-4Y+(10-6+(0+4) =V36=6; r=2BC=3

Inequagao da esfera: (x — 5)°+(y —5)°+(z— 1)°<9

a)(x—6)+(y—101+z-0 =(x—-6)+(y—4)’+(2Z-6)° & —12y+12z+48=0 < y-z-4=0

oa:y—-z—4=0

b) O ponto M (5, 5, 1), centro da esfera, pertencea o« dadoque 5—-1-4=0. Logo, a seccdo
produzida na esfera pelo plano o é um circulo de raio 3. Asuadreaé tx3°=9n u.a.

Ficha 14 Geometria no espaco e tecnologia

1.1.
1.2.

1.3.

2.1.
2.2,

2.3.

O plano é paralelo ao plano yOz.

A abcissa mantém-se e a ordenada e a cota
alteram-se. =3

Por exemplo, para y=—2 obtemos um plano
paralelo ao plano xOz. i

Nos pontos desse plano, a ordenada mantém-se e a
abcissa e a cota variam.

Por exemplo, para z=4 obtemos um plano
paralelo ao plano xOy .

Nos pontos desse plano, a cota mantém-se e a
abcissa e a ordenada variam.

Areta é paralelaao eixo Oz.

A abcissa e a ordenada mantém-se e a cota altera-
-se.

Por exemplo, para y=—2 A z=1, obtemos uma
reta paralela ao eixo Ox. G
Os pontos dessa reta tém mesma ordenada e a
mesma cota enquanto o valor da abcissa muda.
Por exemplo, para x=1 A z=—-4 obtemos uma
reta paralela ao eixo Oy.

Os pontos dessa reta tém mesma abcissa e a
mesma cota enquanto a ordenada varia.

MAEIY

A=(3,2,6)

A=(3.22)
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

3.1. Construindo dois pontos obtenho um cubo.

3.2.

Preciso de dois pontos e o raio da base.

3.3. Tenho de construir dois pontos médios em faces opostas.

4.

E saber quanto é a aresta do cubo, pois o raio da base é metade da aresta do cubo.

Para ter uma visualizacéo 2D da intersecao do plano com a superficie esférica,
selecionar a interse¢cdo e com o botédo direito do rato escolher Criar vista 2D de ¢

Permite visualizar que k variaentre —2 e 2. Logo, para que a interse¢ao seja -1 ojgEE
uma circunferéncia, k€]-2, 2[. )

Ficha 15 Geometria analitica no espaco

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Aesferatemcentro S(=1, =1, 0) eraio r=v12=2V3.
O centro da esfera, S(—1, —1, 0) é ponto médio do segmento de reta [AH].
Se A(x, y, z), entdo:

(x53, y;1,z;2)=(—1,—1, 0) & x=T1Ay=—3Az==2; A(1, -3, —2)

Seja a amedida da aresta do cubo: AC =AB +BC =a’+a°=2a>: AH =AC +CH =2a’+a’=23a’
Como AH=2r=4+/3, vem: 3a%=(4v3)° < 32°=16x3 < a’=16 < a=4

a>0
O plano AGH passa no centro do cubo. Logo, passa no centro da esfera. Assim, a sec¢ao produzida
na esfera pelo plano AGH é um circulo de raio r=v12 easuaéreaé mx (\/ﬁ)2 =12nu.a.
(B)
G+ 12+ (y+1P+22=12Ax=-4Az2=1 & (y+1)’=2Ax=—4AZ=1
& (y==1-V2Vy=—1+V2) Ax=—4Az=1
A reta interseta nos pontos de coordenadas (-4, —1-v2,1) e (-4, —=1+v2, 1).
A distancia entre os pontos é —1+v2 — (-1-v2)=2V2.

’0 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

1.5.

1.6.

Coordenadasde F(1, -3, 2)
Como FG éparalelaa Oy, umacondicaodaretaé x=1Az=2.

(C)

BGE é o plano mediador do segmento de reta [FH] .
x+3) 4+ (=1 +2Z-2 =(x-1’+(y+3’+(z-2) =
S XP+6x+9+Y° - 2y+1=xX"—2x+1+y’+6y+9 &
& 6x+2x-2y-6y=0 & 8x-8y=0 &< x-y=0

2.1.

2.2,

2.3.

24.

2.5.

A e B pertencem a superficie esférica, pois:
2 - 1)2 +(=12+ 4)2 +(=5+ 1)2 =81 < 1+64+16=81 (Verdadeiro); o ponto A pertence a
superficie esférica.

0-1°+(@4+4)°+3+1)7°=81 < 1+64+16=81 (Verdadeiro); o ponto B pertence a superficie
esférica.

@= \/(0 - 2)2 +(4 + 12)2 +(3+ 5)2 =v324=18. A e B pertencem a superficie esférica e
AB=18=2r.

Logo, [AB] é um didmetro da superficie esférica.

(-6-1°+(—8+4)°+(3+1)°=81 < 49+16+16=81 (Verdadeiro). Logo, o ponto D pertence a

superficie esférica.

Se E(x, y, z) e [DE] é um didametro dessa superficie esférica, entdo o centro, C(1, -4, —1), éo

ponto médio de [DE]:

(x -6 Y-8 z+3
2 " 2 " 2

E@8,0, -5)

(B)

Um plano paralelo ao plano xOz tem equacgao daforma y=a.

Como o centro tem coordenadas (1, —4, — 1) eoraio é 9, existem dois planos paralelos a xOz
y=—4+9Vy=-4-9 & y=5Vvy=-13

)=(1, —-4,-1) <& x—-6=2Ay—-8=-8Az+3=-2 & x=8Ay=0Az=-5.

X4+ (y—4P +(z—-3 =(x+6)+(y+8)’+(z—-3)° < x*+y*—8y+16=x’+12x+36+y*+16y+64 <
& —-8y+16=12x+36+16y+64 <& 12x+24y+84=0 & x+2y+7=0

(C)

(x—1)2+(y+4)2+(z+1)2=81 AX=TAYy=2 & (z+1)2=9/\x=7/\y=2

& (z=-4ANVzZ=2)AXx=T Ay=2

E(7,2,-4) e F(7,2,2), portantoa d(E, F)=6.

Ficha 16 Vetores

1.1.

1.2.

a)A+ﬁE’:A+ZJ>:J

b)I+IL =1+EH =L

O FJ+LK=FJ+JH=FH

d) DC + CG =DG=IL
e)ﬁﬁﬁi:ﬁ:ﬁ
f)IL-GL=IL+1G=1IG=FE

a) | HF [ =2 AL [ =2x4=8

b) || 7 || =va?+ 37 =5

o | ac | =v2x4)?+@x3)?=v145
o | HC - 2aH || <[ Hi | =3+ &7 =v73

M/X&M@ ’0 ' Porto

Editora
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

2.1.
2.2,
2.3.
24.

3.1.

3.2.

3.3.
3.4.

OD=0C+CD=0+0E=0G+V
AD =20D =2 (T+V) = 20+2V
EF=EO+OF=-vV+CO=-vV-0
CF=2C0=2(-0)=-20
1-.1>.5- 5 6~ 6

—§U+6V+€U+6V—€U+6V=U+V

—23+2b+2b+3-b=—3+3b
= 3x+2y+3x 2y ( 3+3>x < 2) —3x+2y
=45~ gb+65--2b=105 - ( 15>b 105-b

| N

157"

—

U=ﬁ+%E_J’=§I>+E_G'=§-I>+m=§<’= OF e v=%a\l>+2H_G>=aE>+E_C>=a3>

Como &':g&:’ isto &, U=%V, podemos concluir que k=%.

5.1.

5.2,

6.1.

6.2.

7.1.

7.2.

1.3.

a)WIb+I)>=W\I’+WI>=W-I>
b) PL + AG = KA + AG = KG
c) [G+ST=LG+GR=LR
d)ﬁ+ﬁ+ﬁ=§5+ﬁj+ﬁr=ﬁ
e)K_L>—m:+Wf=E:+WV'+M_C>=E\l>+Wf=Q_M>+M_C'=a3>
f) KR -FS —-MP=KR+SF+FL=KR+SL=KR+RK=KR — KR =0
a)F+LN=F+FR=R
b)R+PL +1B=R+PL+LM=R+PM=R+RN=N
c) T+CT\/f—ﬁ=T+W+ﬁ=T+%+@=T+@=T+ﬁ=L
d)A+B_S>—ﬁ+m=A+B_S'+E?>+U\I>=A+§+ﬁ+U=A+§+ﬁ=A+w+ﬁ=A+m=H
a)ﬁ—2m=ﬁ+2m=ﬁ+m=m
b) FP — LEH = AK +LHE = AK + HG = AK + KJ = AJ
a) |FK - GB| = |[FK + kP = [| 7P|
7Pl =v22+ 17+ 2% =3
o [Fd - 18] < | + 15| < 7 + G < |
lFG || =v22+22=vB=2v2

m+G_D>=(A_D>+m)+ (G_A>+A_D') =2ﬁ+(m—m) =2A_D>+f)'=2A_D>

Vsc’)lido= chbo+ Vpirémide = 33 =33+ 1 X 32 X ‘|ﬁ|‘ ~ ||E/>|| = 2

3
— —

Osvetores EV e GB sao colineares.

IGE| =Vl < Bl =InlEV] = 3=Iix2 < k=2

N

Dado que os vetores G_B> e EV tém sentidos opostos, k< 0. Portanto, k=—

10 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

Ficha 17 Coordenadas de um vetor. Operacoes

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

2.1.

2.2,

2.3.

24.

3.1.
3.2.

3.3.

3.4.

W=-1-2.9-6,-9=(1.-2)-6. -9=(-2.3)
2 5 5

gen 93 e(42)- (391 %)

3737 o 7-30-7 @ (2. 8)

~U=1T-2V & T=3V-20 & T=(8. - L)

u=(-3 —5)+<—2,%>= -5 _%>

7=(2.-5)-(5.5)=¢-3. -9

D=A+BC=(5, -1)+(=3, —=5)=(2, —6)

W=CA -DB=(9, 1) (-3, 9)=(12, —8):
Wl =v12%+ (- 8)°=v208 =v16 x 13 =413

”C_A'”: V9?+12=/82; ”D_B'” =v/(-3)>+9% =190 ; N3o é um retangulo porque as diagonais sdo

diferentes.

M2, 1); MD=\/(2 -2 +(=6-102=7; X’ +y*—4x -2y —44=0 < (x—2)°+(y—1)’=49;
centro M(2, 1) eraio r=MD

4.1.

V=AUA V=10 A1 <0

lZll=v16+9=5; |[V]|=10 < |A0]|=10 < |A|x5=10 < |A|=2 & A=-2VA=2
Como A<0,A=-2e V=AU=-2(—-4, 3)=(8, —6).

42. V=20n[V]=6 A2>0; [V1=6 < I1ill=6 < RIx5=6 < =2 < 1=-Zva=2
-6 cvop=8_ —(_24 18
Como 1>0, 2—5 e V—Au—5( 4, 3)—< £ 5)
51. (x—4)°+(y+4)’=(x+3)°+(y+5)’ & y=—7x-1
52. y=—T7x-1Ax=0 & y=-1Ax=0.
Portanto, o centro do quadrado tem ordenada — 1.
5.3. Seja M o centro do quadrado: M(0, —1); W=W=(3, 4) e W=m=(—4, 3)
B=M+MB =(0, -1)+(3, 4)=(3,3) e C=M+MC =0, —1)+(-4, 3)=(~4, 2)
5.4. Centro: M(0, —1); raio: r=%ﬁ=%\/(—3—4)2+(—5+4)2=—'§0; equacao: x2+(y+1)2=275
55. AD=(-7,-1); AC=(~8, 6);
3AD - 50=2AC <> 5U0=3AD - 2AC ¢ 50=3(-7, -1)-2(-8, 6) <
& 5U0=(-21, -3)+(16, - 12) < 5u=(-5, -15) < u=(-1, -3)
6. Se k=2, U e V ndosdo colineares. Se k=2, U e V sdo colineares se e somente se 2’\(/__1 :k%/gz.
2k=1_ V5 o _1ykeg °
V5 k-2 2
- A
MASEVO] e,
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

7.1.
1.2
1.3.
1.4.

9.1.
9.2.

9.3.

9.4.
10.

B—ZB_C>=(—1,2, -2)-2(4,2,-6)=(-9, -2, 10)

AB +2(=2BC) =3, -1, —4)—4(@4, 2, —6)=(-13, -9, 20)

2A_B'—%B_c'=2(3, _1, —4)—%(4, 2,-6)=(0, -5, 1)

2AB +2BC +CA=2AC - AC=AC=(7,1, —10)

AB=B-A=(-a, 3,b+3); BC=C-B=(b+1, -6, ~9—b). Se a=0 ou b=—3, AB e BC
ndo sao colineares.
b+1_-6_-9-b

Para a#0 e b#-3, AB e BC sao colinearesse —— = —=
—-a 3 b+3

& a=2Ab=3.

W=AB+U-2V=(6, —4, - 3)
X=-2U-4V=(10, =20, - 2)

1 5,5 _13)
4 4'4' "8

t=4€,+ 20— 26,+6V=(-10, 24, 3)

Arestado cubo é 2.
Coordenadas A(2,0,0), B(2,2,0) e G(0, 2, 2)

Vetores: A_G>(—2, 2,2 e ﬁ(x—z y-2,2)
BTD’:%A_G' = (x—2,y—2,z)=%(—2, 2,2)

U+A_B’=<

1]
N|w
< =
1] 1l
[ NN N =

N
Il

As coordenadas de P

— N
|\)|A

1.1

11.2.

113.

12.1.

12.2.

12.3.

12.4.

7 §>

2'2)°
— —
AB=(-2,4,-4); AC=@-3, —a, a); 23=_Ta=_i4 & 4a-12=2a & a=6

Mug=M2,3, -4); C=M & (@, 1-a,a-2)=(2,3, -4) & a=2Na=-2
A condicao é impossivel. Logo, ndo existe a €R parao qual C é o ponto médio de [AB].

AE =kAB , com k>0e||A_E>H=15'||A_B>”= —2)2+42+(—4)2=6
5

l2E]| =15 < |kaBll=15 < Kx6=15 < [K|= 2 o k=2

AE=kAB=§(—2, 4, -4)=(-=5,10, =10); E=A+AE =(=2, 11, —=12)

O ponto E é o ponto médio de [AC]: E(6£2, 2;4, 1‘g3>=(2, 3,2

EF=(2, 4, 4); ||§5||=\/22+42+42=x/%=6

AC=(-8,2,2): —\ (=8 +22+2°=v72. Se | ABl|=x
xz+xz=(\/72)2 & x?=36 < x=6

x>0

v=108 < Lx|2B| x|EV] =108 = Ix36x|EV]=108 < |EV]=9
= 3 = 3 = =

’0 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

125.V=E+EV: EV =kEF, k>0 e |EV|| = |kEF| =9

IkeFll=9 = WlEFl=9 o kx6=9 = k=3:EV=3(. 4, 4=6.6.6):
V=(2,3,2+@3,6,6)=(5,9, 8

126. BE=E—B=(0, -3, 3): D=E+ED =E+BE =(2, 3, 2)+(0, -3, 3)=(2, 0, 5)

Ficha 18 Equacoes dareta

1.1.
1.2.
13.
1.4.

2.1.

2.2

2.3.
24.
3.1.

3.2,

3.3.
3.4.

3.5.

ag. 86
(x.y)=(0, N+k(2, —3), kER

2x+y=0 < y=-2x; (x, y)=(0, 0)+k(1, =2), KER
(x,y)=(0, -2)+k(1, 0), kKER
(x,y)=(-3,0+k(0, 1), kKER

m=0 (areta é horizontal); y=4
A reta passa no ponto de coordenadas (— 1, 3) etemadirecdo de (0, 2) (areta é vertical); x=—1

(0,y)=(-4,9+k(4, -3) & k=1Ay=6; A(0, 6);
(x,0=(-4,9+k(4, -3) & k=3Ax=8; B(8,0)

Ponto genéricode r: (-4 +4k, 9 — 3k ); substituindoem s: y=—2x+11, vem
9-3k=-2(-4+4k)+11 < k=2, donde C(4, 3).

Centro: C(4, 3); raio: r=0C=V4?+3%=5; equagao: (x—4)’ +(y - 3)’=25

Como (0—-4)’+(6-3)=25 e (8—4)+(0-3)>=25, A(0, 6) e B(8, 0) pertencem a

circunferéncia.

0+8 6+0
2 ' 2

O ponto médio de [AB] tem coordenadas ( ) =(4, 3), ouseja, éocentroda

circunferéncia. Logo, [AB] é um didametro.

Reta r: m=?=—%
Reta s: passanoponto (0, 11) etemadirecdode (1, m)=(1, —2),
logo (x, y)=(0, 11)+k(1, -2), kKER

__3 __3
ey-9= 4(x+4) & y= 4)c+6

4.1. ()C—2)2+(y+1)2=()c—6)2+(y—7)2 = y=_%x+5
4.2. Centro: M<2+76 _17+7)=(4, 3); raio: r=m=\/(4—2)2+(3+1)2=\/%;

43.
44.

4.5.

4.6.

equacdo: (x —4)° + (v— 3)2 =20
E(0,5): (0-4)°+(5-37=20 < 16+4=20 (V). Logo, o ponto E pertence a circunferéncia.
DC=AB=(2,-6); C=D+DC =(6, 7)+(2, —6)=(8, 1)

AC=C-A=(8-2,1+1)=(6, 2); s: (x, y)=(2, —1)+k(6, 2), KER

c@8,Ner: y=—%x+5: 1=—%><8+5 < 1=-4+45 & 1=1 (V). Logo, o ponto C pertence

areta r.

A altura do paralelogramo relativa ao lado [AD] é [MC], pelo que a sua area é iguala AD x MC.
E=\/(6_2)2+(7+1)2=v80=4\/§; M—Cz\/(8_4)2+(‘| _3)2=m=2\/§;

Aparalelogramo =4 \/g %2 \/g =8x5=40

’0 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

5.1.

5.2.

(12, -12)=(3, -6)+k(3, -2), kER & k=3: Rer.
(-15,4)=@3,-6)+k(3, -2), KER <& k=-6Ak=-5:S¢&r.

(x,0=@8,-6)+k(3, -2) & k=-3Ax=-6:A(-6,0);
(0,y)=(3, -6)+k(3, -2) & k=—1Ay=-4:B(0, —4)

Mediatriz de [AB]: (x+6)*+y*=x*+(y+4)’ & y:%x+% . O centro da circunferéncia, C, éo
ponto de intersecdo desta reta com areta de equacédo y=x: y=%x+%/\y=x & x=—-5Ay=-5.

Oraio e f=A_C=\/(—5+6)2+(5—0)2=\/26. Equagado: (x+5)°+(y+5)°=26

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.
7.1.

1.2

1.3.
14.

1.5.

7.6.

ag. 88
,2)=(2,0, 4+k(0, 1, 0), kER

y
(x,y,2=(0,3,4)+k(1,0,0), kER

y.2)=(2,3,0+k(0,0, 1), keR

y.2)=(0,0,0)+k(0,0, 1), KER
(x,y,2=(2,0,0+k(0,1,0), kKER
(x,y,2=(0,0,4)+k(1,0,0), kER
x=5°+(y-1)’+2Z-7’=x-57°+(y+7)’+(z-1)> & 4y+3z=0

545 1-7 7+1
c( 25,11 18 ><:>C(5,—3,4)

a:A—C:(S, 1,7)—(5, -3, 4)=(0, 4, 3), CV: (X, Y., Z)=(5, -3, 4)+k(0’ 4, 3)' keR
(x,y,13)=(5, -3, 4)+k(0, 4, 3) & k=3Ax=5Ay=9; V(5,9, 13)
eVl =vor+122+92=15:

V., = 1251 < %nx||a?'||2x15=125n o sux| GBI 1257 < |CR=5

v 12 16). |52l _ 12\ (16\* .. 3 4 12 .12 _
a) PC=c-p=(3, -12,18); ||PC||—\/32+<—?> +(18) =5:ax(-2)+3xg=-12+12-0.

Logo, P€a. Como ”P_C»” =5 e P€a, oponto P pertence a circunferéncia que delimita a base
do cone.
27 36

h) Q=C+CQ =C+PC=(5, -3, 4)+<3, -2, %):(8, -z ?>

8.1.
8.2.
8.3.

8.4.

D=A+GH=(-2, -6, 4)+(-6, -3, 2)=(-8, -9, 6)
(x,y, 2=(-2,-6,4)+k(-6, -3, 2), keR
(x,0,0=(-2,-6,4)+k(-6,-3,2) & x=10Nk=-2.
Ponto de intersecdo: (10, 0, 0)

0,y,2)=(-2, -6, 4)+k(-6, -3, 2) & k=_%

Ponto de intersecéo: <O, -5, %)

—_ _10
ANy=—5AzZ= 3

2B =GH| = Vi-67+ (-3 +2°=7; v=343 = %x72xllﬁl\=343 o |av]=21;
AV =kGH , k>0 e |av]=21. |[kGH| =21 & KIx7=21 < k=3 < k=3

AV=KGH=3(-6, -3,2)=(—18, -9, 6) e V=A+ AV =(~20, — 15, 10)

MA\&M@ ’0 ' Porto

Editora
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

91. C(x,y.7)
(x,y,7)=(0,5, -5+k(1, -3, 6) &
& k=2Ax=2Ay=-1
c2,-1,7
V édaforma V(k, 5 -3k, —5+6k) (pertence areta CV) e pertence ao plano BVD:
k—-3(B-3k+5=0 < k=1
Para k=1, vem: V(1, 2, 1)

9.2. Oponto E, centro dabase [ABCD], é a projecdo ortogonal do ponto V sobre o plano ABC: z=7.
Centro da base [ABCD]: E(1, 2, 7); a:'>=E—C=(—1 ,3,0); ”aE'||=\/10;

2 o
Avee=ICB | = (v10)*+ (v10)*=20. Altura=VE=6; V=%><Abasexaltura:%x20><6=40 u.v.

Vamos recordar

Ficha 19 Triangulos

1.1. Como as medidas dos lados sdo todas diferentes, o tridngulo é escaleno.
Como os trés angulos sdo agudos, o tridangulo é acutangulo.

1.2. Como as medidas dos lados sao todas diferentes, o triangulo é escaleno.
Como a amplitude de um angulo é de 90°, o triangulo é retangulo.

1.3. Como dois lados tém a mesma medida, o triangulo é isdsceles.
Como um angulo é obtuso, o tridngulo é obtuséngulo.

1.4. Como as medidas dos lados sao todas iguais, o triangulo é equilatero e é acutangulo.

2.1. Num paralelogramo, as amplitudes dos angulos opostos sdo as mesmas.
Como o tridngulo [AMD] é equilatero, a amplitude de cada angulo interno é 60°.
Logo, DAB=BCD=60°.
A soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°, temos entao que:

360 - (60 +60)
2

As amplitudes dos angulos internos sao: DAB=BCD=60° e ADC=ABC=120°.

ADC = ABC = =120°

2.2. Como o tridngulo [AMD] é equildtero e M divide [AB] em duas partes iguais, temos que
AM=MB=MD, portanto o tridangulo [MBD] é is6sceles, ou seja, temos que MDB=DBM.
BMD =180 — 60 =120° e MDB=DBM=30°.

2.3. Seja a=AD=BC e como M divide [AB] em duas partes iguais, temos que AM=MB=2a.

O perimetro do paralelogramo é 6a e como o seu valor é 16 cm obtemos a= % .
Concluimos que E=B_C=%cm e A_B=@=%cm .

2.4. Temos que MBD=30° e que ABC=120°, logo DBC =120 — 30=90°.

O triangulo [BCD] é um triangulo retangulo.

2.2. BMD=120° e MDB=DBM=30°.

2.3. ,ﬁ=%=%cm e A_B=ﬁ=%cm.

2.4. Triangulo retangulo.

2.5. M divide [AB] em duas partes iguais, temos que AM=MB.
A altura dos tridngulos relativamente a essas bases é a mesma.
A area dos triangulos [AMD] e [MBD] é a mesma, logo a area
do paralelogramo é 4acm?’.

MIAXIME, ’0 ' Eg irttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

3.1.

3.2.

3.3.
3.4.

3.5.

3.6.

a) Tridngulo escaleno

b) AB=V/16 = 4 B
Calcular AP: x°=1°+4> & x*=17 <& x=+V17, logo AP=V17.
Calcular BP: y*=3’+4> < y’=25 < x=%5, logo BP=5.
Perimetrode [ABP] =4+5+V17=9+vV17

ABx altura _ 4 x 4

c) Areade [ABP] = > >

=8

a) Tridngulo isdsceles
b) AB=4. Calcular AP=BP: x’=2"+4’ < x’=20 < x=+V20, logo AP=v20.
Perimetro de [ABP] =4 +v20+Vv20=4+45

c) Area de [ABP] = 7’48)(;““3 =8

Para [ABP] ser um tridangulo retadngulo, o ponto P ou coincide com D ou coincide com C.

A area do triangulo [ABP], para qualquer posicdo do ponto P, é sempre 8cm’, porque a base é

sempre amesma, AB, e a altura desses tridangulos, em relacao a base, é sempre iguala BC.

N&o, porque o quadrado fica decomposto em trés triangulos [APD], [ABP] e [BCP] onde os

triangulos [APD] e [BCP] séo retangulos e um dos catetos tem a mesma medida que o lado do
quadrado. Portanto, [AP] e [BP] hipotenusas dos tridngulos [APD] e [BCP], respetivamente, terdo

sempre comprimento maior que AB (lado do quadrado). Concluimos assim que o triangulo [ABP]

nao pode ser equilatero.

Se um dos vértices do tridngulo coincidir com um dos vértices do quadrado, por D

exemplo, um dos vértices do tridngulo seria B. Agora temos de verificar se existe
algum valor positivo para a e b de modo que o triangulo [BQR] seja equilatero. Para

BR seriguala BQ, temos que a=b. Agoratemos a condicdo para garantir que Q..{:
QR=BQ. al
(4-a)+(4-a)’=a’+16 < a’-16a+16=0 < a=8+4+3, como a<4, A

temos que a=b=8-4+/3.

Ficha 20 Geometria sintética no plano

1.1.

1.2

O triangulo [ABC] é um triangulo acutangulo.
O tridngulo [DEF] é um tridngulo retangulo.
O triangulo [GHI] é um triangulo obtusangulo.

O circuncentro esta no interior do tridngulo [ABC].
O circuncentro do tridangulo [DEF] é o ponto médio do segmento de reta [DF].
O circuncentro esta no exterior do tridngulo [GHI].

O paralelogramo [MNPQ)] é um retangulo.

. Sejam a e b as medidas dos catetos.

a+b+15=36 < b=21-a

Como o triangulo é retangulo, verifica o Teorema de Pitagoras:
152=a’+(21-a)’ < 2a*-42a+216=0 <

& a’-21a+108=0 < a°-21a=-108 <

2 2
= a2—21a+(%) =—108+<%) =
2
= (a_%> =% = a_%zi% & a=9Vva=12

Para a=9 temos b=12 epara a=12 temos b=9.
Os catetos medem, respetivamente, 9cm e 12cm.

MAPO]Y .
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

3.2,

Podemos decompor o tridngulo [ABC] em trés tridangulos [APC],
[ABP] e [BCP].

A area do triangulo [ABC] é igual a soma das areas dos trés triangulos.
O raio da circunferéncia vai ser a altura de cada um dos trés triangulos
relativamente as bases [AB], [BC] e [AC].

9><212=9;<r+ 122xr+ 152><r &> 18r=54 <> r=3

O raio da circunferéncia inscrita no triangulo é 3cm.

Temos,

4.1.

4.2,
43.

4.4.

4.5.

a)A
b) P
c)N

Como o ortocentro, o baricentro e o circuncentro pertencem areta AN, AN chama-se reta de Euler.

Como AN é areta de Euler, a distancia entre o bﬂcentro e o ortocentro é o dobro entre a distdncia
do baricentro e o circuncentro, temo que 2PN=AP.
Por outro lado, AN=AP+PN <& AN=2PN+PN < AN=3PN.

a) Circunferéncia dos nove pontos

b) Os nove pontos da circunferéncia sado:
* 3 pontos médios dos lados (M, N, L);
* 3 pésdasalturas (A e J, pois como o triangulo é retangulo o ortocentro e dois pés das alturas
coincidem);
* 3 pontos médios dos segmentos de reta de cada vértice do tridangulo até o ortocentro (como o
tridangulo é retangulo, estes trés pontos coincidem no vértice A).
O ponto K nao faz parte da lista dos nove pontos.

Como o raio da circunferéncia de nove pontos é 5, o raio da circunferéncia circunscrita é 10,
portanto BC=20.
Seja MN=a, logo AC=2a, pois M e N sao os pontos médios de [AB] e [BC], respetivamente.
Seja LN=b, logo AB=2b, pois L e N sdo os pontos médios de [AC] e [BC], respetivamente.
Pelo Teorema de Pitagoras, temos que:

(2a)*+(2b)° =20 < 4a’+4b’=400 & a’+b>=100
Os Unicos nimeros inteiros que satisfazem a®+ b= 100 s&o, por exemplo, a=6 e b=8.
Logo as medidas inteiras dos lados do tridngulo [ABC] sdo 12, 16 e 20.

Avalia¢ao global do tema
Ficha 21

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

-

A ordenadade B é — 2, substituindo na equacdo dareta AB, temos — 2 =§x+ 4 & x=-4, as

2
coordenadasde B (-4, —2).
As coordenadasde A (0, 4) e B (-4, —2). Acircunferéncia tem centro C, ponto médio de [AB],

de coordenadas C (-2, 1). raio=AC=v4+9 =13
A equagao da circunferéncia & (x+2)°+(y—1)°=13

As coordenadasde C (-2, 1) e D (0, —2). Declive: _02.,:2‘I =

. Ordenada na origem: —2

N W

Equacdodareta CD: y=— %x -2

As coordenadasde A (0, 4) e E (9, —2). Vetor diretor: A_E’(9, —6). Ponto: A(0, 4)
Equacdo dareta AE: (x, y)=(0, 4)+A(9, —6), LER

10 ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

1.5.

1.6.

1.7.

(A)

C_E>(11, — 3), como os vetores sdo colineares temos 3)61;2=:—g & —9%+6=-11k & k=-3
y>—2/\(x+2)2+(y—1)2>13Ay<—%+4/\y>—%—2

A area colorida é igual a diferenca entre a drea do tridngulo [DEF] e metade da &rea do circulo.
y=—%+4/\y=—%—2 & x=-72Ay=88

) DEx(ys+2) /13>

Area sombreada = (QyF )— 123 n=9X;0'8— 1:23“%28,2 u. a.

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

Os pontos A e B pertencem ao plano ABC de equacao x —2z—-4=0 e pertencem aos
eixos Ox e Oz, respetivamente. Temos que A(x, 0, 0) e B(0, 0, 2z). Substituindo na
equacao do plano

x—4=0 & x=4, peloque A(4, 0, 0)

e —2z-4=0 & z=-2, deonde B(0, 0, —2).

(D)
A aresta do cubo é [AB], asuamedidaé V(4 — 0+ (0+2)>=v20=25.

Areta BF é paralelaa AE; o seu vetor diretoré (1, 0, —2).
Uma equacgédo vetorial é (x, y, 2=(0, 0, -=2)+41(1, 0, —2), A€R.

Como os vetores U e A_E> sao colineares, podemos escrever as coordenadas do
vetor AE (k, 0, — 2K).
Por outro lado, [AE] é uma aresta do cubo de medida v20, ou seja, AE = v20.

VK*+ (- 2k’ =v20 < 5k*=20 < k=4 < k=12

Seja E (x,y. 2), AE tem coordenadas x-4,y, 2.

Para k=—2, temosque (x—4,y, 2)=(-2,0,4) < x=2Ay=0Az=4
Para k=2, temosque (x—4,y,2)=(2,0, -4) & x=6Ay=0Az=-4
Como E tem cota positiva, as suas coordenadas sdo (2, 0, 4).

(C)

Como F=B+AE=(0,0, -2)+(=2, 0, 4=(-2, 0, 2).
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