= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Funcoes

Vamos recordar

Ficha 36 Generalidades sobre funcoes

1.1.
1.2,
1.3.

1.4.

1.5.
1.6.

2.1.

2.2,

2.3.

D,=[-4,8[ e D;=[-2, 3]
Zerosde f: =2

a) [-4, 4]
b) [1, 8]

[ x | -4 1 4 8 |
lf(x) -2 / 3 — 3 N n.d.l

A funcdo é crescente em [— 4, 1], constanteem [1, 4] e decrescenteem [4, 8].
Méaximo: 3 (absoluto), para x€[1, 4]. Minimos: — 2 (absoluto), para x=-4, e 3, para x€]1, 4[.

{minorantes} =]- oo, —2]; {majorantes}=[3, +oo[

a) D,=[-4-2,8-2[=[-6,6[eD,=[-2-3,3-3]=[-5, 0]

b) glx)=0 & fx+2)—-3=0 & f(x+2)=3 & 1<x+2<4 & —-1<xL2
Zerosde g: [-1, 2]

c) Afuncdo g écrescenteem [-6, — 1], constante em [- 1, 2] e decrescente em [2, 6[.
Minimos: — 5 (absoluto), para x=—6, e 0, para x€]-1, 2[; Méaximo: 0 (absoluto),
para x€[-1, 2].

f é uma funcao afim cujo coeficiente de x é negativo, pelo que f é decrescente.

Intersecdo comoeixo Oy: y=f(0)=5-2x0=5-0=5

Intersecdocomoeixo Ox: f(x)=0 < 5-2x=0 & —-2x=-5 & x=%

O gréfico de f interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas (0, 5) e o eixo Ox no ponto de
coordenadas (% O) .

f(-2)=5-2x(-2)=5+4=9 f(3)=56-2x3=5-6=-1

Logo, D,=[-1, 9].

3.1.

3.2.

3.3.

Como o coeficiente de x* é negativo (— 1<0), entdo o grafico de f tem concavidade
voltada para baixo.

f)=0 <& —x’+5x-6=0 < x=w & x=2Vvx=3
[x — oo 2 3 +oo| 2 3
lf(x) - 0 + 0 - l - - X

2+3_5. (5\__(5Y 5_s__25.25 ,_1
2 ‘§'f<2>‘ <2>+5X2 6=-3+5 64
5 1 1

O vértice da parabola tem coordenadas V(i' Z) . Logo, a fungcdo tem maximo absoluto igual a T
5 5

para x=+.Logo, afuncéo é crescente em ] — 00, 5] e decrescente em [5, + 00 [ .

N[O
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

4. Porexemplo:

<
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51.a) 2-a’=0 < a=1V2
O grafico dafuncao f é uma reta paralela ao eixo Ox se x € {-v2,v2}.

b) Afuncdo f écrescenteem IR se 2—a’>0, ouseja, se a€l-v2, V2[.

c) f(6)=0 & (2-a%)x6-3=0 < 12-6a°-3=0 < a2=% PN
2_3 2_6 _, V6
= a—2<:>a—4<:a_i2
Afuncdo f temum zero para x=6 se aE{—@, @}

52. f(x)=(2-2)x-3=-2x-3

h(x)=0 f(%)=0 & -2x5-320 & -2x-3-0 & -24=9 & x=-3
Logo,ozerode h é —%.

Ficha 37 Operacdes com polinémios. Teorema do resto

11.a C=2(-2x"+6x-4) - (x*=3x+1)=-4x*+12x-8-x*+3x—-1=—4x> —x*+15x - 9
b) Cx)=—x’+3x-2-B(x)=—x’+3x-2-x’+3x—1=—2x+6x-3
c) C(x) éumpolinbmiodegraul: C(x)=ax+b.
Assim, tem-se:

%(— 2x°+6x—4)=(x*-4)(ax+b)—x -2

& —x*+3x-2=ax’—dax+bx’-4b-x-2 &
& —xP+3x—2=al+bx’+(-1-4ax-4b-2 &
& a=—1Ab=0A3=-1-4aNnN-2=-4b-2 & a=—-1Ab=0

Logo, C(x)=—x.
—2x%+ Ox’+6x—4| X’+kr+1

2_ —_— —
1.2. 8—2k"=0N-4-2k=0 & k=-2 PR IPS Y
Logo, A(x) é divisivel por B(x) se k=-2. k4 8 — 4

—2kx® - 2Kk*x - 2k
(8—2K)x—4-2k

21. Q) =2x*+2x*—x -1 2 0 -3 0 1
1 2 2 -1 -1

R(x)=0 2 2 -1 -1] 0

2.2, Q(x)=2x2—%x—% 2 0 -1 2
_1 _2 2 17

R(x) =81 3 3 9 27

27 , 2 _71|e61

3 "9 |27
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

2.3.

3.1.
3.2,

] 3 1 -1 2 6
Q(x)=§x2—§x+4 -2 -2 6 -16
R(x)=-10 |1 -3 8 [-10

1°-2x1°+3x1+5=7. Orestoéiguala 7.

P(-=2)=2x(-2°-3x(=2=-11x(-=2)+6=—16—-12+22+6=0
O resto da divisdo de P(x) por x+2 é zero, pelo que P(x) é divisivel por x+2.

3.3. P(5)=0 & 5°-3%x5+a=0 < a=-10
3.4. 2x2°-5x2°+2+a=0 < 16-20+2+a=0 < a=2
4.1. Oresto dadivisdo de A(x) por B(x) é
A2)=(=2) " -2x(=2°+(=2°=(=2)+3=16+16+4+2+3=41.
42. 2x+1=0 & x=—%
N . 1)\ _ 1\’ 1\ 1\,1.1,1.1,1_5
O resto da divisdo de A(x) por B(x) é A(—§>——2x<—§) +(—§> —n(—§>+z—z+z+§+z——.
4.3, A(—1)=(—1)"+1—2x(—1)"+(—1)”'1=(—1)><(—1)”—2><(—1)”+(_1) =—4x(=1)

6.1.

6.2.

-1
O resto da divisdo de A(x) por B(x) éiguala —4, se n épar,ou 4, se n éimpar.

P(1)=0 < 3x1°+ax1’-bx1+6=0 < a-b+9=0
P(-2)=-6 < 3x(=2)’+ax(-2’-bx(-2)+6=—6 <
& —24+4a+2b+6+6=0 &

& 4a+2b-12=0 & 2a+b-6=0

a=b-9 a=b-9
2b-18+b—-6=0 < {3b=24

a=-—1
b=8

a-b+9=0

Assim: {2a+b—6=0

= | = |

A expressdo (x+2)cm pode representar a altura do retangulo se o polinémio A (x) for divisivel por
X+2.

A(=2)=2x(=2)"=3x(=2)°-7%x(=2)+8=42=%0
Como A(x) nao é divisivel por x+2, entdo (x+2)cm nao representa a altura do retangulo.

O comprimento do retangulo é representado pela expressdo 2x°+2x>—x—8.

2 o -3 -7 8
1 2 2 -1 -8

|2 2 -1 -8|o

PX)=x+1x-2)Qx)+ax+b
P(-1)=7 & (-1+1D)=1-2)Q(-N+a(-1)+b=7 & —a+b=7
P(2)=3 & 2+1)2-2)Q(2)+ax2+b=3 < 2a+b=3

—a+b=7AN2a+b=3 & b=a+7 AN2a+a+7=3 & a=—%/\b=%
Logo, o resto da divisdo de P(x) por (x+1)(x-2) é —%x+%.

MIAXIME, ’ ’ ' Eg irttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 38 Fatorizacao de um polinémio

1. Como A(x) édivisivel por D(x), entdo x=-3 é zero 1 6 13 24 36
duplode A(x). -3 -3 -9 -12 -36
1 3 4 12]0
Assim, o resto da divisdo de A (x) por D(x) é zero, _3 3 0 -12
entdo A(x) é divisivel por D(x),sendo Q(x)=x>+4. T o 210
2.1. x>-10x+25=(x-5)° CA.: x=10%Y 120 —100 _4 (raiz dupla)

2.2, 18-2x?=2(9-x%) =23 -x)(3+x)

2.3, —2x°—8x*+10x=—2x (x*+4x-5) =—2x(x — 1)(x +5) C.A:x=_4i— '216+20 & x=5vix=1
2.4.
-2 -1 2 =2 —x+2=(x-1DKx*=x=-2)=(x=-Dx=2)(x+1)
1 1 -1 -2
1 -1 -21] 0 CA. ¥’-x-2=0 & x=1i— 21+8 & x=2Vx=-1
2.5.
-1 3 3 -11 &6
] 1 . s g —x4+3x23+3J§2—11x+6= )
> T o = =1 (-x+x+6)=—(x—1)°(x-3)(x+2)
! -1 1 6 CA. —x’+x+6=0 < x=—1EVI+24 o\ _3yx=_2
11 6 | o -2
2.6.
-2 2 20 16 —2x%+ 2x%+20x+16=(x+2)(— 2x* +6x +8) =
—2 4 -12 -16 =—2x+2)(x*=3x-4)= —2(x+2)x+1(x —4)
-2 6 8| o0
C.A. x=3¢7 é)+‘l6 & x=4Vix=-1

2.7. As raizes do polinébmio sao divisores inteirosde 3: -1, 1, —3 ou 3.
—(=1’+(=1+5x(=1)+3=0, peloque —1 é raiz do polinémio.

11 5 3 -1 éraizdupla
-1 -2 -3 Logo, —x*+x?+5x+3=—(x+1)>x-3)
-1 2 3 ]o o . |

CA. x=

_2i_7 “2"4-12 & x=3Vx=-1

3. PW=alx—1)’(x+3)x+1), aeR.
P(-2)=-9 & a(=2-1)2(=2+3)(-2+1)=-9 < -9a=-9 < a=1
Logo, P(x)=(x — D x+3)(x+1).

4 P(2)=0 2°4+2b+c=0 {c=—2b—8 {3b+27=—2b—8(:)
" |P(-3)=0 (=3°-3b+c=0 c=3b+27 c=3b+27
5b=-35 b=-7
At {c=3b+27 A {c=6
1 0 -7 6
-3 -3 9 -6
42. P(X)=x"-7x+6=(x+3)x-2)(x-1) T -3 210
2 2 -2
1 -1 0

MIAXIME, ’ ’ ' Eg irttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

51, x'—x*-6=0 & Y -y-6=0 & y=2 " o yozvy=—2 '
<:>x—3\/x:—2<:>x +V3VxEQ < x=+V3 S={-V3,V3}
Eq|mp

y=x2
52. 2x'+(2x -1’ =x(x-4) & 2x*+4x° —4x+1=x*—4x & 2x*+3x°+1=0 =

y=x’ _ V9 _ x’=y
& 2¥+3y+1=0 & y=w = y:—1\/y:—% & X =-1 \/xzz—% & XED
Eq.imp. —_—
Eq.imp.
S=0
5.3. Se o polinémio x° — 2x*+ 2x — 4 tiver raizes inteiras, 1 -2 2 -4
estas serdo divisores inteirosde —4: -1, 1, -2, 2, -4 e 4. 2 2 0 4
1Po2x1?+2x1-4=-3; 2°-2x2°+2%x2-4=0 1 o 2 [0
X -2x%42x-4=0 & (x-2)(x*+2)=0 & x-2=0Vx*+2=0 & x=2
H—/
S={2} Eq.imp.

61. ’>x & X*-x>0 & x(x*-1)>0

Calculos auxiliares
y=x y=x>-1

X - - =10+ |+ +
/ + +
x2-1 + oO|-|--10 + + 1 1 X
- 0 X -
xa_x - 0 + 0 - 0 + 2

S=[-1, 0JU[1, +o9[

X — oo -1 0 1 + 00

6.2. x'<15+2x? & x*'-2x°-15<0 < (x-v5)(x+v5)(x*+3) <0

X -1=0 & x2=‘l & x=+1

. e 5 N +oo‘ Calculos auxiliares 1 0 -2 0 -15
— 3 “1T- 1 o . x'-2x*-15=0 < V5 V6 5 35 15
o x2_2+\/4+6 1T 5 3 3\/§|L
x+V5 - 0 |+ | v + -5 -v5 0 35
2 . + |+ | + + © F=5vr=-3 & 1 0 3] 0
x°+3 Eq.imp. I—
x*=2x-15 + 0 - 0 + & x=12V5
S=]-v5, VB[
6.3.
4 -12 -1 3 ¥ oo _1 1 3 too
2 2
_1 -2 7 -3
2 x+% - 0 + + + + +
| 4 —14 6 0
1 4x* - 14x +6 + + + 0 - 0 +
sz]——, —[u 3, +o00
2'2 ] [ 4x°* - 12x*-x+3 - 0 + 0 - 0 +

Ficha 39 Funcoes polinomiais

11. f)>0 & 2(x-1Hx+1)x-3)>0
S=[-1, 1U[3, +o0[ - —1 1\/3 X

’ ’ ' Eg irttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

1.2.

2.1.

2.2,

2.3.

24,

f)<gx) & 2x-Dx+Nx-3)<x'-1 & Calculos auxiliares
A=2—4x(-1)x(-7)==-24<0
= 2(x—1)(x+1)(x—3)<(x2—1)(x2+1) = O polinémio — x*+ 2x — 7 ndo tem zeros e

= 2(x_1)(x+1)(x_3)_(x_1)(x+1)(x2+1)<0 ¢ | énegativo para qualquer x€R.
) Polinbmio (x—1)(x+1):

& -NDx+D2x-3) - (x2+1)]<0 &

& x-Nx+D(=x*+2x-7)<0; S=]-1,1] + +

Outra alternativa
Como se trata de uma fungao quartica, com dois

X — oo -2 0 2 + 0o

X - - - 0 + + + zeros simples (0 e 2) e um zero duplo (- 2), em que

o coeficiente de x* é positivo, um esboco do

2
(x+2) + O | + | + | + | + + gréfico de f é:

SinkcAl Rl AN

f(x) + 0 + 0 - 0 + _9 0N—"2 X

Afuncgdo f é positivaem ]-oo, —2[U]-2, O[U]2, +oo[ e negativaem ]0, 2[.

Calculo auxiliares: A=(—1)>—4x3x(-=2)=25>0
+‘/
W -x-2=0 & x=% & x=1 \/x=—%
g(x)=x(3x2—x— 2)=3x(x— 1)<x+%)
f 2 Outra alternativa
X — 00 -= 0 1 + 0o P i a
3 Como se trata de uma funcao cubica com trés zeros
3x - - - 0 + + + simples (—% Oe 1),um esboco do gréficode g é:
x-1 - - - - - 0
’ PN /+
2 - — /2 0N~ /J1 «x
x+3 0 + + + + + /_'? \_/
g(x) - 0 + 0 - 0 +

[U]O, 1[ e positivaem ]—% 0[U]1 , +oo[.

wWIN

Afungcdo g é negativaem ]—oo, -

Calculos auxiliares:

-2+tV1
A=2?-4x1x(-3)=16>0 x’+2x-3=0 & sze & x=-3Vx=1
hx)=—x*(x*+2x-3) =—x2(x = N(x+3)
x o -3 0 1 +oo Outra alternativa
Como se trata de uma fungao com dois zeros
e - - - 0 - - - simples (-3 e 1) eumzero duplo (0), em que o
coeficiente de x* é negativo, um esboco do gréfico
x-1 - - - - - 0 + .
de h é:
x+3 - 0 + + + + + m+
h(x) - o| +|o| + o - %3 0 1\‘ x

Afuncdo h énegativaem ]—oco, —3[U]1, +oo[ epositivaem ]-3, O[U]O, 1[.

iM)==1*+12-3%x1+3=0
i)=x-1(=x*-3)=—(x-1(x*+3)

-1 1 -3 3
Como Vx€R, x*>+3>0, osinal dafuncdo i depende 1 -1 0 -3
exclusivamente do fator — (x — 1). | 1 o0 -3l o0

Logo, i é positivaem ]-oco, 1[ e negativaem ]1, +oo[.

MA’\&M@ ’ ’ ' Porto
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L f(=2)=0 & 2x(=2°+3x(=2°=12x(-=2)+k=0 &
< —16+12+24+k & k=-20

.2 -x-10=0 & x=w =

f(x)=2x3+3x2—12x—20=2(x+2)2<x—

5
X -3 -2 5
(x+ 2)2 n.d. + 0 +
5
X — 2 nd. - - 0
f(x) n.d. - 0

. f(5)=2x5°+3x5°-12x5—-20=245
Um maéximo relativo da funcdo é f(—2)=0 e o minimo absoluto é
f(1)=2x1+3x1"-12x1-20=-27.

)
x—2\/x

BE

-2

5

l f(x) | nd. Va

0

245

Max.

Afuncdo f é crescenteem ]-3, —2] eem [1, 5] e é decrescenteem [-2, 1].
Afuncdo f tem maximo relativoiguala O para x=—2 e outroiguala 245 (absoluto) para x=5.
Tem minimo relativo iguala — 27 (absoluto) para x=1.

. D,=[-27, 245]

X' =x?-2=0 &

S x’=2Vvii=-1 & x=+tV2

Eq.imp.

fo)=(x=v2)(x+v2)(x*+1)

. Como o gréfico de f é simétrico relativamente ao eixo Oy, f

f(=2)=(-2)"=(-2°-2=16-4-2=10; f(2)=f(-2)=10
-9)-(2)(

2 2

Um esbocgo do grafico de f é:

X

| “1]7

2

V2

2
_4 2
) _2_16 72

MATO]]

S

©10}Ip3 01104 6 AV L LYWW

Afuncdo f é negativaem ]-3, —2[U]—2,

positiva em ]

9

4

Afuncdo f é decrescenteem [—2, —v2] eem [O, ?] ,
e é crescente em [—72 0] eem [g 2] .

f(-=2)=10, f(0)=-2 e f(2)=10 sdo maximos relativos de f.

)--

9
-5 10

9
Ze

) também é minimo relativo de f.

— = sdo minimos relativos de f.
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Ficha 40 Funcodes racionais
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11. Di={x€R:x-320}=R\{3}
1.2. X’—4=0 & x’=4 & x=12; D,={xeR:x*-420}=R\{-2, 2}
1.3. D;={x€R: x*+2x+1#0}=R\{-1}; X’ +2x+1=0 <& (x+1)°=0 < x=-1
1.4. D;={x€R:x#20Ax+1£0}=R\{-1, 0}
15. X*-2x%+x=0 & x(x*=2x+1)=0 < x=0V (x-1)*=0;
Di={xeR:x*-2x*+x}=R\{0, 1}
21. AV: x=2; AH: y=0 2.2, AV:x=-4; AH: y=2
_Xx—3+4+2_ 2
23, h(W)=T_"7"=1+_%5
AV:x=3; AH: y=1
3.2.
N _2x—3 _ 6x+4 3(2x-5)+19
3!5! .x -_—— = — — —
J( )_ 3 3.6. k(x) T T
= X 19
B 19 2
—3+2x_5—3+x_§
2
X
2
4.1, %:o & X —x-2=0Ax"+2x#0 & (x=—-1Vx=2)A@z0AX%£-2) &
X°+2x
& x=—1Vvix=2
S={-1,2}
X 1 X 1 _ 2x+2 _ _ _
4.2, 7 2 7-x = x2—4+x—2 0 & —(x—2)(x+2)_0 & 2x+2=0"(x-2)x+2)20 &
& x=-1
S={-1}
X+2 X X+2 X B x+2-x"-2x(2-x)
4.3. 2x—x2+x_2_2<: X2-x 2-x 2=0 & x2-% =0 &
= —3x+2:0 & X’ -3x+2=0Ax2-X)#0 & x=1;
x(2-x)
S={1}

MIAXIME, ’ ’ ' Eg irttgra
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4 1 4-x" 1
5'1'x—2x>x )c2—2x_x>0<:> * —> |=3 0 il
—x+6 -x*-x+6 | - |0 |+ -

(x 2) >0 x(x-2) + + |+ +

Zeros do numerador: —x’-x+6 _lol+!lng nd.l -
5 X(x-2) o h
—Xx"—x+6=0 & x=-3Vvx=2
Zeros do denominador:
X(x-2)=0 & x=0Vvx=2
2
Assim, o conjunto-solucdo da inequacao 4-X >% é S=[-3,0[.
X+2 X+2 2x°—3x -2 (

5.2. 2X< — = 2X——1 <0 & T <0 x oo _% 1 2| t+oo
Zeros do numerador: 2x%_3x-2 | + |ol|—-| -
2x2—3x—2:0<:x:—%\/x:2 x-1 S e e ) +
Zeros do denominador: 2”2;_3’:‘2 ~ | o|+|nd o| +
x-1=0 & x=1
Assim, o conjunto-solucdo da inequacédo 2x<j§t% é: S=]—oo, —%[UM ,2[.

5.3. Zeros do numerador: (3—x)3=0 & 3-x=0 & x=3 x —oo (-1 0 +00
Zeros do denominador: x*(x+1)°=0 < x=0Vx=-1 @-x° | + + -

( —x) 2@+ | - + +| o+
Assim, o conjunto-solucado da inequacdo ——— 2t 1) >0 @—x)
X X+ - |nd| + |nd. 0 -
é S=1-1,0[U]0, 3[. SR
1 . 2x°—x-1 1 2 —x-1 2x° — 2x
4. < < T o S
5 x+1+ 1 — x2 O<:>x+1+(1—x)(1+x) 0<:>(‘I—x)(1+x) 0=
-2x(1=x) —2x
N < — o0 - oo
A—01+0 <0 & Tox <O : 1 ik
Zeros do numerador: 2x=0 < x=0 - * * B —
Zeros do denominador: 1+x=0 < x=—1 1 — il il
Assim, o conjunto-solucao da inequacgéo —20-0 | gl o nd| -
' 2J ¢ quae (1-x)(1+x)
1 2x"—x-1 f o1 _
it P— <0 €é S=]-o00, —1[U[0, M[U]T, +oo[.
Ficha 41 Operacoes com funcoes
pég.96
x°—5x+6_(x-3)x-2) x-3 Calcul li
1.1. fx)= > = = =h®) alculos auxiliares
x (x=2)(x+2) x+2 X*—Bx+6=0 &
D;=R\{-2, 2} D,=R\{-2} o ¢ 5EVIE-2d
- 2
As funcdes f e h nado sao iguais, pois D;#D,,. e x=3vi=2
1.2. a) D,,,=D,nD,=(R\{-2, 2}) N (R\{3}) =R\{-2, 2, 3}
-3, 1 _@=-3)x=3)+x+2 x*—6x+9+x+2_x’—5x+11
f =f =X = = =
(o)) =Ff+gM)=75+7-3 (x+2)(x-3) x’-x-6 x’-x-6
2
frgiR\{-2,2,3} —R; x » X 5x+11
xX*—x—-6
b) D, ,=D,ND,=R\{-2,2,3}
3 1 _G=-3)x-3)-x-2 4x° —6x+9 x—2_x’—T7x+7
f— =f(x) - gx)=2= =
(=90=100-900= 32 "3 +2-93) ox 6 a-x6
fog:R\=2,2,3) —R;x o L1047
X°—x—-6

oY) |
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Editora
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

¢ Dy,=D,ND,=R\{-2,2,3}

(g =fx g =2=3x 1 -1

d) D§=Dfm DyNn{x:g(x)#0}=(R\{-2,2}) N (R\{3}) NR=R\{-2, 2, 3}
x-3

. — R 1
P fxgi R\{-2,2,3} —R:x » —

F\n f®) x32 (-3 x*—6x+9. f. , x°—6x+9
(5)(x)‘g(x)— T "= x12 = x+2 g MM-2.2.3 = Rix e T mTEE
x—3
2.1. é:lR\{‘l}—»lR Calculos auxiliares
]
e _Jx=1 sex-1>0 x=1 sex>1 x-1 __ 1
_ 1 se x<0 gt =l 1l_{—x+1 se x—-1<0 {—x+1 sex<1 —x+1" (x=1)
2
X (x_1) X |+o00 0 1 + oo
-1 se 0<x<1 P
1 se x>1 FO | s | -1 x| O X
gx) | —x+1 1 —x+1 x—1
2.2, (é)(x)<0 & x<0VO0<x<1 & x<1; S=]-o0, 1[
3.1. 3—x1>x/\x>0 = 3—x1—x>0/\x>0 = L 0 2 | tee
X+ , X+ _x*+2x |nd.| + | 0| -
JEN —;cc++12x>0/\x>0 P x+1 nd.| + | + +
—x’+2x
_ nd. | + 0 -
= x(2+1x)>O/\x>o;S=]0,2] x+
ag. 97
] Y
3.2. X —-3x+2=0 & x= 2 & x=2Vvx=1
-3x+6 -3x-2) 3
Para x<0, tem-se: = =—
xX*=3x+2 -Dx-2) x-1
3.3. (f-g)(=0 & =X _(x*-1)=0 y

x+1
O valor de a é a abcissa do ponto de intersec¢ao do graficode f—g 0
com o eixo Ox. Observando o grafico visualizado na calculadora,
conclui-se que a~ 14.

4.1. f(0)=0,0001x0" - 0,004x0°+0,06x0°-0,6x0+6=6
f(30)=0,0001 x 30* — 0,004 x 30°+ 0,06 x 30° = 0,6 x 30 +6 =15

Ha uma diferenca de alturas de 15 — 6 =9 metros. B Bobdtea] &
[¥

1Nx
4.2, f(x)=2 < 0,0001x* — 0,004x°+0,06x> - 0,6x+6,
x€[0, 30]; 20-15,44 ~ 4,6
20 X

Os turistas encontravam-se a aproximadamente 4,6 metros um

do outro. \

15,44

Ficha 42 Taxa de variacao. Derivada

f(-1)-f(=3) _-3-(=15)_12 _

-1-(-3) 2 =5 =6

1.1. t.m.V.(f, -3,-1)—

MIAXIME, ’ ’ ' Eg irttgra
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s Propostas de Resolucao caderno deFichas

1.2.

1.3.

2.1.

2.2,

3.1.

3.2.

4.1.

Calculos auxiliares
f-N=2x(-1)=(-=1°=-2-1=-3
f(-3)=2x(-3)=(-3°=-6-9=-15

fla)—f(2a) 2a-a’-(4a—4a’) _2a+3a> —2a  3a

tMVar 20.0= "5 255 = —a =T _a "~ —at-g-27%
| f(2a)=2x (2a) — (2a)’ = 4a — 4a°

_f(0)-f(a) 0-(2a-a%) —2a+a° _ 1 o1 ~
LMVt 5, 0= 0O-a _3 I — —2—8.2—a—§<:>a—2—§<:a—

T(6)=—0,05%x6+15x6+12=19,2; T(14)=-0,05%x14>+1,5x14+12=23,2

T(14)-T(6) 232-19.2 °

3
2

A taxa média de variagdo entre as 6h eas 14 h é 0,5 graus Celsius por hora. Significa que, em
média, a temperatura da dgua do lago aumenta 0,5 °C por cadahoradas 6h as 14 h.

=12
5

F(4) - ( )
2 4.3

2

£(4) - f<§> =4—-(-2)=6; tmv., 5 10 =

MlU‘I|®

A taxa média de variacao da funcdo f num intervalo [a, b] é igual ao declive da reta secante ao
grafico nos pontos de abcissas a e b. Como em cada um dos intervalos referidos o grafico é uma

semirreta, o declive é constante.

Para [a, b]C]- oo, 0], t.m.v.(h,a,b>=%=%=2 (por exemplo).

Para [a, b]C[4, +oo[, tmVv., .. 5=0.

Areta r é tangente ao grafico de f no ponto de abcissa O e secante ao grafico de fnos pontos de

f2)-f0_0-2__,

abcissas 0 e 2. Portanto, f'(0) =tmuv.; o, 5=

2-0 2
_ 3 2 _ 2_
4.2, m,=f'(2)= lim PO -2 _ g X =2°=x+2-0_ G=2(*-1) im (x*=1)=22-1=3
x—2 )C—2 x—2 X—2 xX—2 X—2 x—2
pag. 99
vy e FO)=F@3) . 2x-1-5_ . 2x—-6_ . 2x=3) [E50)
5 f (3)—)6'@3 x-3 _xlinB x—-3 _xII—rT]B x—-3 _x“—»aﬁ_x“—» 2=2
f(3)=2x3-1=5
vy FX)=F(2) . x(3-x)— o —x?+3x-2 -1 3 -2
61, 1= fim, "G5 %= fim SR i =32 2 2 o
= 2w_m( X+ ==2+1==1 -1 1 Lo
Assim, s: y=—x+b; O ponto de tangéncia tem coordenadas (2, f(2))=(2, 2).
2=-2+b <& b=4; Logo, y=—x+4 éaequacaoreduzidadareta s.
0
6.2. fx)=gx) & x=(3—x)=%x>0 }fé} ’B-x)=2 & —x*+3x*-2=0
Como a abcissa de P é positiva e inteira, x=1. Logo, P(1, gx))=(1, 2).
2
£-2
—a' (D= lim (X) 9(1) xS 2-2x _ -1 3 0 -2
=9 (1)_xll = m = x£n1x(x_1)_ 1 -1 2 2
=IimM=—2 -1 2 2o
r—1  x=T —-X’+2x+2=0 &
Um vetor diretor de t &, por exemplo, U (1, —2). = x=¥ =
Logo, s: (x,y)=(1,2)+k(1, —2), k€ER éumaequagdo vetorialde t. | & x=1+v3

oY) |

Porto
Editora
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= Propostas de Resolucao

f)—f(-2)

. fx)-5
7. lim m

x—-2 X+2

= lim

x— -2

—f'(-2)=4

Caderno de Fichas

8. Areta r étangente ao gréafico de f no ponto de abcissa a, pelo que o seu declive é f'(a)=tan(135°).

f'(a)=tan (135°) =tan (180° — 45°) = —tan (45°) = — 1. Por outro lado,
—_x? _(—32 2 2 (42 52
frae fim TO=F@_ o —x+8-(=a’+3) | —x®+3+4a’-3_ (x a’)
x—a X—a xX—a X—a x—a X—a x—a —a
= lim W_ lim - (x+a)=2a; f'(a)=-2a < -1=-2a < a—%

9.1. m,=f'(4)=tan(0), sendo 6 ainclinacdodareta t; f(4)=5x4 —4°=4
v ) —£(4) 5x—x’—4_ . (x—4)(=x+1)
B = Ut

Logo, 6=tan '(-3)~—1,25rad.

9.2.

Logo t:y=lx+§.

4= —x4+b = b—— 3 3

00

Odeclivedareta t é — 3, peloque odeclivedareta s é 1

3-S! y—3x+b P4, 4)

Ficha 43 Funcao derivada. Regras de derivacao

1. f'(x)>0 para xE€J]-o0, —1[U]2, +oo[,

f'(x)<0 para x€]-1,2[ ef'(x)=0 para

x€{-1,2}.
2.1. f'()=(2x" - x*-2) =8x° - 2x
2.2. g(x)=(V2x*+3x) =3vV2x*+3
2.3. h(x)=[(2x —x)x] = (2x2 = x*)' = 4x — 3x?
24, i'(x)= ( >'=1'x(x +3)—1>2<(x +3)= —2x2
‘+3 (x*+3) (x*+3)
2_5_j.(x)=< =241 )'=—2(2x +x—2)—(—2x2+1)(4x+1)= 4x2—4x+32
2X°+x -2 (2x*+x-2) (2x*+x-2)
3.1. (f+g)'(x)=f'(x)+g'(x)=x2+(%3—5x>'=x2+<3%—5> x’+(x*-5)=2x>-5
3.2. (fxg)'(2)=f'(2)xg(2)+f(2)xg'(2)=22x(%3—5x2)+4x(22—5)=—$
22
a3, (1>'(2):f'(2)><g(2)—f(2)><g'(2):4x(‘?)_4"(_1):_ 57
9 (g(2))° <_%) 121
41. f'(x)=(- x3—x+n2)'=—6x2—1
Portanto, f'(—=1)=—=6x(=1)°-1=-6x1-1=-7 e f'(2)=—6x(2°-1=-6x4—-1=-25.
N 2\'_(__2 Y 2'202x2x __ 4x
4.2.f(x)—< 2+x2+2x> ( 2+x2)+(2X) (2+x) o (2+x2)2+4x
Portanto, f'(—1)=L1)+4 (- 1)——? ef' (2)—%+4x2=%
2+ 17 (2+2)

oY) |
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

4.3.

(5-1)] =a(5-1) (5-1) =a(3-1) x3=2(3-1)

3V 27 i o(2 AN o el
2(-3)=-2L e r@=2(2-1) =2x0=0

f'(x)=

3
Portanto, f'(— 1)=2<%— 1>

h'(x)=0 & (x**-9x°+4) =0 & 3x’-18x=0 &

& 3x(x—-6)=0 <& 3x=0Vx-6=0 < x=0Vx=6
Reta tangente ao gréafico de h no ponto de abcissa O:
y—h(0)=h'(0)(x—0). Como h(0)=4:y=4
Reta tangente ao gréafico de h no ponto de abcissa 6:
y—h(6)=h'(6)(x—6). Como h(6)=—104: y=—104

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

fr(r)=(2x*—4x) =4x— 4

Umaequacdodareta s é y—f(3)=f'(3)(x—-3); f(38)=2x3°-4x3=6; f'(3)=4x3-4=8
y—-6=8(x-3) & y=8x-18

A equacadoreduzidadareta s é y=8x-18.

f)=—2 & 2X°—4x=-2 & 2X°—4x+2=0 & °-2x+1=0 & (x=1°=0 & x=1
Umaequacdodareta s é& y—f(1)=Ff'"(1)x-1); f(1)=-2e f'(1)=4x1-4=0

A equacaoreduzidadareta s é y=-2.

A equacadoreduzidadareta t é y=2x—4 pelo que o declive destaretaéiguala 2.

Como retas paralelas tém o mesmo declive, areta s tem, também, declive iguala 2 e,
portanto, f'(x)=2.

flfx)=2 < 4x-4=2 & x=% Portanto, uma equacdo dareta s é:

3\ _ _3 3_ _3 —or_39
y—f<§>—2<x 2>@y+2—2<x 2>¢>y—2x 5"

Logo, y=2x - 9 é aequacdo reduzidadareta s.

2

A equacao reduzida da bissetriz dos quadrantes impares éiguala y=x. Logo, areta s tem declive 1.
Frl)=1 & 4x-4=1 & x=%

5 s v F(D) = (2)(x_2 A5 _4(x_3 —x_23
Portanto, uma equacdo daretas é: y f(4>—f<4>(x 4> & y+ ) —1<x 4> & y=x 3
Logo, y=x—2§5 é aequacdoreduzidadareta s.
p (1, —2) éum vetor diretor dareta p, pelo que o declive desta reta éiguala — 2 . Logo, ms=%.
f'(x)=1 = 4x — 4=+ = 4x=)+4 = )c=g

2 2 2 8

3 oy (_83\_1(,_9 _1..8
Portanto, uma equacao daretasé: y ( 32>—2<x 8) R y=5x 32
Logo, y=%x—% € aequacao reduzidadareta s.

a(0)=-49x0°+61,25x0+1,2=1,2

Portanto, a altura do projétil no instante em que foilancado é 1,2 metros.

a'(=0 & -98t+61,25=0 < t=6,25

A altura maxima é atingida quando a velocidade é nula, ou seja, no instante t=6,25s.
a(6,25)=—4,9%6,25"+61,25x 6,25+ 1,2=192,606 25

Portanto, a diferenga pedida é igual a: 192,60625-1,2=191,40625

Logo, a diferenca entre a altura maxima atingida pelo projétil e a altura deste no instante em que foi
lancado é aproximadamente iguala 191,41 metros.

l ’ ' Eg irttgra
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 44 Derivadas e estudo de funcoes. Otimizacao

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

2.1.

g écrescenteem [- 1, 0] eem [% 3[ e é decrescente em [0, %] .
Maximo absoluto: ndo existe [ -1 0 % 3
Minimo absoluto: — 4
g | + 0| - 0 n.d.
Maximos relativos: g(0)=1 5
L ©oe (4)_ 59 v g |-4 1IN |-57 n.d.
Minimos relativos: g<3) =—57 e g(-1)=-4 — — 2
MA’\&M@ ’ ’ ' Porto
Editora

X’ "X X
f'(x)=<—z+2x—3) =-5+2; f'fo=0 & —5+2=0 & x=4
f é crescente em ]— oo, 4] e decrescente em [4, +oo[.

2
Méximo absoluto: f(4)=— 4? +2x4-3=1 Minimo absoluto: ndo tem

Maximos relativos: f(4)="1 Minimos relativos: ndo tem

X |—oo 4 + 00
f' + 0 -
] N
Max.

g'(x)= (x2 —xs)' =2x —3x?

wlN

g'(x)=0 & 2x-3x’=0 < x(2-3x)=0 & x=0Vx=
g é decrescente em ]—- oo, 0] e em [% +oo[g é crescente em [0, %]

Méximo absoluto: ndo tem Minimo absoluto: ndo tem

Maximos relativos: g <2> = <2>2 - <2>3 -4 Minimos relativos: g(0)=0
' 3 3 3 27 ’
X |—o0 0 % + o0
g' - 0 + 0 -
4
g N\ 0 / 57 N
Min. Max.

2
5 VXERW-1},
(x+

>0, ou seja,

f'(x)=< 2% )‘_2(x+1)—2x_ 2

x+1/) (x+1) _(x+1) 1)?

VxE€R\{-1}, f'(x)>0, portanto, afungdo f é crescenteem ]—oo, —1[ eem ]—1, +oo[ e ndo

tem extremos.
h,(x):<x_2)'_2x+1—(x—2)><2_ 5

2x+1 2x+17 (@x+1)
1 5 . 1
‘v’xelR\{——}, —2__>0, ouseja, VxEIR\{——}, b (x)>0
2)" (2x+1) : 2

Portanto, a funcdo h é crescente em ]— oo, —%[ eem ]—%

g x)= (x®*-2x>-1) =3x2—4x

g'(x)=0 & 3x°-4x=0 & x(Bx-4)=0 & x:O\/x:%; g(—1):(—1)3—2(—1)2—1:—4

o(£)-(4)-2(3) - =59 n<o(3)

+ 00 [ e nao tem extremos.
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

2.2. j'(0)=[B-xx% = (3x*>=x%) =6x-3x>

X |[—oo 0 2
j'®)=0 & 6x-3x’=0 & 3x(2-1)=0 & x=0Vx=2 i - Tol+o
j é decrescente em ]— o0, 0] e é crescente em [0, 2].

L - , .. . J N |04
Maximo absoluto: ndo existe Minimo absoluto: j(0)=0 e

Méaximos relativos: j(2)=(3 - 2)x2°=4 Minimos relativos: j(0)=0

3. Afuncdo g écrescenteem ]-6, —4] eem [-4, 1]; édecrescente em [1, 4]; g tem um maximo
relativoem x=1 e tem um minimo absoluto em x=4.

x* -1
X4x

& (x=—1Vx=1)Ax20 & x=-1Vx=1; Como D,=R", 1 éounicozerode f'.

41. f'(x)=0 & =0 & ¥*-1=0AX"+x20 & (x=—1Vx=DAx(x’+1)20 &

f é decrescente em ]0, 1] e é crescenteem [1, +ool.
Maximo absoluto: ndo existe. ; Minimo absoluto: f(1);
Maximos relativos: ndo existe. ; Minimos relativos: f(1)
4.2. y—f(1)=f'(1)(x—-1); Como f'(1)=0, temosque y—f(1)=0(x—1),
ouseja, y—f(1)=0 < y=f(1).

Logo, y=f(1) é equacao reduzidadareta r.

51. f'(0)=(-1+4x-x%) =4-2x f'(c)=w
f'(c):%g(o) = 4—20:32%_01) & 4-2c=2 & c=1

o e (XY =D -G+ -2

° 0 <X—1) (x=1) (x=1)°

0-(=1) (c—17% 0-(=1) (c—1)?
Como c€1-1,0[, (c—1)* é sempre diferente de zero:

: 21)2=1 & 2=(c-1’ & c-1=-vV2Vc-1=V2 & c=1-V2ZVc=1+V2
C_

6.1. Temos que P=2x+y. Por outro lado, sabemos que a area do jardim é iguala 400 m”, pelo que:

2
A=400 < xxy=400 & y=4xﬂ Entzo, P(x)=2x+420=2x ;400.

2 ! '
6.2. P'(x)=(2x;7400> =<2x+4700) _o_400

2
X

' 0 10V2| +o0
P=0 e 2-20_0 & 20_5 o =200 < : ’
X X p' |nd.| — 0 +
& x=+v200 & x=%+10v2; Como x>0, temos que x=10V2. N /
Portanto, o comprimento da rede é minimo se x=10v/2 metros. ) Min.
Avaliacao global do tema
Ficha 45
;
1. (B) -5
P(-2)=0 & ax(-2*'-2(-2+36=0 &
& 162+4+36=0 & 16a=-40 & a=-19 < a=->
MATR ] W Forto
Editora
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= Propostas de Resolucao caderno deFichas

2. () -2
Afuncdo g nao tem zeros quando o seu grafico for obtido a partir do grafico de f pela
translacdo de vetor 4(0, 2), ou seja, quando g(x)=f(x)+2. Portanto, k=—2.

3. (C) Aexpressdo analitica dafuncdo f édotipo f(x)=ax’+b+c, com a€R".

Logo, f'(x)=(ax’*+bx+c) =2ax+b.
Portanto, a derivada da funcao f é uma funcao afim cujo grafico é uma reta de declive negativo,
jdque a<0 = 2a<0.

4. (C) 3
gM=1-1=0;g'W=&-1)=1; g'(1)=1
Portanto, (fxg)(1)=f'(1)xg(1)+f(1)xg'(1)=f'(1)x0+3x1=3.

5. (B) ]—00, —3]U{—1}U[2, 4] f x — oo -3 -1 2 4 + oo
Assim, P(x) - O|+|+|+|O0|+]|+ +
PXT(x)<0 & x€l-o00, —3]U{-1}U[2, 4] T (%) + |+|+|0|+|O|-|0O] +

| P(X)T (x) - Of+|0|+]|0|-]0 +

6. P)=a(x+1)°x-2x,a%0; P(M)=-12 <a(1+1)’(1-2°N=-12 &

& ax8x1x1=-12 & 8a=-12 & a=—% = a=—%.
Logo, P(x)=—%x(x+1)3(x—2)2
B 4x 4x _ 4x—x(x+2) 4x —x° —2x _
T fW=x & FH=¥ @ a0 e g 0e T 50 L
& 2x-x’=0Ax+2#20 & x2-x)=0Ax#-2 < x=0Vx=2 1 1 -3
s={0, 2} |-1 3 o
7.2, f'(x)=< 4x ) =4(x+2)—24x=4x+8—24x= 8 :
x+2 (x+2) x+2°  (x+2)
2
Assim: f'(0)>f(x) & —8 > M A =8148,4. g [_1_v3, —2[Ul-2, - 1+V3]
(x+2)? " x+2 (x+2)
2 _ 2 _ _
—4x —8x2++82—\9§<: X+2x-2=0 & v oo |-1-v3 5 _1+v3| 4o
= x=__T = 8 — 4x*-8x - 0 +| + |+ 0 -
S x=-1-V3Vx=-1+V3; (x+2)° + L A +
(x_2)2=0 e x=2 Q - 0 + |nd.| + 0 -
8. Afuncao f é diferencidvelem 11, 4[, por se tratar de uma funcéo polinomial, diferencidvelem R.
- — (= €N .4
f'(x)=3x"-6; MC)Z% = 3c2—6:w o =7 T e=vT
9.1. y—f(1)=Ff'(Mx-1); f(1)=1e f'(1)=0, peloque y—f(1)=Ff'(1)x-1) <& y-1=0
x=1) & y=1
' 2_ _ _ _ 2
9.2. g'(x):( Qx_1 >=2X 3x+3 (x 1)§4x 3)= —2X +4x 5 X | —oo 0 2 + oo
2x"—3x+3 (2x* = 3x+3) (2x*-3x+3) [g| - [o|+|o]| -
2
g =0 & ——2XFI 0 o y=0Vvr=2 gl N\ |-3/12 N
(2x* - 3x+3) ‘
Min. Max.

g édecrescenteem ]—oco, 0] eem [2, +oo[ e écrescenteem [0, 2].

g(0)= —% € minimo relativo ; g(2) =% € maximo relativo

MIAXIME, ’ ’ ' Eg irttgra
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