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Propostas de resolucao do manual

Pag. 143 1. Declive e inclinagao de uma reta
Tarefa de revisao 1 Pag. 144
1. Amicrountersnca = = T
semicircunferéncia 2 nr Tarefa 1
1.
A IV

6.1.
6.2.

metade da semicircunferéncia — 272

‘cinzenta :%ﬂrz‘F[rXZf—%X%ﬂfZXZj:

L LI e
2 2

Asranca =Zx%x%nr2 +(r><2r—%nrzj=

L T

*o

A

cinzenta _ — 1 - 2
Abranca

0(0,0), B(10,10)

0B =/(10-0)’ +(10-0)’ = +100+100 =
=4/200=10v2 u.c.

C(0,10), P(3,/37)

5P - (3-0y"+ (437 10" -

—J9+37-20437 +100

=\146-20y/37 ~ 4,93<5

Como a distancia do ponto P ao ponto C é inferior

ad

AB=B-A=(35)-(-3,2)=(3+3,5-2) = (6,3)

ao raio da circunferéncia, o ponto P tera que 5.  Os declives das duas retas s&o iguais e os vetores
pertencer a parte branca. diretores s&o colineares.
D(5,5); r=5

Equacéo da circunferéncia de centroem D e
tangente aos lados do quadrado [ABCO]:

(x-5)" +(y-5)° =25
D esta a mesma distancia dos pontos médios de
[OC] e [BC]. Logo, pertence & mediatriz do

segmento de reta de extremos nesses mesmos
pontos.

FDe@,porexemplo.

OD =(5,5)

OB =(10,10)

-OB =(-10,-10)
AC=C-A=(0,10)-(10,0)=(0-10,10-0) =
=(-10,10) 5 e o
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Para abcissas pertencentes ao intervalo [—5, 3[, o]

angulo é agudo. Para abcissas pertencentes ao
intervalo |3, 5], o angulo é obtuso e para abcissa

igual a 3, o angulo é reto.

1.1.

1.2,

1.3.

Pag. 145
(-2,0) e (0, 2)sao pontos da reta r.
Seja P(-2,0) e Q(0,2).
PQ=Q-P=(0,-2)-(-2,0)=(0+22-0)=
-(2.2)

Por exemplo, — %F?Q & um vetor colinear com PQ .

Logo, € também um vetor diretor da reta r.

_%@:_%(2,2):(—1,—1).

(2.2) e (-1,-1) séo dois vetores diretores da reta r.

Equacéo vetorial dareta r:
(xy)=(20)+k(2,2),keR

Equacéao reduzida dareta r:
m= 2 =1Ab=2
2

r:y=x+2

Seja s a reta paralela a r e que passa por B(1, 2)

S:y=x+baBes
2=1+b<1=>b

s:y=x+1

A(2k,k-1)es

k-1=2k+1e -k=2< k=-2

Pag. 146
Como a reta r é vertical, a sua inclinagéo é g rad.

Como a reta s € horizontal, a sua inclinagéo é 0 rad.
Como areta t é a bissetriz dos quadrantes pares, a

L . n 3n
sua inclinagao é TE_Z = rad.

Geometria analitica

Pag. 147
3.1. GA é uma reta horizontal. Logo, a sua inclinacgéo é
0°.
3.2. [ADE] é um triangulo equilatero.
Logo, AED = 189" _gqe |
A inclinagdo da reta ED € 60°.
3.3. Inclinagédo da reta AD:180°-60°=120°
3.4. Ainclinacdo da reta AB:
180°—(60°+90°) = 180° - 150° = 30°
3.5. BC//AD . Logo, BC e AD tém a mesma
inclinacao.
Inclinacdo de BC é 120°.
3.6. CDI/I AB . Logo, CD e ABtém a mesma
inclinacao.
Inclinagéo de CD é 30°.
4. Seja rareta tangente a circunferéncia no ponto A
e seja P, o ponto de intersecdo da reta rcom o
eixo Ox .
Como AB é a bissetriz dos quadrantes impares, a
sua inclinacédo & 45°, ou seja, POA = 45° .
Como a reta r é tangente a circunferéncia no ponto
A, é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia,
ou seja, OAP = 90°
APO =180°— (90° + 45°) =180°-135° = 45°
Inclinacédo de r =180°—-45° =135°
Como as duas retas tangentes séo paralelas, tém
a mesma inclinagdo, ou seja, tém, as duas,
inclinagéo 135° .
Pag. 148
1.
&
A
5 ®
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4 ] c
" T o[%1 I! ]  TRER | ] [ T [] [] ® N "
a=-128
2 ' |
1 ]
B o
1 3 B 0 1 2 3 k1 5 6 s
-1 £
! m=-125
4,
2 &
& 5
& 4
4 3
3 2
2 1
a=39.81° C
' " 3 " 4 1 2 3 h §
= -
En 1% 2 ] 1 2 3 b 5 [ f
-2
-t
f
-2 &
A
6 &
A
5 4
4 3
3 2
2 1
hﬁ= 128.66° c
1 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 ?
B .C -t
i 3 2 ') 1 2 3 i 5 6
-2
-t
« é ainclinacdo da reta AB.
=2
5. tana ~ 0,83 ; tana = -125
3. ; 6. m=tana
3-0
, 74, m=-0_ 5
1-0
4 \/3
7.2, tano=""=.3
3 1
: 7.3. tand=3e 0 éum angulo agudo
_ T
; 6 =tan ‘(\/5):60" ou — rad.
a=083 c 3
-4 -3 =2 -1 11 2 3 ? [ ] [ t
-1
f
-2
m~ 0,83
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Pag. 149
Seja s a reta perpendicular a re que passa no
ponto P, da bissetriz dos quadrantes pares com
ordenada igual a 5.
Bissetriz dos quadrantes pares: y =-Xx

P(5,-5)

Inclinagdo da reta s: 30°+90° =120°
m, =tan120° = /3

S: y=—\/§x+b/\Pes
5=—3x5+b< -5+53=b

s: y=—/3x-5+53

x\y
5 r

<
0 30° X

6.2. a) m,,

Pag. 150
6.1. a) Sejararetade inclinagéo 30° e que passa no
ponto C.
m,:tan30°:ﬁ
3
r:y:?;wbxmer
Ozﬁx1+bc>—£:b
3 3
., N3 3
r.y=—x-—-—
3 3

b) Seja s a reta de inclinagédo :%TE rad e que passa

por C.
ms=tanﬁ=tan -2 |=-tanl = -1
4 4 4

s:y=-x+bnCes

0=1+b=1=>b

S:y=-x+1

333 _2_ g
0-(-2) 2

Seja « ainclinacdo de AB.

Como m>0 e /3 =tana, a:tan’1(\/§):§
ou 60°.
0-V3 3
b) m,. = =T
1-(2) 3

Seja B ainclinagdo de AC.

Geometria analitica

Como m<0 e —§=tanﬁ,
B =tan™ —ﬁ +7t=—E+Tt=5—nou 150° .
3 6 6
-1-0

c) mg, = =-

2-1
Seja 6 ainclinagdo de CD.
Como m<0 e -1=tand@,

9:tan’1(—1)+n=—E+n=% ou 135°.
4 4

6.3. My = 0-3V3 _ -3J3
1-0
Seja « ainclinagdo de BC.
Como -33 =tana,
a =tan™ (—3\/§)+n ~18 rad.
7.1. a) CD//AB. Logo, CD e ABtém a mesma
inclinacao.
A inclinacéo da reta CD é 30°.
b) Ainclinacdo da reta AD é: 30°+90° =120°
7.2. m,, =tan120° = tan(180°-60°) = —tan60° = —/3
AD: y=-—J3x+brAcAD
0=—3x1+b=b=1/3
AD: y=—3x+3; D(0,3)
AD = \/(ﬁ—o)z +(0-1 =vB+1=v4=2
—
A[ABCD] =AD =2°=4 u.a.
Pag. 151
8.1. A soma dos angulos externos de um poligono &
360°. Como se trata de um hexagono regular,
cada um dos seus angulos externos tem de
amplitude % =60°. EDC =180°-60°=120°
8.2. m,; =tan60°= J3
AB:y=\3x+bAAcAB
0=V3x2+be-2/3=b
AB:y=+3x-23
9. sin[E—a =&<:> cosa =&
2 3 3
1+tan’ a = 12 sl+tana=—5 <
oS o 2\/5
3
2 9 2 1 1
Stana==—-1<tan a:—@tanazi\/ie
8 8 8
S tang = J_ri S tana = ig
2.2 4

2

Como m <0, entao, mzfj.
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Pag. 152
Tarefas de consolidagao 1
1.1. m:tan150°:tan(180°—30°):—tan30°:—g
r:y:—?}mbe Ber
oz—ﬁx(—zﬁ)w@—z:b
3
V3
r.y=—-——x-2
Y 3
1.2, A(O,—2); C(3,2)
2_ (-
m_2(2)_4
3-0 3
s:y:ix+b eb=-2
3
4
Siy=—x-2
Y 3
1.3. mszi
3
4 (4
Como m,>0e g:tana, o =tan 3 ~531°
A inclinacdo da reta s € 53,1°.
2.1. a) [AOB] é um triangulo retangulo e isosceles.
Entao, ABO = OAB = 45° ou % rad.
Seja ¢ ainclinagao reta BC
0=180°—(90°+45°)=180°—135°=45°ou
T rad.
4
b) Inclinacéo de BD = 45°+45° =90° ou g rad.
c) Seja S ainclinagao de AB.
B =45°+90°=135°
m,; = tan135° = tan(180° - 45°) = —tan45° = -1
AB:y=-x+b e b=3
AB:y=-x+3
—2 -2 -2 —2 2 2 —2
22. AB =0B +0OA ©AB =3"+3"< AB =18
E2=18/\E>0<:>E=x/ﬁ=3«/§u.c.
3x3 9
A ago] = =3 u.a.
2
Auson =V18" =18 u. a.
9 45
Avosco) = Aaso) + Aasco) = 18+5 = —- =225 u.a.
2.3. C(6,3)
m - 3-0_1
7 6-0 2
tana = —

, 1 1 1
1+tan®a = o1+ | = T &
cos” a 2 cos“ a
1 1 5 , 4
S1+—= 3 —= S — & cosTa=—
4 cos‘«a 4 cos‘a 5

2\5

& Cosa =+——
5

o € um angulo agudo.

Entao, cosa = &
5
cos’a 1 sinfa _
tanag=———o —= oS sinag =—
sin“«a 2 22

5

3003[%701]7003(7%0:) =
= 3cos(2u+g—aj—(—c03a) =
= SCos(g—ajH:OSa =3sina +cosa =

=3x—+—
5 5

AO = AT . Entdo, a abcissa de A é igual a
ordenada, A(11).
Myr = E =
2-1
Como m,; <0 e -1=tana,
3n

=tan (1) +n=C4n="2
a=tan"(-1)+n 2T

|. Falsa porque, se cosa <0 e 0<a <7, tem-se

V2 2 g6 _
5

Myg =

que tana <0.
Como m, =tana, m, <0.
Logo, a afirmacéo é falsa.

1. cos[n—aj=\/§@sina{=\/g
2 5 5
J5

2
sin2a+cosza1©[5j +cos’a =1

) 5 s 20
o cos‘a=1-— o cos"a=— <
25 25

@Cosa:i@ @Cosa:i&
5 5
cosa <0 . Entéo, COSaz—?.
tang = sina B :_1
cosa 2,5 2
B
1
m, =tana = ——# -2
2

Logo, a afirmacéo é falsa.

BI0YIPT 0110 © IDAATTVINN
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5.2.

5.3.

Pag. 153

Seja o ainclinacdo dareta s.
Como m, <0e —/3 =tana ,

o =tan" (—J§)+1800 = -60° +180° = 120°
BAO =180°— & = 180° —120° = 60°

AOB + OAB + OBA =180° <

< 30°+60°+ OBA = 180° <

< OBA =180°-90° <> OBA = 90°

0 A
1.° Processo:
V3
r.y=—x
=73
B(XB,Z)GBer
V3 6
2oy N S N g @2
B(2J§,2)
siy=-3x+bo2+6=bob=8
siy=—/3x+8
B(x,0) e Aes
8 83
0=-V3x,+8 o X, =—F—= X, =——
vax, SN I
3
83 5
3 ° 83
A[OAB]: 2 =Tu.a.
2.° Processo:
B
30° 60°
0 A
2 1 _
sin30° == -==—<0B=4 u.c
OB 2 OB
sinbr o2 B _2 a5 4
AB 2 AB \/§
wAB- 43
3
— — 4 4.3
OBxAB “*"37 163 83

7.1.

Geometria analitica

m =81
RNE]
Seja o ainclinagédo de r.
m=tana<:>a—_1=tanE®a—_1=—3c>
’ V3 6  J3 3
@JE(;_ﬂ\/EQa—11®a2
a) A(—1,0)

m,:tan60°:\/§
r:y=-3x+be Aer
0=\3(-1)+b=3=b
riy=-/3x+/3

b) Der.Entao D(x,3x+13)

D é um ponto da circunferéncia.
Entéo,

x2+(\/§x+\/§)z=1<:>x2+3x2+6x+3=1®

—B++6%—4x4x2
=

& 4x7+6x+2=0=x=

2x4
6+/36-32 —6++/4
X="—-TSSO X="7""7T-&
8 8
-6-2 -6+2 1
& X = vVX= ox=-1vx=—-—
8 8 2

A(-1,0), D[,;yj
yﬁ[qfﬁff

2 2

p[-1 B
272

7.2. Ctem a mesma ordenada que D e abcissa

positiva. C(x, \/fj , x>0

C pertence a circunferéncia.

2
x2+(\/2§j :1®x2:1—%®x2:%c>x:il

2

c[138

2 2

- 1+1+2><1
_AB+CD gz 2775 3 _

A[ABCD] 2 2 2
5.3 5,

4 2 8
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5
2% 1
o 3

m =

r

N‘%
w‘é‘

w

Como m, >0 e ?ztana,,

a, =tan™ (?J =30°

A reta s é tangente a circunferéncia. Entéo é
perpendicular ao raio no ponto de tangéncia.

a, =90°+30° = 120°
m, =tan120°= tan(180°-60°) = —tan60° = —/3
1 1.1 3
m B B ™
V3

Como m, >0e =tang,, a, =tan” (3] =30°

w|&

1.1.

1.2

1.3.

Pag. 155
2-3 1 1

m = =
2-2 -4 4

Como m>0 e Z:tanoz,

o= tan’1[1jz 14° .
4

y+x=-5<y=-x-5

m=-1

Como m<0 e -1=tana,

a=tan” (—1) +180° = —45°+180° =135°
_4
="
Como m<0e 2=tana,

a=tan"(-2)+180° ~ 117°
V3

Mee =g

Seja ¢ ainclinagdo da reta AB.

m -2

Como m,; <0e —gztane,

0 =tan™ (—f]+180° =-30°+180°=150°

a =180°-150° = 30°
3= 0BA =180°—(90° + 30°) = 180°—120° = 60°
Opcéo (C)

I: @, =tan135°=tan(180°—-45°) = —tan45° = —1
Como P(2,3)er , tem-sequede y=-x+b,

vemque 3=-2+b<5=5b
Logo, a equacdo reduzidadareta r € y=-x+5.
Opcéo a)

41.

4.2.

II: (1-1) e (2 -2) s&o vetores diretores da reta r.

(2, 3) = (2, 1) + k(—1, 1)

2=2-k k=0
= =
3=1+k 2=k
Sistema impossivel.
P nao pertence a reta definida na opcéo a)
(2, 3) = (1, 4) + k(2, - 2)
1
k=—
1=2k
PN 2
{2k =1 1

k

2=1+2k
= L
3=4-2k

2
P pertence a reta definida na opgéo c)
l—a);Il-c)

Seja D o ponto de intersegéo da reta CB com o
eixo Ox.

DCO =180°-100° = 80°

COD =180°-135° = 45°

ODC =180°—(45°+80°) = 55°

A inclinagéo da reta CB é 55°.

Outra alternativa:

A inclinagéo da reta CB é igual a da reta OA
porque sao retas paralelas.

Tem-se que AOC =135°-0CB .

Como o quadrilatero [OABC]| & um paralelogramo.
OCB =180°-0CB =180°-100° = 80°

Assim, AOC =135°~0OCB = 135°-80° = 55° .

B

Seja E o pé da perpendicular a CB que passa por O.
ECO =180°-100° = 80°

sin80° :%E & OF = 4sin80°

sinEBO:O?EQ SinEBO = N

4sin80°
5

& sinEBO ~ 0,7878

EBO =sin™'(0,7878) ~ 52°

BOC =180°-(100°+52°) = 28°

Inclinagéo da reta OB :135°—-28°=107°

BIONP 0110d ® IDYATTVININ
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. [475] . ( nj T
sin| — sin| t—— sin—
5 S)_ S —tanE

5. m, = = = =
cos(—ﬁj cos(ﬁj cos = 5
5 5 5

Ainclinagéo da reta ré g rad.

As retas re s tém a mesma inclinagédo. Logo, séo
paralelas.

2. Produto escalar de dois vetores

Pag. 156
11. a) i
b) -
c) Ui-v=u+(-V)=b
d) 1
e) uea,bed
1.2. |a|=3

2. Situagao 1:
cosf =co0s90°=0

Logo, F-d =0 (zero).

Situagao 2:
6 é um angulo agudo
Entdo, cos 8 >0.

Logo, F-d >0 (positivo)

Situagao 3:
cosd =cos180°=-1<0

Logo, F-d <0 (negativo)

Geometria analitica

10.5. (ETCTW) - 60°+90° = 150°
c

10.6. (TCTI\TC) =90°-60° = 30°

Pag. 157

B 18%° _ oo

B.WE) - (48 AM) - 0°

>

(
(

10.3. (AM,BM) = (MB, MA) = 180°
(

.(AC @)=2x600=1zo°

C

Pag. 158
GV =] <[] cos () = 34 cos 60°~

-
-
-
<

121 =6
2
11.2. .V = HUHxHVHXCOS(U,AV) = 3><2,5><C08{%tj

=7,Scos[n—EJ=Ex —cos~ =1—5>< —ﬁ =
6 2 6 2 2

153
4

1.3, -V =[] x|] < cos (i5,7) = | x || cos 90° =
Jalx | <0 =0

11.4. 0V =[x V] xcos (,V) = 3x 4x cos =

=12x(-1)=-12
12. 3% _gor
6

12.1. OA.OC = HﬁH x“@“ xcos(OT‘\:@) -
=2x2xcos (2x60°) = 4cos(180°-60°) =

=4(-cos60°) = 4x(—%)= -2

12.2. AF-EB= HﬁHxHET;\

xcos(ﬁf@):
=2x(2x2)xcos180° =8x(-1)=-8

12.3. TD.E)zHE)HXHTDchosoo=4x4x1 -16
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12.4. (AE AF) 62 =30°

[AED] & um triangulo retangulo porque esta
inscrito numa semicircunferéncia.
AD =AE +ED’ < 4*=AE +2* &
©16-4=AE < AE=\12 < AE=23
AE - AF = HEH x HﬁH X COS (HEAF) =

J3 12

=243 x2xcos 30°= 4/3 xS = =6
13. |[d|=6
[¥]-4=6 < v =10
G- =[] xV]x cos(a,v) = ] x HVHXH | _6.6-36

16. DA=22_5
4

Seja M o ponto de intersecdo das diagonais do
losango.

—_—2 —_—2 —2 2
DA =DM +AM <5
< 9= Wz R=3 DM =3

(bm>0)

—_—2
=DM +4* &

B5 DA = -DB. DA = - DB x DA xcos (DB, DA) -

—
:—HDBHX xHj:
-

--18

~2DM xDM = —2x3x3 =

Pag. 159
14.1. AB-CF = HEHxHﬁHxCOS(ETﬁ) =
=3x20xc0s90°=60x0=0
14.2. BD -BA = H@Hx“ﬁ“xcos(@:ﬁ) =

=MX3XJ@%T=9

15.1. [APB] é um triangulo inscrito numa

semicircunferéncia, pelo que, é retangulo em P.
AB . AP | AB x| AP x cos (4B  AP) -

OB -OP 2. OB x| 0P| x cos (0B 0P) =2
& 2x2xcos(OB, 0P ) = 2. cos(0B,0P) -
(0B 0P) =60

(0B'0P) g0

(Efﬁa’) - 5 =30°

cos (EAﬁ) =c0s30° = g

47 _vs

—<:>— —<:>

cos(ﬁ,ﬁ) HABH

o [P35 o o e - 245

AB-AP = |AF[ = (2/3) =4x3=12

15.2. [OP] e [OA] séo raios da mesma circunferéncia,
pelo que, [OPA] & um triangulo isésceles.
(AG.AP) = (PC,PA) = 30°
PO PA = |PO| < [PA|x cos (PO, PA) =

:2><2\/§><COS30°:4\/§><§:2><3:6

10

Pag. 160
17.1. Positivo, porque 0°< (ﬂA@) <90°.

17.2.Nulo, porque (@Aﬁ) =90°.

17.3. Negativo, porque 90° < (ﬁAﬁ) <180°.
17.4. Negativo, porque (CﬁAﬁ) =180°.

17.5. Positivo, porque (EL\A@) =0°.

17.6.Nulo, porque (@Aﬁ) =90°.

Pag. 161

18.1. i = ] x| x cos (@,4) = d]" x cos 0°= [ x 1=
= |
18.2. Hu+vH (G+V)-(d+V)=U-U+0U-V+V-U+V-V =
=HuH +u~v+FJ~\7+H\7H2 =H0H2+20~\7+H\7H2

19. |[d|=3 e |V|-1=3<|V|=4
19.1. 0.\7=HHHxH\7chos(UTv) 3x4cos[2nj
3

=12cos nf— =12 <;osE =712><1:76
3 3 2

19.2. (\3u): (—V12v) = (~V3xV12) i -v = —6x(-6) = 36
19.3. (3V+20)-(-2V) =-3x2V -V -2x2U-V =
= —6|V[" —4x(-6)=—6x4>+24=-96+24=-72
19.4. (-
=12+3? = 21

0)-(2V ) =20V +i-i = -2x(-6) +[d]" =

Pag. 162
20.1. AB-AC = “TBH x HEH x cos(@fﬁ) =

:4><QCOSE=36><1:‘I8
3 2

EI0YIPY 0110 © IDAATTVINN
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20.2.

21.1.
21.2.

21.3.

21.4.

CB -G (CA+ AB) - CA=CA-CA+ AB -G =
-[Ac| + 4B (-AC)-9* - 4B AC =81-18 =63
5. G = i8] |AC] cos (A5, C) -

~ 4x2008120° = 8cos (180°—60°) =

=-8c0s60° =—8><%=—4

— — 2 ——

CB-CA=HCAH ~AB-AC=22-(-4)=4+4=8
AB-AD =0, porque AB L AD .
@.?Cz(ﬁ+ﬁ).?c=ﬁ.?c+ﬁ.@=

- 0+HADH HBCHCOS(AD BC) 2x6c0s0° =

(ABLAD
—12x1=12
ﬁ:-ﬁ::—@-(—@'):@-@:

2 N\ 2
=£§CB+BA)~CB=§CB~CB+BA-CB=
*H BH 10=2.67-2.36=24

(BALCB 3 3

CD~AD:—DC~(—DA):DC~DA:
2 2

=| AB+SBC |-DA=AB-DA+BC-DA=

(ABIDA)O+E( zDA) = _2HDAH =-2x22=-8

Geometria analitica

= 4dl* —12i-v + 9| =
1Y S

:4{7] 12 |V cos (dv) +9x 3 -
2

—sz712><2><3008[23 j+9><9—

:1—18003[n—£j+81:1—18(—COSEJ+81:
3 3
=1+18><%+81=1+9+81=91

25. AB =8< AB=38 < AB=2
25.1. AB-HE =0, porque AB L HE .
25.2.E~ﬁ=(ﬁ+?c).(fé+ﬁ)=

- AB-AB+ AB-BF + BC-AB+BC-BF =
HEHZJroJroJrozz2 —4

(ABLBF',BC'L:ABeB('fLBF')
25.3. AH-AG = AH-(AH + HC) = AH - AH + AH- FiG =

= (TD+W)~(TD+W)+O:

(AH'LHG')
= AD-AD+AD-DH +DH-AD +DH-DH =
‘ADH +0+0+HDHH =22422-4+4=8

ADLDH‘

22.

23.

24,

Pag. 163

E-TD:(TE+I?B)-(E+?D):
— AE-AE + AE -ED+EB-AE +EB-ED =

‘AEH +AE.BE - AE.BE -BE -BE =

ED BE

=HAEH —HBEH - AE°-BE’

c

AB. AC + BA-BC - AB-(AB-+BC)- AB-BC -

- AB-AB + AB-BC - AB-BC = |AB[
|26 - 3v[" = (26 - 3v)- (20 - 3v) =

=40-U-6U-V-6U-V+9v .V =

Pag. 164
Tarefas de consolidagao 2
DC+EB
1. A[BCDE] =10 B

4+EB
=

xBC =10 &

x4:1o©(4+@)x2=1o©

< 4+EB=5<EB=1
11. a) AB-BE =-BA-BE =
6] e 5 -
=-4x1cos0°=-4x1=-4
b) EB-AD =0, porque EB L AD.
¢) DE-CB - (DA + AE)-CB - DA-CB + AE -CB -
- _m.ﬁnoszHz:f:m
(CB-DA ¢ AE 1CB)
d) @~TC=(§+E).W:=§.W:+TD~FC=
- |EA|x HDCHcos(EA DC)+0=

ADLDC
=3x4xc0s180° = -1
1.2. p(x)zm.ﬁ:m.(ﬁm@):
=DA-DC+DA-CF =
= O+HDAH HCFchos(DA CF)

(DAmc

=4x(4-x)xcos0°=(16-4x)x1=16-4x

11
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2.1.

2.2,

Entao, o grafico da fungdo p sera uma parte da
reta de equacdo y =16-4x.

O grafico apresentado pela Ana néo representa
uma parte de uma reta.

O grafico da Bianca tem o dominio [0, 4] e
sabemos que o ponto F nunca coincide com B nem
com C. Logo, o dominio da fungéo p teria de ser
lo. 4[.

AD" =AM’ +DM" =
=102 =82+ AM &
=100-64 =AM < AM
o AM=+/36 < AM =6

(ZM>®

=36 &

A M
AB - AD - AB (AN + MD) = AB- AW + AB -MD -
HABH HAMHCOS(AB AM)+0 10x6xcos0° =

(ABLMD

=60x1=60
- = -]

AD-BC =

030
(AD:BC)
_ —_—2 —2
Logo, HAM —DMH = HADH .
AB-AC=15c “TB'“X“TC“XCOS(TB,ATC) =15
N HTBH x HEH X COS (TB'E) =15 <
= HEHXSXCOSGO°=15 P HEHXE}X% =15<

@“TBHzG@EzG u.c.

12

Pag. 165

AB-AC =36 < (AC+CB)-AC=36 <
A
< AC-AC+CB-AC =36 < 1

HACH +0=36 o HACH J36 o

CBLAC AC 0

HACH =6 u.c.
6,1

—2 —2 —2 2 2 —2
AB’ = AC +BC <61 =6°+BC <
©37,21=36+BC < BC =121
& BC=+121=BC=11u.c.

BC>0
ACxBC _6x11

A[ABC] = T B

=33 u. a.

5.1.

5.2.

6.2.

71.

7.2.

. a) w-(2v)=

Por exemplo:
AB e BC,BA e DA, BC e CA .
CB-BC =-25< -BC-BC =-25<
2
=-Jacf -

—25c>HBCH -25 &

5, B8] +25 =
@“%H =5cm
Asco) =5 =25cm’

V, =%x25x9=75cm3

[ABCDV]
W = 4ii
401-(27) =801 -V = 8x(—4) =32
= (4]d])’ = (4x3)" =122 =144
20-(—V-3V+ki)=-10 =

b) w-w =|w|’

& ~20-V—6-Ui+2kii-i=-10
& —2x(-4)-6x|dl +2k|d[ = -10 =

& 8-6x32+2kx3?2=-10 =
< 18k=-10-8+54 <18k =36 <= k=2

BH-AG = (BA+ AH).(AH +HG) =
=BA-AH +BA-HG + AH-AH + AH -HG =
BALAH, HCiBA, AHLHG HBAH

=-a>+AD-AD+AD-DH +DH-AD + DH -DH =

AD+DH) (AD+DT/) -

— 2 —12
= _—32+HADH +0+0+HDHH =
AD 1 DH

=-a’+a’+a’*=a’

AH =AD" +DH’ = a? + &% = 2a°

—2 —2 —

BH =BA +AH =a*+2a° =3a°
|4c] - |
W~E:a2@HWHxHEHxCOSa:aZ<:>

=y HWHX H@H xCOS @ = a2 <
|#l-{e]

—2
C>HBHH xCcos o = a’ <

1
3a°xcosa=a’ < Ccosa=-— < CoS o =—

34° 3

Assim, « =cos™ [%j ~70,5°.

AB-AP = AB-(AO+OP)= AB-AO+AB-OP =
— 48] < |40 cos 07+ [ 48] x| OB xcos =

=2rxrx1+2rxrcos a =2r*(1+cos )

EI0YIPT 0110 © IDAATTVINN
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9.1.

9.2,

D Cc
a=90"
|
F E
G B
/ A
BID = 90°

@-FD:(@+E)-(GTA+TD) =
~EA.-GA+EA-AD+AB-GA+ AB-AD =
= 0-AE-AD-BA-AG+0=
EA1GAe ABLAD
A o 1 50
B} o 1579
o AE e
|#8]-Jao]. || -E]

—HEH x HKEH xcos 180°=

= - |AE| x[AD] + |AE] < |aD] =0

Logo, BID =90°.

Pag. 167

Avaliagao formativa 2

1.1.

1.2,

a) AB.CD-|AB]x

EBH X COS (ZEAEB) =
—12x12c0s 180°= 144 x (~1) = 144
b) DC-BC = 0

DC1BC

¢) DE-AB =|DE| x|AB|xcos(DE AB) =
:mxmxp%ﬂ ~72

d) DA-AC=-AD-AC =
-~ 0] x| xcos A5 AC) -

:_SXMXL:_G“

(0E - ce){ DA~ e 4c |-
2
- (D€ +EC)- (DA~ AC |-
16
-0C-(DA- 1 AC |- DC DA~ 1, DC- AC -
16 16

_ 0-'Y4B.AC-

DC LDA 16

1.3.

3.1.

41.

4.2,

Geometria analitica

- L el ajoos(574c)

Opcéo (B)
e [ [2]
D ' 'c
(oa” 2 :
A |
_ B
P (aB AP)

90° < (ZETZﬁ) <180°
Entao, AB-AP <0
Os(mfﬁv)woc
Entdo, DA-AP >0.
S G
AB-CA=-— < -AB-AC=-— < AB-AC=—- =
4 4 4
S
<:>AB~(AB+BC)=—<:>
4

S
< AB-AB+AB-BC=, = HABH -

I

m?.

A area da base (quadrado) é igual a
64 cm=0,64 m
v, :%x0,64=0,16

Vv, :%x0,16 =0,12

v, =%><0,16 =0,08

V=V, +V,+V, =0,16+0,12+0,08 = 0,36

O volume do podio € igual a 0,36 m® .

Opcéo c) 3.2. Opcao a)

AC. G = iG] x 86| cos (A€ BC) -
=1><1><COS180°=1><(—1)=—1¢1

Opcgéo (C)
A—@~Z§:(Z5+FTC3)~Z§=A_I5-Z§+ISG~Z§:

- 4|43 cos{ 4 8)-

e (- 7
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3. Produto escalar de dois vetores em
referencial o. n.

Pag. 168
1.1.
¢ Folha Algébrica X |» Folha 2D
® A=(3,-3) 3
® B=(6,-0.74)
S e (2.22) i D

® C=(2.26, -1.54) |
® D =(3.58, 1.54)
_ (132
o= (3.08) 0 i 2 3 4 5 R
a=10.92 !

1.2,

* Folha Algébrica * | * Folha 2D
® A=(0.3,0.46) 51
® B=(6,-0.74) |

- (3) | ;

® C=(2.26,-1.54) A
® D=(3.58, 1.54) | A
S (1.32) | B

3.08 ] . 1 2 3 4 [ M 3
a=-8.05 |

* Folha Algébrica © ¥ | v Folha 2D
® A= (8.66, -1.88) o
® B=(60.74) |
—2.66 |
=iab ( 1,14) | .
® C=(2.26, -1.54) ]
® D=(3.58,1.54) |
- (132
W (3,03) ] i :/3 3 5 g 1 ] 9
a=0 o
| \a
21.
» Folha Algébrica * | » Folha 2D
_f(3
°u= (1) _ :
_ (2
ov=() ;
a=10
v
1
u
10 1 3 4
2.2. a) 4

b) (2e,+4e,)
c) 1x2xe,-e,

d) e-e,=e,-=0
e) 1

14

3.
* Folha Algébrica X :' Folha 2D
e a= (_;)
4
3
c=T7
1
4 0 | 3 4
a
-1
* Folha Algébrica * | » Folha 2D

()|
()|

a=10

5~5=5><3+(—2)><4=7

Pag. 169
26.1.a) AB=B-A=(5-3)-(2-1)=(5-2-3+1)=
-(3-2)
6,-AB=(10)-(3,-2)=1x3+0x(-2) =3
b) (i+6,)-(6,-AB)=(24)-(-22)=
=2x(-2)+4x2=4
Calculos auxiliares:
17+é1=(1,4)+(1,O)=(1+1,4+0)=(2,4)
6-AB=(10)-(3,-2)=(1-3,0+2)=(-2.2)
26.2. P(x, x+1)
OP=P-0=(x,x+1)—(0,0)=(x, x+1)
OP Li
i-OP=0s(1,4)(x, x+1)=0 <
o x+4(x+1)=0x+4x+4=05xr=-4 <
4
S X=——
5
( 4 4 j ( 4 1]
-2 -241l= -2 =
5 5 5'5
27.1.0A=A-0=(2,0,0)-(0,0,0)=(2,0,0)
BD=D-A=(0,0,2)-(220)=(0-20-22-0)=
=(-2,-2,2)

BIONP 0110d © IDYATTVININ
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OA-BD=(2,0,0)-(-2-2,2)=
=2><(—2)+0><(—2)+0><2=
=-4+0+0=-4

27.2. P(x,y.1)

(x,y,1)=(1,0,-2)+k(1,-2,3)

x=1+k - x=1+1 x=2
Sy =-2k < - oy =-2xloiy=-2
1=-2+3k 3=3k 1=k -

P(2-21)
F(222);G(0,22)

M(2+0,£, 2+2j:(1’2'2)
2 2 2

MP=P-M=(2-21)- (122)
=(2-1,-2-21-2)=(1,-4,-1)
ET):O—E:(o,o,o)—(z,0,2)=(—2,o,—2)
EO-MP=(-2,0,-2)-(1-4,-1)=

=-2x1+0x(-4)+(-2)x(-1)=-2+0+2=0
EO-MP =0
Entso, EO L MP .
Pag. 170
28.1. cos(u v) u-v (1-2)-(23) -
[ \/12 —2Y x\2% + 32
1x24(-2)x3 4
-~ J5x13 65
(0?\7) =cos™ [_\/Z_Sj ~119,7°
28.2. cos(u v) H.VA (-11-(-3.1) -
el v

JEAY + 15 (-3) + 1

u-v
[l vl -

(1,0,1)-(~1,5,1)

VPO P45

29.2

29.3.

Geometria analitica

B 1><(—1)+O><5+1><1 _ 0 _0
V2 %27

(U:\?) =cos™'(0) =g

A u-v
. COS(U,V)=‘47a_

<[] -

(2,-2,0)-(-2,1,-2)

(20 (2 R (-2
_2><(—2)+(—2)><1+0><(—2)_ -6 B i
_ N _

3x242 2

) (V3.1.0):(V3,1.2V3)
\/\/52 +1+0° x\/\/gz +1 +(2\/§)2

CVBxV3+1x140x2y3
- 2x4 B

(UT\?) =cos™ [%j = g

N| =

4_
-

30.

30.1.

30.2.

Pag. 171

1.° Processo:

CO-BA - (CD+DO).(BE + EA) -
=CD-BE +CD-EA+DO-BE + DO -EA =
=3x3x(-1)+0+0+4x4x1=7

2.° Processo:
0(0,0); A(5,

(8,
CO=0-C=(0,0)-(-
BA=A-B=(50)—(84)=
CO-BA=(3,-4)-(-3,
--9+16=7

0); B

OA=A-0=(5,0)
CO=0-C=(-3,4)

15
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cos (46 ) OA-OC (5.0)-(-3,4) 32.3.5=(-4,3), t =(0,1)
joAl-foc] Vo iy 4t sf 4901
cos =
:5x(—3) 0x4:7E:7§ ( ) HSH HtH Ja42 132 302+ P
5x5 25 5
A " 3 ‘74><0+3><1‘
AOC:cos’1[fgjz126,9° = 51 :g
31. P(0,-4,2),z<0 (877) = cos™ [gjz53°.
311, %cos(ﬁfﬁ)cos (BAP) - 381.7=(31), s=(3a)
X - =
1 risers=0s(1-2)(3a)=0<
s
=cos§=5 ©1x3+(-2)xa=0o3-2a=0=3=2a<
31.2. AB=B-A=(0,-4,0)-(3,0,0)=(-3,-4,0) —aod
— 2
AP=P-A=(0,-4,2)-(3,0,0)=(-3,-4,z
( ) )= ) 332.m=-2,m==
= 2 2
HABH: (-3)* +(-4)*+0? =5 ,
. m=m;<-2=—&a=-6
HAPH = J(-3) +(-4) + 2% =25+ 2° “ 37
AB. AP :1© (-3,-4,0)-(-3,-4,2) :1© 34.1. OA:(1,2, 2)
el s 27 slser 2 oA TR - s
-3x(-3)+(-4)x(-4)+0xz 1 Equacé&o da superficie esférica:
And =5« 2 2 2
525+ 2° 2 (x=0) +(y-0) +(z-0) =r’ o x*+y’+2* =9
2 _ 34.2. B(0,y,0), 0
5\/257 25Jﬁ>0\/25+z 10 ( y.)y>
Como o radicando, bem como os dois membros da Vetor diretor da reta OB: (0’ L 0)
equacao, sdo nao negativos, elevando os dois ao OA —
OA (1, 2, 2)
quadrado, obtém-se:
25+22=10 < 22 =75 < z = +[75 cos(OA OB) OA. OB‘
Como z<0, z=-75=-53 HOAH HOBH
- |122)-010) P 2
Pag. 173 VP i22422 02+ 102 3x1 3
321.r=(31), s=(4-3) (ﬁf@):cos* (ij ag°
gy sl |G (4- 3)\ °
cos(r ) =
[FlxIs] a2 « (- +32
_\3x4+1x(—3)\ 9 Pag. 174
- J10x5 _SM 35.1.{y:;x+4<:>{—x+1:;x+4<:>
(F:§)=cos’1 (\7_):550 y=-x+1
—2X+2=x+8 -3x=6
32.2.7=(3,1), t =(0,1) < <
e x=-2 =2
cos( ) 2 | 42 2 2 Q{ =_(_2)+1®{ =3
GE HtH V32 4P [0 +1 y y
‘3x0+1x1‘ O ponto de intersecao de re s: /(-2 3)
V10 %1 f 35.2.Sejam a e b as retas perpendiculares are s,
. respetivamente e que passam por /.
(F,t)= cos™ (mj ~ 72°. m, = -2
a=(1-2)

16

Equacéo vetorial de a:
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Geometria analitica

a:(x,y)=(-2,3)+k(1,-2),keR {x=1 {x=1
=N

Equacéo reduzida de a: y=-2x1+5s|y=3

a.y=-2x+belea 1(1,3)

3=-2x(-2)+b=3-4=be=b=-1 O ponto mais proximo de s tem coordenadas (1, 3).

a:y=-2x-1 _
o 37.4.1P = \/(3-1) +(4-3) =V4+1=15
=

5:(1,1) 38.1.2x—9y+22=0©—9y=—2x—22©y=§x+%
Equacéo vetorial de b: 2
b:(x,y)=(-2,3)+k(1,1), keR m=3
Equacéo reduzida de b: m __g
b:y=x+beleb P2
3=2+bob=5 9
y=——Xx+b e Ae
b:y=x+5 Py 2 P
9
36. m,:tan150°:tan(180°—30°):—tan30°:—§ 2=-x(2)+b=2-9=beT7=b
Seja s a reta perpendicular a r e que passa em piy= —gx— 7
P(0,1). 2
A 38.2. Seja t a reta perpendicular a s e que passa por B.
3 3V3 7
m,=—=—=\/§e b=1 =L
J3 3 My 6
s:y=\/§x+1 6
m[:—?
Pag. 175 oy be Bet
37.1.Seja Q o ponto de intersecdo da reta r com uma y=-Zx+bebe
reta perpendicular a r e que passa por P. 6 6 15
PQ=4-1=3 —3=?><1+b<:>—3+?=b<:>—7=b
yT 6_ 15
P Y=o
) K t:y 7x Z
3 C é o ponto de intersecdo dasretasp e t.
9
1 qQ, y=—3x-7 (6,15 9 .
6 15<:> 7 7 2 =3
_\ =——X-—
0 3 X y==3%"73
372. x=3-5=x=-2 ~12x-30=-63x-98 [51x=-68
x=3+5<x=8 < & S
Retas de equagbes: x=-2 e x=8 4
373.2x+y-5=0y=-2x+5 x——@ X=—§
Seja p uma reta perpendicular a s e que passa por P. And 51 < y——6x(—4j—15©{y=_1
m o= 77 (73)7 7
P2
1 C —i,—1
p:y=5x+bePep 3
4=%x3+b©4—g=b©g=b
Pag. 176
y=txed
Pry=5%%3 Tarefas de consolidagio 3
Seja I 0 ponto de intersecdo de s e p. 1. 1. BA-BC=(13,-1)(2-12)=
[PPSR () SV S —1x2+3x(=1)+(-1)x2=-3<0
2 2s 2 2& o
y=-2x+5 BA-BC < 0. Logo, o triangulo é obtusangulo.

A - 75+ o

{—4x+10:x+5 {—5x:—5
= = =

17
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H%Hz,l22+(—1)z+22=3 s:y=—/3x+b e Bes

53 =-/3x3+b=8J/3=b

|BA| + [ec] sty - 3x+83

Sendo ABC um angulo obtuso para que o C(x,0)eCes

triangulo fosse isosceles, teria que HﬁH = H@H ) 0= 3x 4843 o V3x 843 o x -8
Logo, o tridangulo ndo é isésceles. C(8, o)

21. AB=B-A=(-4,3)-(12)=(-51)

1
Myg =——

4. AB-CA--AB.AC - -(AC+CB). AC -

s - -AC-AC-CB-AC =-|AC| ~0=-|Ac| =

Seja t a reta tangente a circunferéncia.
t1AB =-12%=-144
m, =5 4.2, cosa=A:C=1’2=0,6
t:y=5x+be Bet AB 2
t:y=5x+b a =cos ' (0,6)~53°
3=5x(-4)+b<=23=bH 4.3. C(x,0,6) e C pertence a circunferéncia
t:y=5x+23 trigonométrica.

o 2 2 x2+06°=1<=x*=1-0,36 < x* = 0,64 <

22, r?=|AB| =./(-5)+1 =26 =26

48] =(-5) ox--08
Equacéo da circunferéncia: i
(e + (y~2) = 26 0C =(-0,8; 0,6)
D(x,7),x>0 e D é um ponto da circunferéncia. My = 0668 = —%

2 2 2 ’
(x=1)+(7-2) =26 = (x-1)" +25=26 = Seja A ainclinagdo da reta OC.

2

e(x-1)=1ex-1=xlex=2vx=0 Comomoc<0e—%=tan[>’:

Como x>0, D(2,7).

-1 3 O ~ o
AD=D-A=(27)-(12)=(15) f =tan (—ijso ~143

AB-AD =(-5,1)-(15)=-5x1+1x5=-5+5=0 44. moc:_é
I 4
AB 1 AD Seja t a reta tangente a circunferéncia em C.
P T
DAB =— 4
2 m, = 5

31. BCA-= 180° - (90° +30°) = 180° - 120° = 60° 4
R t:y=—x+be Cet
CAB =180°-(90°+60°) = 180° - 150° = 30° 3

4 3 16 5
06=—x(-08)+bhe—-+—=bsb=—
m, —tan30e= X3 3%(-08) 5715 3
’ t'y—ix+§
r:y:ﬁx+beA(—12,0)er 3 3
3 Bissetriz dos quadrantes pares: y = -Xx
V3
OZ?X(—"z)”’@“\E:b y:ﬂx+§ x=2x.5  (3x—ax+s
3 3& 3 3& =
=-Xx
r:y:ﬁx+4\/§ Y
3 5
X=——
.2 _7x=5
3.2. B(3,y) e Ber @{ x=5_ 57
y:§x3+4x/§:5x/§ y=5
5(3 5\@) Ponto de intersecao: (—§,§j
’ 77
slr
3 33
m=-——r=-"-_-_J3
NE) 3

18
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6.1.

6.2.

71.

7.2.

Pag. 177
C(3,y).y>0

AB=B-A=(2,0)-(10)=(10)
AC=C-A=(3,y)-(10)=(2y)

AB-AC = |AB| x| AC|cos( AB, AC) =

< (10)(2 y)=1xy2%+y? xcos§<:>
<:>2=«/22+y2><%®4= 44y°

Como o radicando, bem como os dois membros da
equacao sido nao negativos, elevando os dois ao
quadrado obtém-se,

16=4+y> =12=y’ o y =123

Como y >0, c(3,2J§).

Seja p(a, b, ¢)um vetor perpendicular a 4 .
i-p=0(-121)-(a,bc)=0c

< -a+2b+c=0<c=a-2b

p=(a b,a-2b)

Por exemplo,

Se a=0e b=-1 p=(0,-12)

Se a=1e b=0, p=(

Se a=2e b=1 p=(210)
Se (0,-1,2),(1.0,1) e (2,1,0), por exemplo.
Seja w=(a, b, c).

iw=0 [(-121)-(ab,c)=0
{V-VT/=O©{(—3,1,0)-(a,b,c)=0
{a+2b+c=0©{—a+2(3a)+00©

0

-3a+b=0 b=3a

-a+6a+c=0 c=-5a
= =
b=3a

w =(a,3a,—5a), ac R\{0}

Por exemplo, se a=1, w=(13,-5).
B(0,y,0),BeBE
(0,y,0)=(0,~1,6)+k(0,~1,1)

0=0+0
y=-1-keiy=-1+6 <iy=5
0=6+k k=-6

Logo, a ordenada de B é 5.
B(O, 5, 0), E(O, 0, 5), F(O, 0, —5)

BE=E-B=(0,0,5)-(0,50)=(0,-5,5)
BF =F-B=(0,0,-5)-(0,5,0)=(0,-5,-5)
BE-BF =(0,-5,-5)-(0,5,0) =
=0x0+(-5)x(-5)+5x(-5)=25-25=0

7.3.

7.4.

Geometria analitica

Como BE 1 BF entdo, BE | BF
(ETE?#) =90°.
A(5, 0, 0)

Um vetor perpendicular ao vetor BE e ao vetor

BF é, por exemplo, €1 (1,0,0).
Uma equacao da reta pedida é:
(x,y,2)=(5,0,0)+k(1,0,0), keR

O octaedro pode ser decomposto em duas

piramides cuja base € um quadrado de lado V50 :

Ezz5z+52®E2:509 V50

AB>0

O plano z =3 interseta a piramide [ABCDE] e

decompde-na num tronco de piramide e uma
piramide com altura 2: [A'B'C'D'E]
Pela semelhanca de tridngulos, tem-se:

2_b _, 250, o5

5 .50 5
V=V vV

[ABCDE] ~ Y[A'B'C'D'E] =

=%x(\/%)2x5—%(2\/§)2x2=78

O volume pedido é igual a 78 u. v.

A(3,-4,0) C(0,8,0), /(3,6,3)
IA=A-1=(3,-4,0)-(3863)=(0,-10,-3)
IC=C-1=(0,80)-(36,3)=(-3,2-3)
ey IA-IC
comx:cos(/A,lC):W:

(0,-10,-3)-(-3,2,-3)

07 +(=10) + (=3)° x(-3)" + 27 + (-3)°

_Ox(—3)+(—10)><2+(—3)><(—3)_ 11
J109 x+/22 V2398
1+tan*o =——— o 1+tan’a = ! -
cos’ o 11
( \/2398j
@tan2a=@—1®tan2a=&
121 121
o tan’a _207
11
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9. 1.°Processo: 2.2. A projecao ortogonal de P sobre ré o ponto de
EB.EG = (ﬁ +@)_(§:'+,?G') _ intersecdo das retas re s.
{2yx+2=0<:>{ 2y +2=x -
y+2x-9=0 y+2(2y+2)-9=0

= (2(HF + FJ)): (2(HF + Fi)) = Q{ - { - {x=2x1+2®

y+ay+4-9-0 |5y=5"1 y=1
:(2/TJ).(2H7)=4/LT/.FI7

= (2HF +2FJ)- (2HF +2F) =

x=4
T [ f—1
EB-EG _4HJ-HI _, y=

/‘TJm - mm (4,1)

2.° Processo:
Seja a o comprimento da aresta do cubo

B(a,a,0); E(a0,a); G(0,a a); H(a,%a, aJ;

ulv
l(la, a aj; J(a, a,iaj U-v=0s(-13)(v,v,)=0= -v,+3v, =0
2 2 S v, =3y,
EB=B-E=(aa0)-(a0a)=(0,a-a) V= (3v,v,)
EG=G-E=(0,aa)-(a0a)=(-aa0) H‘7H:5\/ﬁ@ /7(3v2)2+v22 _ 510
HJ _J,H_[a a,laj*(a _a aj: 0 1a, 713} Como o radicando, bem como os dois membros da
2 2 2 equacao, sdo ndo negativos, elevando os dois ao
Tiel_H :(13, a ajf(a,la, aj:[—la,la, Oj quadrado, obtém-se:
2 2 272 W, +v,” =25x10 < 10v,” =250 < v,> =25 <
EB-EG__ (0a-a)(-aa0) Sv,=15
HJ -Hi (0’131_13],(_131137@ V = (3x5,5) = (15,5)
2 2 2 2 o
u
= 0:(_3):“?_3:0 - 1’31 —4 v = (3%(-5),-5) = (~15,-5)
Ox(—56j+§ax§a—5xax0 Zﬁj v =(15,5) ou v = (~15,-5)
PRED 41. B=(0,y,, 2;)
a9 (0,¥5,25)=(2,0,7)+k(1,-12)
Avaliafo formativa 3 0=2+k k=2
1. AB=B-A=(2k-1-2k)-(10,1)= yomk =l y.-2
:(1,k—1,—2k—1) Zg=T7+2k z,=7-4=3
AC=C-A=(k+114)-(10,1)=(k13) B(0.2,3)
4B | AC A, yu:1) € Ya=Vs
AB-AC=0< (1 k—1-2k-1)-(k,1,3)=0 A(0,2,1)
<:>1><k+(k—1)><1+(—2k—1)><3:0<:> 4.2. CB-DE =0, porque CB 1L DE .
> kik-1-6k—-3=0c 4dk=4 < k = _1 4.3. E~@=12©(E+ﬁ)-(ﬁ+ﬁj)=12@
Opgéo (D) 1  AB-BE + AB-ED+BE-BE+BE-ED-12 &
2.1. r:2y—x+2:0<32y=x—2c>y=§x—1 o ,_O—TB-TB+“B—E“2+O:12@
AB1BE,ED=-AB,BELED
m-gesir o |8 +[BE[ =12 = - (317 +[BE[ =12
m, =-2 . Logo, ndo pode ser a). <:>H§EH2:169 §L‘:H2=4
P(3,3) e s, substituindo em b): [Bl-o
3+2x3-9=0 < 0 =0 (Verdadeiro) AE  =BE +AB < AE =16+4 < AE =+20=

|- b) (AE>0)
=25
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4.4.

|AE -BD) 12
|aE](BD] Joc-Jaei HAEH

12 3

cos(AE BD ) %:g

(EA@) =cos™ [ﬁJ ~ 53°
5
B(0,2,3); C(2,2,3); D(0,6,1)

BC=C-B=(223)-(0,2,3)=(20,0)
CD=D-C=(0,6,1)-(223)=(-24,-2)

Geometria analitica

39.4. Seja / o ponto de intersecéo
I(2,-3,z)elea

2x2-z2-5=0-1=2z
1(2,-3,-1)

40.1. Seja Q(x, y, z) , um ponto do plano ABC.
AE L ABC e Ae ABC
AE=E-A=(4,-52)-(3,-3,2)=(1-20)

AQ=Q-A=(xy,2)-(3,-3,2)=(x-3,y+3,z-2)

< 1(x-3)-2(y+3)+0(z-2)=0<
& X-3-2y-6-0x-2y-9-0
40.2. AE & um vetor diretor da reta FBe P e FB.

Ponto genérico de FB:
(1+k, —E—Zk, Oj
2

B é o ponto de intersecdo de FB com ABC.

1+ k- 2[—%—2@ 9=0<

S 1+k+13+4k-9=0 ©5k=-5 < k=-1

5(1 -2 -2(-1), oj:[o,_g,oj

BC.CD 2,0,0)(-2,4,-2
cosé = EC Cg = ( )2( ) =
[BS|<IeD]  2x\(-2)" + 47+ (-2
_2><(—2)+0><4+0><(—2)_ 2 2
- 2x+/24 - J24 206
1 _ e
J6 3
1+tan?0 = —%@
6
otan’d=6-1=tan’6=5
2x2 1 8
4.5. A[ABC]zi—Z u.a.; V[ABCF] 3><2><4_§ V.
4. Equagoes cartesianas de planos no
espaco
Pag. 180
Tarefa 5
1. Bastam trés pontos néo colineares para definir um

plano.

2. Se os trés pontos de contacto com o solo forem
colineares nao definem um plano. Desta forma,
ndo se garante a estabilidade do objeto que
suportam.

Pag. 181

39.1.Seja Q(x, y, z) , um ponto do plano « .
PQ=Q-P & (x,y,2)-(3,-21)=
=(x-3,y+2z-1)
PQ-i=0&(x-3,y+2,2z-1)-(2,0,-1)=0s
©2(x-3)+0x(y+2)-1(z-1)=0=
& 2x-6+0-z+1=02x-2z-5=0

39.2.2x1-(-3)-5=0< 0=0 (verdadeira)

Logo, Acx e AP-ni=0.
39.3.2k—(-5-k*)-5=0<2k+B+k - B =0

ok +2k=0ck(k+2)=0o
S k=0vk+2=0<k=0vk=-2
Como keR™, k=-2.

Pag. 182

41.1.n=(123); A(123)
a.x+2y+3z+d=0e Aca
1+2x2+3x3+d=0<d=-14
a:x+2y+3z-14=0

41.2.1=(-2,3,0); A(0,-12)
a.-2x+3y+d=0e Aca
—2x0+3x(-1)+d=0=d=3
a.-2x+3y+3=0

41.3.51=(3,-12), A(4,-31)
a:3x-y+2z+d=0¢e Aeca
3x4-(-3)+2x1+d =0 d =-17
a:3x-y+2z-17=0

41.4.n=(-121); A(0,0,0)
a:-x+2y+z+d=0¢e Aea
-0+2x0+0+d=0<d=0
a . -x+2y+z=0

42.1.Por exemplo, n, =(1,-12) e
n,=-2(1,-12)=(-22-4)

42.2.Se y=0e z=0, x-0+2x0+1=0= x=-1
Sex=0ez=0,0-y+2x0+1=0=y =1
P,(-1,0,0) e P,(0,1,0), por exemplo.
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43.1.

43.2.

44 1.

22

Pag. 183

AB=B-A=(30,2)-(-111)=(4,-11)
AC=C-A=(-3,2-2)-(-1,11)=(-21-3)
4.1

-2 1

Logo, os vetores AB e AC nao s3o colineares,
pelo que os pontos A, B e C ndo séo colineares.
Seja i =(a, b,c) um vetor normal a ABC .

i-AB=0 | (abc)(4-11)=0
{ﬁ.ﬁzoc’{(a, bc)(-21-3)=0""

{ 4a-b+c=0

c=b-4a
= =
-2a+b-3c=0

=g
-2a+b-3b+12a=0
{0:53—4a
R =

=

-
{103—2b=0 5a=b

c=a
=Y

b=>5a
n=(a 5aa), acR\{0}
Se a=1, por exemplo, 1 =(1,5,1).
ABC:x+5y+z+d=0 e Aec ABC
-1+5x1+1+d =0 d=-5

ABC:x+5y+z-5=0

a) ABF é um plano paralelo a yOz e passa por
A(10,0). ABF:x=1

b) E(10,1);B(110);G(0,11)
EB=B-E=(110)-(10,1)=(0,1-1)
EG=G-E=(0,11)-(10,1)=(-110)
Seja ri =(a, b, ¢) um vetor normal a EBG.

n-EB=0 ((ab,c)-(0,1-1)=0
{ﬁ.% Q{(a b,c)-(-1,10)=0

EG=0

ri=(b,b,b), beR\{0}
Se b =1, por exemplo, 7i=(111).
EBG:x+y+z+d=0e EcEBG
1+0+1+d=0=d=-2
EBG:x+y+z-2=0

c) EG & perpendicular ao plano mediador de
[EG] ().
Seja M o ponto médio de [EG] .

w(1£0 051 A1) (11,
2 2 2 2 2

a.—-x+y+d=0e Mea
1 1
_7+7
2 2
a:-x+y=0

+d=0sd=0

44.2. OAF:y-z+d =0 e Ac OAF

0-

0+d=0<d=0

OAF :y-z=0

(x,y,2)=(10,-1)+k(21-3),keR
< (% y,z)=k(1+2,k,-1-3k), ke R
< k-(-1-3k)=0<= k+1+3k =0

1

Sdk=-1ck=—
4

Ponto de intersegéao:

Pag. 184

Tarefas de consolidagao 4

1.1. a)

b)

re s nao sao paralelas, porque os seus vetores
diretores r(-1,2,-3) e §(1,0,1) n&o séo

colineares.

(—1, 4, —2) = (1, 0, 4)+ k(—1, 2,— 3)
-1=1-k -1=-1

4=2k <4 k=2

-2=4-3k -2=-2

Logo, Aer.

(—1, 4, —2) = (—1, 4, — 2)+ k(1, 0, 1)
-1=-1+k 0=k
4=4+0k 4=4
2=-2+k 0=k

Logo, Aes.

Como re snaosao paralelasAer e Acs, as
retas s&o concorrentes no ponto A.

1 2 -3
1 __1_?__2

2 2

Os vetores diretores das duas retas (7 e t)
séo colineares. Entéo as retas re t ou sdo
estritamente paralelas ou sdo coincidentes.

(-1,4,0)et
(-1,4,0)=(1,0,4)+ k(-1,2,-3)

1=1-k
4 =2k

k=2
o12=k Sistema impossivel.
0=4-3k P 4

3
(-1,4,0)et e (-1,4,0)er

Logo, as retas néo séo coincidentes, sdo
estritamente paralelas.

EI0YIPY 0110 © IDAATTVINN



MMAI11DRGF © Porto Editora

Geometria analitica

1.2. a) Seja 22. R(2,30)er
=(ab.c) r RA=A-R=(330)-(230)=(100)
um vetor normal L
a0 plano « . 4 . Seja ri =(a, b, ¢) um vetor normal ao plano « .
A-F=0 n-RA=0 (a.b,c)-(1,0,0)=0
=N =N
n-s=0 n-r=0 (a,b,c)~(1,2,—1)=0
- (a.b,c)-(- 12—3)=0<:> - a=0 - a=0
(a.b,c)-(10,1)=0 a+2b-c=0 c=2b
{—a+2b—3c=0 {—a+2b—3(—a)=0 ni(0,b,2b), beR\{0}
=N =N =S
a+c=0 c=-a Se b =1, por exemplo, 1i(0,1,2).
{Za= -2b {b=—a a:y+2z+d=0¢e Aca
=N =
c=-a c=-a 3+2x0+d=0d=-3
(a,—a,-a), aeR\{0} a:y+2z-3=0
Se a=1, por exemplo, ri(1,-1,-1).
a:x-y-z+d=0¢e A(-1,4,-2)ea
1-4-(-2)+d=0ed=3 o
a:x-y-z+3=0 3.1. BALAEH

AP LBA < AP-BA=0

b) Seja: - AP=P-A=(c,c-12c)-(-3,4,3)=
n N
R(10,4)er Rk} =(c+3,¢-52c-3)
T(-14,0)eT 4 S —
o o fpim T AP-BA=0<(-2,6,3)-(c+3,¢c-52c-3)=0 <
RT=T-R-=

(1,4,0)=(10,4) = (-2.4,-4) & -2(c+3)+6(c-5)+3(2c-3)=0<

. & -2c-6+6¢c-30+6c-9=0<
Seja ri =(a, b, ¢) um vetor normal ao plano « .

. 4:»10(:=45<:>c=£<:>c=g
n-RT=0 [(abrc)(-24-4)=0 10 2
- = = _— .
Ar=0 (abc)(-12-3)=0 3.2. B=A+AB=A-BA=(-34,3)-(-26,3)=
—2a+4b-4c=0 [-a+2b-2c=0 =(-1-20)
= f=—4
-a+2b-3c=0 2b-3c=a BA L CGF
{ (2b-3¢c)+2b-2c=0 _ CGF :-2x+6y+3z+d=0 e Be CGF
—2><(—1)+6><(—2)+3><0+d=0<:>d=10
- 725+3c+26—20:0©{c=0 CGF :-2x+6y+3z+10=0
a=2b 3.3. F é o ponto de intersecéo da reta rcom o plano
ii(2b, b,0), beR\{0} cGF
- Ponto genérico da reta r:
Se b =1, por exemplo, 1i(2,1,0). (x,y,2)=(k 0,-2+k), ke R
@:2x+y+d=0eRea 2k +6x0+3(—2+k)+10=0

2x1+0+d=0<d=-2
a:2x+y-2=0

& —2k-6+3k+10=0 < k=-4
F(-4,0,-2-4)=(-4,0,-6)
21. (3,3,0)=(23,0)+k(12,-1) 4. . Ponto genérico de r-

(x,y,2)=(-1-3k, k,3+2k), ke R
3=2+k [1=k  [k=1 1

3=3+2k=40=2k=k=0 —1—3k+2k—(3+2k)+3:0c>—1:3kc>k:—§

0=0-k k=0 k=0 . =
Ponto de intersecédo de re «:
Sistema impossivel.

Logo, A¢r. _1_3[_1}_1’3+2[_1J :(0’_17ZJ
3 3 3 33

Logo, P ndo é o ponto de intersecdode « e r.
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0--1-3k |3k=—1 |K="3
—1=O+k<:> k=—1<:> k=—1

3 3 3
Mosiok k=2 [k
3 3

Sistema impossivel.

Pegr AP
R(-1,0,3)er “I&

JE— r
RP=P-R-= e R

=(o,—% L;j (-1,0,3) = [1_% %j

Seja i =(a, b, ¢) um vetor normal ao plano

definidopor re P.
(ab,c)(-3,12)=0

A-r=0 i o
. = =
A-RP=0 (a,b,c)~(1,—§,§j=o

-3a+b+2c=0 b=3a-2c
=S = =S
a—1b+g(;=0 a—1(3a—20)+gc=0

3 3 3

3
@{ BNEREIRS s
a-a+—-—c+-c=0 c=0
3 3
fi(a,3a,0), acR\{0}
Se a=1, por exemplo, 1i(1,3,0).

Seja f o plano definido por re P.
p:x+3y+d=0e Pepf.

0+;{x[—1]+d=o@d=1
4
L:x+3y+1=0
Pag. 185
5.1. Seja « o plano que contém a base do cone.
CV.la

a:2x-3y+4z+d=0e Aca
2x2-3(-1)+d=0ed =1
a:2x-3y+4z+1=0

52. C=V+VC=V-CV=(0-4-4)-(2-34)=
=(-2,-1-8)
AC=C-A=(-2-1-8)-(2,-1-2)=(-4,0,-86)

B=C+AC=(-2-1-8)+(~4,0,-6) =
=(-6,-1-14)

5.3. raio: ‘TCH: (—4)2+02+(—6)2=\/§
A. .. =7r’=52nu. a.

base

24

6.1.

71.

7.2.

A(x, 0, 0) e Ac AC
(x,0,0)=(-3,0,4)+k(-3,0,2)

x=-3-3k xX=-3+6 x=3
0=0 PN P
0=4+2k 2=k k=-2

A(3,0,0)
B(0,2x3,0)=(0,6,0)
C(0,0,z) e Ce AC
(0,0,2)=(~3,0,4)+k(-3,0,2)

0=-3-3k 3k=-3 k=-1
0=0 = =
z=4+2k z

c(0,0,2)

Il
N

OAxOB _3x6

= """ = =9 u.a.
0AB] 2 2

Vi

[oABC]

=%XA[OAB]x%=%x9x2=6 u. v.

. AB=B-A=(0,6,0)-(3,0,0)=(-3,6,0)

Seja ri =(a, b, ¢) um vetor normal ao plano
definido por ABC.

-3a+6b=0 [6b=3a
= = =
-3a+2c=0 2c=3a C_§

n= a,la,§a ,ae R\ {0}

2 2
Se a=2, por exemplo, ri(2,1,3).
ABC:2x+y+3z+d=0e Ac ABC

2x3+0+3x0+d=0<=d=-6
ABC:2x+y+3z-6=0

B
F:%
="C
o R

C=D+E=(6, 7,12)+(-3,6,-2)=(3,13,10)
Calculos auxiliares:
AB=B-A=(-17-2)-(210)=(-36,-2)
E=D—A=(6, 7,12)-(2,1,0)=(4,6,12)

ABF :4x+6y+12z+d=0 e Ae ABF
4x2+6x1+12x0+d=0<=d=-14

ABF :4x+6y+12z2-14=0<2x+3y+6z-7=0
GF Il AD
GF:(x,y,z)=(-11-1-11)+k(4,6,12), ke R

< (x,y,z)=(-11+4k, - 1+6k,-11+12k), k e R

F é o ponto de intersecdo de GF com ABF.
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7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

2(~11+4k)+3(~1+6k)+6(~11+12k) -7 =0 =

© -22+8k-3+18k-66+72k-7=0
=98k =98 o k=1
F(~11+4x1 -1+6x1,-11+12x1) = F(-7,5,1)

Seja M o ponto médio de [AF].
w(27 128 01 (85 )

2 2 2 2 2
AF =F-A=(-7,51)-(2,1,0)=(-9,4,1)
Seja a o plano mediador de [AF].
a.-9x+4y+z+d=0e Mea
—9x[—§j+4x3+1+d=0<:>d=—35

2 2

a:-9x+4y+z-35=0
BF=F-B=(-7,51)-(-17-2)=(-6,-2,3)
AB-BF =(-3,6,-2)-(-6,-2,3) =
=(-3)x(-6)+6x(-2)+(-2)x3=0

|48 = [(-3) +67 +(-2) =Vas =7
HBT:H =(-6) +(-2)* +3? =\J49 = 7

AB L BF. |AB| - |BF|, AB - EF e BF - AE

Logo, [ABFE] é um quadrado.
HEH=\/42+62+122 =196 =14

Vi

[ABCDEF]

=7x7x14=686 u.v.
Seja N o ponto médio de [FG].

N=F+%E=(—7, 5,1)+%(4,6712)=

=(-7+2,5+3,146)=(-5,8,7)
H =D+BF =(6,7,12)+(-6,-2,3) = (0,5,15)
CH=H-C=(0,515)-(3,13,10) = (-3,-8,5)

|cH| = (-3)" + (-8)" +5° =/o8

Equacéao da superficie esférica:
(x=0Y +(y-5) +(z-15) =/98" =

& x*+(y-5) +(z-15)" = 98

Pag. 187

Avaliacao formativa 4

1.1.

1.2,

(4,-2,6)=2(2,-13)

O vetor (4,-2,6) é colinear com o vetor
(2-13).

I -b)

(0.y.0)

2x0-y+3x0+2=02z=2

Il - b)

2.1.

2.2,

3.1.

3.2,

Geometria analitica

(x,y.2)=(1,-2-5)+k(1,5,4), keR <

& (x,y,z)=(1+k,-2+5k,—-5+4k), ke R

a:2x-y+3z+2=0

2(1+k)—(-2+5k)+3(-5+4k)+2=0<
©2+2k+2-5k-15+12k+2=0 =

<% =9 k=1

Ponto de intersecéo:

(1+1,-2+5x1,-5+4x1)=(2,3,-1)

Il -c)

a) B=A+0C=(-21-2)+(-2-21)=
=(-4,-1-1)
E=A+0D=(-21-2)+(-122)=(-33,0)
F=E+0C=(-3,3,0)+(-2-21)=(-5,11)
G=C+0D=(-2-21)+(-122)=(-3,0,3)

b) HEH = (27 +(2)°+P” =J9=3
|OE| = (-3)" +(-3)" +0* =18 =342

Aocre) = OCxOE =3x3J2 =92 u.a.
a) CD=D-C=(-122)-(-2-21)=(141)
CD:(x,y,z)=(-2-21)+k(14,1), keR

b) DA LCOD
COD:-2x+y-2z+d=0e OeCOD
-2x0+0-2x0+d=0<d=0
COD:-2x+y-2z=0<2x-y+2z=0
F(x,y,0) e FeVF.

(X, y,0)=(0,0,3)+k(4,4,-3)

x=0+4k x =4k x=4
y=0+4k s y=4k o y=4
0=3-3k 3k=3 k=1
F(4,4,0)

V(0,0,z)e VeVF

V(0,0,3)

V =V +V

[ABCDGOEFV] [ABCDGOEF] T Y[oEFGV|

48=4x4x%+%x4x4x3©48—16=16E@
o FC=2

C(4,4,-2)

B(4,0,-2), D(0,4,-2) e F(4,4,0)
BD=D-B=(0,4,-2)-(4,0,-2)=(-4,4,0)
BF=F-B=(4,4,0)-(4,0,-2)=(0,4,-2)
Seja i =(a, b, ¢) um vetor normal ao plano
definido por BDF.
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J— — 2

Ai-BD=0 (a, b, c)~(—4, 4, 0) =0 Os vetores n_ e n, s&o normais aos planos « e g
. = = S
Ai-BF =0 (a.b,c)(0,42)=0 _ — 2
B, respetivamente, porque n, =-2n, °

—4a+4b=0<:> a=b 3.2 Nao. Os ol B ol g ;
4b+2c =0 c=_2b .2. N&o. Os planos sao paralelos, mas podem ser 5

~ estritamente paralelos ou coincidentes.
i = (b, b, ~2b), b < R\ {0} P

3.3. Os planos sdo coincidentes.
Se b =1, por exemplo, 1i(11-2).

BDF :x+y-2z+d=0 e A ABC
4+0-2x(-2)+d=0=d=-8

4.1. Por exemplo:

n,=(12-1) e n,=(2-1-1)

BDF:x+y-27-8=0 n,-n,=(12-1)-(2-1-1)=2-2+1=120, pelo
Opgéo (D) que os vetores ndo sao perpendiculares.
5. Posicao relativa de retas e planos %;ﬁ _31 pelo que os vetores n&o s&o colineares.
Pag. 188 4.2. Osplanos « e S séao obliquos.
Tarefa 6 4.3. Osplanos o e f séao obliquos.
11. n6,=(12-1)
n,=(-2,10
! a( ) Pag. 189
n,ni;=(12-1)(-210)=1x(-2)+2x1+(-1)x0= 45.1. A equacéo do plano é daforma x-y+z+d =0,
=-2+2+0=0 deR.
1.2. a e B sé&o perpendiculares. Como P(4, 2, 3) é um ponto do plano, vem:
1.3. Perpendiculares. 4-2+3+d-0<d=5

Uma equacdodoplanoé x-y+z-5=0.
45.2.1n, 1ln,<n,-n,=0<
e (1,-1,1)-(k +1,2k, k-7)=0 <

(K +1)-1x2k +1(k-7)=0 =

S kK +1-2k+k-7=0
ok’-k-6=0=k=-2vk=3
Os planos o e f sao perpendiculares se

21. a:x+2y-z+1=0
2+2x1-5+1=0<0=0
(Proposicéo verdadeira)

Peu kel-2.3).
p:2x+4y-2z-3=0 46. n,=-2n,
2x2+4x1-2x5-3=0<-5=0 Os planos « e f séo paralelos (coincidentes ou
(Proposicéo falsa) estritamente paralelos).
Pef A, fi, =(2,1,0)(-1,2,4)=—2+2+0=0
22. n,=(12-1); Ny = (24-2) O plano y é perpendicular ao plano « e ao plano £.
2_4_72_
1 2 -1
i, = 21, Pag. 190
2.3. Estritamente paralelos. Tarefa 7
2.4. Estritamente paralelos. 1.1. Por exemplo F(z, -2, 1) e B(_z, 2, —1).
3.1. Porexemplo: ni, =(12,-1) e ni, =(-2,-4,2) n=_r

13 1.2. Areta e o plano sédo perpendiculares.
FB:(x,y,z)= (1, 5 Oj+ k(1-2,0),keR 1.3. Areta e o plano s&o perpendiculares.
2.1. Seja r um vetor diretor de re n, um vetor normal

F=(220)
A, =(-2,2,-1)

|
3
|

26
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2.2,

23.
24,

3.1.

3.2,

3.3.

41.

r-n, =(2, 2,0)-(—2, 2,—1)=
:2><(—2)+2><2+0><(—1):0
1

Logo, r L n,.

(1,0,3)=(-2,-3,3)+k(2,2,0)
k=3

1= —2+2k [3=2k g

0=-3+2k e (3=2k & tk=

3=3+0 3-3

Logo, Per.

2x1+2x0-3-4=0<-9=0
Proposicao falsa.

Logo, P¢ « .

r é estritamente paralela a « .
Estritamente paralelos.

Seja r um vetor diretor de r e n, um vetor normal

ao.
F=(0,-1-1)
A, =(2-11)

o

=O><2—1><(—1)—1><1=0

Fo,=(0,-1-1)-(2-11)=

rln,

Nao. Com base no facto dos vetores serem
perpendiculares, ndo podemos determinar a
posicéo da reta relativamente ao plano. r pode ser
estritamente paralela a « ou rpode estar contida
no plano « .

Coincidentes.

Seja r um vetor diretor de r e n, um vetor normal

ao.
F=(1-22)
A, =(2,-12)

=i

o

=1><2—2><(—1)+2><2=8¢0

i, =(-1-22)-(2-12)=

r e n, ndo séo perpendiculares.

4.2,
4.3.

Geometria analitica

2 -1

J— i R

1 -2

Logo, r e n,néo sao colineares.
réobliquaa « .

Obliquos.

47.1.

47.2.

48.1.

48.2.

48.3.

48.4.

Pag. 191
AB L ADH

AB=B-A=(3,-2-3)-(1-3,-1)=(21-2)
ADH :2x+y—-2z+d=0 e Ae ADH
2x1-3-2x(-1)+d=0=d=-1

ADH :2x+y-2z-1=0

BC /| ADH

BCG:2x+y-2z+d=0 e Be BCG

2x3—2—2x(—3)+d=0@d=—10
BCG:2x+y-2z-10=0

(4, 1 - 8) er
2x4-1-8+1=0 (Proposicéo verdadeira)
(4, 1 - 8) ea

Logo, resta contidaem « .

F=(21-3); i, =(111)

Foii, =(21,-3)-(111) =2x1+1x1-3x1=0
FLA,

Logo, rllea .

(3.21er

2x(-1)-1x3+1x(-1)= -6 # 0 (Proposicao falsa)
(32N ea

Logo, r é estritamente paralela a « .

r=(2-11);n,=(-13-1)
ron,=(2-11)-(-13-1)=2x(-1)-1x3+1x(-1) =
=—6=0

Logo, r e n, néo séo perpendiculares.

27



Propostas de resolu¢ao do manual

-1 3
JR— i JR—
2 -1
Logo, r e n,néo séo colineares.

Entédo r é obliqua ao plano « .

49.

28

Pag. 192
Seja r, areta perpendiculara o e que passa por A.

ri(xy.2)=(0,32)+k(12-2),keR

< (xy,z)=(k, 3+2k,2-2k), keR

Seja A' o ponto de intersecdo de r, com « .
k+2(3+2k)-2(2-2k)+4=0<

S Kk+6+4k A + 4k =0 %k =6

c>k:—g
3

A(ig’siﬂ’2+ﬂj:[ig'§’9j
3 3 3 33 3
2
w396
3 3
[4 16 16 6
=, -t—+—===2
9 9 9 3

Seja r, areta perpendicular a o e que passa por B.

rei (X y,2)=(-14,4)+k(12,-2),keR

& (x,y,z)=(-1+k 4+2k,4-2k), ke R
Seja B' o ponto de intersecdo de r; com o .
“1+k+2(4+2k)-2(4-2k)+4=0<

< -1+k+8+4k-8+4k+4=0<9% =-3 <

3 373 333
2 2 2
BB'= [—EHJ +[E—4J +(E—4J =
3 3 3

Seja r, areta perpendiculara o e que passa por
C.

re:(xy, z)={1,f%,8j+k(1, 2,-2),keR

CERPEPRINE S

< (x,y, Z):[1+k,—%+2k,8—2kj,keR

Seja C' o ponto de intersecdo de r, com « .

1+k+2(—%+2kj—2(8—2k)+4:O@

<o 1+k-1+4k-16+4k+4=09% =12
4

S k=-——
3

1.4 1,84 8) (71316
3 2 3 3 3 6 3

SRR RGN

16 64 64
_ 16,054,084 A6_4
gtg g Ve

Dos pontos A, B e C, o ponto B € o que esta mais
préximo do plano.

ACxBD Gl
7 2 _ 5x+/5 :§
A[ABCD] =Z 7 (iem) 2 5 u.a.
A D
\ /
BN
\\\
B c

CG L ABC
CG:(x,y,2)=(0,3,2)+k(3,-6,-2), keR
< (x,y,2)=(3k 3-6k,2-2k), keR
3x3k-6(3-6k)-2(2-2k)+1=0<

© 9k-18+36k-4+4k+1=0 4% =21

<:>k=g<:>k=§
49 7

o[2a-820)(22
7T )T\ 7T
2 2 2
CG= 9 +§—3 +§—2 =
7) "7 7
81 324 36
_ 81,824 .0 53
20" 40 Ta5 - V°

5 15

V[ABCDEFGH] = EX3 = ) u.v.

Pag. 193

51.1.a) D(O, Y, O)eDea

y+0-2=0cy=2
D(0,2,0)
B(Z,y,Z)eBea
y+2-2=0<y=0
B(2,0,2)

E ¢ o ponto médio de [BD].

E(0+2, 2+O’ O+2j:(1’ 1)
2 2 2

b) A(0,0,z) e Aca

0+z-2=02z=2
A(0,0,2)

AD=D-A=(0,2,0)-(0,0,2)=(0,2 -2)

BI0YIPY 0110 © IDAATTVINN
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AB=B-A=(20,2)-(0,0,2)=(20,0)
AB-AD =(0,2,-2)-(2,0,0) =
=0x2+2x0-2x0=0

AB L AD

48] -2

|AD| = o + 27+ (-2)* = VB =212
[ABC] é um retangulo.

Assop) = ABX AD =2x 212 = 42

V[ABCDV]:8<:>%X4\/§XE=8<:>E:%C>
o VE=3V2
VE L«

VE:(x,y,2)=(111)+k(0,11), ke R
V(1,1+k, 14k)
EV=V-E=(1,1+k,1+k)~(1,1,1) = (0, k, k)
VE| - 347 e V0P 17 =307

eV2k? =32 & V2lk=3V2 = |k =3
< k=3vk=-3

Como V tem cota positiva,
V(1,1+k,1+k)=(1,4, 4)

51.2.Seja y o plano que passa no ponto V e é paralelo

ao plano « .
y:y+z+d=0¢e Vey
y+z+d=0&sd=-8
y:y+z-8=0

51.3.a) A, =(0,11); i, =(3,-11)

A, -f,=(0,11)-(3,-11)=0x3+1x(-1)+1x1=0
Logo, n, J_ﬁ/}e, consequentemente, o L 3.
b) BD=D-B=(0,20)-(20,2)=(-22-2)
BD:(x,y,2)=(0,2,0)+k(-1,1,-1),keR
& (x,y,2)=(-k 2+k,—k), keR
& 3x(-k)-(2+k)+(-k)=3 <
< -3k-2-k-k=3< -5k=5 k=-1
Ponto de intersecéo de BD com £

(-(-1).2-1-(-1))=(1. 1, 1) =E

Pag. 194

Tarefas de consolidagao 5

1.1.

EFG/IABC

EFG:3x-6y+2z+d=0 e E€EFG
3x6-6x(-8)+2x10+d =0« d =-86
EFG:3x-6y+2z-86=0

1.2,

1.3.

1.4.

2.1.

2.2,

Geometria analitica

EM=M-E =(1-kk,1)~(6,-8,10) =
=(-k-5,k+8,-9)

Seja n um vetor normal a ABC.
fi=(3-62)
n-EM=0&(3,-6,2)-(-k-5k+8,-9)=0
< 3(-k-5)-6(k+8)+2(-9)=0<

< -3k-15-6k-48-18=0< -9k =81
< k=-9

FB 1 ABC

Logo, U e n sao colineares.
1

Mm*5 2m-2 2m
3 6 2
m +

2 2m 2m-2 2m
==—n = o
3 2 -6 2

c>—2m=—1A8m=2c>m=1/\m=1
2 4 4

1
m=—
4

a) EALABCeEcEA
EA:(x,y,2)=(6,-8,10)+k(3,-6,2),keR

b) A é o ponto de intersecdo da reta EA com o
plano ABC.

EA:(x,y,z)=(6+3k —8-6k 10+2k), ke R

3(6+3k)-6(-8-6k)+2(10+2k)+12=0 <

< 18+9k+48+36k+20+4k+12=0<

© 4%k =-98c k=-2

A(6+3x(-2),-8-6x(-2),10+2x(-2)) = (0, 4,6)
(0,21)e AC e (0,2,1) AB

Entéo, € o ponto de intersecao das retas AC e AB.
Seja ni, = (a, b, ¢) um vetor normal ao plano ABC e

sejam U e Vv vetores diretores das retas AC e AB,
respetivamente.
i(111)ev(110)

AC e AB sao duas retas concorrentes contidas no
plano ABC. Entéo:

nlden Lv

n-ti=0 [(abc)(111)=0
_ f=—4
v=0 (a.b,c)-(1,1,0)=0

a+b+c=0 a-a+c=0 c=0
= o o
b=-a b=-a

n,=(a—-a0), acR\{0}.
Se, por exemplo, a=1, i, =(1,-1,0)
ABC:x-y+d=0¢A(0,2,1)e ABC

0-2+d=0&d=2
ABC:x-y+2=0

29
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2.3.

2.4,

2.5,

30

B é o ponto de intersecéo da reta AB com o plano
BVC.

AB:(x,y,z)=(t.2+t1),teR
t+2+t+1-9=02t=6<t=3
B(3,2+3, 1)=(3, 5, 1)

C é o ponto de intersecdo da reta AC com o plano
BVC.
AC:(xy,z)=(k2+k1+k), keR

k+2+k+1+k-9=03k=6< k=2
C(2,2+2,1+2)=C(2,4,3)

a) i=(111) écolinear com AC.
CB=B-C=(3,51)-(24,3)=(11-2)
i-CB=(111)-(11

Logo, u L CB, ou seja, AC L CB.
Entéo, [ABC] & um triangulo retangulo em C.

~2) = 1xT+1x1+1x(-2) = 0

b) VC=C-V =(24,3)-(0,6,3)=(2-2,0)
Seja n, um vetor normal ao plano ABC.
A, =(1,-1,0)
VC =2,
Logo, VCe n, séo colineares, pelo que,
VC L ABC.
AC=C-A=(24,3)-(0,21)=(222)

HTCH =22422422 =12 =23
|CB| = {#+ 1+ (-2 =6

AC><CB 2f J6
Ane) = =3/2 u.a

i
x3ﬁx2f 4 u.v.
Pe[DE] e Pe[PQA]
[DE]:y=0rz=6A0<x<6
P(x,0,6)

3x-4x0+2x6-18=0&3x=6 o x=2
P(2,0,6)

Qe[EF] e Qe[PQA]

[EF]: x=0Az=6A0<y<6

Q(6.y,6)
3x6-4y+2x6-18=012=4y & y=3
Q(6,3,6)

AP =P-A=(206)-(6,0,0)=(-4,0,6)
AQ=Q-A=(6,36)-(6,00)=(0,36)

[ABCV]

AP-AQ

“os(AP-40)~ i ad]

(-4,0,6)-(0,3,6) )
J(-4) +0% + 67 x /07 + 37 4 67

_ —4x0+0x3+6x6 36 6

J52xJ45  6/65 65
A 20 T o
(AP,AQ) = cos (\/g} ~ 42

5.1.

5.2,

5.3.

5.4.

5.5.

Pag. 195
I.Se r-n,entdo r L n,peloque,aretaré
estritamente paralela ou esta contida no plano « .

Il. Se r e n sé&o colineares, r é perpendicular a «
e a todos os planos paralelos a « .

VClaeVeVC

(x.y, z):(%z 1J+k(2, 3,6),keR
C é o ponto de intersecdo de VC com o plano « .
VC:(x,y, z)=(§+2k,2+3k,1+6kj,keR
2(§+2kj+3(2+3k)+6(1+6k)+1:0
@%+4k+6+9k+6+36k+1=0<:>

49 1

S 4%k =-"" k=
3 3

c[g+2x(—;j,2+3x(—;j,1+6x(—;]]=(1, 1,-1)
VC=\/(2—1J2+(2—1)2+(1+1)2 = /%+1+4 =

Centro da superficie esférica: (3, 4, 5)

(3.4 5):[2, 2 1j+k(2, 3,6)

2

3200k Aok k:§

3 3 5

<3:4=2+3k 1 2=3k & k=§
5=1+6k 4 =6k

2

k=2

3

Logo, o centro da superficie esférica pertence a
VC.

Seja A o centro e B um ponto da circunferéncia
que limita a base do cone.

A(3,4,5); C(11,-1)

(41

AC=(3-1 + —J4+9:36 =

=49 -7

+(5+ 1)2

EI0YIPT 0110 © IDAATTVINN



MMAI11DRGF © Porto Editora

6.1.

6.2.

E2=R2+@2©@2=72+@2©
& 50-49=BC < BC =1« BC =1

BC>0

=nxT =7 u.a.

A

base do cone

1 77
=—XTX—=—TUV.
3 9

Vcone
3

a) E(0,-20)

Seja a o plano paralelo a ACB e que passa
por E.
a:3x+z+d=0eEeca
3x0+0+d=0<d=0
a:3x+z=0

b) Se o plano é perpendicular a EC, também é
perpendicular a Ox . Logo, € um plano de
equacdox =k .
Como A tem abcissa 1, o plano que é
perpendicular aa reta EC e que passa por A é
definido pela equacdo x =1.

c) (x, Y, z) = (0, -2, O)+k(3, 0, 1), keR

E(0,-2,0); B(2,0,0)
Seja M o ponto médio de [BE].

M(0+2 —2+0 0_0j=(1,—1,0)

2 2 2
=72 2 2 22
EM’ = \[(1-0)’ +(~1+2) +(0-0) =2
Equacéo da superficie esférica:
(x—1)2 +(y+1)2 +22=2

P pertence a superficie esférica. Entéo,

(1+sina—1)2+(tana—1+1)2+cosza=2<:>

o sinfa+tan*a+cos’a =2 < 1+tana =2 &

ostana=1 < tana=1
rxe:}O,E
T
o=—
4
Pl1-sin, 0, cos™ | = 1+£,0,£ =
4 2 2

6.3.

Geometria analitica

A(1,-12z,) e Ac ACB
3x1+2,=6<2,=3

A(1-13)
CA=A-C=(1,-13)-(2-2,0)=(-113)
D(1-1z,)
CA-CD=-25&(-113)(-112,)=-25<
< 1+1+32,=-25<32,=45<272,=-15

Acecg =2° =4u.a.

Vi

[oECBA] =

1x4x3=4u.v.
3

Vi

[0ABCDE]

=4+2=6 uU.v.
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Avaliagao formativa 5

1.1. Seja r um vetor diretor da reta re n, um vetor

1.2,

1.3.

normal a « .

r(c,3,-9); n,(c,3-9)

rila <rLn,
r-n,=0<(2-13)(¢,3-9)=0<

& 2c-1x3+3x%(-9)=0<2c=30=c=15
Se ¢c=15

a:15x—-y+3z-2=0

(1,0,4)er
15x1-0x3+3x4-2=0<25=0
(Proposicéo falsa)

Entéo, r é estritamente paralelaa «,se c=15.

I-a)

rLa ser e n, forem colineares.
€3 _9.° 36¢-6

2 -1 3 2

lI-b)

alpen, ln en, n=0s
<(c,3,-9):(1,1,3)=0
& c+3x1-9x3=0<c=24

all p se os vetores n, e ri, forem colineares.

% = % = _?9 < ¢ =3 =-3 (Proposicgéao falsa)

lll-c

Seja) r um vetor diretor da reta definida por
x=-1Az=1.

r(0,1,0)

rla

Entdo, r e n, séo colineares.

fi, =(0,b,0), beR\{0}

Opcgéo (D)

31
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3.1.
3.2,

3.3.

32

C(1,2,0) e B(2,1,0)
Seja F o ponto de coordenadas (3, 3, 1).
OF =(3, 3, 1) é perpendicular a BCE e

consequentemente, é perpendicular a qualquer
plano paralelo a BCE.

Seja « o plano perpendicular a BCE e que passa
por A.

a:3x+3y+z+d=0eAca

3x1+3x0+d=0<d=-3
a:3x+3y+z-3=0
ACXBD 2><2
A[ABCD] 2
BCE:3x+3y+z+d:0 e CeBCE
3x1+3x2+0+d=0<d=-9
BCE :3x+3y+z-9=0
E(1,1,z), EeBCE
3x1+3x1+z2-9=0<2=3
E(1,1,3)

=2u.a.

1
Vv =§><A[ABCD]><3=2U.V.

[ABCDE]

V(3 y.z)eVer

(3, Y, z) = (1, 0, —1)+ k(2, 1 3)
3=1+2k 2=2k k=1 k=1
y=k =4 sy =1 oy =1
z=-1+3k z=-1+3x1 z=2
V(3,1,2)

Seja s a reta perpendicular a « e contém o ponto
V.
si(x,y,z)=(312)+k(21-2),keR

@(x,y, z):(3+2k,1+k,2—2k),ke]R

Seja P o ponto do plano « mais préximo de V.
P é o ponto de intersecéo de s com o plano « .
2(3+ 2k)+1+k—2(2—2k)—1=0©

< 6+4k+1+k-4+4k-1=0

<:>9k:2c>k:E
9
P(3—2xg,1—g,2+2xgj [—3 U gj
9 9 9 9'9° 9
2 2
VP 3—E 1L 4[2-22]
9 9 9
6,4 16_[%6_6_2
1 81 9 3

VP representa a altura do cone.

Tarefas complementares

21.

2.2,
3.1.

3.2

3.3.

Pag. 198
=tan45° =1
r:y=x+bnrA(-4,0)er
0=-4+be=4=>
Equacédo reduzidade r:y =x+4
m, =1
Entéo, um vetor diretor de r ¢, por exemplo, (1, 1)

Equacéo vetorial de

( y)=(-4,0)+k(1,1), keR
B(5,0) e C(0,3)
3-0 3
m, = -—
0-5 5
S: §x+bAb 3
V= 5

Equacgéo reduzidade s:y = —%x+ 3

BC=C-B=(0,3)-(50)=(-5,3)

Equacao vetorial de (x,y)=(5,0)+k(-5,3), ke R
t: € uma reta horizontal que passa pelo ponto
E(0,2).

Equacéo reduzidade t:y =2

Equacéo vetorial da reta t:
(x,¥y)=(0,2)+k(1,0),keR

CBIIOA.

Entao, OCB =70°.
CBA =180°-70° =
m=2

Como m>0e2=tana,

a =tan"'(2)~63,4°

110°

x—2y+2=0c>—2y=—x—2<:>y=%x+1

Como m>0e%=tana,

o =tan™ [1J ~ 26,6°
2

m=0
tan”'(0)=0°
iz
m=-—==--=,
6 3
NE)

Como m<0e—?=tana,

a=tan" [—\f} 180° = 150°

BI0YIPY 0110 © IDAATTVINN
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Geometria analitica

21 b1 b 3 5

41. m=tana=tan| — |=tan| n—-—=|=—-tan—=—-/3 AB:y=——Xx+—

“ (3} (“ sj 3=V 4"
y=-/3x+b e A(\/§,—1) C(7.yc)

3 5 16
1=—3x3+b=1+3=b=4=b Yo=—x Tty =—p="4
Equacéo reduzida: y:—ﬁx+4 C(7 _4)

4.2, m:tana:tangzg Seja D o ponto e intersegdo da reta AB com Oy.
5 o03)
y:?x‘i-b e A(\/ﬁ,—‘l) A
Y
A
_1:€x 12+be -1-2=b< -3=>b . D
!\\\\‘\ [N
Equacéo reduzida da reta: y=§x—3 10 \\\ N x
N
<
54. Al-1-1), B[1-1) ¢[11) e D[-1 ). RN
2 2 2 2 N
1_[_1) O B
2 2) 1
52. a) m,=——%=—
) ™m0 T 5,1
4 5
Apo) = =—u.a.
Como m>0e—=tana, 2 8
5
=x7
1 *l 35
_ -1 2~ o _4 _ v
a =tan [2j~26,6 . ,L\[OCD]_i2 =3 u.a.
1 1 5 35 40
——|-= =—+—=—=5u.a
2[2} 1 A[A°°]888

T

74. AOB="_¢4
2

Como m<0e—1=tanﬁ, - . .
2 7.2. OA=O0B.Entio, BAO=0BA.

1 . . R R
ﬁ=tan’1[—§j+180°z153,4° BAO+OBA+AOB=n@ZBAO+g—a=n©
53. AOB=COD=f-a—tan[— 1 |+n—tan”[ |~ o2BA0=21a e BAO=L4+2
2 2 2 4 2
~ 2,2rad 7.3. Seja 0 ainclinacdo da reta AB.

6 é um angulo formado pela reta AB e pelos eixos
coordenados e, num triangulo, a amplitude de
Pag. 199 qualquer angulo externo € igual a soma das
6.1. A(-12) e B(3,-1) amplitudes dos angulos internos n&o adjacentes.
Designando por E o ponto de intersecdo da reta
AB com o eixo Ox , tem-se, relativamente ao

triangulo [OEB]:

3

Como m<0 e ——=tan(180°-«), . R
4~ tan(180°-a) 0= BEO—n_|x T _OBA|-T, T, & 3 @
3 3 2 2 4 2 4 2

180°-« = tan™’ [——J+180° s a=-tan’ (——J ~ 360°
4 4 BA. o= = 36°

=3 360°

62 mAB=—% 8.2 o= =72

3 8.3. ay = ay, = 3x36° =108°

Como AB:y=-—x+b e AecAB, o o
4 8.4. CA0=189"72" 540

3 3 5 2

2--2(1 2-~=bo =
4( )+b e 4 b©4 b a4 =180°-54° =126°
8.5. ECA=2x54°=108°

33

MMA11DRGF-GEOMETRIA ANALITICA-3



Propostas de resolu¢ao do manual

e =180°—(ECA+CAO) = 180°-(108° +54°) =
~180°-162°=18°

8.6. AOC=72°
0632M21440 — 720
2 2
tg = ~(n—AOC—0CB) = 72°+72° = 144°
3n b b1
9. a=tan—=tan|n-— |=-tan—=-1
4 4 4
r.y=-x+1
Seja s:(x,y)=(m, n)+k(\/§, ﬁ),keR
mg =£=1
V2
s:y=x+b e (mn)es
n=n+b<0=>b
siy=x
|
{y:—x+1 {x:—x+1 {2x=1 )
. = =S = 1
y= -2
=3
(% %) € o ponto de intersecéo das retas re s.
Pag. 200
10. Seja ¢ ainclinacdo da reta s.
6 =180°-60°
m, = tan(180°-60°) = —tan60° = —/3
sy =—/3x
r=0C=./(-3-0)"+(1-0)° =9 +1=+10
Equacéao da circunferéncia de centro C
e raio 10 :
(v (3 +(y 1 =TT
o (x+3) +(y-1)°=10
Condicéo: (x+3)2 +(y—1)2 <10y > —/3x
11. Sejam « e f asinclinagdes das retas AB e CD,

34

respetivamente.
A(—S, O) e B (O, 2

~—

Como m,; >0 e —=tana,

wWIN

a =tan™ (%J ~ 33,69°

C(-4,3) e D(4,0)
0-3 3
8

Como m., <0 e —§=tanﬁ,

S =tan” [— gj +180° ~ 159,44°

12.1.

12.2.

12.3.

13.

CDA =180° - 8 ~ 180°—159,44° = 20,56°

Seja 0 o angulo obtuso formado pelas duas retas.

0 ~180°—(33,69°+20,56°) = 125,75° ~ 126°

m:’[ansn=’[an[rc—nj:—tann:_\/g
6 6 6 3
y=—ﬁx+b e b=1
3
Equacéo da reta: y=—€x+1
1-4 3 3J3
M-t ___3_33_ 5
0-(~3) 3 3
Como mAB<Oe—J§:tanaAB,
2n
:tal'r1 —J/3 )+ =—E+ =—
A g ([) T 3 T 3
Opcéo (C)
m. - 4-1_3
B¢ 4-0 4

2
1+tan’a = 12 <:>1+(§j= 12 o
0s” a 4 cos“ a
9 1 25 1 2 16
S1+—= 3 — = 57— <& CoS“a=_—
16 cos“«a 16 cos“«a 25
4
& Ccosa=+—
5
O<a<matana >0
Logo, cosa = i
5
sine 3 sina . 3 A
tanag =— —= < sing =—x—&
cosa 4 4 A5
5
. 3
& sing =—
5

3cos(%+aj—23in(5n—a) =3(-sina)-2sina =

=-3sing -2sina = -5sina = —zx%= -3

. T T T
Cosa = smg < Cosox = COS(E_EJ <~ COoSx =

3n
=CO0S—
10

Como « € agudo, « :%'

3n n
Mg, = tan(n—a) =tan (n - %J =tan (EJ

Myp = tan(—oj e (0,0)e0OP

n
OP:y=tan| — |x
Y (10}

EI0YIPY 0110 © IDAATTVINN
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Pag. 201
14A1. 0-v =Hl]H><H\7H><COS(\7Tﬁ)=3><4><COSE=
4
=12x£=6\/§
2
14.2 G-V = [d]x|V]x cos(v.d) = Jéxﬁxcosg =
=\/E><% =ZIX%=£

14.3.40.v= HaHXHVHXCOS(V U) V27 %3 xcos[%nj -

1 T b
=3V3x—xcos|n—— |=+3|-cos— | =
Vg (“ 6) I( 6J

- J3) 3
=3 *(‘2 =3
15.1.a) Agudo.
b) Obtuso.
c) Agudo.
15.2. HVHZ =242 & HVHz =8& HVHZ =8 o
&yll=2v2
cos(U:V)=L=Q
242 2

u

15.3. -V = ] x[V|x cos (v d) =
=5x2\/§x§:10

di-wi = i || x cos (@, w) =

=5[] x(~cos (180°~ | )

sl -
T

=5x(-2)=-10=—0-V

16.1.

16.2.

16.3.

16.4.

17.1.

Geometria analitica

—2 —2 —2 ——2
AB" =MA +MB™ < 4% =2MA

(MA=MB)

@§—W o MA=8 o MA=22

(MA>0)
AM -CM = -MA -(-MC) = MA-MC =
=[x [| MG | cos 7, ) -

=22 x 242 c0s180° = 8(-1) = -8

BA- B = |8 B0 x cos (478D -

-Jpil<2fo

2
pq M

=2x(2J§)2=16

2CB-MB = -2BC - (-BM) = 2BC - BM
- 2]ec aw]oos(ac )

-2+(Bc|B- ] -
=

= 2x[BM[ = 2x(242) = 16

AB-(AC+BC) =
:H@H Hrcfcuxcos(@t(m@)):

a) ABe AE, por exemplo, porque
cos(fB':ﬁE) =c0s90° =0

b) ABe AC, por exemplo.
8.4 |- el

= =
c) ABe CA, por exemplo.
TB'-SA:TB'-(—TC):—E.TC:_

d) ACe AG, por exemplo.
4G 4G ~|[AG] |G cos( 4G 46) -

35



Propostas de resolu¢ao do manual

. I EH 2 2
ol el 2 el (] a0

Calculos auxiliares:
AC =a’+a’ < AC =2a° A%:»OTC =+2a? =+/2a

17.2. EG-GH = -100 < -GE -GH = -100 &

& GE-GH =100 & HCTEHXH@Hcos(ﬁf@) =100

o H?EH x HGT/H x ;’; =100 & “@“2 =100

<:>HCTHH=W:10
A, =6x10?=600u.a.

total

18. CP L AB.Logo, CP-AB =0 . Opco (C)

36

20.

20.1.

20.2.

20.3. (v

20.4.

211

21.2,

21.3.

22.

23.

Pag. 202
i-v =[] x|v| cos(d; v) =
=3x5c0s120° = 15x cos(180°-60°)

1

—15(-cos60°) = 15><(—§J= 15

2

(2@9):2(@9):2(%}:-15

(_40).(3V)=_12(a.9)=_1zx(_§j=go
(V+4d)-G= V-0 + 4 a=—§+4HaH2 _
=—1—5+4><32 =—1—5+36=ﬂ

2 2 2
(66— 27) - (37) =181 -7 — 67 -7 =

=18x(—§}—6“\7“2 =-135-6x5° = 285

L0V =T & [d]x|v]xcos(dv) = 7 &

<:>2><3><COS(L7?\7)=7<:>COS(&TV):Z>1

6

E impossivel, porque —1< cos(d, V) <1.

G-(V-0)=d-v-i-d = 0-[df =0-2" =4

a) (20-v)-(U+V)=20-G+20-V-G-V-V-V=
=2l +d-v |V =2x22 +5-3" = 4

b) [a-v[ = (i-v)-(i-v)=
=U-U-U-Vv-U-V+V-V=

=[df —2d-v +|V|* =22 -2x5+3% = 3

TC~@:(E+%)-(@+TD):
=AB-BA+AB-AD+BC-BA+BC-AD =
=-AB-AB+0+0+BC-BC =

= _HEHZ * H@HZ HAE‘E‘B(}H
Seja « o angulo BOD.

O{rz T
7 e axPenesg=T
X i T a X T (04

O/ OB = |04 x 0B cos (040D -

:2x2cos(n—§j:—40032:—4x—:—2\/§

BIONPY 0110d ® IDYATIVININ
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Geometria analitica

. . 26.2. AN AB - (AB + BN). AB - AB- AB + BN AB -
| -[A + 35 A5~ e[ + {84+ 40) 45
+© ? ?
- a*+(BA-AB+ AC-AB) -
_ 2
; P —— -
%-E=4E-Ei ACTAéaz+E(—AB~AB+O)=a2—EHABH2=
& AB-(AB+BC) = 44D -(AD+DC) = e
< AB-AB+AB-BC = 4AD-AD +4AD-DC <
rsiﬁ?rmﬁHEHZ +0= 4HEH2 +4x0 < Pag. 203
PN HEHZ _ 4HEH2 27. A[ABCD] _2A[ABR] = A[ARCS] g
A AR 4+ BC o QGZ—ZAB;BR=20©36—20=6ﬁ©
& (35) =4fan] +[a0] = BR-16 . BR-8

< BR=—<BR=
6 3

= 9x5=5[AD[ = |AD[ =9 AR-AS - (AB+BR).(AD+ DS) -

5140 =3 _ 4B.AD+ AB-DS + BR- AD + BR- DS -
AB = 4x3* = AB = 36 < AB=6u.c. TBL,TD%H?LEO+“E“X“ﬁ“cos(ﬁ:ﬁ)

AB>0 . P e A——
A0 -[AD| =3 u.c +|BR||AD] cos(BR. D) +0 =

7=76><§COSO°+§><6COSO°= 16x1+16x1=32
25. 1. O produto escalar de dois vetores (ii-V ) ndo é pSBR 3 3

um vetor (w ) € um numero real.

Il. Um vetor n&o é igual ao quociente de um 28.1. (mb@) - 360° =120°
numero real por um vetor. 3
ll. AB-AC = E(—E) -_AB-AC DA-DB = “m“x“ﬁi“cos(mA@) =rxrcos120° =

] ] ] =r? cos(180°-60°) = r* (- cos 60°) = r? [—%) =
26.1. ﬁ/.m=[7@].[fﬁj=7@ﬁ=

2 2 4
[
:Z(BA+AC)~(BA+AC) =

-+ (BA-BA+BA- AC+ AC BA+ AC-AC) -
1

o -
%EAP(HBAH +0+0+[AC] ):
=%(az+az):

_2a° a

4 2 28.2. AB-BC+BC-CA+CA-AB=-6
Outro processo:

2

N & -BA-BC-CB-CA-AC-AB--6 &
ot 650} (82 gm0 - < B [c]cos(4 2 B oos(cB )
| - Lx2at -2 +|Ac] x| 4B]cos(AC’ 4B) = 6 =
4 4 2
Célculos auxiliares: E:%:Eg,HATBHZ c0s60° = 6 < 3HEH2 X% PN

BC = AB +AC < BC = a’+a’ = 2a? 2 . _
<:>HABH -4 o HABH=2<:>AB=2

|48l
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29.

30.

31.1.

31.2.

321.

32.2.

38

RBRG = (Rii + ). (RW + iG) -
=RM-RM +RM -MQ +MP -RM +MP -MQ =
WP—_WQ

=a*-|MQ| = a® - 4> = 2?16

Cii DN = (CD + D). (DA + AN =
=CD-DA+CD-AN +DM-DA+DM - AN =

DM _LAN,CD1DA,CD=-AB

_ o-ﬁ.(%ﬁj+%ﬁ.ﬁ+0=

Ts=R =2 1
=5l 3P s

CM-DN =0
Entdo, CM L DN .

(HC+BC)-AC = HC-AC +BC-AC =

— CH-CA+ CB-CA~ CH(CH + HA) + CB-(CH + HA) -

=CH-CH+CH-HA+CB-CH +CB-HA =
= [cH[ +0-+[cB||c] o~

=5°+7x5=25+35=60

—2 —_—2 —2 —2 —2
AB =AH +BH ©3*=AH +2°© AH =5&

= AH=+5

AH>0
(AB + AH). AB - AB. AB+ AH - AB -

- s . 28)-

:32+\/5><;§><\/;:9+5:14

~
’

a) a-(d-v)= ][ -v|cos(d’ (4-v)) =

c>ﬁﬂ—&-\?:8x5cosGO°c>HﬁH2—J\7:4O><%©

v
b) iV’ =5 = (i-V)-(i-V)=25=
SU-U-U-V-U-V+V-V=25o

o [dff -2d-v+ |V =25 =

<:>82—2><44+H\7H2 =25

& |V =25-64+88 < ||V]* = 49 < V] =49 = 7

V>0
i+ off i~ (26 7). =
=(G+V)-(G+V)-5%(20-V-V V)=
=U-U+U0-v+u-v+v-v-10u-v+5v.v =

=|dl ~8u-v+6|v| =82 -8x44+6x72=6

—|RW[ + R¥#-1G - MG-RW - Q- MG -

e « 58 =0
3

Pag. 204
331.a=(3,1), b=(2,4), ¢=(-2,-1), d=(0,2)
33.2.a) a-b=(3,1)(2, 4)=3x2+1x4=6+4=10

b) a-¢=(3,1)(-2,-1)=3(-2)+1(-1)=-6-1=-7

c) ad=(3,1(0,2)=3x0+1x2=0+2=2

d) b-c=(2,4)(-2,-1)=2(-2)+4(-1)=-4-4=
-8

e) b-d=(2,4)(0,2)=2x0+4x2=0+8=8
(-2,-1)-(0,2) =-2x0+(-1)x2=0-2=

=
Ol
Q
Il

=-16-2x5-10-7 = -43

34.1. A(2,-1,0), B(0,-1,1), C(-1,1,0),
D(0, 2, 1)

34.2.a) AB.BA=-AB.AB :_HATBHZ -

2
—- (V2 s 0+ # | =~(VaTT) =-(V5) -5
Calculo auxiliar:
AB=B-A=(0,-1,1)-(2,-1,0)=
=(0-2,-1+1,1-0)=(-2, 0, 1)
b) BA-CD=-AB-CD=(2,0,-1)-(1,1,-1)=
=2x1+0x1+(-1)x(-1)=2+0+1=3
Calculo auxiliar:
CD=D-C=(0,2,-1)-(-1,1,0) =
=(0+1,2-1,-1-0)=(1,1,-1)
¢) 2AB-BC=2(-2,0,1)-(-1,2,-1)=
=2(-2x(-1)+0x2+1x(-1)) =2(2+0-1) =
=2x1=2
Calculo auxiliar:
BC=C-B=(-1,1,0)-(0,-1,1)=
=(-1-0,1+1,0-1)=(-1,2,-1)

d) (AC+CA)- AB=0-AB=0

P 0310 @ IDYATTVININ
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34.3. Per.Entdo, P(1+2k,—1-k1+3k), ke R

AP | AB< AP.AB=0 <

& (2k-1, -k, 1+3k)-(-2,0,1)=0 =

& -2(2k-1)+0+1+3k =0
& 4k+2+1+3k=0< 3=k

P(1+2x3,-1-3,1+3x3)=(7,-4,10)

Calculo auxiliar:
AP=P-A=

= (1+2k, —1-k,1+3k) = (2, -1, 0) =
—(1+2k -2, ~1-k+1,1+3k-0) =

= (2k-1, -k, 1+3k)

351.C=D+AB=(0,4)+(8,1)=(0+8, 4+1)=(8,5)

Calculo auxiliar:

AB=B-A=(6,1)-(-2,0)=

=(6+1,1-0)=(8,1)

35.2. y =x+1
(x,x+1)=(2,10)+k (-1, 2) &

xX=2-k k=2-x
= =Y =N
X+1=10+2k x+1=10+2(2-x)

= & =
{x+1:10+4—2x {3x:13

—10x g+5 E 90+80 270
3 3 3 3
36.1. cos(u v) .v (2 3) (1 4)
\UH HVH \/22 —3) x\/f 142

Geometria analitica

u.v (-2,3).(-31)

36.2. cos(u v)

—2><(—3)+3><1 _ 9
J13x4J10 130

=cos™ 9 ~ 37,9°
) V130

(d

<i

e

Qv (fx/—)(m/—)

36.3. cos (i, V) = PR oy
_Bx(-N)+v2xV3 0
- \/—X2 4\/_

(HAV) cos™'(0) =90°

%x1+(—1)>< %) % 6
2 4 8
(UAV) =cos™ (GJ ~ 49,4°
/85
a.v
36.5. cos(u v) HUHXHVH

(1-10).(-2,2,1)

B 1><(—2)+(—1)><2+0><1 _ 4
- J2x3 32

i.v)=cos™ 4 ~ 160,5°
(4.7) 32

u.v
Ja<[v] -

(2-3,1).(-1,0,3)

36.6. cos(u v)

JP (1) 40 xf(-2) #2247 )

(0P

39
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Pag. 205

2 6
37.2 cos(u v) uv__ 6 —1
S <[] 3xa 2
1

38.1.a) AB=B-A=(0,1,3)-(-1,2,0)=(1,-1,3)
BC=C-B=(2,1,2)-(0,1,3)=(2,0,-1)
AB-BC=(1,-1,3)-(2,0, —1)
= 1% 2+ (~1)x 0+ 3x(~1) = -

b) ﬁ:A-C:(—Lz,o)—(2,1,2)=(—3,1,—2)
(24B-BC).CA=
=(2(1,-1,3)-(2, ,—1)).(—3,1,—2)=
=((2,-2,6)-(2,0,-1))-(-3,1, -
=(0,-2,7)(-3,1,-2) =
= 0x(-3)+(-2)x1+7x(-2) = -

38.2. AB-BC=-1< -BA-BC=-1<BA-BC=1>0
(EA@) € um angulo agudo.
AB-AC=(1,-1,3)-(3,-1,2) =
=1x3+(-1)x(-1)+3x2=3+1+6=10>0
(EATC) € um angulo agudo.
CA-CB=(-3,1,-2)-(-2,0,1)=
=-3x(-2)+1x0+(-2)x1=4>0
(ﬁA@) € um angulo agudo.

Logo, [ABC] é um triangulo acutangulo.

Calculo auxiliar:
AC=-CA=-(-3,1,-2)=(3,-1,2)

CB=-BC=-(2,0,-1)=(-2,0,1)

383.PcQ,=P(0,0,2)
CA-CP=0&(-3,1,-2)(-2,-1,z2-2)=0&
& -3(-2)+1x(-1)+(-2)x(z-2)=0 <

<:>—2(z—2)=—5®z—2=g®z=2+g<:>z=g

P(O, 0, gj
2

Calculo auxiliar:

CP=P-C=(0,0,2)-(2,1,2)=(-2,-1,2z-2)

40

AB.(AB+ED)

6x 35

_aBaB-rgEn _ E[ 0 e

185 (#5.65) 1845 185
2 25

5 5
(EAE) =cos” [2\/5]
5

39. cos(EAﬁ)z AB.AD =
7 |a]<[4p]

~ 26,565°

BAC = 2x 26,565 ~ 53°

404.3) G-V=0s (1, k+1,k)-(-2,1,0)=0
S 1x(-2)+(k+1)x1+kx0=0 <
o 2+k+1=0< k =1

b) G-v=0e (k,2k-2,-2)-(k k-1,3)=0
& kxk+(2k-2)x(k-1)+(-2)x3=0
oK +2K? -2k-2k+2-6=0 <.

& 3kP-4k-4=0s

—(~4) £ 4/(—4)’ - 4x3x (-4
P i R
2x3
@k:4i8<:>k Evk:—i<:
6 6 6

ok=2vk=-2

40.2.2) iv>0e (k 2,1)-(3,-k, 3)>0
<& kx3+2x(-k)+1x3>0< k+3>0<
< k>-3
b) i-v>0&(k,-1,0)(k,4,2)>0&
& kxk+(-1)x4+0x2>0<

ok-4>00k<-2vk>2
Célculo auxiliar:
—-4=0=k?=

R

X ~©

4o k=12

411.7=(-2,6,-4)=2(-1,3,-2)

é colinear com (-1, 3, -2).

Logo, é um vetor diretor daretar. Areta s é
paralela ao eixo Oz.

Logo, s é um vetor diretor de s.

BI0YIPT 0110 © IDAATTVINN
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(-2,6,-4)-(0,0,1) B

J2r et (-4 <1

42,

43.

44 1.

44.2.

45.1.

Geometria analitica

r?=AB =1/(4—1)2+(2—3)22 =x/ﬁ2

Equagao da circunferéncia: (x - 4)2 +(y - 2)2 =10

-4
\/% 45.2. Se a reta contém o didmetro da circunferéncia,
(ng) _ cos( —4 Jz 12230 passa pelo seu centro, o ponto A.
56 AB=B-A=(1,3)-(4,2)=(-3,1)
b) (ff§)=180°—122,3°=57,7° 1
Mg = -3
3
AB:y:—1x+b e Ac AB
Pag. 206 3
1 1 4 10
By +2kx =12 < 6y = -2kx+12 & y:—gkx+2 2=—§><4+b<:>2+§=b<:>?=b
r=(3-k)es=(14) AB:y=—1x+E
- 3 3
rs=0s
<:>(3,_k).(1,4):0<:>3X1+(—k)><420@ 46- dr:‘7_3‘:4
<:>3—4k=0@3:4k<:>k:% d, =[3-(-2)|=5
mo=m Seja p a reta perpendicular a t e que passa por P.
T o , m=1em, =-1;
Logo, as retas r e s ndo sao estritamente paralelas P
nem coincidentes. p:y=-x+bePep
f:(»]’\/g);é’:(»]’_\/g) 3=-3+bs6=>b
p:y=-x+6
r.s= (1\/5)(1_\/5) =1x1+ \/g(_\/g) =1-3= Como as duas retas, t e p, tém ordenada na
- 220 origem igual a 6, o ponto de intersecdo das duas
Logo, as retas re s nao sao perpendiculares. retas ¢ o ponto Q(0, 6).
Ent&o, s&o concorrentes n&o perpendiculares. 5A \/ﬁ B B
Opeso (B) d, =PQ=,/(0-3)" +(6-3)" =/9+9=3V2~4,2
d <d, <d,
4 2
4x-5y-2=0 -Sy=-4x+2y=—Xx——
5 5 47.1.a) C é o ponto de r mais proximo de B. Ent&o é o

m,=i; ms=—§; S: y=—§x+b e Bes
5 4 4
—5:—§><2+bc>—5+§:b<:>—§:b
4 2 2
sy 5,5
’ 47 2

C(0,y); AB=B-A=(2,-5)-(-3,4)=(5-9)
AC=C-A=(0y)-(-34)=(3,y-4)
AB.AC=0s(5-9).(3y-4)=0=
©5x3-9(y-4)=0515-9y+36=0

4:)—9y=—51<:>y=%<:>y=E

3
cloy)
3

Bet
x=1=>y=3x1=3
B(1,3)

ponto de intersecéo da reta rcom a reta s,
perpendicular a re que passa por B.

m

r

:1 em,=-2
2

S:y=-2x+b e Bes
4=-2x2+bs4+4=b=8=>b
S:y=-2x+8
1
=—x-2
y 2x -
y=-2x+8

{—4x+16=x—4 {—5x=—2o
= =

x=4 x=4
= =3
y=-8+8 y=0

c(4,0)

—2x+8:1x—2
2 =

=

b) BC=C-B=(4,0)-(2,4)=(2,-4)

B'=C+BC=(4,0)+(2,-4)=(6,-4)
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47.2.

A(x,2) e Aer

2:1x—2@4=x—4©8:x

BB =2BC =220 = 45

AC =,/(8-4) +(2-0)° =20 =25

_ﬁx%_%/gx%/g

— =20 u. a.
A[ABB] 2 2

48.1.

48.2.

49.1.

49.2,

49.3.

42
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P(x, x-1)

AB=B-A=(5-3)-(-2-4)=(71)
OP=P-0=(x,x-1);
AB.OP=0« (7,1).(x,x-1)=0&

@7x+1(x—1):0©8x:1©x:%

AC=C-A=(0,-3)-(-2-4)=(21)

OP =(x, -X)

OP.AC=2& (x,-x).(2,)=2o2x-x=2&
S x=2

P(2,-2)

(-3+1) +(-2+6)' =20 = (-2)" +4* =20 &

< 4+6 =20 (Verdadeiro)

Logo, T pertence a circunferéncia.
Seja C o centro de circunferéncia C(-1,-6) .

CT=T-C=(-3,-2)-(-1-6)=(-24)

me; = =-2

-2
A reta t, tangente a circunferénciaem T é

1 -
—f=(21
2’ ( )

perpendicular a CT. m, =
t:(x,y)=(-3,-2)+k(2,1),keR

A ya)

B(1, ¥s)

(141 +(y +6)' =20 = (y +6)’ =204 &

& (y+6) =16 y+6=16<y=-10vy=-2
A(1,-10)

B(1-2)
CA=A-C=(1,-10)-(-1,-6)=(2, -4)

50.1.

50.2.

50.3.

50.4.

51.
51.1.

51.2,

CB=B-C=(1,-2)-(-1,-6)=(2, 4)

cos(CA [ cB) = CACE__

|cAl |5
. (2-4).(24) 2x2+(4)x4 12
_\/22+(—4)2><W_ J20xy20 20
3
5
(ﬁ | @) =cos™ (—§J ~ 2,21 rad

5

.0 =[] [V] cos(ai; V) = 1x 2008 T = 2x 1 =1
3 2

|24 + V[ = (24 +V).(24 + V) =
= 40.0+20.V +20.V+V.V = 4|+ 46.v + |V =

=4xP +4x1+22 =12

|l2d +v|* = 12(H25:Am O)HZU +v|=V12 &
& |20 +v]=2V3
cos(ﬁ?2ﬁ+\7)= f"(zuf"l -3 __ 3J3 -
lalxf2d+v]1x2v3 23
V3
S 2
(6720 +V) = cos™ [@J _x
2 6

A(O, 0, 2) , B(2, 0, 1), C(2, 3, 0) e D(O, 4, 1)
a) y=3

b) r*=0D =\/(0—0)2+(4—0)2+(1_0)2 -

17" =17
Equacéo da superficie esférica:
(x-0) +(y-4)+(z-1) =17 =

X+ (y-4) +(z-1) =17

a) (x-2)+(y-0)+(z-1) =
=(x-0) +(y-4) +(z-1) =
o X —ax+ary v 7728+ f =
X+ yF -8y+16+ F -2+ F

< 4x+8y+4-16=0<
& -4x+8y-12=0<x-2y+3=0

b) AC=(2,3,0)-(0,0,2)=(2,3,-2)
AC:(x,y,z)=(0,0,2)+k(2,3,-2),keR

EI0YIPT 0110 © IDAATTVINN
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c) AC: (x,y,z)=(2k,3k,2-2k), ke R
2k-2(3k)+3=0<2k-6k=-3 <

@—4k:—3©k:%

P 2><§, SXE, 2—2><§
4 4 4

d) PB=B-P=(2,0,1)-

T
o
o

|
o
Il

°

N

52.

52.1.

52.2.

53.

54.

Pag. 208
e v=(2-k,1)

iV=0s(-1,K)(2-k,)=0e
e -1x(2-k)+k*x1=0c 2+k+k’ =0

-1+ 12—4><1><(—2) 1+3
Sk=———&
2x1 2
S k=-2vk=1
U.\7<Oc>k2+k—2<0c>ke]—2,1[

o\ /s
N

A(x,0),x<0; Béum ponto da bissetriz dos

< k=

quadrantes impares B(x, x) .

(x, x)=(0,-3)+k(2-1) =

x =2k -3-k=2k [-3k=3
=4 =4 =4 =4
x=-3-k

k=-1
= =
x=-3+1 X=-2

B(-2-2)

BA=A-B=(x,0)-(-2,-2)=(x+2,2),x<0
0.BA=(10).(x+22)=x+2+0=x+2

X<0ex+2<2
Opcao (B)

C(x,y)
0C=C-0=(x,y)
OA=A-0=(4,0)
OC.OA=(x,y).(4,0)=4x+0=4x

Logo, OC.OA néo depende da ordenada de C.

55.

56.1.

56.2.

Geometria analitica

1.° Processo
PQ+PR =32 (PC+CQ)-PR=32 <

& PC.PR+CQ.PR=32 &

=64 <&

(P=l-0)

o m%ﬁ?.ﬁ? -2 HPRH

(PCLPR)
=|PR|-2
Posse) = 4xPR =4x8=32 u.c.
Calculo auxiliar: PC =g CQeCQ-=
Ca- 5(3 @j

2.° Processo
Seja a o comprimento do lado do quadrado

8|
[
>

. Entéo, OP =

)

o
Rl Bl N2 Ao

()
Ne—

I
7~ N\
[\CH N
o

\

Q
Ne—

<)
—
]
—_
oL
o
SN—

PQ.PR=32 [1a,§aj.(a,o) =32

©1axa+§ax0:32©132:32©a2 =64 <
2 4 2

< a=8
(a>0)

P[OABC]:4a:4><8:32 u. c.
u.v=(ab).(-ba)=-ab+ab=0
Logo, i LVv.
u.w=(ab).(b—a)=ab-ab=0
Logo, U Lw.

| =V + &7
= -0y + " =+ &7 <[
o = 0" + (-a)" =+ 57 <[

Logo, ] = V]| = |w]

C=A+2AM=(1,-5)+2(2,4)=(1,-5)+(4,8) =
-(5.3)
Calculo auxiliar:
AM=M-A=(3,-1)-(1,-5)=(2, 4)
MB e MD s&o perpendiculares a AM e
|w5] - D) - [ana] -
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57.

Entao utilizando a propriedade demonstrada na
alinea anterior, temos, por exemplo, que

MB=(-4,2) e MD = (4, -2).
B=M+MB=(3,-1)+(-4,2)=(-1,1)
D=M+MD=(3,-1)+(4,-2)=(7,-3)

Os outros vértices do quadrado s&o os pontos de
coordenadas (-11), (5,3) e (7.-3).
Sejaaaabcissade B, a>-a.

f(a)=a*; B(a,az)

f(-a)=(-a) =a’; A(-a,a’)
ﬁJ_@@ﬁ.@=0<:>(—a,az).(a,az)=0c>
e-a’+a'=0ca’(-1+a°)=0e
oa’=0va’-1=0sa=0va=+1

Como A e B tém abcissas diferentes e a > -a .
A(—1, 1)

58.1.

44
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1.° Processo:
AG.BD =16 <
@(TB'+%)~(@+CTD)=16<:>
< AB.BG + AB.GD+BG.BG+BG.GD =16 <
< 0-AB.AB +(@+@).(ﬁ+@)+0=16

(AB1BG, GD=-AB, BG LGD)
= -|AB[ +BC.BC +BC.CG +
+CG.BC+CG.CG=16 <

Saac
(@LE, Eﬂ%)

o [ pE |aB[ =16 o
(IEc-AgHcel)

AB| =16 = 4

‘EHZ + HETCHZ +0+0+ H@Hz =16 <

o \\TB’\\Z —16 o

(1#8}-0)

Vsélido = chbo + 2Vpiré)mide = 96 = 43 + 2Vpirémide =
< 96-64 =2V, .00 < Viiamice = 16 &

= %><42 xh =16 < h =3 (altura da piramide)

V,(2,7,2) e (2, -3, 2)

2.° Processo:
Seja a o comprimento da aresta do cubo

[0ABCDEFG] .

A(a,0,0), G(0,a,a), B(a,a,0), D(0,0, a).
E=G—A=(0,a,a)—(a,0,0)=(—a,a,a)
BD=D-B=(0,0,a)-(a, a, 0)=(-a,-a, a)

58.2.

59.1.

59.2.

AG.BD =16 = (-a.aa).(-a-aa)=16 <
< -ax(-a)+ax(-a)+axa=16 <

s a’-a’+at=16<a° :16(<:5)a:4

EI0YIPY 0110 © IDAATTVINN

Vesido = Veuno + 2Vpirémide ©9%=4"+ 2Vpir§mide =
< 96-64 =2V, .00 < Viiamice = 16 &

<:>%><42><h:16<:>h:3

V,(2,7,2) e V,(2,-3,2)

P(z+1,y, 2)
BD=D-B=(0,0,4)-(4,4,0)=(-4,-4,4)
BD:(x,y,2z)=(0,0,4)+k(-4,-4,4), keR
PeBD

z+1=0-4k 4+4k+1=-4k
y=0-4k << =
z=4+4k
k- 2
8k=-5 8 —
= =

5 5

= 4x|-= ==

y-tn(-2) oty -2

5 ;.3

Z:4+4(—g) 2
p(3,153) (553
2 2 2 2 2 2

PT/1=\/1—P=(2,7,2)—(§,§,§j=[—1,§, 1J

222 2'2'2
SRRSO ELNERE
N = A
e )

ten 1 1
2'22)\ 2 22

9

2

RO SRS

_1X(_1)+9X[_ﬂ)+1xl 97

27 2) 2 T2)"2"2 T

B 83 [123 /10209
47\ 4 4

97

410209

57 5 o =97 ) o
(PV;. PV;) =cos [ 10209j~164

m, = tan135°= tan(180°-45°) = —tan 45°= —1
S:y=-x+b e Bes
3=—(-1)+be-4=b
S:y=-x-4x+y+4=0

Aer e A(1y,)
1-7y,+20=021=7y, < y, =3
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Geometria analitica

59.3. x—7y+20:0©—7y:—x—20©y:1x+§ 62.2.Intersegéo com Ox: (x, 0, 0)
[ 3x-2x040-6=0c3x=6o x=2
m =2 (2.0,0)
AC Lr Intersegdo com Oy: (O, y, 0)
My, =7 3x0-2y+0-6=0 -6=2y o y=-3
AC:y=-Tx+b e A(1,3)e AC (0.-3,0)
3=-7x1+b=10=0b Intersegdo com Oz: (0, 0, z)
AC: y=-7x+10 3x0-2x0+z-6=0<2z=6
BClsem,=-1 (0,0,6)
Mpe =1 (2,0,0), (0,-3,0) e (0,0,6)
BC:y=x+b e B(-1,-3)eBC 63.1.7=(2,-1,0) e A(2,1,-3)
3=-1+be-2=0b a:2x-y+d=0¢e Aca
BC:y=x-2 2x2-1+d=0=d=-3
CeAC e CeBC a:2x-y-3=0
{y=—7x2+10©{x—2=—7x+10<:>{8x=12<:> 63.2. ﬁ:(»], 2, T[) e A(O, 0, 0)
y=x- — — a: Xx+2y+nz+d=0¢e Aca
x=3 0+2x0+7nx0+d=0&d=0
= g = 1 a:x+2y+m1z=0
_9 y=-= ~
y=5-2 2 63.3.71=(-2,0,0) e A(-1,3,1)
03 1 a.-2x+d=0e Aca
[E’_Ej 2x(-1)+d=0ed=-2
60. A(x,f(x))=(x,sinx) a:-2x-2=0=x+1=0
B(x, g(x))=(x, cosx) 63.4.71=(-2,3,4) e A[%,O,%j
OA.OB =(x, sinx).(x, cosx) = x* +sinxcos x at_2x+3y+4z4d=0e Aca
Seja h(x)=x*+sinxcosx . 1 3
2x—+3x0+4x—+d=0d=-2
1 2 4
a: -2x+3y+4z-2=0
h
64.1. i =(1,-1,0), por exemplo.
Se y =0, porexemplo, x-0+1=0< x =-1
-037 . A(-1,0, 5), por exemplo.
—Z-1-02 ® 64.2. 11 =(2,1,-1), por exemplo.
Se x=0 e y =0, por exemplo,
o . 0+2x0-z+3=0<3=z
O valor minimo de OA.OB ¢é -0,2. A(O, 0, 3) . por exemplo.
64.3. 1 =(-1,2,3), por exemplo. A(1, -1, 0)
- Pag. 210 64.4.7i=(1,0, 0), por exemplo.
61.1. AB e FG, por exemplo.
. A(1, 2, 3), por exemplo.
61.2. AB e BG, por exemplo.
61.3. Dl & GB , por exemplo. 65.1. AB=B-A=(0,4,-1)-(-2,0,1)=(2, 4, -2)
61.4. BG, por exemplo. .
BC=C-B=(2,3,-1)-(0,4,-1)=(2,-1,0)
62.1.Por exemplo, 11, =(3,-2,1) e 2

57 11 logo os vetores AB e BC nao s&o

colineares, pelo que, A, B e C néo séo colineares,
ou seja, definem um plano.

A, =2(3,-2,1)=(6, -4, 2)
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65.2.Seja ri=(a, b, ¢), um vetor normal a ABC.

66.

{ﬁ.@:o@{(a,b,c) (2,4, 2)—0

7.BC=0 |(a.b,c).(2,-1,0)=0
{2a+4b—20:0 {a 2b-c= O
= =

2a-b=0

{a+2 (2a)- {
o

n=(a,2a,5a),aeR\{0}

Por exemplo, se a=1: ri=(1,2,5).
ABC: x+2y+5z+d=0e Ac ABC

-2+2x0+5x1+d=0=d=-3
ABC: x+2y+5z-3=0

A(x,0,0) e Ae ACD
2x+2x0+0-4=0=2x=4=x=2
A(2,0,0) e OA=2

C(0,y,0) e Ce ACD
2x0+2y+0-4=02y=4cy=2
C(0,2,0) e OC =2

D(0,0,z) e De ACD
2x0+2x0+z-4=0=2z=4
D(0,0,4) e OD=4

Vv =0AxOCx0OD=2x2x4=16 u.v.

[6ABCDEFG] —

67.

68.1.

46
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ri(x,y,z)=(1,2,2)+k(1,-1,0), ke R <
< (x,y,z)=(1+k,2-k,2),keR
a:—-X+2y-z=4;
-(1+k)+2(2-k)-2=4 =
o 1-Kk+4-2k-2=4o 3k=3<k=—1
Ponto de intersegéo:

(x,y,z)=(1-1,2-(-1),2)=(0,3,2)

ril's
Seja « o plano definido pelas retas re s, e sejam
R e S pontos das retas re s, respetivamente.
R(1,-3,1) e S(0,1,-4)
RS=S-R=(0,1,-4)-(1,-3,1)=(-1, 4, -5)
r=(2,0,-1)
Seja ri=(a, b, ¢) um vetor normal a « .
i.RS=0 _ [(ab.c)(-14,-5)=0
n (a,b,c).(20,-1)=0
-a+4b-5¢=0 {—a+4b—5x2a=0
= =

0

2a-c=0 2a=c¢

68.2.

69.1.

b:ﬂa
4

4b =11a
= =
c=2a

c=2a
ﬁ=(a,ﬂa,2aj,aeﬂ§
4

Se, por exemplo, a=4, ri=(4,11,8).
a:4x+11y+8z+d=0 e Sea

4x0+11x1+8x(-4)+d =0 d =21
a: 4x+11y+8z+21=0

Sejam r =(-2,3,-1) e s§=(0, 2, -1) vetores

diretores das retas r e s, respetivamente. r e s

nao sdo colineares e (0,3,0)er e (0,3,0)es.

Entao, as retas r e s sdo concorrentes. Seja « 0
plano definido pelas retas re s.
Seja ri =(a,b,c) um vetor normal ao plano « .

A.F=0 ((abc).(-23-1)=0
{ﬁ 0 {(abc)(OZ,—1):0

F

S=

-2a+3b-c=0 —2a+3b—2b=0©
2b-c=0 c=2b

T2

*:(%b, b, ZbJ, beR\{0}

Se, porexemplo, b=2, ri= (1 2, 4)
a: x+2y+4z+d=0e (0,3,0)ea

0+2x3+4x0+d=0<d=-6
a:X+2y+4z-6=0

x2-4x=-3=x*-4x+3=0<

4+ (—4)2—4><1><3 4+2
oS X= oS X= o
2x1 2
S x=3vx=1
B(1,2z, z)

B pertence ao plano de equacdo 2x-y+1=z
2x1-2z2+1=2<3=3z2<2z=1
B(1, 2, 1)eBC

2x-y+1=z2x-y-z+1=0
BC é perpendicular ao plano de equagao
2x-y-z+1=0.

Entdo, (2, -1, —1) € um vetor diretor da reta BC.

BC: (x,y,z)=(1,2,1)+k(2,-1,-1),keR
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69.2.Como a bgsg fjo prisma (.eﬂum hexago.nf) regular, 70.3. raio = AB = HEH _ /02 1324 (_3)2 - /18
pode ser dividida em 6 tridngulos equilateros de
lado 2. Seja h a altura de um desses triangulos Superficie esférica:
2 _ 42 2 2 _ _ 2 2 2 2
2=t oh =30 h=\3 (x-4) +(y -0 +(z-2/ =\18" &
o (x-4Y +y* +(z-2) =18
Abase=6x2\/§=6\/§ u.a. (x=4)+y*+(z-2)
z
V. tsma hexagonal = 63 X2 =124/3 . v. 711. AB=B-A=(-2,4,3)-(1,-2,5)=(-3,6,-2)

e - [ =2 o -7

1.° Processo:

o = [ = ac] =77

70.1. D(x, 3x, z)
(x,3x,2)=(-3,5,8)+k(-2,1,3) =

x=-3-2k
©{3x=5+k <{3(-3-2k)=5+k < QHEHZQS = [ac|=es
7=8+3k (HACH>°)

e - act +[es] = Jacf -ee+7 =

&3-9-6k=5+k={-Tk=14 <

=[a6] =147 o |AG|=vi47

— — (fAsi-o)

A A e ac) A%l _ves 6
<k =- s cos( , )_E_W_ 3

z=8+3(-2) z=2
D(1,3,2) (EA ﬁ) =cos™ (\/fj ~ 35°
AC=C-A=(4,3,-1)-(4,0,2)=(0,3,-3
L ( )= )= ) 2.° Processo:
AD=D-A=(1,3,2)-(4,0,2)=(-3, 3, 0) CG-CB-AB-7
Seja ri=(a, b, ¢) um vetor normal ao plano ACD. A —AB +BC o AC =T+ T2
nlAC e LAD & AC =98e o AC=498

—_ AC>0
n.AC=0 (a.b,c).(0,3,-3)=0
i AD—-0 |(a.b,c).(-3,3,00=0 tanCAG =
n B » My ATV Y, = =7

Jo8

- 3b-3c=0 - c=b N (7

-3a+3b=0 a=b CAG =tan” [@stso
fi=(b, b, b),beR\{0}
Se, por exemplo, b=1, ri=(1,1,1). 71.2. BC=C-B=(k-3,2k+1,3k)-(-2, 4,3) =
ACD: x+y+z+d=0 e Ae ACD =(k-1,2k-3,3k-3)
4+0+2+d=0d=-6 AB1BC=0c AB.BC=0<
ACD:x+y+2-6=0 (-3,6,-2) (k-1,2k-3,3k-3)=0

70.2.Seja M o ponto médio de [CD]. & -3(k-1)+6(2k-3)-2(3k-3)=0«

451 343 122) (5 1 & 3k+3+12k-18-6k+6=0<3k=9< k=3

M- 712733 C(3-3,2x3+1,3x3)=(0,7,9)

CD=D-C=(1,3,2)-(4,3,-1)=(-3,0, 3)
_ _ 71.3. BC = (3-1,2x3+1,3x3) = (2, 3, 6)
Seja a o plano mediador de [CD].

a1 -3x+3z+d=0e Mea BC L DCG
DCG: 2x+3y+6z+d=0 e CeDCG
5 1
—3><§+3><§+d=0<:>d=6 2x0+3x7+6x9+d=0<d=-75

a:-3x+32+6=0ox-2-2=0 DCG: 2x+3y +62-75=0
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72.

73.1.

73.2.

74.1.

48
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a e [ sao paralelos. Entdo os seus vetores

normais tém de ser colineares. (Equagdes 1 e 3)
Na equacao 1, o ponto de interse¢cdo com o eixo

Oz é: (0,0,2)

-0+0-z-5=0<=2=-5

(0,0,-5)

Ou seja, o plano interseta o eixo Oz num ponto de
cota negativa.

Entdo, Equacédo 1— f e Equacéo 3 > « .
O plano 7 nao interseta Oz.

Logo, Equacédo 2 —» 7 e Equacdo 4 — 6.
Equacéo 1—

Equacédo 2 >«

Equacgéo 3 —» «

Equacédo 4 —» 0

Seja 6 o plano que passaem A e é paraleloa « .
0:3x+y-2z+d=0e Aeco

3><1+1—2><(—1)+d=0<:>d=—6
0:3x+y—-2z-6=0

a) K°x1+kx1-1+1=0=k’+k=0<
o k(k+1)=0=k=0v k+1=0&
< k=0vk=-1
b) kK®x1+kx0-2+1=0=k*-1=0=k’ =1
Sk=1v k=-1
c) Se p, passaem A e em B entéo,
(k=0v k=-1N) A (k=1v k=-1) = k=-1
i X-y+z+1=0
ﬁ/,1=(1,—1,1)
n,=(3,1,-2)
Ny =(1-11).(31-2)=
=1x3-1x1-1x2=0
Entdo, n, Ln, ,peloque a L.

St

a) r:(x,y,z)=(1,-3,1)+k(1,-3,1),keR
b) Ponto genérico de r:
(x, y, z)=(1+k, -3-3k, 1+k),keR
Intersetando r com «
1+k-3(-3-3k)+1+k=5&

c>1+k+9+9k+1+k:5<:>11k:—6<:>k:—%

Ponto de « mais proximo de A:

8 5,18, 8) (5 155
11 11 11 11 11 11

75.

76.

m-1_m _3m
1 -3 1
cm—1=ﬂ3/\—=3m<:>

< -3m+3=mArm=-9m <
©4m=3/\10m=0<:>m=%/\m=0
N&ao existe valor de m para o qual areta s é

perpendiculara « .
b) n,-s=0<(1,-3,1).(m-1,m,3m)=0<

om-1-3M+3M =0 m=1

r=(1,0,1); n=(0,1,0) éum vetor normal a
xOz .
r-n=(1,0,1)-(0,1,0)=1x0+0x1+1x0=0
rin

Logo, ré paralelaa xOz .

(0,0,1)er e (0,0,1)ex0z

Logo, resta contidaem xOz .

Em alternativa, podia-se ter verificado que dois
pontos da reta pertencem ao eixo xOz .

A, =(-2,1,-1); F=(4,2,-1)

a

4 2

-2 1
n, e r nao sao colineares.

Logo, rnéo é perpendicular a « .

77.1.

77.2.

78.1.

78.2.

Pag. 213
2><(—3)—k><4—‘|—1=0
o -4k=8c k=-2
2x+2y-z-1=0
r=(2,1,-3) e n=(2,-k,-1)
r-n=0s(21-3)-(2-k-1)=0s
©2x2-k-3x(-1)=0&
o -k=-T< k=7

a) CDF /I ADE
CDF :x+y+z+d=0 e DeCDF
0-3+0+d=0d=3
CDF: x+y+z+3=0

b) (x,y,2)=(0,-3,0)+k(1,1,1), keR

Ponto genérico da reta que passa por D e &
perpendicular a ABE.

(x,y,z)=(k,—-3+k k), keR

Seja P o ponto de intersecdo da reta com o plano
ABE.
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79.1.

79.2.

79.3.

79.4.

k-3+k+k-3=0=3k=6<k=2
P(2,—3+2,2)=(2,—1,2)

DP = [(2-0) +(~1+3)’ +(2-0) =4+4+4 =23

OPQ: —x+y+d=0 e Qe OPQ
-3+3+d=0<d=0
OPQ: —x+y =0

Seja n, um vetor normal a OPQ e n, um vetor
normal ao plano definido por -3x+y+z =0

n, =(-110) e n, =(-3,11)

-1 1

371

n, e n, nao sao colineares.

Logo, os planos ndo séo paralelos.

n,-n, =(-110)-(-3,11) = -1x(-3) +1x1+0x1=4 £ 0

Logo, os planos ndo s&o perpendiculares.
Entéo, séo obliquos.

P ¢ aintersecdo da reta PV com o plano OPQ.
PV: (x,y,z)=(6,-2,3)+k(-1,1,0), keR

& (x,y,z)=(6-k,-2+k,3), keR
—-(6-k)+(2+k)=0< -6+k-2+k=0
S 2k=8< k=4

P(6—4, -2+4, 3)=(2, 2, 3)

(x,y,2)=(3,3,0)+k(-1,1,0), keR

80.1.
80.2.

81.1.

Pag. 214

(x,y,2)=(-2,9,-4)+k(4,-8,1), keR
a) Seja r um vetor diretor de re n um vetor

normal ao plano.

r/la . Entdao r Ln

r-n=0s (3m,m, m-5)-(4,-8,1)=0s

< 3mx4-8m+m-5=0<

< 12m-8m+m=5<

obm=5om=1
b) FJ_B/\(n,—1,m)er/\(n,—1,m)ea

r-n=0n4n-8x(-1)+m+3=0&
&m=1A4n+8+1+3=0<

om=1Ard4n=-12m=1Arn=-3

EFG/IABC

EFG: x-2y-2z+d=0 e FeEFG
2-2x7-2x4+d=0<d=20
EFG: x-2y-2z+20=0

MMA11DRGF-GEOMETRIA ANALITICA-4

81.2.

81.3.

82.1.

82.2.

82.3.

Geometria analitica

FB: (x,y,z)=(2,7,4)+k(1,-2,-2), keR
& (x,y,2)=(2+k, 7-2k, 4-2k), keR
Seja Pum ponto de FB. P(2+k,7 -2k, 4-2k)

FP=P-F=
=(2+k,7-2k, 4-2k)~(2,7, 4) = (k, - 2k, - 2k)

[FP|=9 = Kk + (-2kY +(-2k) =9 = VoK =9 =
o 3k|=9c|k=3ck=-3vk=3

Se k=-3
P(2-3,7-2x(-3),4-2x(-3))=(-1,13,10)

Se k=3

P(2+3,7-2x3,4-2x3)=(5,1,-2)

(-1,13,10) e (5,1,-2)

(1,-2,-2)Ln, & (1,-2,-2)-(m, 2m, -3)=0

&Sm-4m+6=0<6=3mm=2

A(x,0,0) e Ac ABC
2x+0+2x0-4=02x=4<x=2
A(2,0,0)

B(0,y,0) e Be ABC
2x0+y+2x0-4=0<y=4

B(O,4,0)
C(0,0, 2)
2x0+0+2z2-4=02z2=42=2
C(0,0,2)

OAxOB 2x4
ATOAB]:T: 2 =4 u. a.

%

[oaBc] =

%XA[OAB]XEZ%X4X2=§ u.v.

(x,y,2)=(0,0,0)+k(2,1,2), ke R
< (x,y,2)=k(2,1,2), keR

a:kx+ky+y+kz-1=0
o kx+(k+1)y+kz-1=0
n, =(k, k+1, k)

k :k+1: k

— —ok=2k+2 k=-2
2 1 2

a) —
b) (2,1,2)-n,=0
= (2,1,2)(k, k+1,k)=0 =

< 2k+k+1+2k=0<

o Bk=—de k=t
5
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c) B(O,4,0)
kx0+kx4+4+kx0-1=0

<:>4k=—3©k=—%

Pag. 215

83.1. AB=B-A=(0,6,0)-(3,0,0)=(-3,6,0)

Seja n, um vetor normal a plano « e r um vetor

diretor da reta r.
r=(01-2)

{ n.r=0 {(a,b,c)-(0,1,—2)

-0
“(ab.c)(-360)=0"

n -AB=0

1

b-2¢=0 |c=_b
“\-3a+6b=0"

a+ob= a=2b

nj:(zb, b, %bj, beR\{0}

Se, por exemplo, b=2, E=(4, 2,1).
a:4x+2y+z+d=0e Aca

4x3+2x0+0+d =0 d=-12
o 4x+2y+z-12=0

83.2.a) C(1,2,z,)eCea

4x1+2x2+z-12=0=2.=4
C(1,2, 4)
b) B(0,6,0)
3x6
AIOAB] :?:9 u. a.

%

[oasc] =

1x9><4=12 u. v.
3

83.3.a) B:y-2z+d=0e Oep

0-2x0+d=0<d=0
p:y-2z=0

b) Vetor diretor de Ox: (1,0,0), por exemplo.
(1,0,0)-(0,1,-2)=1x0+0x1+0x(-2)=0
Logo, o eixo Ox é paralelo ao plano f.
OeOx eOep
Entéo, o eixo Ox esta contidoem /.

84.1.a) OCxOAxOD =18

50

3x3x0D=18 < OD =2
E(0,-3,2) e C(3,0,0)
Sejam M e a o ponto médio e o plano
mediador de [EC], respetivamente.
M(O+3’ﬂ’2+ojz[§'_§'1j

2 2 2 2 2
EC=C-E=(3,00)-(0,-32)=(33,-2)

ECla
:3x+3y-2z+d=0e Mea

3x§+3x(—§j—2x1+d=0<:>d=2
2 2
a:3x+3y—-2z+2=0
b) ED=D-E=(0,0,2)-(0,-3,2)=(0, 3,0)

Seja n = (a, b, ¢) um vetor normal ao plano
EDC.

nlED enlEC

{n-ED:O@{((a, b, c)-(0,3,0)=0

a b c)(3,3-2)=0"

n-EC=0
3h=0 b=0
R = 3
3a+3b-2c=0 C:Ea

5=(a, O,gaj,aeR\{O}
Se, por exemplo, a=2, n=(2, 0, 3)
EDC:2x+3z+d=0e DeEDC

2x0+3x2+d=0=d=-6
EDC:2x+3z-6=0

84.2.a) DB=B-D=(3,-3,0)-(0,0,2)=(3,-3,-2)

a:3x-3y-2z+d=0 e F(3,-32)ea
3x3-3x(-3)-2x2+d =0 d =14
a:3x-3y-2z-14=0

b) AC=C-A=(3,0,0)-(0,-3,0)=(3,3,0)
AC-DB=(3,3,0)-(3,-3,-2)=
=3x3+3x(-3)+0x(-2)=0
Logo, AC L DB, pelo que, a reta AC é paralela
aa.
3x0-3x(-3)-2x0-14=0

< -5=0 (Proposicao falsa)
Logo, A¢zax e Ac AC.
Entéo, AC é estritamente paralela a « .

(x,y,2)=(1,0,0)+k(0,1,1), ke R

o(x,y,z2)=(1,k, k), kek 0O C
OA=(1,ky, ky)
OC =(1, ke, ke)
|0A] =[oc| =
A B

Pk +k? = 14kZ +kZ =

o J1+2k,? = 1+ 2k 2
Como os radicandos, bem como os dois membros

da equacgéo séo ndo negativos, elevando os dois
ao quadrado, obtém-se,
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1+2k,2 =1+ 2k? & k,2 =k < k, = £k, @{ 2b=0 @{b=0
Como os pontos A e C nao podem ser a+b+6c=0 a=-6¢
coincidentes, k, # k. n=(-6c,0,c) ceR\{0}
Entdo, k, =k . Se, por exemplo, ¢ =1, ﬁ:(—6, 0,1
OA-0C =0 (1, — kg, —ks)-(1, ko, k) =0 = OVN:—6x+z+d=0 e OecOVN
2 L2 2 » 1 A2 -6x0+0+d=0<d=0
oS1-kS" -k, =01=2k," < k, —Eckc—i7 OVN :—6x+27=0
a1, 32 32 =
T T o 87.1.Seja n=(a, b, ¢) um vetor normal a ABC.
o[, 2 2 i 1AB e nLAC
272 n-AB=0 |(a,b,c)(2,-2,1)=0
n.AC-0|(a.b,c)(3,03)=0 "
. n-AC = » My : y Yy =
B=C+OA=(1,\/25,\/25]+[1,—\/2§,—\/2§]=(2,0,0) 1
@{2a—2b+c:0©{23—2b—a:0© b=5a
A(1,—\/§, —\/EJ, B(2,0,0) e 0[1,*/5,\/5) 3a+3c=0 c=-a c=-a
2 2 2 2
ﬁ:[a,%a,—aj,aeR\{O}
Pag. 216 Se, por exemplo, a=2, ﬁ:(2,1,—2).
86.1.a) P(x,0,0) e PePQV ABC:2x+y-2z+d=0e.AecABC.
6x+0-12=0<x=2 2x1+0-2x1+d=0<d=0
P(2,0,0) ABC:2x+y-2z=0
[NOPQ] é um quadrado. ] )
N(O 2 O) 872E=A+§E=(1,0,1)+E(3,0,3)
ri(x,y,z)=(0,2,0)+k(6,0,1),keR :[1+§10+011+§):(§~01§J
b) V(1,1,2) e VePQV 2 2) \2 2
6x1+z-12=0=2-6 87.3. EV L ABC e EcEV
V(1,1,6) 5 5
- EV:(x,y,z)=[7,0,—)+k(2,1,—2),keR
VN=N-V=(0,2 0)-(11,86)=(-1,1,-6) 272
s:(x,y,2)=(2,0,0)+k(-1,1,-6), ke R (:,(x,y,z):[gﬁk,k,g_gkj,keg
- — 5 5 5 5
86.2. VP =P -V =(2,0,0)-(1,1,6)=(1, -1, -6) EV=V—E=[§+2k,k,E—ij—(E,O,§j=
VN =(-1,1,-6) =(2k, k, - 2k)
P lp'vﬁ _ HEH:«/22+(—2)2+12 =\J9=3
g Voo =9 & 1% 3 [EV] =0 o [EV] =3
(1-1-6)-(-1,1,-6) B lacov) =¥ < 3 = =
JP (21 +(=6) /(<1 +7 +(-6)’ o (2K + K +(-2k) =3 VoK =3 = 3K =3
_Ix(=1)-1x1-6x(-6) _34 17 k=1 k=-1v k=1
/38 x+/38 38 19 Como V tem ordenada negativa, k =-1.
— S 5 5 1 9
= = VIi=+2x(-1), -1, ==2x(-1) |=| =, -1, =
86.3. ON - (0, 2,0) e OV = (1, 1,6) [2+ (1), =1 5= 2x( )] [2 2)

Seja n = (a, b, c) um vetor normal a OVN.

S, 88.1.F(4,4,4) e H(4,2,4
nlON enlOV ( o ) ( )
R-ON=0 [(a b, c)(0,2 0)=0 @ LOF eHeu
< a:4x+4y+4z+d=0e Hea
4x4+4x2+4x4+d=0<d=-40

a:4x+4y+4z-40=0<x+y+2z-10=0

n-ovV=0 (a.b,c)(1,1,6)=0
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88.2.

88.3.

88.4.

89.1.

52
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[EB] e [CD] s&o diagonais faciais paralelas a HI.

[AC] e [EG] s&o diagonais faciais paralelas a HJ.
[AD] e [BG]| s&o diagonais faciais paralelas a IJ.

Sendo estas diagonais paralelas a retas contidas
no plano « , séo paralelas ao plano o .

Entéo, ha 6 diagonais das faces do cubo que estédo
contidas em retas paralelas ao plano « .

OF: (x,y,z)=(0,0,0)+k(4,4,4), keR
< (x,y,2)=(4k, 4k, 4k), ke R

4k+4k+4k—10=0©12k=10<:>k=§

P 4><§,4><§,4><§ = E,EE
6 6 6 3 3 3

Resolucéo da Ana:
HFxFJ 2x2
Ar) =, T, =2ua.
1 — 1 4
V[FHU] =§><A[FHJ]><FI =§><2><2=§ u.v.
Resolugdo do Joo: /

H(4,2,4) e J(2, 4, 4)

HI =J(4-2) +(2-4) +(4-4) =

=J4+4+0=8=2{2

Seja M o ponto médio de [HJ].

HE =AM +IM° = J8° =v2° +1M" =
—, (m>0) ___

SIM =8-2 < IM=+6

HIxIM 22 x+/6
= = =2
A[HIJ] 2 2

F(4,4,4) e P(E, 10 Ej
3 3 3

R

4 4 4 [12 23
=, |-+—+=-=,|—=—
9 9 9 VY9 3

1 — 1 243
V[FHIJ]ZEXA[HIJ]XPFZEXZ\/gXT:

3u.a.

_4x3 4

" 3x3 3

AO=0-A=(0,0,0)-(2,3,-1)=(-2,-3,1)
P(x,0,0)
AP=P-A=(x,0,0)-(2,3, -1)=(x-2,-3,1)

AO L AP < AO-AP=0%(-2,-3,1)-(x-2,-3,1)=0

©-2(x-2)+9+1=0x-2=5ox=7
P(7,0,0)

89.2. EF | ABC e E€EF
EF:(x,y,2)=(1,2,4)+k(2,-1,2), keR
< (x,y,2)=(1+2k,2-k,4+2k), ke R
F é o ponto de intersegéo da reta EF com o plano
ABC.
2(1+2k)—(2-k)+2(4+2k)+1=0 <
< 2+4k-2+k+8+4k+1=0<
<% =9 k=-1
F(142x(=1), 2= (1), 4+ 2x(-1) = (-1, 3, 2)
90. D é o ponto de intersec¢ao da reta HD com o plano
ABC.
HD L ABC e HeHD
HD: (x,y,z)=(4,-5,5)+k(2,-1,3), keR
< (x,y,2z)=(4+2k,-5-k,5+3k), keR
2(4+2k)—-(-5-k)+3(5+3k)=0<
<& 8+4k+5+k+15+9% =0<
<14k =-28 > k=-2
D(4+2x(-2),-5-(-2),5+3x(-2)) = (0,-3,-1)
91.1.a) (x,y,2)=(3,6,9)+k(1,2,2),keR
b) E é o ponto de intersecdo de r com o plano ABC.
r:(x,y,z)=(3+k,6+2k,9+2k), keR
3+k+2x(6+2k)+2x(9+2k)-6=0<
& 3+k+12+4k+18+4k-6=0<
S 9%k =-27<k=-3
E(3-3,6+2x(-3),9+2x(-3))=(0, 0, 3)
91.2.B(0,y,0) e Be ABC
0+2xy+2x0-6=02y=6<y=3
Logo, a ordenada de B ¢é 3.
91.3.BV =V -B=(3,6,9)-(0,3,0)=(3, 3,9)
BD = 2BE =2x(E-B)=2x((0,0,3)-(0, 3,0)) =
=2x(0,-3,3)=(0,-86, 6)
BV-BD=(3,3,9)-(0,-6,6)=
=3><0+3><(—6)+9><6=—18+54=36
Pag. 218
92.1. Para que a reta seja paralela ao plano ABC, o seu

vetor diretor tem de ser perpendicular ao vetor
normal ao plano. Como ABC // EFG, um vetor

normal ao plano ABC é (7,1, -4).
(7,1,-4)-(1,1,2) = 7x1+1x1-4x2=0
(7.1, -4)-(=1,1, =2) = Tx(~1) + 1x1-4x(-2) # 0

Entao, tendo em conta os vetores, podera ser a
opgéo (A) ou a opgéao (B).

BIONP 0110d ® IDYATTVININ
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92.2.

93.1.

93.2.

ABC:.7x+y-4z+d=0 A CeABC
7x4-4-4x(-1)+d=0&d=-28
ABC:7x+y—-4z-28=0

A(x,0,0) e Ac ABC
7X+0-4x0-28=0=7x=28=x=4

A(4,0,0)

(4,0,0)=(3,1,2)+k(1,1,2)
4=3+k k=1

<4 0=1+k ©J{k=-1  Sistemaimpossivel.
0=2+2k k=-1

Logo, por exclusédo de partes, o ponto A pertence a
reta definida na opcéo (B).

a) E € o ponto de intersecéo da reta AE com o plano

EFG.
AE L EFG

AE: (x,y,2z)=(4,0,0)+k(7,1,-4), keR
< (x,y,2)=(4+7k, k, - 4k)
7(4+7k)+k—-4x(-4k)+38=0<
< 28+49k+k+16k+38=0<
< 66k =66 < k=-1
E(4+7x(-1), -1, —4x(-1)=(-3, -1, 4)
b) O ponto do plano EFG que esta mais préximo
de C é o ponto G.
G=C+AE=(4, -4, -1)+(-7,-1,4)=
=(-3,-5,3)
Calculo auxiliar:
AE=E-A=(-3,-1,4)-(4,0,0)=
=(-7,-1,4)

Sejam r e s vetores diretores das retas re S,
respetivamente.
r=(-1,2,1)es=(1,2,0)
1 2
—_— ¢ —
-1 2
Logo, re s ndo sao paralelas.
(0,0, 1) é um ponto do semieixo negativo Oz e

pertence aretar.
(0, 0, —1)=(1, 2, —1)+k(1, 2, 0)

0=1+k k=-1
0=2+2k & k=-1
“1=-1+0  |-1=-1

Logo, o ponto (0,0, -1)es.

Entéo, as retas re s sdo concorrentes num ponto
do semieixo negativo Oz .

Seja o o plano definido pelas retas re s e seja

n= (a, b, c) um seu vetor normal.

Geometria analitica

nlrenls
T-C=0C> (a,b,c)-(—1,2,1)=0©
n-r=0 (a,b,c)~(1,2,0):0

0

—a+2b+c=0 {2b+2b+c=0
RN RN

a+2b=0 a=-2b
c=-4b
=g
a=-2b

n=(-2b, b, -4b), b R\{0}

Se, por exemplo, b=1, n=(-2,1, - 4).
a:-2x+y-4z+d=0¢e (0,0,-1)ea
—2x0+0-4x(-1)+d =0 d =4
a:-2x+y-4z-4=0

.1(0,0,-1) e A(-3,6,2)

Seja M o ponto médio de [/A] e seja # o seu
plano mediador.
M(0_3’0+6’_1+2J=(_§’3’1J

2 2 2 2 2
IALla
IA=A-1=(-3,6,2)-(0,0,-1)=(-3, 6, 3)
a:-3x+6y+3z+d=0e Meca

—3x[—%)+6x3+3x%+d=0<:>d=—24

a:-3X+6y+3z-24=0
si(x,y,z)=(1,2,-1)+k(1,2,0), keR
< (x,y,z)=(1+k,2+2k,-1), ke R
-3x(1+k)+6x(2+2k)+3x(-1)-24=0

& -3-3k+12+12k-3-24=0
9%k =18 k=2
B(1+2,2+2x2,-1)=(3,6, -1)

EV:(x,y,z)=(7.8,-4)+k(2,1,-2), keR

< (x,y,2)=(7+2k, 8+k,-4-2k), keR

2x(7+2k)+8+k-2x(-4-2k)+6=0

= 14+4k+8+k+8+4k+6=0

S 9% =-36=k=-4

E(7+2x(-4),8-4, —-4-2x(-4))=(-1, 4, 4)
b) A(0,0,z) e Ac ABC

2x0+0-22+6=0=2=3

A(0,0,3)

AE = J(-1-0)" +(4-0) +(4-3)
=J1+16+1=418
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94.1.a) E é o ponto de intersecao da reta EV com o
plano ABC.
EV 1 ABC
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94.2. raio” = OV” = |[(7-0)

95.1.

54

AC = 2AE =218
AC x BD 2F 8x2./18
A{ABCD] 2

=2x18=36 u.a.

Nota: Repare que a area de um quadrado &
dada pelo quadrado do comprimento do seu
lado, mas também por metade do produto do
comprimento das suas diagonais.

EV = (-1-7) +(4-8) +(4+4)
=/64+16+64 =144 =12

1 — 1
vV =§><AIABCD]><EV=§><36><12

[ABCDV]

=144 u.v.

2

+(8-0)"+(-4-0Y’

=49+64+16=129

Equacéo da superficie esférica:

(x=7) +(y-8) +(z+4)" =129
(0A-0)

AIOABC] -2550A =25 o OA=5

A(5,0,0) e B(5,5,0)

%

[oABCD]
D(0, 0, 6)
AB=B-A=(5,5,0)-(5,0,0)=(0, 5, 0)
AD=D-A=(0,0,6)-(5,0,0)=(-5,0,6)

=5o©%x25x@=50©®=6

Seja n= (a.b,c) um vetor normal ao plano ABD.
nlLAB enLlAD

{F; AB=0
=

S

=0
(a.b,c)-(0,5,0)=
abc (-5, 0,6)

b=

5b=0
-5a+6¢ = O azgc

0
O
0

n= (50 0, cj ceR\{0}

Se, por exemplo, c=5, n=(6,0, 5).

Seja S o plano paralelo a ABD e que passa por
c(0,5,0). D
B:6x+5z+d=0¢e Cep T3
6x0+5x0+d=0<d=0 6 YE H
B:6x+5z=0 lg

95.3.

—<oEH=—=—
5 6 6 2
5 25
A[EFGH] E —7 u.a
1 25 25
\/[DEFGH] 3><7><3=T '
25 175
V[OABCEFGH] V[OABCD] V[DEFGH]ZSO_T_T u.v
EH _6-k _ 77 _30-5k D
—=——%EH=
5 6 6
S EH=5-—k 6-k
E H
5 Y .
A[EFGH] (—gkj 0 - c

1 5 Y
V[DEFGH]ZEX 5_61{ X(G_k)

v =—V

[oABCEFGH] 5 Y[0ABCD]

[oEFGH] 2

1 1 5
oV ><50©§>< 5—6k x(6-k)=25

Sejam fe g as fungdes definidas, respetivamente,
por:

f(x):;(5—2xj2x(6—x) e g(x)=25

L

y
50

25

LY
r

0 1,24 6 X
O volume do tronco da piramide [OABCEFG] é

metade do volume da pirdmide para k ~ 1,24 .

BIONP 0110d © IDYATTVININ



MMAI11DRGF © Porto Editora

Maximo On
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Tarefa 1

1. A partir das coordenadas dos pontos 1 e 2, x1 e y1
para o ponto 1 e x2 e y2 para o ponto 2, se as
abcissas forem iguais, a fungéo devolve “None”
uma vez que o declive da reta ndo fica definido,
caso contrario, devolve o valor do declive
calculado como (y2-y1)/(x2-x1).

2.1. Afuncéo calcular_inclinacao_em graus néo calcula
corretamente a inclinacéo a partir do declive
quando o declive é negativo.

2.2. Se o declive for positivo ou zero, calcula a
inclinagdo como ¢ apresentado e se for negativo,
soma 180 graus ao apresentado.

2.3. Por exemplo:

Geometria analitica

d)

Digite as coordenadas do primeiro ponto (x1, yl):

xl: 1

yl: @

Digite as coordenadas do segundo ponto (x2, y2):

x2: 2

y2i 3

0 declive da reta que passa pelos pontos (1.8, 8.2) e (2.8, 3.8) é: 3.8
A inclinacdo (angulo) da reta é: 71.57 graus

71,57 graus

1 isport math
def calcular_declive(pontol, pontol):
x1, yl = pontol
x2, yi = pontol
1f x2 - x1 == @2
return Mone # Declive indefinide (reta vertical)

®x(y2 -yl) /(=2 - xl)

b def cal clinaceo_w us (declive)
angulo_radisncs = math.atan(declive)
if declive »= @:
angulo_graus = math.degrees(angulo_radiancs)

angulo_graus = 180 + math.degrees (angulo_radianos)
return angulo_graus

17 print(Diglc
18 x1 = float
19 y1 = float{l ¥
@ poatol = (x1, yl)
21 print{ Digite as coordenadas do segendo ponto (x2, y2):7)
12 x1 = float(i
23 y2 = Float{s
24 poatod = (x2, y2)
5 declive = calcular_declive(pontol. pontol)
& Lf declive i None:

& coordensdst do prissiro posto (x1, y1

=1

da rets & indefinide (rets vertical).”)

aclo (Gngulo) da reta em relaclo so elxo x &: 98 graus”)

® Chlculo da inclinaclo em graus
chlcular_inclinacsc_sa_graus (declive)

0 declive da reta que passa pelos pontos (1.8, 2.8) e (-1.0, 1.2) é: -B.5
A inclinacdo (dngulo) da reta é: 153.43 graus
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3.1. Por exemplo, Parte 3 — Parte 1 — Parte 2.

Alternativa: Parte 1 — Parte 3 — Parte 2
3.2. a)

Digite as coordenadas do primeliro ponto da primeira reta (x1, y1):
x1: @

yi: @

Digite as coordenadas do segundo ponto da primeira reta (x2, y2):
x2: 1

¥ya: 1

Digite as coordenadas do primeiro ponto da segunda reta (x3, y3):
x3: 1

yi: @

Digite as coordenadas do segundo ponto da segunda reta (x4, yd):

x4: @

y4: -1

Amplitude do dngulo entre as retas: 8.80 graus

0 graus

b)

Digite as coordenadas do priseirc ponto da primeira reta (x1, yl1):
x1: 1

yl: 2

Digite as coordenadas do segundo ponto da primeira reta (x2, y2):
x2: 3

yi: 4

Digite as coordenadas do primeiro ponto da segunda reta (x3, y3):
x3: -1

y3i: -1

Digite as coord do segundo ponto da
x4: -2

yd: -6

Amplitude do Angulo entre as retas: 33.69 graus

33,69 graus
3.3. a) Bastava incluir a introducéo da cota nos quatro
pontos usados, bem como nas restantes
funcbes que dependem das coordenadas dos
pontos.
b) Bastava tirar o médulo do produto escalar, ou
seja, o comando “abs”.

gunda reta (x4, y4):

reta que + [pontol} & {pontol) é&: {declive}”)
o (Bngulo) da retas &= relacko 0 elxo x #: {isclinacso:.3f} graui”)
a)
Digite as coordenadas do primeiro ponto (x1, yl1):
x: 1
yl: @
pigite as coordenadas do segundo ponto (x2, y2):
x2: -1
y2: 1

163,43 graus
b)

Digite as coordenadas o priseiro ponto (x1, yl):

xi: 1

yl: @

pigite as coordenadas do segundo ponto (x2, y2):

K 1

yi: 1

0 declive da reta é indefinido (reta vertical). A inclinacio da reta é %@ graus.

90 graus
c)

pigite as cocordenadas do primeiro ponto (x1, y1):

x1: @

yl: 2

pigite as coordenadas do segundo ponto (x2, y2):

X2 5

y2: 2

0 declive da reta que passa pelos pontos (9.8, 2.9) e (5.9, 2.9) é: 0.0
A inclinacdo (ingulo) da reta é: 9.08 graus

0 graus
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Tarefa 2
1.  Por exemplo:

1 #Definir vetores

2481, 0, ¢1=-1; 2, & # Exemplo de vetor (al,bl,cl)
382, b2, ¢c2 = -2, 8, 8.5 # Exemplo de vetor (a2,b2,c2)
4 #Testar a perpendicularidade

5 if al*a2 + b1*b2 + cl*c2 == @:

6 print("0s vetores sdo perpendiculares.”)

7 else:

8 print("0s vetores s3c perpendiculares.™)

0s vetores s3o perpendiculares.

Os vetores séo perpendiculares.

2. Como nao se verifica a primeira condicao da
estrutura de condicéo, mas a segunda sim, porque
a1=0 e a2=0, o programa calcula b2*c1 e compara
com o valor de c2*b1. Como b2*c1=0 e c2*b1=12 e
¢é falso que 0=12, é atribuido o valor logico False a
colineares. No final do programa, como colineares
= False, conclui que os vetores dados ndo sao
colineares.
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3.
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Por exemplo:

Avaliagao global 1

1
3
4

#Definir vetores
al, b1, 1, d1 = 1, 1, 1, @8 # Exemplo do plano (al)x+(bl)y+(cl)z+dl=8
az, b2, c2, d2 = -1, 1, 8, @ # Exemplo do plano (a2)x+(b2)y+(c2)z+d2=0
#Perpendiculares?
if a1*a2 + b1*b2 + c1%c2 == 8:

print("0s planos sdo perpendiculares.”™)

7 else:

#Colineares?
if (a1 == @ and a2 != @) or (bl == @ and b2 != @) or (cl == @ and c2 != @):
colineares = False
elif (a1 == @ and 22 == 2):
if (b2%cl == c2°b1):
colineares = True
else:
colineares = False
elif (bl == @ and b2 == 8):
if (a2%cl == c2%al):
colineares = True
else:
colineares = False
elif (c1 == @ and €2 == 8):
if (a2"bl == b2%al):
colineares = True
else:
colineares = False
else:
if (a2 / @l == b2 / b1 == c2 / c1):
colineares = True
else:
colineares = False
# Conclusdo
if colineares == True:
if a2*bl == 21*b2 and b2*cl == bl1*c2 and c2*dl == c1%d2:
print("0s planos s3o coincidentes.”)
else:
print(“0s planos sdo estritamente paralelos.”)
else:
print(“0s planos s3o obliquos.™)

Os planos séo perpendiculares.

18

1 #Definir vetores

a1, b1, c1, d1 =1, 1, 1, @ # Exemplo do plane (al)x+(bl)y+(cl)z+dl=0
a2, b2, c2, d2 = -1, -1, 8, @ # Exemplo do plano (a2)x+(b2)y+(c2)z+d2=0

4 #Perpendiculares?
5 if a1%a2 + b1*b2 + c1%c2 == @:

print("0s planos sdo perpendiculares.”)

7 else:

#Colineares?
if (a1 == @ and a2 != @) or (bl == @ and b2 != @) or (cl1 == @ and c2 l= @):
colineares = False
elif (al == @ and a2 == 8):
if (b2%cl == c2°b1):
colineares = True
else:
colineares = False
elif (bl == 8 and b2 == 8):
if (a2%cl == c2%al):
colineares = True
else:
colineares = False
elif (c1 == @ and c2 == 2):
if (a2*bl == b2*al):
colineares = True
else:
colineares = False
else:
if (a2 / a1 == b2 / bl == c2 / c1):
colineares = True
else:
colineares = False
# Conclusdo
if colineares == True:
if a2*bl == a1*b2 and b2*cl == b1®c2 and c2%dl == c1*d2:
print(“0s planos s3o coincidentes.™)
else:
print(~0s planocs slo estritamente paralelos.”)
else:
print(“0s planos s3o obligques.”)

56

Os planos sao obliquos.

a) A*x0+B*y0+C*z0+D
b) perpendicular.
c) obliqua.
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M é o ponto médio de [AB].

BIONPE 010d © IDYATIVININ

Seja o ainclinacédo da reta OM.

AM_59% 1
tang =— =—
OA OA 2

a =tan™ (1j ~ 26,6°
2

Opcao (C)
AD-AC e BC-BD sao positivos e AC-CD e
DC-BD s#o negativos.

AC-CD =~CA-CD = -|CA| M

3o - =-o
2 2

AleAl

2PEl

ﬁ-@:—ﬁ-ﬁZ—mx||ﬁ||xw_

=——||DB|| ><62 --18

Opcao (D)
.. |AB
EF~AC=AB~AC=||AB||x||AC||>< —
:||E||2 — a?; Opgao (A)

Ju=1e V=7

u-v= ||&||x||\7||cos(fl:\?) = 1x%cos([1:\7) =%cos([1:\7)

—1<cos(u v)<1<:>—l<1cos(u v)sl
2 2 2
Opcéo (B)
mo-1__1
ocC _2 2
r LOC.Entdo, m, =2.
r:y=2x+becCer
1=2x(-2)+b=5=b
r:y=2x+5

0C=(-2,1);

Seja P o ponto da reta r com abcissa igual ao
dobro da ordenada.

P(2y,y) e Per

y=2><2y+5<:>—3y=5<:>y=—§

P (— — - —J Opcgéo (C)
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A(5,4,0) e B(0, 4, 3)
OA=(5,4,0) e OB=(0, 4, 3)
Seja n= (a, b, c) um vetor normal ao plano OAB.
nLOAenlLOB
n-0OA=0 {(a,b,c)~(5,4,0)=0
. = =
n-OB=0 (a.b,c)-(0,4,3)=0
4

Ba+ab-0 |27 5P
= =

4b+3c=0""| _ 4

=—Zp
3

E:(—fb,b,—be,beR\{o}

5 3

Se, por exemplo, b=-15, n=(12,-15, 20).
OAB:12x-15y+20z+d =0 e O € OAB
12x0-15x0+20x0+d=0<d =0
OAB:12x-15y +20z =0

Opcéo (A)

8.1.

8.2.

8.3.
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Seja r um vetor diretor da reta re n um vetor
normal ao plano « .

r=(2,-1,m)en=(3m,3,3)
rflasrln
r-n=0<(2,-1,m)-(3m,3,3)=0<
c>6m—3+3m=0<:>9m=3c>m=%

Opcéo (D)

K -2k+1=1o k' -2k =0 k(k-2)=0
ok=0vk=2
I-b)

Seja P o ponto de intersegdo da reta rcom o plano « .
P(2,0, z)

Peae2-2x0+z=1<2z=-1

P(2,0,-1)

2=m+k
0=-1+k
-1=m+kn

2=m+1 m=1

Pers k=1 o©{—

-1=m+n n=-2

ll-c)

silr

Os vetores diretores de s (s ) e de r (r) sdo
colineares.

F=(1,1,n)e§=(n,n,m)

n n m )

S ="om=n

1 1 n

lll-a)

9.1.

9.2,

Geometria analitica

BF L EFG

EFG:x+y-z+d=0 e HeEFG
-5-3-4+d=0d=12
EFG:x+y-z+12=0&< -2x-2y+2z-24=0
Opcéao (A)

DH Il BF
DH:(x,y,z)=(-5,-3,4)+k(1,1,-1), keR
< (x,y,z)=(-5+k, -3+k,4-k), keR
DexOz < D(x,0,z) e DeDH

xX=-5+k x=-5+3 X=-2
0=-83+k & k=3 &
z=4-k z=4-3 z=1

D(—2,0,1)

OD =(-2,0,1)

OH = (-5, -3, 4)
cos (0D, 0F) = ODOF__
7 |ol<|or|

(-2,0,1)-(-5,-3,4)

Y27 07+ 9 x| [(-5) +(-3) + 47

B —2><(—5)+O><(—3)+1><4 14

J5 x50 - 510
cmay (14 ) .
(OD,OH)_cos [5mj~27,69

Opcéo (D)

Avaliagéao global 2

2.1.
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1
m, ==
3
Como m, >0 e %:tane,

6 =tan" [%) ~ 0,322 rad

m,=—=-4

Como m, <0 e -4=tanca,

a =tan"'(-4)+n ~ 1816 rad
p=a-0=1816-0,322~ 15 rad
A(4.1) e B(2,-2)

u=(-3,4)

li] = (o) +4° -8 16 -5

AB=B-A=(2,-2)-(4,1)=(-2, -3)
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HEIHX(EQQ).&=5X(E.a+2HgH2)= @{—56x+42=—4x+3 @{—52);:_39
=5x((-2,-3)(-3,4)+2x5) = 3 .
=5x(-2x(-3)-3x4+50)= - 2 @{xu
=5x(6-12+50) = 5x 44 = 220 =-8x,+6  |y=0

2.2, cos(ABfr): EB.U‘ (2-3)-(-3.4) C(%OJ

[AB[<u] (=2 + (o) x5

__6_ b) A =4/(§—1J +(0+2)* = /i+4:7“65
5\13 4 16 4

“ N cost[ 8 <790 /65
(AB,r)_cos (5 Tsj 71 BC_\/ﬁ =—

31. A(1,-2) Os pontos A e B encontram-se & mesma
rrix-8y-17=0 d.lstanma de_C. Entéo, pertencem a mesma
circunferéncia de centroem Ce asretas re s
1-8x(-2)-17=0

O

sdo perpendiculares aos raios [AC] e [BC],

< 1+16-17-=0 Proposigdo verdadeira. ou seja, sdo tangentes a circunferéncia nos
Logo, Aer. pontos A e B.
B(-1,1)
s (x,y)=(3,8)+k(4,7), keR 4.1. Eﬁ\=—E‘~ﬁ=—HFEH><HI7\H><COS(E,A17\)
-1=3+4k
R e SRR T
@{—4:4k©{k:—1 M 2
=Tk U= ~EA-IA =~ AE - Al = - |AE|x |4l x cos AE Ai) =
Logo, Bes.
i 2P e 1
3.2. a) r: x-8y-17=0¢c -8y = —x+17 =—MXAIXM=—2AI - =El-IA
oy=1x1
1 4.2. Seja O o centro do eneagono.
e 164 = 2"
alr.Entdo, m,=-8 9
a:y=-8x+b,e Aca R n—% 7n
—2=-8x1+b, & 6=bh, BAO=—3"""18
a:y=-8x+6 Aészle:ﬂ
. 7 9 9
S 4 47
4 OAH -9 _5n
b Ls . Entao, m, =~ 2 18

(4B AH)= BAO+OAH_% %‘ %:%

1=—i><(—1)+b2 <:>1—i=b2 b _3 AB-AH _ HEHXMXCOS(A& AH) -
7 7

T T ]
b:y=—;x+%

Intersecao das retas a e b:

b:y:—;x+b2 eBeb

2n 7t T 1
=1xcos— =cos| m—— |=—-COS—=——
3 3 3

58
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Pag. 227
C(,y).y>0
BA=A-B=(2,0)-(1,-2)=(1,2)
BC=C-B=(0,y)-(1,-2)=(-1, y+2)

BA-BC = HﬁHxH@chos(ﬁfﬁC) o
<(1,2) (-1, y+2)=

=P+ 22 x|(-1)" +(y +2)’ xcos 45° =
<:>—1+2x(y+2)=\/§><J1+(y+2)2 x%@

& 2+4y +8=,10+10x(y+2)°

Como o radicando, bem como os dois membros da

equacao sido nao negativos, elevando os dois ao
quadrado, obtém-se:

10+10x(y +2)" = (4y +6)" =
©10+10x(y* +4y +4)=16y” + 48y + 36 =
= 10y? —16y> +40y — 48y +10+40-36=0 =
o By’ -8y+14=03y’+4y-7=0c

~4+ |4 —4x3x(-7) —4+10
S y= S y= =1
2x3 6

p= ——zv =1
y 3 y

Como y >0, C(0,1).

A(4,2,0)

. B(4,2,z) e Ber

(4,2,2)= (1, -1, 1)+k[1, 1 %J@

4=1+k k=3
32=-1+k k=3

z:1+1k z=2
3

B(4,2,2)

D(4,0,2)

C(41,2),z>2
CD-CB=0s(0,-1,2-2)-(0,1,2-2)=0&
& 0x0-1x1+(2-2)x(2-2)=0 &
e(2-2)=1e2-z2=t12z=1vz=3
Como z>2, C(4,1,3).

Calculo auxiliar:
CO=D-C=(4,0,2)-(4,1,2)=(0,-1,2-2)
CB=B-C=(4,2,2)-(4,1,2)=(0,1,2-2)

Geometria analitica

6.2. a) CBLCDI e CB=(0,1,-1)

CDI: y-z+d=0 e DeCDI
0-2+d=0&=d=2
CDI: y-z+2=0

b) [ABDE] é um quadrado. Entdo, AD L BE e

BE esta contida no plano BGO.

Logo, AD 1 BGO .
AD=D-A=(4,0,2)-(4,2,0)=(0,-2,2)
AD:(x,y,z)=(4,0,2)+k(0,-2,2),keR
< (x,y,2)=(4,0,2)+k(0,-1,1), keR

6.3. a) AD L«

a:-2y+2z+d=0e Bea

-2x2+42x2+d=0<d=0
a:-2y+2z2=0<-y+z=0
E(4,0,0)

EB=\(4-4) +(2-0) +(2-0) =
=J0+4+4=8=2/2
A[OEBG] =Exa=2\/§x4=8\/§ u. a.

b) A[ABCDE] = A[ABDE] + A[BCD]

:2x2+%:4+1:5 u.a.

V[ABCDEOFGHI] = A[ABCDE] xOE =5x4=20u.v.
Sejam P, Q, R e S os pontos de intersecédo de
p com as arestas [AB], [FG], [O/] e [ED],
respetivamente.

Vi

[OEAFRSPQ] —

%xzo@&xﬁxﬁ=1o©
©4xzxﬁ=1o@ﬁ=§©ﬁ=g

5
Z=—
Fiz=74

Seja ra reta perpendicular a « e que passa por P.

ri(x,y,z)=(-1,1,-2)+k(1,-2,1), keR
& (x,y,2)=(-1+k, 1-2k, -2+k), ke R

.
~1+k-2x(1-2k)+(-2+k)-1=0 &
< -1+k-2+4k-2+k-1=0<
©6k=6<k="1
Q(-1+1,1-2x1,-2+1)=(0, -1, - 1)

Seja Q o ponto de intersegéo da reta rcom o plano

PQ = (-1-0) + (141 +(-2+1 =1+4+1=6
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Questoes tipo exame

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

60
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D, =IR

xeD,; x+6neD;

f(x+6n)=2—4sin(x+6nj
. (x 6n [ x
=2—4sm(—+—j=2—4sm(7+2nj=
3 3 3

=2-4sin| > |=f
(2]
Logo, f & uma fungéo periddica de periodo 67 .

xeDby; %eDf

-1< sin(fj <1

< —1x (—4)

=

w

[\

-4sin (%) >1x(-4)

o 4> —4sin[%Jz—4

< 4+2>2-4sin j2—4+2

X
3
<:>622—4sin(%)2—2
<:>—2s2—4sin(%js6

& -2<f(x)<6

D,’:[—2,6]

a>0

x=2zerodeg < g(2)=0
9(2)=0< 2cos(2n+a)=0

< 2cosa=0 y'
< cosa=0

<:>a=g+k7t, keZ

Como se pretende o
menor valor positivo de

0

\/(xo —x, )+ (2—4sin(§’j—2ms(nxo )T -1

& 2—4sin();’j—2cos(nxo) =1

B [EXE]:Show coordinates
W =Abs (2-4sin (x.3)-2cos (nx))
¥2=1

0102 03 04 05 08 07 QyBfer
K=0.4315003749 Y=1

X, ~ 0,43
21. OA=1
sing =2 o PA _ging o PA = sina
OA 1
cos(x:o—j@%:mSa@@:COSa
OA 1
A _mx@_sinaxcosa
[OAP] - 2 - 2
sina xcosa
A[ORAP] :2XA[OAP] =2x———
Alorap) = SiNa X COS
2.2,
P
N
/ b
Ao
0/ i || A
«15Q |
y 4 ‘I \.:
gt
4
OP =cosa
O triangulo [OQP] é retangulo em P.
- 1
oQ ) 1
— =CcoSa & =COSa & COS” ar = —
OP oS o 4
Como cosa >0, COSa=% e, portanto, a:g.
P:Q=tanac>i=tanﬁ<:>b=—x\/§©b=ﬁ
0Q 1 4
4
Pag. 229
3.1. OB=cosa, BA=sinz e CD=tana

OCxCD OBxBA
A[ABCD] = A[OCD] - A[OBA] = 2 - 2 =

_Ixtana cosaxsina
2 2
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3.2.

3.3.

1( sina .
=— —sinacosa | =
cosa

2

2 cosa

1 sina-sinacos® o
X =

1 sina(1-cos’ )
=X— =
2 cosua
1 sinasinfa  sin*a
L _
2cosa

2 cosa
Portanto, a area do trapézio [ABCD] é dada por
f(a) .

tanp =2

Como 1+tan® g =
co

1422 = L 5=
C

0s® j cos’

1
o cos? f=—
p 5

Sendo ,Be}o, [ cos >0 pelo que

z
2

1 1
cosﬂ—\g—\/g.

Dado que sin? B+cos? f =1, temos:

1 1 4
sinf f+—=1osin® f=1-—<sin’ f=—
p 5 p 5 P 5

Como ﬁe}o,g{, sin >0 pelo que

sing = —:%.
&) (&)
sin® f 5) 5 5)
f(ﬂ)_ZCOSﬂ_Z 1 2
5 J5
_(2f_4
%) 75

CD =1« tana =1. Logo, como ae}o,g{,
T

temos o =—.
4

Portanto, se CT)=1,

sin3[

ﬁwaﬂ=f[:]=zcos( ]ZZX[JEJZ

N3
Ne——

2
Opcéo (A)

Geometria

3.4. A(cosa,sina) e D(1,tana)

0B=_" o cosa = Como ae |0, temos
2 2 2

a=g pelo que sina=§ e tana =+/3.

Entéo, A[;\f] e D(1 , \/g) pelo que

o o5 [

1 3
= 7+7:\/i:1
4 4

Em alternativa, pela semelhanca de tridngulos
[OCD] e [OBA],

OD OA 1+AD
— == =
OoC OB 1

=1+AD=2 < AD =1.

A(10); B(1tana)

Ixtana tana
A[OAB]= 2 = 2

P(cos(n+a),sin(n+a))=(-cosa,—sina);
Q(-cosa,0)

B ‘—cosa‘x‘—sina‘ _ cosa sina

A[OPQ]_ 2 2
tana sina
Aons) _ 2 _ tana cosa
Aopq COS@SINa  cosasina  cosasina
2
1
=———=1+tan’«
cos® a

a) cos(—n—a)+sin[a—gj =-1

< —cosa—cosa =—1
< -2cosa = -1

& cosa .
2

Aose =1+tan’a = 12 = 12:l:
Aora) cos’a (1 1
2 4

b) a é ainclinagdo da reta BP

Se coso:=1 e e 0,E , entdo
2 2

tana =tan(%) =J3.

Como passa na origem do referencial, a equacéo
reduzidadareta BP é y = V3x.
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5.1.

5.2,

5.3.

6.1.

62

Pag. 230

[ 37 j 3 . 3
cos| ——-a |=-= o sina=-=
2 5 5

f(a)=-3tana -2cosa =—3x(—%)—2x% =

9 8 13

"4 5 20

Calculos auxiliares:

siffa+cos’a=1 o cos’a=1-sina <

2
< cosla=1- 3 4:)0052()::1—i
5 25

2 16 4
S Ccos‘a=— & cosa=t—
25 5

Como xe —E,E ,Cosazi.
2 2 5

sina

tana = < tana = ©tana:—%

oS

I
“"‘L‘m\w

sinx
COS X

—2C0Sx =

f(x)=-3tanx-2cosx =-3

_3sinx—2cos?x —3sinx—2(1-sin’ x)
COS x COS x

_ —3sinx-2+2sin’x _ 2sin* x—3sinx-2
cosx cos x

A(xA,5) ; B(xB,O
e

f(XA):5 f(_xB):O
£ Gokdis)
¥y

1A (0sZID ;| T4

™

xg ~ —0,52

OBx5 0,52x5

= ~1,3u. a.
A[OAB] 2 2

O triangulo [ORP] é retangulo em R ja que a reta
RP é tangente a circunferéncia no ponto R e [OR]
€ um raio dessa circunferéncia.

Do mesmo modo se conclui que o triangulo [OSP]
é retdngulo em S.

Além disso, estes dois triangulos s&o iguais pois
tém a hipotenusa comum e dois catetos iguais
([OR] e [OS] séao raios da circunferéncia).

Consequentemente, os angulos ROP e SOP séo

iguais, tendo cada um deles amplitude % .

Portanto:

tan( %] =B o tan[ %)= FP o tan % |- RP
2 OR 2 1 2

6.2.

Assim, a area do triangulo [ORP] é:

o

—_—_ = = tan| —

RPxOR RPx1 _ (2)
2 2 2

Logo, a area do quadrilatero [ORP] que € o dobro
da area do triangulo [ORP] é dada, em funcdo de

a, por: f(a)=tan (%)
RP = tan(%j e como RP = SP, entdo
SP =tan [gj )
2
Por outro lado, a amplitude do arco de
circunferéncia SOR ¢ igual a « , pelo que a

amplitude do arco de circunferéncia do RCS é
2n—-«a .

Assim:
Comprimento do arco Amplitude do
da circunferéncia angulo (rad)
2nx1 e 2n
X e 2n—-«a
2 x 1x (21[ - a)
X=—"T"""%X = 27[ -

2n

Logo, o arco de circunferéncia RCS tem 2n -«
unidades de comprimento.

A distancia percorrida pelo ponto W é igual a
RP+2n—a+SP = 2tan[%)+2n—a , com

ael0,qf.

71.

7.2.

Pag. 231
Base maior: 2sina

Base menor: sina
Altura: cosa
2sina +sina

Aocarr] = X COS &
3sina 3sinacosa
= XCoOSQt = ————
2
T(1,-tana)

15 15
—tanag = -— < tana = —
8 8
Calculos auxiliares:
2
tan’ o +1= 12 @[1—5) +1= 12
cos” a 8 cos” a

225 1 289 1
&S —+1= o —= >
64 cos‘a

64 cos’ o

, 64 8
S C0S“"a=— & CcosSa=1—
289 17

Como « € 0,E , COSazE.
2 17
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7.3.

8.1.

8.2.

sinffa+cos’ @ =1 sina =1-cos’ a

i 64 - 225
osinfa=1-—sinfa=—&
289 289
@Sinza:i1—5
17
Como «a € 0,E , sina=E.
2 17
3 15 8
_ 47747 _360 _ 180
Aoaer] 2 578 289
0(0,0); T(1,—tangj
3

AB =0C =|sinx| = sinx

T .
(Como xek, n[ , sinx>0)
AE =|tanx| = -tanx

T
(Como xe:|§, n[ , tanx <0)

BE = AB + AE = sinx —tanx

OA=1
Assim:

OC+BE — sinx+sinx—tanx
A[BCOE]: 2 xOA = 2 x1=
. sinx
. 2sinx———

_ 2sinx-tanx _ cosx _
2 2

_ 2sinxcosx—sinx
2cosx

A abcissa do ponto de interse¢do do grafico de A e
da reta de equacédo y = x no intervalo E n[ éa

solucdo da condicao
2sinxcosx—sinx b1
——  =XAX€E |—, 7 .
2cosx 2
2sinxcosx—sinx

Fazendo y, = 2
cosx

e y,=x no

intervalo E n[, obtivemos a seguinte

representagado grafica:

20

Geometria

= .

O grafico da funcdo A e a reta de equacéo y = x

intersetam-se no ponto de coordenadas (a, a)

com a~2,0.

10.

Pag. 232

A(2cosa, 2sina); B(2cosa,0);

C(-2cosa, —2sina)

Seja C’ a projecao ortogonal de C sobre a reta AB.

y/
A R _\
[ 0 |
B I
C\ ______ C

~ |2sina|x2x|-2cos ]|

2sina >0

_ 2sinax2x(-2cosa)

2sina| = 2sina

2cosa <0

=-4sinacosua

< -2cosa >0

|-2cosa|=-2cosa

Seja « a amplitude do angulo AOP e seja D a

projecdo de P no eixo Ox.

y
B

ca

C
P
D I,llA X’

=tana @C—ZA =tana < CA=2tana
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OD _ cosar = OP _ cosar < OD = 2cosar
OP 2

DA=0A-0OD=2-2cosu

Area do triangulo [ACP] = L;DA =

_ 2tanax(2-2cosa) _
2

=tanax(2-2cosa) =

=2tana -2tanacosa =

= Z(tana _3
cos

nNa
COSO!)Z
o

=2(tana -sina)
¢ = comprimento do arco AP =ar

c
Comor=2,temos c=2a < a=— €

2
Apcry = 2(tana —sina) = z(tan( ) sm(%n

11.1.

11.2.

64
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0< t<240<t<y240<t<2n
12" 712 12

Assim, tem-se que:

T 2 2 P 2
-1<cos| —t|<1e ——=<—cos| —t |<—
12 5 5 12 5

@Osg+gcos L <f<:>0§h(t)<i
5 5 12 5 5

O maximo da funcéo h é %: 0,8 . Logo, a altura

do painel éiguala 2x0,8 m=1,6 m=160cm ea
base do painel € iguala 2x160 cm =320 cm.

Opcéo (C)
O periodo de tempo pedido é a solugédo da
condicao

0.3<h(t)<0,503<24+2cos| “t|<0,5
55 (12

Na calculadora grafica:

Y, = 2,2 cos( T j
5 5 12
y,=0,3
Yy, =05
Janela de visualizagao: [0,24]x[0;0,8]

Recorrendo a fungéo da calculadora para
determinar valores aproximados das coordenadas
dos pontos de intersecédo dos graficos, obtemos
valores arredondados as milésimas da abcissa

dos pontos de intersecéo do grafico de h, com as
retas y=0,3 e y =0,5 no intervalo [0,24] .

B FefRedfom]) Rl

\15.0343.0.5} [18.965.0,5}/

O periodo de tempo pedido corresponde a parte
do grafico de h, compreendida entre as duas

retas horizontais, ou seja, entre ¢, ~ 5,035 e
t, ~6,965 eentre t, ~17,035 e {, ~18,965.
O primeiro intervalo ndo pode ser considerado,

uma vez que se encontra fora do horario de
trabalho.

0,035 h=0,035x60 min~ 2 min;
17,035 h~17 h 02 min

0,965 h =0,965x60 min ~ 58 min ;
18,965 h ~ 18 h 58 min

18,965-17,035 =1,93

0,93 h=0,93x60 min ~ 56 min ;
1,93 h~1h 56 min
O trabalho de otimizagao pode ser efetuado entre

as 17:02 e as 18:58, podendo este trabalho durar,
no maximo, 1 hora e 56 minutos.

1.1.

1.2

Pag. 234

Seja M o ponto médio de [AB]. Como
CA=CB=r, o triangulo [ABC] ¢ isosceles. Logo,
CM 1 AB , sendoM a projecao ortogonal de C
nareta BA . Assim, como d (B, A)=8 e

d(B,M)=4,temos:

ETC-@:?Cxﬁxcos(CéA):

Opcéo (C)

A reta r passa nos pontos de coordenadas
(-6,0) e (0,3).

rry=mx+b
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1.3.

1.4.

Areta r é tangente a circunferéncia num ponto D
se:

CD L F,sendo F um vetor diretor da reta r ;
|lcDl = raio = 245 ;

D pertence areta r.

Como m, =—, F(2,1) é um vetor diretor da reta

r.Logo, ri(1,-2) é um vetor perpendiculara r.

Como CD L r, sabemos que CD e n séo
colineares.

Ch=kn AlcDl =245

k1] =245 e Kl ] = 245

Como |ri] = H(1 —Z)H =1+4 =5, temos:
K| 7i | =2v5 < klV5 =245

slkl=2e k=-2vk=2
Se k=-2:

CD=-21i=-2(1,-2)=(-2, 4)

D=C+CD=(-4,6)+(-2,4)=(-6,10)

Como 10:%x(—6)+3<:>10=—3+3 é uma

proposicéo falsa, o ponto de coordenadas
(-6.,10) nao pertence a reta r , pelo que ndo é o

ponto de tangéncia.
Se k=2: CD=2i=2(1,-2)=(2,-4)

D=C+CD=(-4,6)+(2,-4)=(-2,2)

Como 2=%x(—2)+3©2=—1+3©2=2 é uma

proposicao verdadeira, o ponto de coordenadas
(-2, 2) pertence areta r .

Portanto, a reta r é tangente a circunferéncia no
ponto D(-2, 2).

O declivedaretar é m =% .

Sendo « ainclinagédo da reta r, vem:

’[anoz=1/\0<oz<E
2 2

1+tan’ o =

cos?a

1)? 1 1 1
1+ = | = o T+—= 7
2 cos” 4 cos‘a

5

4 cos’ua

2 4
< Cos” o =—
5

MMA11DRGF-GEOMETRIA ANALITICA-5

Geometria

b1 4 2
Como O<a<—,vem: cosa =,|— =—
2 5 5

cos’a+sina =1

i+sin205=1<:>sin20:=1—i<:>sin20:=1

5 5 5
T . 1

Como O<a<—,vem: sina=,/—=—
2 5

cos? [%—aJ—Zsin(n+a)cosa =

=sin’ ¢ —2(-sina)cosa =
=sin ¢ +2sinacosa =

1 1 2 1

=—+2X—=X—==

=—+ =1
5 B 5 5

4_5
5 5
Inclinacdo da reta r: 30°

Declive dareta r: tan30° =

V3

r.y=—
y 3x

w|&

—2x/§; C(x, O)er
£x 2/3=0& £x—2\/—<:>x—

<6. 0)

Inclinagéo dareta s: 180°-60° =120°
Declive da reta s : tan120° = —/3
s1y=—/3x+2/3; B(x,0)es
V3x+2V3=0 —3x=2V3 = x=2
B(2,0)

Logo, BC=6-2=4

AernAes

—\/—x+2\/——£x 23

- 3x—%x=—4\/§<:>

—4\?{5x=—4\/§<:>x=3

Ordenadade A:y, = —/3x3+2/3=-3

BC
A pac) = X‘yA‘ 4XI =2J3u.a.

3.1.

Pag. 235
AB=B-A=(02)-

4,0)=(4.2)

mAB=%; AB:y= %+2;mCP=—2

CP:y=-2x+b; C(4,-1)

-1=-8+bob=7
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3.2,

3.3.

3.4.

66

CP:y=-2x+7
%x+2:—2x+7©x+4:—4x+14©

&bx=10=x=2
y=-2x2+7=-4+7=3
P(2,3)

raio=CP ; P(2,3) ; c(4,—1)

-

CP =/(4-2)" +(~1
4+16 =+/20
(x 4) +(y+ ) =20

O declive dareta r é igual a tangente da
inclinacdo da reta.
Assim,

tana =% (o € um angulo agudo)
Calculos auxiliares:
1 1) 1
oo tl=—m— e
cos” o 2 cos”
1 1 5 1

s —+1= T & —= 5
4 cos‘ o 4 cos‘a

tana +1=

4
<:>00820!=g<:>0030{=i =

.25
5

Sm

< COSa ==

Como « é agudo, cosa = %

o .
< sina =tanaxcosa <

Cosa
5 NG
5

< sing =—
5

tana =

<:>sina:1><
2
sin? (—Q—L;szsinacosa=
.2( 4n 31[)
=sin°| —a —— 2 x2sinacosa =
.5 3n .
=sin —oc—2n—7 x2sinacosa =

= sin? (—a—s—;JXZSinacosa =

=coszax23inacosa =

(245 . £ 2f
5

:4><5X2X2><5:i 2 E_E
25 25 5 5 25

AQ

307 ; Q[x,%x+2j ; A(-4,0) ; B(0,2)

1 2
=\/(x+4)2+(x+2j =

2

2 1 2 5 2

=,|x +8x+‘|6+2x +2x+4 = Zx +10x +20
OB 1 ’ 1 B
QB=\/(X—O)2+(2x+2—2j = X2+ZXZ= sz
7Q=fQB<:> /§x2+10x+20—% %xz o

=N §x2+10x+20=1 Ex2 =N
a4 9l4

(:)§)c2+10x+20=ix2 =
4 36
@%x2+10x+20=0<:> 10x* +90x+180=0 <

-9++/9° —4x1x18
=

2x1
-9-3 -9+3
VXx= =
2 2

< x2+9x+18=0 x=

—9+.9

— X = > X =
2

&S x=-6vx=-3
Como x>-4, x=-3.

1
AB:y=—x+2
y 2x
Como Q € AB, tem-se:

y=%x(—3)+2=—%+2=%

o5}

Opcéo (A)

B
Outro processo:
AQ-0B Q i
< QB=3AQ A Q 0
AQ+QB=AB

< AQ+3AQ=AB
> 4AQ =B = AQ= AB
Seja Q' a projecao ortogonal de Q sobre a reta

AO.
Os triangulos [ABO| e [AQQ'] s&o semelhantes.

Assim:

AQ _AQ _AQ _4"° _AQ _1_ &,
A0 AB 4 AB 4 4

Seja Q(xq, ¥q):

Yo =—4+1=-3

9 _AQ ¥ 1ao-]
OB A0 2 4

1 1
Ya =E ; Q(—3, Ej

Opcéo (A)
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41. 2x+z+d=0 (8,0,0)
2x8+0+d=0=d=-16
2x+2-16=0
Opcéo (C)
4.2, 6.1.
y:o XZO
z=0 y=0
2x+0-8=0 2x0+z-8=0
Sx=4 <z=8
A(4,0,0) B(0,0,8)
4 8
M[AB]:(E,O,EJZ<2,O,4)
MV =V-M=(x-2;0;0,8x-4)
AB=B-A=(-4,0,8)
MV« AB = (x-2;0;0,8x-4)+(-4,0,8)=0
& 4x+8+6,4x-32=0 2,4x-24=0c
< x=10
z=0,8x=0,8x10=8
V(10,0,8)
6.2.
Pag. 236
51. 0D =(v2) +(v2) = D
@@2:49 OD=2 V2
(oD >0)
D(0,0,2) C E
Opcéo (A)
V2
52. C(0,-1,1)
G(-2,0,2) 0
CG=G-C=(—2,0,2)-(0,-1,1)=(—2,1,1)
(x,y,2)=(0,~1,1)+k(—2,1,1), keR
53. E(0,1,1) 6.3,

CE=E-C=(0,1,1)-(0,-1,1)=(0,2,0)
Seja n um vetor normal a CEG.
ilCGeinlCE
.CG=0 _|(abc)-(—2,11)=0
. =
i-CE=0 |(ab,c)-(0,20)=0

—J2a+b+c=0 c=+2a
= =g
2b=0 b=0

3

<~

ﬁ:(a,O,\/Ea), aeR\{0}

Para a=1, ﬁ=(1,0,x/§).

CEG: x++2z+d=0AE(0,1,1)e CEG
0+V2x1+d=0<d=—/2

Geometria

CEG: x+v2z-+2=0
P(Za—1,a2,1)eCEG

Entao, 2a—1+x/§x1—\/§=0<:>23=1<:>a=%.

E(z,ﬁ,o)

ﬁ=\/(2—0)2 +(V5-0) +(0-0) =
= (2 +(V5) +0* =415 =3

Raio da base do cone=3
Area lateral do cone =910z

@TCX3XW=9\/ETCC>H=9\:/BEH =
T

< AV =310

AV* =A0" +OV" = (3410) =32+0V"
©9x10=9+0V’ 0V’ =81

o OV=\81<0V=9

(W>0)

Entao, V (0,0, 9).

D(3,0,0); B(O,S,O); V(0,0,9)
DV =V -D=(0,0,9)-(3,0,0)=(-3,0,9)
BV =V -B=(0,0,9)-(0,3,0)=(0,-3,9)
Seja i um vetor normal ao plano VDB.
fi-DV =0 {(a,b,c)~(—3,0,9)=0
S =
Ai.-BV =0 (a.b,c)-(0,-3,9)=0
-3a+9¢c=0 3a=9c a=3c
= = =
{—3b+90:0 {3b:90 {b:3c
n=(3c,3c,c), ceR\{0}
Para ¢c=1, i=(3,3,1).
3x+3y+z+d=0e D(3,0,0)eVDB

3x3+0+0+d=0<=d=-9
VDB: 3x+3y+z-9=0

EV=V-E=(0,09)-(25,0)

(-2-5.9)
EC=0-E=(0,0,0)-(2+5,0)=(-2-5,0)
EV-EO _

|Ev|-[E9]

) (-2-5,9):(-2-5,0)

\/(—2)2 + (—x/g)2 +9% x \/(—2)2 + (—\/5)2 +0?
~2x(-2)+(—B)x(-V5)+9x0
~ J4+5+81xJ4+5+0
_4+5+0 9 1

T Jo0xy9 9vi0 io 10

COS(E/ AE—O) =

J10
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10
cosq =——
10
2
sin2a+cosza:1©sin2a+[\ﬁ?j 1
» 10 ., 90 . 310
oSsinfa=1-—osina=—— sina=+
100 100 10
. 310
Como « é um angulo agudo, sma=T.
Outro processo: v
EV =(-2-5,9) ,
|EV|=~e0 = 3710
sina—gcsina—ic ‘
EV 3J10
o
@sina:@ 0

10

71.

7.2.

7.3.

8.1.

68
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B=C+AC ; A(-132); C(-321)
AC=C-A=(-3,21)-(-132) =(-2,-1-1)
B=(-3,21)+(-2,-1-1)=(-5,10)
Opcéo (A)

Por exemplo, o vetor AC é normal ao plano « .
Como o plano « passa no ponto A, vem:

2(x+1)-(y-3)-(2-2)=0s
& 2x-2-y+3-z+2=0<

& -2x-y-z+3=02x+y+z-3=0

Logo, 2x+y+z-3=0 é uma equacao do plano
o .

7(0,0,z),zeR"; OA=A ; 0Z=Z
(0,0,z)~(—1,3,2)

VO 402 422 x (1) +32 + 22
2z 2z 2
V7 ia zxia 4
AOD = cos™ [ZJ ~ 58°

\/ﬁ

Logo, a amplitude do angulo AOD é

cos(AéD) =

aproximadamente igual a 58" .
A(a0,0),aeR’

V' € um ponto do semieixo positivo Ox .
Como A &€ um ponto da reta AV:
(a,0,0)=(2,0,2)+k(-1,0,1), ke R, tem-se:
(a,0,0)=(2,0,2)+k(-10,1) &

< a=2-kan0=0kan0=2+k
sk=-2nra=4

0 =0k é uma condicdo universalem R e,

portanto, em R*.

8.2.

Logo, a=4 , pelo que as coordenadas do ponto
A sédo (4,0,0).

V(0,0,c),ceR"

V' é um ponto do semieixo positivo Oz .

Como V & um ponto da reta AV
(0,0,c)=(2,0,2)+k(-1,0,1),k e R , tem-se:
(0,0,c)=(2,0,2)+k(-10,1) =

< 0=2-kA0=0krc=2+k

S k=2Ac=4

0 =0k é uma condicdo universalem R e,

portanto, em R".
Logo, ¢ =4 , pelo que as coordenadas do ponto

V séo (0,0,4).

AVB:(W?@)W

VA=A-V =(4,0,0)-(0,0,4) = (4,0,-4)
VB=B-V =(0,4,0)-(0,0,4)=(0,4,-4)

(4,0.-4)-(0,4,-4)

) \/42 +0? +(—4)2 ><\/O2 +47 +(—4)2 )
___ 1% _16_1
J32x432 32 2

Logo, a =cos™' GJ =60".

9.1.

9.2.
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HCD /I ABG. Entéo, i =(6, 2, —3) & um vetor

normal a HCD.

HCD: 6x+2y-3z+d=0 e H(—2,—5,1)eHCD
6><(—2)+2><(—5)—3><1+d=0

& -12-10-3+d=0d=25

HCD: 6x+2y-3z+25=0

HG L ABG e H(-2,-5,1)e HG
HG: (xy,z)=(-2,-51)+k(6,2,-3), keR

Ponto genérico de HG:
HG: (x,y,z)=(-2+6k,-5+2k,1-3k), keR

G é o ponto de intersecdo de HG com ABG.
Entao,
6(—2+6k)+2(-5+2k)-3(1-3k)-24=0
< -12+36k-10+4k-3+9k-24=0

@49k=49<:>k=£<:>k=1
49

G(-2+6x1,-5+2x1,1-3x1)
G(4,-3,-2)
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10.1.

10.2.

A superficie esférica tem centro no ponto

C(2 -4,3) eraio 3.

A(3,-2,5)
AC=C-A=(2,-4,3)-(3,-2,5)=(-1-2,-2)
B=C+CB=C+AC =
=(2,-4,3)+(-1-2,-2)=(1,-6,1)

Opcéo (D)

Se o plano « é tangente a superficie esférica no
ponto A, ent&o E(—t -2,-2) é um vetor
normal a esse plano. Por outro lado, como o plano
a passa no ponto A(3,-2,5), vem:
“1(x-3)-2(y+2)-2(z-5)=0<

< —x+3-2y-4-2z2+10=0<

& -—x-2y-2z+9=0<

< x+2y+2z-9=0

Logo, x+2y +2z-9=0 €& uma equagao do plano
o .

11.2.

Pag. 239

. Por exemplo, o vetor de coordenadas (0, 1,0) é

vetor diretor do eixo Oy.

[% 0, oj—(o, 0,1)= [% 0, —1j

o € o plano que passa pelo ponto de
coordenadas (0, 0, 1) e tem a diregéo dos vetores

de coordenadas (0, 1,0) e [% 0, —1).

Seja ﬁ(a, b, ¢) um vetor normal ao plano o .
Tem-se:
(a.b,c)-(0,1,0)=0

(a, b, c)-(%,o,q]:o@

b:O {bzo

1a—c:O a=2c
2

Portanto, 77(20, 0,c) ,ceR\{0}

Por exemplo, para ¢ =1, 5(2, 0,1).
2(x-0)+0(y-0)+1(z-1)=0<

S 2x+z2-1=02x+z=1

Logo, uma equacéo do plano w é 2x+z=1.

2 1 +1:1©—1+1=1<:>0=1 (Proposicéao
4) 2 2 2

falsa)
1 x
Logo, o ponto de coordenadas (—Zﬁ,fj néao

pertence ao plano o .

11.3.

12.1.

12.2.

Geometria

(x.y,2)=(1-1,0)+k(2,0,0), ke R &

x=1+2k
Sqy=-1

z=0
Ponto genérico da reta r: (1+2k, —1,0)

JkelR

Para que este ponto pertenca ao plano o, as
suas coordenadas terao de satisfazer a condicao
2x+z=1:
2(1+2k)+0:1c>2+4k:1<:>4k:—1<:>k:—%

Ae2k-1-2__1
4 2

Logo, areta re o plano o intersetam-se no ponto

Para k = A
4

de coordenadas [%,—1,0) .

Como OA=6, A(6,0,0)

O ponto P pertence ao plano « e areta DE
definidapor y=0Az=6

P(x0,6);

3x-4x0+2x6=18 ©3x=6<x=2
Logo, P(2,0,6).

O ponto Q pertence ao plano a e areta EF
definidapor x=6Az=6

Q(6, . 6);

3x6-4xy+2x6=18< 4y=-12<y=3
Logo, Q(6, 3, 6).

Assim:
AP =P - A=(2,0,6)-(6,00)=(-4,0,6)
AQ=Q- A=( ,6)-(6,0,0)=(0, 3,6)
cos(4P " 4G) = APAQ_
[47}aql
(-4,0,6)-(0,3,6) 36

T 16+0+36x0+9+36 2340

o5 ( 36 J N
2340
A amplitude do angulo QAP é, aproximadamente,
igual a 42°.

E(6,0,6)
O vetor normal ao plano « € um vetor diretor da

reta s.
Logo, s:(x,y,2z)=(6,0,6)+k(3,-4,2), keR
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Tarefas de aprofundamento
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1. Por exemplo:

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

conjunto de pontos do plano equidistantes a A e a
B;

conjunto de pontos do espaco equidistantes a A e
aB;

conjunto de pontos do plano a uma distancia fixa, o
raio, de um ponto fixo, o centro;

conjunto de pontos do espago a uma distancia fixa,
o raio, de um ponto fixo;

conjunto de pontos do plano, P, tais que CAé
perpendicular a AP ;

conjunto de pontos do espaco, P, tais que CAé

perpendicular a AP .

3.1.

3.2,

70
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AP-.BP =0
No plano, representa a equacao da circunferéncia
de didametro [AB]. No espaco, representa a
equacao da superficie esférica de diametro [AB].
MP-AB =0
No plano, representa a equacao da mediatriz do
segmento de reta [AB]. No espaco, representa a
equacao do plano mediador do segmento de reta
[AB].
CA-AP=0
No plano, representa a equacao da reta tangente
a circunferéncia de centro C no ponto A. No
espaco, representa a equacao do plano tangente a
circunferéncia de centro C no ponto A.

Seja M o ponto médio de [AB] e P(x, y) um ponto
qualquer da mediatriz de [AB] .
M(2+O'EJ=(1'°)

2 2
AB=B-A=(0,-1)-(2,1)=(-2,-2)
MP=P-M=(x,y)-(1.0)=(x~1y)

AB-MP =0 & (-2,-2)-(x-1,y)=0
& 2(x-1)-2y=0&-2x+2-2y =0

& 2y=2x-2& y=—x+1

Seja P(x, y) um ponto qualquer da circunferéncia
de diametro [AB] .
AP=P-A=(x,y)-(2,1)=(x-2,y-1)

BP=P-B=(x,y)-(0,-1)=(x,y+1)
AP-BP=0& (x-2,y-1)(x,y+1)=0
& (1-2)xx+ (y=1)(y +1) =0

o2 -2x+y*-1=0

3.3.

4.1.

4.2,

4.3.

Seja P um ponto qualquer da reta tangente a
circunferéncia de centro em C no ponto A.

CA=A-C=(2,1)-(1,-2)=(1,3)
AP=P-A=(x,y)-(2,1)=(x-2,y-1)
CA-AP=0&(1,3)-(x-2,y-1)=0

< 1(x-2)+3(y-1)=0=x-2+3y-3=0<

1 5
S3y=—x+boy=-"x+—
y =-x y 3X 3

Seja M o ponto médio de [AB] e seja P(x,y,z) um

ponto qualquer do plano mediador de [AB].

w10 01 A1) (11
2 2 2 2 2

AB=B-A=(0,1,-1)-(-1,0,1)=(1,1,-2)

EJ\ﬁ:O@(L1,—2)~(x+%,y—%,zj=0©

<:>x+1+y—1—22=0©
2 2

S x+y-2z=0

Seja P(x,y,z) um ponto qualquer da superficie
esférica de diametro [AB].
AP=P-A=(xy,z)-(-1,0,1)=(x+1,y,z-1)
BP=P-B=(x,y,2)-(0,1,-1)=(x, y-1,z+1)
ﬁ-@:O@(;ﬁ‘l,y,z—1)~(x,y—1,z+1):0c>
S x(x+1)+y(y-1)+(z-1)(z+1)=0<

o +x+y’-y+22-1=0

Seja P(x,y,z) um ponto qualquer do plano

tangente a superficie esférica de centro
C(4,-2,0) no ponto A.

CA=A-C=(-1,0,1)-(4,-2,0)=(-5,2,1)
AP=P-A=(x,y,2)-(-1,0,1) = (x+1,y,z-1)
ﬁ~ﬁ:0c>(—5, 2,1)-(x+1y,z-1)=0

< -5(x+1)+2y+1(z-1)=0

< -5x-5+2y+z-1=0<

< -5x+2y+z-6=0<

< 5x-2y-z+6=0
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5.1. Como A, B e C tém a mesma cota, definem o
plano da base ABC.
Assim, F(1,1,—2+6)=(1,1,4).
CF=F-C=(1,1,4)-(-2,4,-2)=(3,-3,6)
CF: (x,y,z)=(1,1,4)+k(3,—3,6),keR
(—8,10,—14)=(1,1,4)+k(3,—3,6)
-8=1+3k 3k=-9 k=-3
10=1-3k <:3k=-9 <<{k=-3
-14 =4+ 6k 6k =-18 k=-3
Logo, L pertence a reta CF.

52.AC=C-A=(-2,4,-2)-(-1,-1,-2)=(-1,5,0)
Seja n um vetor normal ao plano AFC.

{ﬁ-cTE:o @{(a,b,c)-(B,—3,6)=O
i-AC=0 |(abc)-(-1,5,0)=0

3a—3b+6c:0® 3a-3b+6¢c=0
-a+5b=0 a=>5b

3x5b-3b+6¢c=0 12b+6¢c=0
= = =
a=5b a=5b

c=-2b
=
{a=5b
fi=(5b, b, ~2b), beR\{0}
Para b=1, n=(5,1,-2).
AFC: 5x+y—-2z+d=0 e C(-2, 4,-2)e AFC.

5(-2)+4-2(-2)+d=0<d=10-4-4d=2
AFC: 5x+y-2z+2=0

5.3. Superficie esférica de didametro [AB].

Geometria
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