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Propostas de resolução 

3 

 
 

Para abcissas pertencentes ao intervalo  5, 3 , o 

ângulo é agudo. Para abcissas pertencentes ao 

intervalo  3, 5 , o ângulo é obtuso e para abcissa 

igual a 3, o ângulo é reto. 
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1.1.  2, 0  e  0, 2 são pontos da reta r. 

Seja  2, 0P   e  0, 2Q . 

     0, 2 2, 0 0 2, 2 0PQ Q P         

����

 2, 2  

Por exemplo, 

1

2

PQ

����

 é um vetor colinear com PQ

����

. 

Logo, é também um vetor diretor da reta r. 

   
1 1

2, 2 1, 1

2 2

PQ     

����

. 

 2, 2  e  1, 1   são dois vetores diretores da reta r. 

 

1.2. Equação vetorial da reta r : 

     , 2, 0 2, 2 ,y k k  x ℝ  

Equação reduzida da reta r : 

2

1 2

2

m b     

: 2r y  x  

 

1.3. Seja s a reta paralela a r e que passa por  1, 2B  

:s y b B s   x  

2 1 1b b     

: 1s y  x  

 2 , 1A k k s   

1 2 1 2 2k k k k          
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2. Como a reta r é vertical, a sua inclinação é 

2



 rad. 

Como a reta s é horizontal, a sua inclinação é 0 rad. 

Como a reta t é a bissetriz dos quadrantes pares, a 

sua inclinação é 

3

4 4

 

   rad. 
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3.1. GA é uma reta horizontal. Logo, a sua inclinação é 

0 . 

3.2.  ADE  é um triângulo equilátero. 

Logo, 

180
ˆ

60

3

AED



   . 

A inclinação da reta ED é 60 . 

3.3. Inclinação da reta : 180 60 120AD       

3.4. A inclinação da reta AB: 

 180 60 90 180 150 30            

3.5. //BC AD . Logo, BC e AD têm a mesma 

inclinação. 

Inclinação de BC é 120 . 

3.6. //CD AB . Logo, CD e AB têm a mesma 

inclinação. 

Inclinação de CD é 30 . 

 

4. Seja r a reta tangente à circunferência no ponto A 

e seja P, o ponto de interseção da reta r com o 

eixo Ox . 

Como AB é a bissetriz dos quadrantes ímpares, a 

sua inclinação é 45 , ou seja, 
ˆ

45POA   . 

Como a reta r é tangente à circunferência no ponto 

A, é perpendicular ao raio no ponto de tangência, 

ou seja, 
ˆ

90OAP    

 
ˆ

18 9 45 1 30 1 40 8 5 50APO             

Inclinação de 5018 4 135r     

Como as duas retas tangentes são paralelas, têm 

a mesma inclinação, ou seja, têm, as duas, 

inclinação 135 . 

 

Pág. 148 

1. 
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Tarefa de revisão 

1. 
2

semicircunferência

1

2

A r   

2

metade da semicircunferência

1 1

2 2

A r    

2 2

cinzenta

1 1 1

2 2

2 2 2

A r r r r

 
        

 

 

 

2 2 2 2
1 1

2 2

2 2

r r r r       

2 2

branca

1 1 1

2 2

2 2 2

A r r r r

 
        

 

 

 

2 2 2 2
1 1

2 2

2 2

r r r r       

2

cinzenta

2

branca

2

1

2

A r

A r

   

2.  0, 0O ,  10, 10B  

   
2 2

10 0 10 0OB      100 100   

200 10 2  u. c. 

3.  0,10C ,  3, 37P  

   

2
2

3 0 37 10CP     

9 37 20 37 100     

146 20 37   4,93 5  

Como a distância do ponto P ao ponto C é inferior 

ao raio da circunferência, o ponto P terá que 

pertencer à parte branca. 

4.  5, 5D ; 5r   

Equação da circunferência de centro em D e 

tangente aos lados do quadrado [ABCO]: 

   
2 2

5 5 25y   x  

5. D está à mesma distância dos pontos médios de 

 OC  e  BC . Logo, pertence à mediatriz do 

segmento de reta de extremos nesses mesmos 

pontos.  

6.1. OD

����

 e OB

����

, por exemplo. 

6.2.  5, 5OD 

����

 

 10,10OB 

����

 

 10, 10OB   

����

 

     0,10 10, 0 0 10,10 0AC C A       

����

 

 10, 10   

 

 

 

 

 

 

1. Declive e inclinação de uma reta 
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Tarefa 1 

1. 

  

2. 

1

2

m   

3.    3, 5 3, 2AB B A     

����

 3 3, 5 2    6, 3  

4. 

 

 

5. Os declives das duas retas são iguais e os vetores 

diretores são colineares. 

6. 
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Para abcissas pertencentes ao intervalo  5, 3 , o 

ângulo é agudo. Para abcissas pertencentes ao 

intervalo  3, 5 , o ângulo é obtuso e para abcissa 

igual a 3, o ângulo é reto. 
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1.1.  2, 0  e  0, 2 são pontos da reta r. 

Seja  2, 0P   e  0, 2Q . 

     0, 2 2, 0 0 2, 2 0PQ Q P         

����

 2, 2  

Por exemplo, 

1

2

PQ

����

 é um vetor colinear com PQ

����

. 

Logo, é também um vetor diretor da reta r. 

   
1 1

2, 2 1, 1

2 2

PQ     

����

. 

 2, 2  e  1, 1   são dois vetores diretores da reta r. 

 

1.2. Equação vetorial da reta r : 

     , 2, 0 2, 2 ,y k k  x ℝ  

Equação reduzida da reta r : 

2

1 2

2

m b     

: 2r y  x  

 

1.3. Seja s a reta paralela a r e que passa por  1, 2B  

:s y b B s   x  

2 1 1b b     

: 1s y  x  

 2 , 1A k k s   

1 2 1 2 2k k k k          

 

Pág. 146 

2. Como a reta r é vertical, a sua inclinação é 

2



 rad. 

Como a reta s é horizontal, a sua inclinação é 0 rad. 

Como a reta t é a bissetriz dos quadrantes pares, a 

sua inclinação é 

3

4 4

 

   rad. 
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3.1. GA é uma reta horizontal. Logo, a sua inclinação é 

0 . 

3.2.  ADE  é um triângulo equilátero. 

Logo, 

180
ˆ

60

3

AED



   . 

A inclinação da reta ED é 60 . 

3.3. Inclinação da reta : 180 60 120AD       

3.4. A inclinação da reta AB: 

 180 60 90 180 150 30            

3.5. //BC AD . Logo, BC e AD têm a mesma 

inclinação. 

Inclinação de BC é 120 . 

3.6. //CD AB . Logo, CD e AB têm a mesma 

inclinação. 

Inclinação de CD é 30 . 

 

4. Seja r a reta tangente à circunferência no ponto A 

e seja P, o ponto de interseção da reta r com o 

eixo Ox . 

Como AB é a bissetriz dos quadrantes ímpares, a 

sua inclinação é 45 , ou seja, 
ˆ

45POA   . 

Como a reta r é tangente à circunferência no ponto 

A, é perpendicular ao raio no ponto de tangência, 

ou seja, 
ˆ

90OAP    

 
ˆ

18 9 45 1 30 1 40 8 5 50APO             

Inclinação de 5018 4 135r     

Como as duas retas tangentes são paralelas, têm 

a mesma inclinação, ou seja, têm, as duas, 

inclinação 135 . 
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Tarefa de revisão 

1. 
2

semicircunferência

1

2

A r   

2

metade da semicircunferência

1 1

2 2

A r    

2 2

cinzenta

1 1 1

2 2

2 2 2

A r r r r

 
        

 

 

 

2 2 2 2
1 1

2 2

2 2

r r r r       

2 2

branca

1 1 1

2 2

2 2 2

A r r r r

 
        

 

 

 

2 2 2 2
1 1

2 2

2 2

r r r r       

2

cinzenta

2

branca

2

1

2

A r

A r

   

2.  0, 0O ,  10, 10B  

   
2 2

10 0 10 0OB      100 100   

200 10 2  u. c. 

3.  0,10C ,  3, 37P  

   

2
2

3 0 37 10CP     

9 37 20 37 100     

146 20 37   4,93 5  

Como a distância do ponto P ao ponto C é inferior 

ao raio da circunferência, o ponto P terá que 

pertencer à parte branca. 

4.  5, 5D ; 5r   

Equação da circunferência de centro em D e 

tangente aos lados do quadrado [ABCO]: 

   
2 2

5 5 25y   x  

5. D está à mesma distância dos pontos médios de 

 OC  e  BC . Logo, pertence à mediatriz do 

segmento de reta de extremos nesses mesmos 

pontos.  

6.1. OD

����

 e OB

����

, por exemplo. 

6.2.  5, 5OD 

����

 

 10,10OB 

����

 

 10, 10OB   

����

 

     0,10 10, 0 0 10,10 0AC C A       

����

 

 10, 10   
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Tarefa 1 

1. 

  

2. 

1

2

m   

3.    3, 5 3, 2AB B A     

����

 3 3, 5 2    6, 3  

4. 

 

 

5. Os declives das duas retas são iguais e os vetores 

diretores são colineares. 

6. 
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5. Seja s a reta perpendicular a r e que passa no 

ponto P, da bissetriz dos quadrantes pares com 

ordenada igual a –5. 

Bissetriz dos quadrantes pares: y  x  

 5, 5P   

Inclinação da reta s: 30 90 120      

tan120 3
s

m      

: 3s y b P s    x  

5 3 5 5 5 3b b          

: 3 5 5 3s y    x  
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6.1. a) Seja r a reta de inclinação 30  e que passa no 

ponto C. 

3

30

3

tan
r

m     

3

:

3

r y b c r   x  

3 3

0 1

3 3

b b       

3 3

:

3 3

r y  x  

b) Seja s a reta de inclinação 

3

4



 rad e que passa 

por C. 

3

tan tan tan 1

4 4 4

s

m

   
       

 

 

 

:s y b C s    x  

0 1 1b b     

: 1s y   x  

6.2. a) 

 

3 3 3 2 3

3

0 2 2

AB

m



  

 

 

Seja   a inclinação de AB. 

Como 0m   e 3 tan ,  
1

tan 3

3







 

ou 60 . 

b) 

 

0 3 3

1 2 3

AC

m



  

 

 

Seja   a inclinação de AC. 

Como 0m   e 

3

tan

3

  , 

1
3 5

tan

3 6 6




   

         
 

 

ou 150 . 

c) 

1 0

1

2 1

CD

m

 

  



 

Seja   a inclinação de CD.  

Como 0m   e 1 tan  , 

 
1

3

tan 1

4 4





 

          ou 135 . 

6.3. 

0 3 3

3 3

1 0

BC

m



  



 

Seja   a inclinação de BC. 

Como  3 3 tan  ,  

 
1

tan 3 3 1,8



      rad. 

7.1. a) //CD AB . Logo, CD e AB têm a mesma 

inclinação. 

A inclinação da reta CD é 30 . 

b) A inclinação da reta AD é: 30 90 120      

7.2.  tan120 tan 180 60 tan60 3
AD

m            

: 3AD y b A AD    x  

0 3 1 3b b       

: 3 3AD y   x ;   0, 3D  

   

2
2

3 0 0 1 3 1 4 2AD          

 

2

2

2 4
ABCD

A AD    u. a. 
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8.1. A soma dos ângulos externos de um polígono é 

360 . Como se trata de um hexágono regular, 

cada um dos seus ângulos externos tem de 

amplitude 

360

60

6



 



.    
ˆ

180 60 120EDC        

8.2. tan 60 3
AB

m     

: 3AB y b A AB   x  

0 3 2 2 3b b       

: 3 2 3AB y  x  

9. 

2 2 2 2

sin cos

2 3 3

 

 
   

 

 

 

2 2

22

1 1

1 tan 1 tan

cos
2 2

3

 



     

 

 
 

 

2 2
9 1 1

tan 1 tan tan

8 8 8

          

1 2

tan tan

42 2

        

Como 0m  , então, 

2

4

m   . 

Geometria analítica 
 

 
 

2. 

  

 
 

3. 

 
0,83m   

1,25m    
4. 

 
 

 
  é a inclinação da reta AB. 
 

5. tan 0,83  ; tan 1,25    

6. tanm   

7.1. 

3 0

3

1 0

m



 



 

7.2. 

3

tan 3

1

    

7.3. tan 3  e   é um ângulo agudo  

 
1

tan 3 60



    ou 

3



 rad. 
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5. Seja s a reta perpendicular a r e que passa no 

ponto P, da bissetriz dos quadrantes pares com 

ordenada igual a –5. 

Bissetriz dos quadrantes pares: y  x  

 5, 5P   

Inclinação da reta s: 30 90 120      

tan120 3
s

m      

: 3s y b P s    x  

5 3 5 5 5 3b b          

: 3 5 5 3s y    x  
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6.1. a) Seja r a reta de inclinação 30  e que passa no 

ponto C. 

3

30

3

tan
r

m     

3

:

3

r y b c r   x  

3 3

0 1

3 3

b b       

3 3

:

3 3

r y  x  

b) Seja s a reta de inclinação 

3

4



 rad e que passa 

por C. 

3

tan tan tan 1

4 4 4

s

m

   
       

 

 

 

:s y b C s    x  

0 1 1b b     

: 1s y   x  

6.2. a) 

 

3 3 3 2 3

3

0 2 2

AB

m



  

 

 

Seja   a inclinação de AB. 

Como 0m   e 3 tan ,  
1

tan 3

3







 

ou 60 . 

b) 

 

0 3 3

1 2 3

AC

m



  

 

 

Seja   a inclinação de AC. 

Como 0m   e 

3

tan

3

  , 

1
3 5

tan

3 6 6




   

         
 

 

ou 150 . 

c) 

1 0

1

2 1

CD

m

 

  



 

Seja   a inclinação de CD.  

Como 0m   e 1 tan  , 

 
1

3

tan 1

4 4





 

          ou 135 . 

6.3. 

0 3 3

3 3

1 0

BC

m



  



 

Seja   a inclinação de BC. 

Como  3 3 tan  ,  

 
1

tan 3 3 1,8



      rad. 

7.1. a) //CD AB . Logo, CD e AB têm a mesma 

inclinação. 

A inclinação da reta CD é 30 . 

b) A inclinação da reta AD é: 30 90 120      

7.2.  tan120 tan 180 60 tan60 3
AD

m            

: 3AD y b A AD    x  

0 3 1 3b b       

: 3 3AD y   x ;   0, 3D  

   

2
2

3 0 0 1 3 1 4 2AD          

 

2

2

2 4
ABCD

A AD    u. a. 
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8.1. A soma dos ângulos externos de um polígono é 

360 . Como se trata de um hexágono regular, 

cada um dos seus ângulos externos tem de 

amplitude 

360

60

6



 



.    
ˆ

180 60 120EDC        

8.2. tan 60 3
AB

m     

: 3AB y b A AB   x  

0 3 2 2 3b b       

: 3 2 3AB y  x  

9. 

2 2 2 2

sin cos

2 3 3

 

 
   

 

 

 

2 2

22

1 1

1 tan 1 tan

cos
2 2

3

 



     

 

 
 

 

2 2
9 1 1

tan 1 tan tan

8 8 8

          

1 2

tan tan

42 2

        

Como 0m  , então, 

2

4

m   . 

Geometria analítica 
 

 
 

2. 

  

 
 

3. 

 
0,83m   

1,25m    
4. 

 
 

 
  é a inclinação da reta AB. 
 

5. tan 0,83  ; tan 1,25    

6. tanm   

7.1. 

3 0

3

1 0

m



 



 

7.2. 

3

tan 3

1

    

7.3. tan 3  e   é um ângulo agudo  

 
1

tan 3 60



    ou 

3



 rad. 
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5.1. 

3

3

1

s

m



    

Seja   a inclinação da reta  s . 

Como 0
s

m  e 3 tan  , 

 
1

tan 3 180 60 180 120



            

5.2. 
ˆ

180 180 120 60BAO           

ˆ ˆ ˆ
180AOB OAB OBA      

ˆ
30 60 180OBA         

ˆ ˆ
180 90 90OBA OBA         

5.3. 

 

1.º Processo: 

3

:

3

r y  x  

 , 2
B

B x  e B r  

3 6

2 2 3

3 3

B B B

    x x x  

 2 3 , 2B  

: 3 2 6 8s y b b b       x  

: 3 8s y   x  

 , 0
A

B x  e A s  

8 8 3

0 3 8

33

A a A

      x x x  

8 3

, 0

3

A

 

 
 

 

 

 

8 3

2

8 3
3

2 3

OAB

A



  u. a. 

2.º Processo: 

 

2 1 2

sin30 4

2

OB

OB OB

       u. c. 

2 3 2 4

sin60

2 3

AB

AB AB

      

4 3

3

AB   

 

4 3

4

16 3
3

2 2 6

ABO

OB AB

A





   

8 3

3

 u. a. 

6. 

1

3

r

a

m



  

Seja   a inclinação de r. 

1 1 3

tan tan

6 33 3

r

a a

m 

  

       

 3 1 3

1 1 2

3 3

a

a a



        

7.1. a)  1, 0A   

tan60º 3
r

m    

: 3r y b x  e A r  

 0 3 1 3b b      

: 3 3r y  x  

b) D r . Então  , 3 3D x x  

D é um ponto da circunferência. 

Então,  

 

2

2 2 2

3 3 1 3 6 3 1       +x x x x x  

2

2
6 6 4 4 2

4 6 2 0

2 4

    

      



xx x  

6 36 32 6 4

8 8

    

    x x  

6 2 6 2 1

1

8 8 2

   

         x x x x  

 1, 0A  , 

1

,

2

D y

 


 

 

 

1 3 3

3 3 3

2 2 2

y

 
       

 

 

 

1 3

,

2 2

D

 

 
 

 

  

7.2. C tem a mesma ordenada que D e abcissa 

positiva.

3

,

2

C

 

 
 

 

x , 0x  

C pertence a circunferência. 

2

2 2 2
3 3 1 1

1 1

2 4 4 2

 

          
 

 

x x x x  

1 3

,

2 2

C

 

 
 

 

 

 

1 1

1 2

3
2 2

2 2 2

ABCD

AB CD

A BC

  



      

5 3 5 3

4 2 8

   u. a. 
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Tarefas de consolidação 1 

1.1.  
3

tan150 tan 180 30 tan30

3

m             

3

:

3

r y b  x e B r  

 
3

0 2 3 2

3

b b         

3

: 2

3

r y   x  

1.2.  0, 2A  ;  3, 2C  

 2 2 4

3 0 3

s

m

 

 



 

4

:

3

s y b x  e 2b    

4

: 2

3

s y  x  

1.3. 

4

3

s

m   

Como 0
s

m  e 

4

tan

3

 , 
1

4

tan 53,1

3





 
  

 

 

  

A inclinação da reta s é 53,1 . 

2.1. a)  AOB  é um triângulo retângulo e isósceles. 

Então, 
ˆ ˆ

45ABO OAB   ou 

4



 rad. 

Seja   a inclinação reta BC  

 180 90 45 180 135 45             ou 

4



 rad. 

b) Inclinação de 45 45 90BD       ou 

2



 rad. 

c) Seja   a inclinação de AB. 

45 90 135        

 tan135 tan 180 45 tan45 1
AB

m             

:AB y b  x  e 3b   

: 3AB y   x  

2.2. 

2 2 2 2 2

2 2

3 3 18AB OB OA AB AB        

2

18 0 18 3 2AB AB AB      u. c. 

 

3 3 9

2 2

ABO

A



   u. a. 

 

2

18 18
ABCD

A   u. a. 

     

9 45

18 22,5

2 2
AOBCD ABO ABCD

A A A      u. a. 

2.3.  6, 3C  

3 0 1

6 0 2

OC

m



 



 

1

tan

2

   

2

2

2 2

1 1 1

1 tan 1

cos 2 cos



 

 
     

 
 

 

2

2 2

1 1 5 1 4

1 cos

4 cos 4 cos 5



 

         

2 5

cos

5

    

 é um ângulo agudo. 

Então, 

2 5

cos

5

   

2 2

2

cos 1 sin 2

tan sin

sin 2 52 2

5

 

 



      

 
5

3cos cos

2

 

 
    

 

 

 

 3cos 2 cos

2

 

 
      

 

 

 

3cos cos 3sin cos

2

   

 
     

 

 

 

2 2 5 5 5

3 5

5 5 5

      

3. AO AT . Então, a abcissa de A é igual à 

ordenada,  1,1A . 

0 1

1

2 1

AB AT

m m



   



 

Como 0
AT

m   e 1 tan  ,  

 
1

tan 1



    

3

4 4

 

    

4. I. Falsa porque, se cos 0   e 0    , tem-se 

que tan 0  . 

Como tan
r

m  , 0
r

m  . 

Logo, a afirmação é falsa. 

II. 

5 5

cos sin

2 5 5

 

 
   

 

 

 

2

2 2 2
5

sin cos 1 cos 1

5

  

 

      
 

 

 

2 2
5 20

cos 1 cos

25 25

        

20

cos

5

  

2 5

cos

5

    

cos 0  . Então, 

2 5

cos

5

   . 

5

sin

tan

cos







 

5

2 5

1

2

5

   

1

tan 2

2

r

m       

Logo, a afirmação é falsa. 
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5.1. 

3

3

1

s

m



    

Seja   a inclinação da reta  s . 

Como 0
s

m  e 3 tan  , 

 
1

tan 3 180 60 180 120



            

5.2. 
ˆ

180 180 120 60BAO           

ˆ ˆ ˆ
180AOB OAB OBA      

ˆ
30 60 180OBA         

ˆ ˆ
180 90 90OBA OBA         

5.3. 

 

1.º Processo: 

3

:

3

r y  x  

 , 2
B

B x  e B r  

3 6

2 2 3

3 3

B B B

    x x x  

 2 3 , 2B  

: 3 2 6 8s y b b b       x  

: 3 8s y   x  

 , 0
A

B x  e A s  

8 8 3

0 3 8

33

A a A

      x x x  

8 3

, 0

3

A

 

 
 

 

 

 

8 3

2

8 3
3

2 3

OAB

A



  u. a. 

2.º Processo: 

 

2 1 2

sin30 4

2

OB

OB OB

       u. c. 

2 3 2 4

sin60

2 3

AB

AB AB

      

4 3

3

AB   

 

4 3

4

16 3
3

2 2 6

ABO

OB AB

A





   

8 3

3

 u. a. 

6. 

1

3

r

a

m



  

Seja   a inclinação de r. 

1 1 3

tan tan

6 33 3

r

a a

m 

  

       

 3 1 3

1 1 2

3 3

a

a a



        

7.1. a)  1, 0A   

tan60º 3
r

m    

: 3r y b x  e A r  

 0 3 1 3b b      

: 3 3r y  x  

b) D r . Então  , 3 3D x x  

D é um ponto da circunferência. 

Então,  

 

2

2 2 2

3 3 1 3 6 3 1       +x x x x x  

2

2
6 6 4 4 2

4 6 2 0

2 4

    

      



xx x  

6 36 32 6 4

8 8

    

    x x  

6 2 6 2 1

1

8 8 2

   

         x x x x  

 1, 0A  , 

1

,

2

D y

 


 

 

 

1 3 3

3 3 3

2 2 2

y

 
       

 

 

 

1 3

,

2 2

D

 

 
 

 

  

7.2. C tem a mesma ordenada que D e abcissa 

positiva.

3

,

2

C

 

 
 

 

x , 0x  

C pertence a circunferência. 

2

2 2 2
3 3 1 1

1 1

2 4 4 2

 

          
 

 

x x x x  

1 3

,

2 2

C

 

 
 

 

 

 

1 1

1 2

3
2 2

2 2 2

ABCD

AB CD

A BC

  



      

5 3 5 3

4 2 8

   u. a. 
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Tarefas de consolidação 1 

1.1.  
3

tan150 tan 180 30 tan30

3

m             

3

:

3

r y b  x e B r  

 
3

0 2 3 2

3

b b         

3

: 2

3

r y   x  

1.2.  0, 2A  ;  3, 2C  

 2 2 4

3 0 3

s

m

 

 



 

4

:

3

s y b x  e 2b    

4

: 2

3

s y  x  

1.3. 

4

3

s

m   

Como 0
s

m  e 

4

tan

3

 , 
1

4

tan 53,1

3





 
  

 

 

  

A inclinação da reta s é 53,1 . 

2.1. a)  AOB  é um triângulo retângulo e isósceles. 

Então, 
ˆ ˆ

45ABO OAB   ou 

4



 rad. 

Seja   a inclinação reta BC  

 180 90 45 180 135 45             ou 

4



 rad. 

b) Inclinação de 45 45 90BD       ou 

2



 rad. 

c) Seja   a inclinação de AB. 

45 90 135        

 tan135 tan 180 45 tan45 1
AB

m             

:AB y b  x  e 3b   

: 3AB y   x  

2.2. 

2 2 2 2 2

2 2

3 3 18AB OB OA AB AB        

2

18 0 18 3 2AB AB AB      u. c. 

 

3 3 9

2 2

ABO

A



   u. a. 

 

2

18 18
ABCD

A   u. a. 

     

9 45

18 22,5

2 2
AOBCD ABO ABCD

A A A      u. a. 

2.3.  6, 3C  

3 0 1

6 0 2

OC

m



 



 

1

tan

2

   

2

2

2 2

1 1 1

1 tan 1

cos 2 cos



 

 
     

 
 

 

2

2 2

1 1 5 1 4

1 cos

4 cos 4 cos 5



 

         

2 5

cos

5

    

 é um ângulo agudo. 

Então, 

2 5

cos

5

   

2 2

2

cos 1 sin 2

tan sin

sin 2 52 2

5

 

 



      

 
5

3cos cos

2

 

 
    

 

 

 

 3cos 2 cos

2

 

 
      

 

 

 

3cos cos 3sin cos

2

   

 
     

 

 

 

2 2 5 5 5

3 5

5 5 5

      

3. AO AT . Então, a abcissa de A é igual à 

ordenada,  1,1A . 

0 1

1

2 1

AB AT

m m



   



 

Como 0
AT

m   e 1 tan  ,  

 
1

tan 1



    

3

4 4

 

    

4. I. Falsa porque, se cos 0   e 0    , tem-se 

que tan 0  . 

Como tan
r

m  , 0
r

m  . 

Logo, a afirmação é falsa. 

II. 

5 5

cos sin

2 5 5

 

 
   

 

 

 

2

2 2 2
5

sin cos 1 cos 1

5

  

 

      
 

 

 

2 2
5 20

cos 1 cos

25 25

        

20

cos

5

  

2 5

cos

5

    

cos 0  . Então, 

2 5

cos

5

   . 

5

sin

tan

cos







 

5

2 5

1

2

5

   

1

tan 2

2

r

m       

Logo, a afirmação é falsa. 
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5. 

4

sin sin
sin

5 5
5

tan

5

coscos cos

55 5

r

m

     
 

   
   

   

    


   
   

 

A inclinação da reta r é 

5



 rad. 

As retas r e s têm a mesma inclinação. Logo, são 

paralelas. 

 

 

2. Produto escalar de dois vetores 

Pág. 156 

1.1. a) u v e 

�� �

    

 b) u a 

��

 

c)  u v u v b    

�

� � � �

  

d) 1,5v c

��

 

e) e ; eu a b d

� �

��

 

1.2. 3a 

�

 

2. Situação 1: 

cos cos90 0     

Logo, 0F d 

� �

 (zero). 

 

Situação 2: 

  é um ângulo agudo 

Então, cos 0  . 

Logo, 0F d 

�� ��

 (positivo) 

 

Situação 3: 

cos cos180 1 0        

Logo, 0F d 

�� ��

 (negativo) 
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10.1.  
180

, 60

3

CA CB



  

���� ����
ɵ

 

10.2.    , , 0AB MB AB AM  

���� ���� ���� �����
ɵ ɵ

 

10.3.    , , 180AM BM MB MA  

����� ����� ���� ����
ɵ ɵ

 

10.4.  , 2 60 120AC CB     

���� ����
ɵ

 

 

10.5.  , 60 90 150AC CM      

���� �����
ɵ

 

 

 

10.6.  , 90 60 30AC MC      

���� �����
ɵ
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11.1.  cos , 3 4 cos 60ºu v u v u v       

� � � � � �ɵ
 

1

12 6

2

    

11.2.   
5

cos , 3 2,5 cos

6

u v u v u v

 
      

 

 

� � � � � �ɵ
 

15 15 3

7,5cos cos

6 2 6 2 2

     
               

     

 

15 3

4

    

11.3.  cos , cos90u v u v u v u v        

� � � � � � � �ɵ
 

0 0u v  

� �

 

11.4.  cos , 3 4 cosu v u v u v        

� � � � � �ɵ
 

 12 1 12      

12. 

360

60

6



   

12.1.  cos ,OA OC OA OC OA OC    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

   2 2 cos 2 60 4cos 180 60           

 
1

4 cos60 4 2

2

 
       

 

 

 

12.2.  cos ,AF EB AF EB AF EB    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

   2 2 2 cos180 8 1 8           

12.3. cos0 4 4 1 16AD AD AD AD        

���� ���� ���� ����
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8. 

5

0

1 3
2

35 3 3

0

2

r

m



  



 

Como 0
r

m   e 

3

tan

3

r

 , 

1
3

tan 30

3

r





 

   
 

 

 

A reta s é tangente à circunferência. Então é 

perpendicular ao raio no ponto de tangência.  

90 30 120
s

        

 tan120º tan 180 60 tan60 3
s

m           

1 1 1 3

33 3

r

s

m

m

     



 

Como 0
r

m  e 

3

tan

3

r

 , 
1

3

tan 30

3

r





 

   
 

 
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1.1. 

2 3 1 1

2 2 4 4

m

 

  

  

 

Como 0m   e 

1

tan

4

 , 

1
1

tan 14

4





 
  

 

 

. 

1.2. 5 5y y      x x  

1m    

Como 0m   e 1 tan  , 

 
1

tan 1 180 45 180 135



            

1.3. 

4

2

2

m   



 

Como 0m  e 2 tan  , 

 
1

tan 2 180 117



       

2. 

3

3

AB

m    

Seja   a inclinação da reta AB. 

Como 0
AB

m  e 

3

tan

3

  , 

1
3

tan 180 30 180 150

3





 

           
 

 

 

180 150 30        

 
ˆ

180 90 30 180 120 60OBA              

Opção (C) 

 

3. I:  tan135º tan 180 45 tan45 1
r

            

Como  2, 3P r , tem-se que de y b  x , 

vem que 3 2 5b b      

Logo, a equação reduzida da reta r  é 5y   x . 

Opção a) 

II:  1, 1  e  2, 2  são vetores diretores da reta r. 

     2, 3 2,1 1,1k    

2 2 0

3 1 2

k k

k k

   

  
   

 

Sistema impossível. 

P não pertence à reta definida na opção a) 

     2, 3 1, 4 2, 2k    

1

2 1 2 1 2
2

3 4 2 2 1 1

2

k

k k

k k

k




    
    

    




 

P pertence à reta definida na opção c) 

I – a) ; II – c) 

 

4.1. Seja D o ponto de interseção da reta CB com o 

eixo Ox . 

ˆ
180 100 80DCO        

ˆ
180 135 45COD        

 
ˆ

180 45 80 55ODC         

A inclinação da reta CB é 55º. 

Outra alternativa: 

A inclinação da reta CB  é igual à da reta OA  

porque são retas paralelas. 

Tem-se que 5
ˆ ˆ

13AOC OCB   . 

Como o quadrilátero  OABC  é um paralelogramo. 

0
ˆ ˆ

180 180 10 80OCB OCB          

Assim, 135 135 80 55
ˆ ˆ

AOC OCB         . 

4.2. 

 

Seja E o pé da perpendicular a CB que passa por O. 

ˆ
180 100 80ECO        

sin80 4sin80

4

OE

OE      

4sin80
ˆ ˆ

sin sin

5 5

OE

EBO EBO



     

ˆ
sin 0,7878EBO   

 
1ˆ

sin 0,7878 52EBO


    

 
ˆ

180 100 52 28BOC        

Inclinação da reta :135 28 107OB       

M
M

A
11D

RG
F ©

 Porto Editora

8

Propostas de resolução do manual

MMA11DRGF_20243486_TXT GEOM ANALITICA_2P.indd   8MMA11DRGF_20243486_TXT GEOM ANALITICA_2P.indd   8 08/08/2025   16:1808/08/2025   16:18



Propostas de resolução 

9 

5. 

4

sin sin
sin

5 5
5

tan

5

coscos cos

55 5

r

m

     
 

   
   

   

    


   
   

 

A inclinação da reta r é 

5



 rad. 

As retas r e s têm a mesma inclinação. Logo, são 

paralelas. 

 

 

2. Produto escalar de dois vetores 

Pág. 156 

1.1. a) u v e 

�� �

    

 b) u a 

��

 

c)  u v u v b    

�

� � � �

  

d) 1,5v c

��

 

e) e ; eu a b d

� �

��

 

1.2. 3a 

�

 

2. Situação 1: 

cos cos90 0     

Logo, 0F d 

� �

 (zero). 

 

Situação 2: 

  é um ângulo agudo 

Então, cos 0  . 

Logo, 0F d 

�� ��

 (positivo) 

 

Situação 3: 

cos cos180 1 0        

Logo, 0F d 

�� ��

 (negativo) 
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10.1.  
180

, 60

3

CA CB



  

���� ����
ɵ

 

10.2.    , , 0AB MB AB AM  

���� ���� ���� �����
ɵ ɵ

 

10.3.    , , 180AM BM MB MA  

����� ����� ���� ����
ɵ ɵ

 

10.4.  , 2 60 120AC CB     

���� ����
ɵ

 

 

10.5.  , 60 90 150AC CM      

���� �����
ɵ

 

 

 

10.6.  , 90 60 30AC MC      

���� �����
ɵ
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11.1.  cos , 3 4 cos 60ºu v u v u v       

� � � � � �ɵ
 

1

12 6

2

    

11.2.   
5

cos , 3 2,5 cos

6

u v u v u v

 
      

 

 

� � � � � �ɵ
 

15 15 3

7,5cos cos

6 2 6 2 2

     
               

     

 

15 3

4

    

11.3.  cos , cos90u v u v u v u v        

� � � � � � � �ɵ
 

0 0u v  

� �

 

11.4.  cos , 3 4 cosu v u v u v        

� � � � � �ɵ
 

 12 1 12      

12. 

360

60

6



   

12.1.  cos ,OA OC OA OC OA OC    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

   2 2 cos 2 60 4cos 180 60           

 
1

4 cos60 4 2

2

 
       

 

 

 

12.2.  cos ,AF EB AF EB AF EB    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

   2 2 2 cos180 8 1 8           

12.3. cos0 4 4 1 16AD AD AD AD        

���� ���� ���� ����
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8. 

5

0

1 3
2

35 3 3

0

2

r

m



  



 

Como 0
r

m   e 

3

tan

3

r

 , 

1
3

tan 30

3

r





 

   
 

 

 

A reta s é tangente à circunferência. Então é 

perpendicular ao raio no ponto de tangência.  

90 30 120
s

        

 tan120º tan 180 60 tan60 3
s

m           

1 1 1 3

33 3

r

s

m

m

     



 

Como 0
r

m  e 

3

tan

3

r

 , 
1

3

tan 30

3

r





 

   
 

 
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1.1. 

2 3 1 1

2 2 4 4

m

 

  

  

 

Como 0m   e 

1

tan

4

 , 

1
1

tan 14

4





 
  

 

 

. 

1.2. 5 5y y      x x  

1m    

Como 0m   e 1 tan  , 

 
1

tan 1 180 45 180 135



            

1.3. 

4

2

2

m   



 

Como 0m  e 2 tan  , 

 
1

tan 2 180 117



       

2. 

3

3

AB

m    

Seja   a inclinação da reta AB. 

Como 0
AB

m  e 

3

tan

3

  , 

1
3

tan 180 30 180 150

3





 

           
 

 

 

180 150 30        

 
ˆ

180 90 30 180 120 60OBA              

Opção (C) 

 

3. I:  tan135º tan 180 45 tan45 1
r

            

Como  2, 3P r , tem-se que de y b  x , 

vem que 3 2 5b b      

Logo, a equação reduzida da reta r  é 5y   x . 

Opção a) 

II:  1, 1  e  2, 2  são vetores diretores da reta r. 

     2, 3 2,1 1,1k    

2 2 0

3 1 2

k k

k k

   

  
   

 

Sistema impossível. 

P não pertence à reta definida na opção a) 

     2, 3 1, 4 2, 2k    

1

2 1 2 1 2
2

3 4 2 2 1 1

2

k

k k

k k

k




    
    

    




 

P pertence à reta definida na opção c) 

I – a) ; II – c) 

 

4.1. Seja D o ponto de interseção da reta CB com o 

eixo Ox . 

ˆ
180 100 80DCO        

ˆ
180 135 45COD        

 
ˆ

180 45 80 55ODC         

A inclinação da reta CB é 55º. 

Outra alternativa: 

A inclinação da reta CB  é igual à da reta OA  

porque são retas paralelas. 

Tem-se que 5
ˆ ˆ

13AOC OCB   . 

Como o quadrilátero  OABC  é um paralelogramo. 

0
ˆ ˆ

180 180 10 80OCB OCB          

Assim, 135 135 80 55
ˆ ˆ

AOC OCB         . 

4.2. 

 

Seja E o pé da perpendicular a CB que passa por O. 

ˆ
180 100 80ECO        

sin80 4sin80

4

OE

OE      

4sin80
ˆ ˆ

sin sin

5 5

OE

EBO EBO



     

ˆ
sin 0,7878EBO   

 
1ˆ

sin 0,7878 52EBO


    

 
ˆ

180 100 52 28BOC        

Inclinação da reta :135 28 107OB       M
M

A
11

D
RG

F 
©

 P
or

to
 E

di
to

ra

9
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Propostas de resolução 

11 

 CB CA CA AB CA CA CA AB CA        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

2

2

9 81 18 63AC AB AC AB AC         

���� ���� ���� ���� ����

 

20.2.  cos ,AB AC AB AC AB AC    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

 4 2cos120 8cos 180 60         

1

8cos60 8 4

2

         

 

2

2

2 4 4 4 8CB CA CA AB AC         

���� ���� ���� ���� ����

 

21.1. 0AB AD 

���� ����

, porque AB AD

���� ����

. 

21.2.  BD BC BA AD BC BA BC AD BC        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

 0 cos , 2 6cos0

AB AD

AD BC AD BC



      
����� �����

���� ���� ���� ����
ɵ

 

12 1 12    

21.3.  DC BC CD CB CD CB       

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 2

3 3

CB BA CB CB CB BA CB

 
       
 

 

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

2

2
2 2 2

0 6 36 24

3 3 3BA CB

CB



      
���� ����

����

 

21.4.  CD AD DC DA DC DA       

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 2

3 3

AB BC DA AB DA BC DA

 
       
 

 

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

 

2

2
2

0 3 2 2 2 8

3AB DA

DA DA



         
����� ����

���� ����
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22. 

 

   AB AD AE EB AE ED     

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

AE AE AE ED EB AE EB ED        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

2

ED BE

AE AE BE AE BE BE BE



       
����� �����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 2 2 2

AE BE AE BE   

���� ����

 

 

23. 

 

 AB AC BA BC AB AB BC AB BC        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2

AB AB AB BC AB BC AB      

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

24.    
2

2 3 2 3 2 3u v u v u v     

� � � � � �

 

4 6 6 9u u u v u v v v        

� � � � � � � �

 

2 2

4 12 9u u v v    

� � � �

 

 

2

2
1

4 12 cos , 9 3

2

u v u v

 
       

 
 

� � � �ɵ
 

1 1 2

4 12 3cos 9 9

4 2 3

 
       

 

 

 

1 18cos 81 1 18 cos 81

3 3

    
         

   

   

 

1

1 18 81 1 9 81 91

2

         

25. 

3

3

8 8 2AB AB AB      

25.1. 0AB HE 

���� ����

, porque AB HE

���� ����

. 

25.2.    AC AF AB BC AB BF     

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

AB AB AB BF BC AB BC BF        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

2

2

, e

0 0 0 2 4

AB BF BC AB BC BF

AB

  

     
����� ���� ����� ����� ����� ����

����

 

25.3.  AH AG AH AH HC AH AH AH HG        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

    0

AH HG

AD DH AD DH



     
����� �����

���� ���� ���� ����

 

AD AD AD DH DH AD DH DH        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

2 2

2 2

0 0 2 2 4 4 8

AD DH

AD DH



        
����� �����

���� ����
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Tarefas de consolidação 2 

1. 
 

10 10

2

BCDE

DC EB

A BC



      

 
4

4 10 4 2 10

2

EB

EB



         

4 5 1EB EB      

1.1. a) AB BE BA BE    

���� ���� ���� ����

 

 cos ,BA BE BA BE   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

4 1cos0º 4 1 4         

b) 0EB AD 

���� ����

, porque EB AD

���� ����

. 

c)  DE CB DA AE CB DA CB AE CB        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

2

2

0 4 16

CB DA AE CB

DA DA DA

 

     

e

���� ���� ����� ����

���� ���� ����

 

d)  ED DC EA AD DC EA DC AD DC        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

 cos , 0

AD DC

EA DC EA DC



   
����� �����

���� ���� ���� ����
ɵ

 

3 4 cos180 12       

1.2.    p DA DF DA DC CF     x

���� ���� ���� ���� ����

 

DA DC DA CF    

���� ���� ���� ����

 

 

 0 cos ,

DA DC

DA CF DA CF



    
���� �����

���� ���� ���� ����
ɵ

 

   4 4 cos0 16 4 1 16 4         x x x  
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12.4.  
60

, 30

2

AE AF



  

���� ����
ɵ

 

 AED  é um triângulo retângulo porque está 

inscrito numa semicircunferência. 

2 2 2 2

2 2

4 2AD AE ED AE       

2

16 4 12 2 3AE AE AE        

 cos ,AE AF AE AF AE AF    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

3 12

2 3 2 cos 30º 4 3 6

2 2

        

13. 6u 

�

 

4 6 10v v   

� �

 

 cos , 6 6 36

u

u v u v u v u v

v

         

�
� � � � � � � �ɵ

�  
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14.1.  cos ,AB CF AB CF AB CF    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

3 20 cos90 60 0 0        

14.2.  cos ,BD BA BD BA BD BA    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

BD

����

3

3

BD

 
����

9  

15.1.  APB  é um triângulo inscrito numa 

semicircunferência, pelo que, é retângulo em P. 

 cos ,AB AP AB AP AB AP    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

 

 2 cos , 2OB OP OB OP OB OP      

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

   
1

2 2 cos , 2 cos ,

2

OB OP OB OP     

���� ���� ���� ����
ɵ ɵ

 

 , 60OB OP  

���� ����
ɵ

 

 
 ,

60

, 30

2 2

OB OP

AB AP



   

���� ����
ɵ

���� ����
ɵ

 

 
3

cos , cos30

2

AB AP   

���� ����
ɵ

 

 
3 3

cos ,

2 2

AP

AB AP

AB

   

����

���� ����
ɵ

����  

3

4 2 3

2

AP AP    

���� ����

 

 

22

2 3 4 3 12AB AP AP     

���� ���� ����

 

15.2.  OP  e  OA  são raios da mesma circunferência, 

pelo que,  OPA  é um triângulo isósceles. 

   , , 30ºAO AP PO PA 

���� ���� ���� ����
ɵ ɵ

 

 cos ,PO PA PO PA PO PA    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

3

2 2 3 cos30 4 3 2 3 6

2

          

16. 

20

5

4

DA    

Seja M o ponto de interseção das diagonais do 

losango. 

2 2 2 2

2 2

5 4DA DM AM DM       

 

2

0

9 3

DM
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17.1. Positivo, porque  0º , 90CA CB  

���� ����
ɵ

. 

17.2. Nulo, porque  , 90ºCA CF 

���� ����
ɵ
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17.3. Negativo, porque  90 , 180CA AF   

���� ����
ɵ

. 

17.4. Negativo, porque  , 180CA AF  

���� ����
ɵ
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17.5. Positivo, porque  , 0ºCA FD 

���� ����
ɵ

. 

17.6. Nulo, porque  , 90ºCA EF 
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ɵ
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18.1.  
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20.1.  cos ,AB AC AB AC AB AC    
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22. 
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Tarefas de consolidação 2 

1. 
 
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15.1.  APB  é um triângulo inscrito numa 

semicircunferência, pelo que, é retângulo em P. 

 cos ,AB AP AB AP AB AP    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

 

 2 cos , 2OB OP OB OP OB OP      

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

   
1

2 2 cos , 2 cos ,

2

OB OP OB OP     

���� ���� ���� ����
ɵ ɵ

 

 , 60OB OP  

���� ����
ɵ

 

 
 ,

60

, 30

2 2

OB OP

AB AP



   

���� ����
ɵ

���� ����
ɵ

 

 
3

cos , cos30

2

AB AP   

���� ����
ɵ

 

 
3 3

cos ,

2 2

AP

AB AP

AB

   

����

���� ����
ɵ

����  

3

4 2 3

2

AP AP    

���� ����

 

 

22

2 3 4 3 12AB AP AP     

���� ���� ����
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17.1. Positivo, porque  0º , 90CA CB  

���� ����
ɵ
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17.2. Nulo, porque  , 90ºCA CF 
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ɵ
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17.3. Negativo, porque  90 , 180CA AF   
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17.4. Negativo, porque  , 180CA AF  
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17.5. Positivo, porque  , 0ºCA FD 
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17.6. Nulo, porque  , 90ºCA EF 

���� ����
ɵ

. 

 

Pág. 161 

18.1.  
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9.1. 

 

ˆ
90BID    

9.2.    EB GD EA AB GA AD     

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

EA GA EA AD AB GA AB AD        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

0 0

EA GA AB AD

AE AD BA AG

 

      

e

���� ���� ����� �����

���� ���� ���� ����

 

 cos ,AE AD AE AD   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

 cos ,AB AG AB AG   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

,

cos 0º

AB AD AG AE

AE AD

 

   
����� ����� ����� �����

���� ����

 

cos 180ºAD AE   

���� ����

 

0AE AD AE AD     

���� ���� ���� ����

 

Logo, 
ˆ

90ºBID  . 
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Avaliação formativa 2 

1.1. a)  cos ,AB CD AB CD AB CD    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

 12 12cos180º 144 1 144        

b) 0

DC BC

DC BC



 
����� �����

���� ����

 

c)  cos ,DE AB DE AB DE AB    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

DE

����

6

12

DE

 
����

72  

d) DA AC AD AC    

���� ���� ���� ����

 

 cos ,AD AC AD AC    

���� ���� ���� ����
ɵ

 

8 AC  

����

8

AC


����

64   

1.2.  
4

1

2

DE CE DA AC

 
   

 

 

���� ���� ���� ����

 

 
1

16

DE EC DA AC

 
    

 

 

���� ���� ���� ����

 

1 1

16 16

DC DA AC DC DA DC AC

 
       

 

 

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

1

0

16DC DA

AB AC



   
����� ����

���� ����

 

 
1

cos ,

16

AB AC AB AC   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

1

12

16

AC   

����

12

AC

����

9   

Opção (B) 

1.3. 

 

 90 , 180AB AP   

���� ����
ɵ

 

Então, 0AB AP 

���� ����

 

 0 , 90DA AP  

���� ����
ɵ

 

Então, 0DA AP 

���� ����

. 

 

2. 

1 1 1

4 4 4

AB CA AB AC AB AC           

���� ���� ���� ���� ���� ����
 

 
1

4

AB AB BC    

���� ���� ����

1

4

AB AB AB BC     

���� ���� ���� ���� 2 1

4

AB 

����
 

A área da base (quadrado) é igual a 
2

1

m

4

. 

64 cm 0,64 m  

1

1

0,64 0,16

4

V     

2

3

0,16 0,12

4

V     

3

1

0,16 0,08

2

V     

1 2 3

0,16 0,12 0,08 0,36V V V V        

O volume do pódio é igual a 
3

0,36 m . 

 

3.1.  Opção c)  3.2.  Opção a) 

 

4.1.  cos ,AC BC AC BC AC BC   

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

 1 1 cos180 1 1 1 1           

Opção (C) 

4.2.  AQ AB AP PQ AB AP AB PQ AB        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 cos ,AP AB AP AB   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

AP AB 

���� ���� AP

AB

����

����

2 2

AP AP 

����

 

Geometria analítica 
 

Então, o gráfico da função p será uma parte da 

reta de equação 16 4y   x . 

O gráfico apresentado pela Ana não representa 

uma parte de uma reta. 

O gráfico da Bianca tem o domínio  0, 4  e 

sabemos que o ponto F nunca coincide com B nem 

com C. Logo, o domínio da função p teria de ser 

 0, 4 . 

2. 

2 2 2

AD AM DM    

 

2

2 2

10 8 AM     

2 2

100 64 36AM AM       

 0

36

AM

AM



   6AM   

 

2.1.  AB AD AB AM MD AB AM AB MD        

���� ���� ���� ����� ����� ���� ����� ���� �����

 

 

 cos , 0 10 6 cos0

AB MD

AB AM AB AM



       
����� �����

���� ����� ���� �����
ɵ

 

60 1 60    

2.2. 

2 2 2

AM DM AM MD AD   

����� ����� ����� ����� ����

 

 

2

AD BC

AD BC AD AD AD



   
����� �����

���� ���� ���� ���� ����

 

Logo, 

2 2

AM DM AD 

����� ����� ����

. 

3. 
ɵ

 15 cos , 15AB AC AB AC AB AC      

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 cos , 15AB AC AB AC    

���� ���� ���� ����
ɵ

 

1

5 cos60º 15 5 15

2

AB AB        

���� ����

  

6 6AB AB   

���� ����

 u. c. 
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4. 36AB AC  

���� ����

  36AC CB AC   

���� ���� ����

 

36AC AC CB AC     

���� ���� ���� ����

 

   

2

0

0 36 36

ACCB AC

AC AC



     
���� �����

���� ����

 

6AC 

����

 u. c. 

2 2 2 2

2 2

6,1 6AB AC BC BC       

2 2

37,21 36 1,21BC BC       

0

1,21 1,1

BC

BC BC



     u. c. 

 

6 1,1

3,3

2 2
ABC

AC BC

A

 

    u. a. 

5.1. Por exemplo: 

AB

����

 e BC

����

, BA

����

 e DA

����

, BC

����

 e CA

����

. 

5.2. 25 25CB BC BC BC        

���� ���� ���� ����

 

 

2 2

0

25 25 25

BC

BC BC BC



        
�����

���� ���� ����

 

5BC 

����

cm 

 

2 2

5 25 cm
ABCD

A    

 

3
1

25 9 75 cm

3

ABCDV

V      

 

6. 4w u

� �

 

6.1. a)      2 4 2 8 8 4 32w v u v u v         

� � � � � �

 

b)    

22 2
2

4 4 3 12 144w w w u      

� � � �

 

6.2.  2 3 10u v v ku      

� � � �

 

2 6 2 10u v u u ku u         

� � � � � �

 

 
2 2

2 4 6 2 10u k u         

� �

 

2 2

8 6 3 2 3 10k         

18 10 8 54 18 36 2k k k          

 

7.1.    BH AG BA AH AH HG     

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

BA AH BA HG AH AH AH HG        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   

2

, ,BA AH HC BA AH HG

BA AD DH AD DH

  

      
���� ����� ����� ���� ����� �����

���� ���� ���� ���� ����

 

2

a AD AD AD DH DH AD DH DH          

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 2

2

0 0

AD DH

a AD DH



      
����� �����

���� ����

2 2 2 2

a a a a      

7.2. 

2 2 2

2 2 2

2AH AD DH a a a      

2 2 2

2 2 2

2 3BH BA AH a a a      

AG BH

���� ����

 

2 2

cosBH AG a BH AG a      

���� ���� ���� ����

 

2

cos

AG BH

BH BH a



    
����� �����

���� ����

 

2

2

cosBH a   

����

 

2

2 2

3 cos cos

a

a a    

2

3 a



1

cos

3

   

Assim, 
1

1

cos 70,5º

3





 
 

 

 

. 

 

8.  AB AP AB AO OP AB AO AB OP        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

cos0 cosAB AO AB OP        

���� ���� ���� ����

 

 
2

2 1 2 cos 2 1 cosr r r r r         

 

 

 

M
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A
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9.1. 

 

ˆ
90BID    

9.2.    EB GD EA AB GA AD     

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

EA GA EA AD AB GA AB AD        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

0 0

EA GA AB AD

AE AD BA AG

 

      

e

���� ���� ����� �����

���� ���� ���� ����

 

 cos ,AE AD AE AD   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

 cos ,AB AG AB AG   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

,

cos 0º

AB AD AG AE

AE AD

 

   
����� ����� ����� �����

���� ����

 

cos 180ºAD AE   

���� ����

 

0AE AD AE AD     

���� ���� ���� ����

 

Logo, 
ˆ

90ºBID  . 
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Avaliação formativa 2 

1.1. a)  cos ,AB CD AB CD AB CD    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

 12 12cos180º 144 1 144        

b) 0

DC BC

DC BC



 
����� �����

���� ����

 

c)  cos ,DE AB DE AB DE AB    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

DE

����

6

12

DE

 
����

72  

d) DA AC AD AC    

���� ���� ���� ����

 

 cos ,AD AC AD AC    

���� ���� ���� ����
ɵ

 

8 AC  

����

8

AC


����

64   

1.2.  
4

1

2

DE CE DA AC

 
   

 

 

���� ���� ���� ����

 

 
1

16

DE EC DA AC

 
    

 

 

���� ���� ���� ����

 

1 1

16 16

DC DA AC DC DA DC AC

 
       

 

 

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

1

0

16DC DA

AB AC



   
����� ����

���� ����

 

 
1

cos ,

16

AB AC AB AC   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

1

12

16

AC   

����

12

AC

����

9   

Opção (B) 

1.3. 

 

 90 , 180AB AP   

���� ����
ɵ

 

Então, 0AB AP 

���� ����

 

 0 , 90DA AP  

���� ����
ɵ

 

Então, 0DA AP 

���� ����

. 

 

2. 

1 1 1

4 4 4

AB CA AB AC AB AC           

���� ���� ���� ���� ���� ����
 

 
1

4

AB AB BC    

���� ���� ����

1

4

AB AB AB BC     

���� ���� ���� ���� 2 1

4

AB 

����
 

A área da base (quadrado) é igual a 
2

1

m

4

. 

64 cm 0,64 m  

1

1

0,64 0,16

4

V     

2

3

0,16 0,12

4

V     

3

1

0,16 0,08

2

V     

1 2 3

0,16 0,12 0,08 0,36V V V V        

O volume do pódio é igual a 
3

0,36 m . 

 

3.1.  Opção c)  3.2.  Opção a) 

 

4.1.  cos ,AC BC AC BC AC BC   

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

 1 1 cos180 1 1 1 1           

Opção (C) 

4.2.  AQ AB AP PQ AB AP AB PQ AB        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 cos ,AP AB AP AB   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

AP AB 

���� ���� AP

AB

����

����

2 2

AP AP 

����

 

Geometria analítica 
 

Então, o gráfico da função p será uma parte da 

reta de equação 16 4y   x . 

O gráfico apresentado pela Ana não representa 

uma parte de uma reta. 

O gráfico da Bianca tem o domínio  0, 4  e 

sabemos que o ponto F nunca coincide com B nem 

com C. Logo, o domínio da função p teria de ser 

 0, 4 . 

2. 

2 2 2

AD AM DM    

 

2

2 2

10 8 AM     

2 2

100 64 36AM AM       

 0

36

AM

AM



   6AM   

 

2.1.  AB AD AB AM MD AB AM AB MD        

���� ���� ���� ����� ����� ���� ����� ���� �����

 

 

 cos , 0 10 6 cos0

AB MD

AB AM AB AM



       
����� �����

���� ����� ���� �����
ɵ

 

60 1 60    

2.2. 

2 2 2

AM DM AM MD AD   

����� ����� ����� ����� ����

 

 

2

AD BC

AD BC AD AD AD



   
����� �����

���� ���� ���� ���� ����

 

Logo, 

2 2

AM DM AD 

����� ����� ����

. 

3. 
ɵ

 15 cos , 15AB AC AB AC AB AC      

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 cos , 15AB AC AB AC    

���� ���� ���� ����
ɵ

 

1

5 cos60º 15 5 15

2

AB AB        

���� ����

  

6 6AB AB   

���� ����

 u. c. 
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4. 36AB AC  

���� ����

  36AC CB AC   

���� ���� ����

 

36AC AC CB AC     

���� ���� ���� ����

 

   

2

0

0 36 36

ACCB AC

AC AC



     
���� �����

���� ����

 

6AC 

����

 u. c. 

2 2 2 2

2 2

6,1 6AB AC BC BC       

2 2

37,21 36 1,21BC BC       

0

1,21 1,1

BC

BC BC



     u. c. 

 

6 1,1

3,3

2 2
ABC

AC BC

A

 

    u. a. 

5.1. Por exemplo: 

AB

����

 e BC

����

, BA

����

 e DA

����

, BC

����

 e CA

����

. 

5.2. 25 25CB BC BC BC        

���� ���� ���� ����

 

 

2 2

0

25 25 25

BC

BC BC BC



        
�����

���� ���� ����

 

5BC 

����

cm 

 

2 2

5 25 cm
ABCD

A    

 

3
1

25 9 75 cm

3

ABCDV

V      

 

6. 4w u

� �

 

6.1. a)      2 4 2 8 8 4 32w v u v u v         

� � � � � �

 

b)    

22 2
2

4 4 3 12 144w w w u      

� � � �

 

6.2.  2 3 10u v v ku      

� � � �

 

2 6 2 10u v u u ku u         

� � � � � �

 

 
2 2

2 4 6 2 10u k u         

� �

 

2 2

8 6 3 2 3 10k         

18 10 8 54 18 36 2k k k          

 

7.1.    BH AG BA AH AH HG     

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

BA AH BA HG AH AH AH HG        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   

2

, ,BA AH HC BA AH HG

BA AD DH AD DH

  

      
���� ����� ����� ���� ����� �����

���� ���� ���� ���� ����

 

2

a AD AD AD DH DH AD DH DH          

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 2

2

0 0

AD DH

a AD DH



      
����� �����

���� ����

2 2 2 2

a a a a      

7.2. 

2 2 2

2 2 2

2AH AD DH a a a      

2 2 2

2 2 2

2 3BH BA AH a a a      

AG BH

���� ����

 

2 2

cosBH AG a BH AG a      

���� ���� ���� ����

 

2

cos

AG BH

BH BH a



    
����� �����

���� ����

 

2

2

cosBH a   

����

 

2

2 2

3 cos cos

a

a a    

2

3 a



1

cos

3

   

Assim, 
1

1

cos 70,5º

3





 
 

 

 

. 

 

8.  AB AP AB AO OP AB AO AB OP        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

cos0 cosAB AO AB OP        

���� ���� ���� ����

 

 
2

2 1 2 cos 2 1 cosr r r r r         
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   2, 0, 0 2, 2, 2OA BD     

���� ����

 

   2 2 0 2 0 2          

4 0 0 4       

27.2.  , , 1P yx  

     , , 1 1, 0, 2 1, 2, 3y k   x  

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2 3 3 3 1

k

y k y y

k k k

        

   
              

   
       

x x x

 

 2, 2,1P   

   2, 2, 2 ; 0, 2, 2F G  

 
2 0 2 2 2 2

, , 1, 2, 2

2 2 2

M

   


 

 

 

   2, 2,1 1, 2, 2MP P M     

�����

 

   2 1, 2 2,1 2 1, 4, 1         

     0, 0, 0 2, 0, 2 2, 0, 2EO O E      

����

 

   2, 0, 2 1, 4, 1EO MP       

���� �����

 

     2 1 0 4 2 1 2 0 2 0                

0EO MP 

���� �����

 

Então, EO MP

���� �����

. 
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28.1.  
   

 
2

2 2 2

1, 2 2, 3

cos ,

1 2 2 3

u v

u v

u v

 

  



   

� �
� �ɵ

� �  

 1 2 2 3 4

5 13 65

   

  



 

 
1

4

, cos 119,7º

65

u v



 

  
 

 

� �ɵ
 

28.2.  
   

   
2 2

2 2

1,1 3,1

cos ,

1 1 3 1

u v

u v

u v

  

  



    

� �
� �ɵ

� �  

 1 3 1 1 4 4 2

2 10 20 2 5 5

    

   



 

 
1

2

, cos 26,6

5

u v



 

  
 

 

� �ɵ
 

28.3.  
   

 
2

2 2 2

4, 2 2,1

cos ,

4 2 2 1

u v

u v

u v

 

  



   

� �
� �ɵ

� �  

 4 2 2 1 6 3

10 520 5

   

  



 

 
1

3

, cos 53,1

5

u v



 
  

 

 

� �ɵ
 

29.1.  cos ,

u v

u v

u v



 



� �
� �ɵ

� �  

   

 
2

2 2 2 2 2

1, 0,1 1, 5,1

1 0 1 1 5 1

 

 

     

 

 1 1 0 5 1 1 0

0

2 27 54

     

  



 

   
1

, cos 0

2

u v





 

� �ɵ
 

29.2.  cos ,

u v

u v

u v



 



� �
� �ɵ

� �  

   

     
2 2 2

2 2 2

2, 2, 0 2,1, 2

2 2 0 2 1 2

   

 

       

 

     2 2 2 1 0 2 6 1

8 3 3 2 2 2

        

    

 

 

2

2

   

 
1

2 3

, cos

2 4

u v



  

   
 

 

� �ɵ
 

29.3.  cos ,

u v

u v

u v



 



� �
� �ɵ

� �  

   

 

22 2

2 2 2

3,1, 0 3,1, 2 3

3 1 0 3 1 2 3





    

 

3 3 1 1 0 2 3 4 1

2 4 8 2

    

  



 

 
1

1

, cos

2 3

u v



 
 

 

 

� �ɵ
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30. 

 

30.1.  

1.º Processo: 

   CO BA CD DO BE EA     

���� ���� ���� ���� ���� ����

CD BE CD EA DO BE DO EA        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 3 3 1 0 0 4 4 1 7           

2.º Processo: 

 0, 0O ;  5, 0A ;  8, 4B ;  3, 4C   

     0,0 3, 4 3, 4CO O C      

����

 

     5, 0 8, 4 3, 4BA A B      

����

  

         3, 4 3, 4 3 3 4 4CO BA             

���� ����

 

9 16 7      

 

30.2.  5, 0OA A O  

����

 

 3, 4CO O C   

����
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3. Produto escalar de dois vetores em 

referencial o. n. 
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1.1. 

 

 

1.2. 

 

 

 

 

2.1. 

 

 

2.2. a) 4 

b)  1 2

2 4e e

��� ���

 

c) 
2 1

1 2 e e  

��� ���

 

d) 
1 2 2 1

0e e e e   

��� ��� ��� ���

 

e) 1 

 

 

 

3.  

 

 

 

 5 3 2 4 7a b      

� �
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26.1. a)      5, 3 2, 1 5 2, 3 1AB B A          

����

 

 3, 2   

     
1

1, 0 3, 2 1 3 0 2 3e AB         

����

�

 

b)        
1 1

2, 4 2, 2u e e AB      

����

� ��

 

 2 2 4 2 4       

Cálculos auxiliares: 

     
1

1, 4 1, 0 1 1, 4 0u e      

��

 2, 4  

   
1

1, 0 3, 2e AB    

����

�

   1 3, 0 2 2, 2     

26.2.  , 1P x x  

     , 1 0, 0 , 1OP P O      x x x x

����

 

OP u

����

�

 

   0 1, 4 , 1 0u OP      x x

����

�

 

 4 1 0 4 4 0 5 4           x x x x x  

4

5

  x  

4 4 4 1

, 1 ,

5 5 5 5

P

   
    

   

   

 

27.1.      2, 0, 0 0, 0, 0 2, 0, 0OA A O    

����

 

     0, 0, 2 2, 2, 0 0 2, 0 2, 2 0BD D A        

����

 

 2, 2, 2    
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   2, 0, 0 2, 2, 2OA BD     

���� ����

 

   2 2 0 2 0 2          

4 0 0 4       

27.2.  , , 1P yx  

     , , 1 1, 0, 2 1, 2, 3y k   x  

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2 3 3 3 1

k

y k y y

k k k

        

   
              

   
       

x x x

 

 2, 2,1P   

   2, 2, 2 ; 0, 2, 2F G  

 
2 0 2 2 2 2

, , 1, 2, 2

2 2 2

M

   


 

 

 

   2, 2,1 1, 2, 2MP P M     

�����

 

   2 1, 2 2,1 2 1, 4, 1         

     0, 0, 0 2, 0, 2 2, 0, 2EO O E      

����

 

   2, 0, 2 1, 4, 1EO MP       

���� �����

 

     2 1 0 4 2 1 2 0 2 0                

0EO MP 

���� �����

 

Então, EO MP

���� �����

. 
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28.1.  
   

 
2

2 2 2

1, 2 2, 3

cos ,

1 2 2 3

u v

u v

u v

 

  



   

� �
� �ɵ

� �  

 1 2 2 3 4

5 13 65

   

  



 

 
1

4

, cos 119,7º

65

u v



 

  
 

 

� �ɵ
 

28.2.  
   

   
2 2

2 2

1,1 3,1

cos ,

1 1 3 1

u v

u v

u v

  

  



    

� �
� �ɵ

� �  

 1 3 1 1 4 4 2

2 10 20 2 5 5

    

   



 

 
1

2

, cos 26,6

5

u v



 

  
 

 

� �ɵ
 

28.3.  
   

 
2

2 2 2

4, 2 2,1

cos ,

4 2 2 1

u v

u v

u v

 

  



   

� �
� �ɵ

� �  

 4 2 2 1 6 3

10 520 5

   

  



 

 
1

3

, cos 53,1

5

u v



 
  

 

 

� �ɵ
 

29.1.  cos ,

u v

u v

u v



 



� �
� �ɵ

� �  

   

 
2

2 2 2 2 2

1, 0,1 1, 5,1

1 0 1 1 5 1

 

 

     

 

 1 1 0 5 1 1 0

0

2 27 54

     

  



 

   
1

, cos 0

2

u v





 

� �ɵ
 

29.2.  cos ,

u v

u v

u v



 



� �
� �ɵ

� �  

   

     
2 2 2

2 2 2

2, 2, 0 2,1, 2

2 2 0 2 1 2

   

 

       

 

     2 2 2 1 0 2 6 1

8 3 3 2 2 2

        

    

 

 

2

2

   

 
1

2 3

, cos

2 4

u v



  

   
 

 

� �ɵ
 

29.3.  cos ,

u v

u v

u v



 



� �
� �ɵ

� �  

   

 

22 2

2 2 2

3,1, 0 3,1, 2 3

3 1 0 3 1 2 3





    

 

3 3 1 1 0 2 3 4 1

2 4 8 2

    

  



 

 
1

1

, cos

2 3

u v



 
 

 

 

� �ɵ
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30. 

 

30.1.  

1.º Processo: 

   CO BA CD DO BE EA     

���� ���� ���� ���� ���� ����

CD BE CD EA DO BE DO EA        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 3 3 1 0 0 4 4 1 7           

2.º Processo: 

 0, 0O ;  5, 0A ;  8, 4B ;  3, 4C   

     0,0 3, 4 3, 4CO O C      

����

 

     5, 0 8, 4 3, 4BA A B      

����

  

         3, 4 3, 4 3 3 4 4CO BA             

���� ����

 

9 16 7      

 

30.2.  5, 0OA A O  

����

 

 3, 4CO O C   

����
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3. Produto escalar de dois vetores em 

referencial o. n. 
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1.1. 

 

 

1.2. 

 

 

 

 

2.1. 

 

 

2.2. a) 4 

b)  1 2

2 4e e

��� ���

 

c) 
2 1

1 2 e e  

��� ���

 

d) 
1 2 2 1

0e e e e   

��� ��� ��� ���

 

e) 1 

 

 

 

3.  

 

 

 

 5 3 2 4 7a b      

� �
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26.1. a)      5, 3 2, 1 5 2, 3 1AB B A          

����

 

 3, 2   

     
1

1, 0 3, 2 1 3 0 2 3e AB         

����

�

 

b)        
1 1

2, 4 2, 2u e e AB      

����

� ��

 

 2 2 4 2 4       

Cálculos auxiliares: 

     
1

1, 4 1, 0 1 1, 4 0u e      

��

 2, 4  

   
1

1, 0 3, 2e AB    

����

�

   1 3, 0 2 2, 2     

26.2.  , 1P x x  

     , 1 0, 0 , 1OP P O      x x x x

����

 

OP u

����

�

 

   0 1, 4 , 1 0u OP      x x

����

�

 

 4 1 0 4 4 0 5 4           x x x x x  

4

5

  x  

4 4 4 1

, 1 ,

5 5 5 5

P

   
    

   

   

 

27.1.      2, 0, 0 0, 0, 0 2, 0, 0OA A O    

����

 

     0, 0, 2 2, 2, 0 0 2, 0 2, 2 0BD D A        

����

 

 2, 2, 2    

M
M

A
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D
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F 
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     : , 2, 3 1, 2 ,a y k k    x ℝ   

Equação reduzida de a: 

: 2a y b  x e I a  

 3 2 2 3 4 1b b b            

: 2 1a y   x  

1
b

m   

 1,1b 

�

 

Equação vetorial de b: 

     : , 2, 3 1, 1 ,b y k k   x ℝ   

Equação reduzida de b: 

:b y b x  e I b   

3 2 5b b      

: 5b y  x  

36.  
3

tan150 tan 180 30 tan30º

3
r

m            

Seja s a reta perpendicular a r e que passa em 

 0,1P . 

3 3 3

3

33

r

m    e 1b   

: 3 1s y  x  
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37.1. Seja Q o ponto de interseção da reta r com uma 

reta perpendicular a r e que passa por P. 

4 1 3PQ     

 

37.2. 3 5 2    x x  

3 5 8   x x  

Retas de equações: 2 x  e 8x  

37.3. 2 5 0 2 5y y      x x  

Seja p uma reta perpendicular a s e que passa por P. 

1

2

p
m   

1

:

2

p y b x  e P p  

1 3 5

4 3 4

2 2 2

b b b         

1 5

:

2 2

p y  x  

Seja I o ponto de interseção de s e p. 

1 5 1 5

2 5

2 2 2 2

2 5 ________

y

y

 
      

  

 
   

x x x

x

 

4 10 5 5 5

________ ________

       

   

 

x x x

 

1 1

2 1 5 3y y

  

  
      

x x

 

 1, 3I  

O ponto mais próximo de s tem coordenadas  1, 3 . 

37.4.    
2 2

3 1 4 3 4 1 5IP         

38.1. 

2 22

2 9 22 0 9 2 22

9 9

y y y          x x x  

2

9

r
m   

9

2

p
m    

9

:

2

p y b  x  e A p  

 
9

2 2 2 9 7

2

b b b           

9

: 7

2

p y   x  

38.2. Seja t a reta perpendicular a s e que passa por B. 

7

6

s
m   

6

7

t

m    

6

:

7

t y b  x e B t  

6 6 15

3 1 3

7 7 7

b b b            

6 15

:

7 7

t y   x  

C é o ponto de interseção das retas p e t. 

9

6 15 97

72

7 7 2

6 15

________

7 7

y

y


   

      
  

 
   



x

x x

x

 

12 30 63 98 51 68

________ _______

       

   

 

x x x

 

4

68

_____3

51

6 4 15 1

________

7 3 7

y

y


  

   
    

    
    

  
  

x

x

 

4

, 1

3

C

 
 

 

 
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Tarefas de consolidação 3 

1. I.    1, 3, 1 2, 1, 2BA BC     

���� ����

 

   1 2 3 1 1 2 3 0            

0BA BC 

���� ����

. Logo, o triângulo é obtusângulo. 

II.  
2

2 2

1 3 1 11BA     

����

 

Geometria analítica 
 

 
   

 
2

2 2 2

5, 0 3, 4
ˆ

cos

5 0 3 4

OA OC

AOC

OA OC

 

  


   

���� ����

���� ����  

 5 3 0 4 15 3

5 5 25 5

   

    



 

1
3

ˆ
cos 126,9

5

AOC


 
   

 

 

 

31.  0, 4, , 0P z z   

31.1.    cos , cos

AB AP

AB AP BÂP

AB AP



  



���� ����
���� ����

ɵ
���� ����  

1

cos

3 2



   

31.2.      0, 4, 0 3, 0, 0 3, 4, 0AB B A       

����

 

     0, 4, 3, 0, 0 3, 4,AP P A z z       

����

 

   
2 2

2

3 4 0 5AB      

����

 

   
2 2

2 2

3 4 25AP z z      

����

 

   

2

3, 4, 0 3, 4,1 1

2 25 25

zAB AP

AB AP z

    

   

 

���� ����

���� ����
 

     

2

3 3 4 4 0 1

2
5 25

z

z

        

  



 

2

2

2

5 25 0

25 1

25 10

2
5 25

z

z

z
 

    



 

Como o radicando, bem como os dois membros da 

equação, são não negativos, elevando os dois ao 

quadrado, obtém-se:  

2 2 2

25 10 75 75z z z        

Como 0z  , 75 5 3z      
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32.1.  3,1r 

�

,  4, 3s  

�

 

 
   

 
2

2 2 2

3,1 4, 3

cos ,

3 1 4 3

r s

r s

r s

  

  



   

� �
� �ɵ

� �  

 3 4 1 3 9

10 5 5 10

   

 



 

 
1

9

, cos 55

5 10

r s



 

  
 

 

� �ɵ
 

32.2.  3,1r 

�

,  0,1t 

�

 

 
   

2 2 2 2

3,1 0,1

cos ,

3 1 0 1

r t

r t

r t

 

  

   

��
��ɵ

��  

3 0 1 1 1

10 1 10

  

 



 

 
1

1

, cos 72 .

10

r t



 

  
 

 

��ɵ
 

 

 

32.3.  4, 3s  

�

,  0,1t 

�

 

 
   

2 2 2 2

4, 3 0,1

cos ,

4 3 0 1

s t

s t

s t

 

  

   

��
��ɵ

��  

4 0 3 1 3

5 1 5

   

 



 

 
1

3

, cos 53º.

5

s t



 
 

 

 

��ɵ
 

33.1.  3,1r 

�

,  3,s a

�

 

   0 1, 2 3, 0r s r s a        

� �

 

 1 3 2 0 3 2 0 3 2a a a             

3

2

a   

33.2. 2
r

m   , 

3

s

a

m   

2 6

3

r s

a

m m a        

34.1.  1, 2, 2OA 

����

 

22 2

2 2 2 2

1 2 2 9 9r OA     

����

 

Equação da superfície esférica: 

     
2 2 2

2 2 2 2

0 0 0 9y z r y z         x x  

34.2.  0, , 0 , 0B y y   

Vetor diretor da reta OB:  0,1, 0  

 1, 2, 2OA 

����

 

 cos ,

OA OB

OA OB

OA OB



 



���� ����

���� ����
ɵ

���� ����

   

2 2 2 2 2 2

1, 2, 2 0,1, 0
2 2

3 1 31 2 2 0 1 0



  


    

���������

 

 
1

2

, cos 48

3

OA OB


 
  

 

 

���� ����
ɵ
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35.1. 

1 1

4 1 4

2 2

1 ________

y

y

 
      

  

 
   

x x x

x

 

2 2 8 3 6

________ ________

      

   

 

x x x

 

2 2

2 1 3y y

   
  

     

x x

 

O ponto de interseção de r e s:  2, 3I   

35.2. Sejam a e b as retas perpendiculares a r e s, 

respetivamente e que passam por I. 

2
a

m    

 1, 2a  

�

 

Equação vetorial de a: 

M
M

A
11D

RG
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     : , 2, 3 1, 2 ,a y k k    x ℝ   

Equação reduzida de a: 

: 2a y b  x e I a  

 3 2 2 3 4 1b b b            

: 2 1a y   x  

1
b

m   

 1,1b 

�

 

Equação vetorial de b: 

     : , 2, 3 1, 1 ,b y k k   x ℝ   

Equação reduzida de b: 

:b y b x  e I b   

3 2 5b b      

: 5b y  x  

36.  
3

tan150 tan 180 30 tan30º

3
r

m            

Seja s a reta perpendicular a r e que passa em 

 0,1P . 

3 3 3

3

33

r

m    e 1b   

: 3 1s y  x  
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37.1. Seja Q o ponto de interseção da reta r com uma 

reta perpendicular a r e que passa por P. 

4 1 3PQ     

 

37.2. 3 5 2    x x  

3 5 8   x x  

Retas de equações: 2 x  e 8x  

37.3. 2 5 0 2 5y y      x x  

Seja p uma reta perpendicular a s e que passa por P. 

1

2

p
m   

1

:

2

p y b x  e P p  

1 3 5

4 3 4

2 2 2

b b b         

1 5

:

2 2

p y  x  

Seja I o ponto de interseção de s e p. 

1 5 1 5

2 5

2 2 2 2

2 5 ________

y

y

 
      

  

 
   

x x x

x

 

4 10 5 5 5

________ ________

       

   

 

x x x

 

1 1

2 1 5 3y y

  

  
      

x x

 

 1, 3I  

O ponto mais próximo de s tem coordenadas  1, 3 . 

37.4.    
2 2

3 1 4 3 4 1 5IP         

38.1. 

2 22

2 9 22 0 9 2 22

9 9

y y y          x x x  

2

9

r
m   

9

2

p
m    

9

:

2

p y b  x  e A p  

 
9

2 2 2 9 7

2

b b b           

9

: 7

2

p y   x  

38.2. Seja t a reta perpendicular a s e que passa por B. 

7

6

s
m   

6

7

t

m    

6

:

7

t y b  x e B t  

6 6 15

3 1 3

7 7 7

b b b            

6 15

:

7 7

t y   x  

C é o ponto de interseção das retas p e t. 

9

6 15 97

72

7 7 2

6 15

________

7 7

y

y


   

      
  

 
   



x

x x

x

 

12 30 63 98 51 68

________ _______

       

   

 

x x x

 

4

68

_____3

51

6 4 15 1

________

7 3 7

y

y


  

   
    

    
    

  
  

x

x

 

4

, 1

3

C

 
 

 

 
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Tarefas de consolidação 3 

1. I.    1, 3, 1 2, 1, 2BA BC     

���� ����

 

   1 2 3 1 1 2 3 0            

0BA BC 

���� ����

. Logo, o triângulo é obtusângulo. 

II.  
2

2 2

1 3 1 11BA     

����

 

Geometria analítica 
 

 
   

 
2

2 2 2

5, 0 3, 4
ˆ

cos

5 0 3 4

OA OC

AOC

OA OC

 

  


   

���� ����

���� ����  

 5 3 0 4 15 3

5 5 25 5

   

    



 

1
3

ˆ
cos 126,9

5

AOC


 
   

 

 

 

31.  0, 4, , 0P z z   

31.1.    cos , cos

AB AP

AB AP BÂP

AB AP



  



���� ����
���� ����

ɵ
���� ����  

1

cos

3 2



   

31.2.      0, 4, 0 3, 0, 0 3, 4, 0AB B A       

����

 

     0, 4, 3, 0, 0 3, 4,AP P A z z       

����

 

   
2 2

2

3 4 0 5AB      

����

 

   
2 2

2 2

3 4 25AP z z      

����

 

   

2

3, 4, 0 3, 4,1 1

2 25 25

zAB AP

AB AP z

    

   

 

���� ����

���� ����
 

     

2

3 3 4 4 0 1

2
5 25

z

z

        

  



 

2

2

2

5 25 0

25 1

25 10

2
5 25

z

z

z
 

    



 

Como o radicando, bem como os dois membros da 

equação, são não negativos, elevando os dois ao 

quadrado, obtém-se:  

2 2 2

25 10 75 75z z z        

Como 0z  , 75 5 3z      
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32.1.  3,1r 

�

,  4, 3s  

�

 

 
   

 
2

2 2 2

3,1 4, 3

cos ,

3 1 4 3

r s

r s

r s

  

  



   

� �
� �ɵ

� �  

 3 4 1 3 9

10 5 5 10

   

 



 

 
1

9

, cos 55

5 10

r s



 

  
 

 

� �ɵ
 

32.2.  3,1r 

�

,  0,1t 

�

 

 
   

2 2 2 2

3,1 0,1

cos ,

3 1 0 1

r t

r t

r t

 

  

   

��
��ɵ

��  

3 0 1 1 1

10 1 10

  

 



 

 
1

1

, cos 72 .

10

r t



 

  
 

 

��ɵ
 

 

 

32.3.  4, 3s  

�

,  0,1t 

�

 

 
   

2 2 2 2

4, 3 0,1

cos ,

4 3 0 1

s t

s t

s t

 

  

   

��
��ɵ

��  

4 0 3 1 3

5 1 5

   

 



 

 
1

3

, cos 53º.

5

s t



 
 

 

 

��ɵ
 

33.1.  3,1r 

�

,  3,s a

�

 

   0 1, 2 3, 0r s r s a        

� �

 

 1 3 2 0 3 2 0 3 2a a a             

3

2

a   

33.2. 2
r

m   , 

3

s

a

m   

2 6

3

r s

a

m m a        

34.1.  1, 2, 2OA 

����

 

22 2

2 2 2 2

1 2 2 9 9r OA     

����

 

Equação da superfície esférica: 

     
2 2 2

2 2 2 2

0 0 0 9y z r y z         x x  

34.2.  0, , 0 , 0B y y   

Vetor diretor da reta OB:  0,1, 0  

 1, 2, 2OA 

����

 

 cos ,

OA OB

OA OB

OA OB



 



���� ����

���� ����
ɵ

���� ����

   

2 2 2 2 2 2

1, 2, 2 0,1, 0
2 2

3 1 31 2 2 0 1 0



  


    

���������

 

 
1

2

, cos 48

3

OA OB


 
  

 

 

���� ����
ɵ
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35.1. 

1 1

4 1 4

2 2

1 ________

y

y

 
      

  

 
   

x x x

x

 

2 2 8 3 6

________ ________

      

   

 

x x x

 

2 2

2 1 3y y

   
  

     

x x

 

O ponto de interseção de r e s:  2, 3I   

35.2. Sejam a e b as retas perpendiculares a r e s, 

respetivamente e que passam por I. 

2
a

m    

 1, 2a  

�

 

Equação vetorial de a: 

MMA11DRGF-GEOMETRIA ANALÍTICA-2

M
M

A
11

D
RG

F 
©

 P
or

to
 E

di
to

ra

17
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5.  3, , 0C y y   

     2, 0 1, 0 1, 0AB B A    

����

 

     3, 1, 0 2,AC C A y y    

����

 

ɵ
 cos ,AB AC AB AC AB AC   

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   
2 2

1, 0 2, 1 2 cos

3

y y



        

2 2 2
1

2 2 4 4

2

y y        

Como o radicando, bem como os dois membros da 

equação são não negativos, elevando os dois ao 

quadrado obtém-se, 

2 2

16 4 12 2 3y y y        

Como 0y  ,  3, 2 3C . 

6.1. Seja  , ,p a b c

�

um vetor perpendicular a u

�

. 

   0 1, 2,1 , , 0u p a b c      

��

 

2 0 2a b c c a b         

 , , 2p a b a b 

�

  

Por exemplo, 

Se 0a   e  1, 0, 1, 2b p   

�

 

Se 1a   e  0, 1,0,1b p 

�

 

Se 2a   e  1, 2,1, 0b p 

�

 

Se    0, 1, 2 , 1, 0,1  e  2,1, 0 , por exemplo. 

6.2. Seja  , ,w a b c

�

. 

   

   

1, 2,1 , , 00

3,1, 0 , , 00

a b cu w

a b cv w

     
  

     

� �

� �
 

 2 0 2 3 0

3 0 3

a b c a a c

a b b a

       

   
    

 

6 0 5

________ 3

a a c c a

b a

      

  
 

 

 , 3 , 5w a a a 

�

,  \ 0aℝ  

Por exemplo, se  1, 1, 3, 5a w  

�

. 

7.1.  0, , 0 ,B y B BE  

     0, , 0 0, 1, 6 0, 1,1y k     

0 0 0 ________ ____

1 1 6 5

0 6 6 ____

y k y y

k k

    

  
          

  
   

 

 

Logo, a ordenada de B é 5. 

7.2.      0, 5, 0 , 0, 0, 5 , 0, 0, 5B E F   

     0, 0, 5 0, 5, 0 0, 5, 5BE E B     

����

 

     0, 0, 5 0, 5, 0 0, 5, 5BF F B       

����

 

   0, 5, 5 0, 5, 0BE BF     

���� ����

 

     0 0 5 5 5 5 25 25 0             

Como BE BF

���� ����

 então, BE BF  

 , 90BE BF  

���� ����
ɵ

. 

7.3.  5, 0, 0A  

Um vetor perpendicular ao vetor BE

����

 e ao vetor 

BF

����

 é, por exemplo,  1 1, 0, 0e

�

. 

Uma equação da reta pedida é: 

     , , 5, 0, 0 1, 0, 0 ,y z k k  x ℝ   

7.4. O octaedro pode ser decomposto em duas 

pirâmides cuja base é um quadrado de lado 50 : 

2 2

2 2

0

5 5 50 50

AB

AB AB



      

 

O plano 3z   interseta a pirâmide  ABCDE  e 

decompõe-na num tronco de pirâmide e uma 

pirâmide com altura 2:  ' ' ' 'A B C D E  

Pela semelhança de triângulos, tem-se: 

2 2 50

2 2

5 550

b

b b      

   ' ' ' 'ABCDE A B C D E

V V V    

   

2 2
1 1

50 5 2 2 2 78

3 3

       

O volume pedido é igual a 78 u. v. 

 

8.      3, 4, 0 0, 8, 0 , 3, 6, 3A C I  

     3, 4, 0 3, 6, 3 0, 10, 3IA A I       

���

 

     0, 8, 0 3, 6, 3 3, 2, 3IC C I      

���

 

 cos cos ,

IA IC

IA IC

IA IC





  



��� ���
��� ���
ɵ

��� ���  

   

       
2 2 2 2

2 2

0, 10, 3 3, 2, 3

0 10 3 3 2 3

    

 

        

 

       0 3 10 2 3 3 11

109 22 2398

        

  



 

2 2

22

1 1

1 tan 1 tan

cos
11

2398

 



     

 


 

 

 

2 2
2398 2277

tan 1 tan

121 121

        

2
207

tan

11

   
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 
2

2 2

2 1 2 3BC     

����

 

BA BC

���� ����

 

Sendo ABC  um ângulo obtuso para que o 

triângulo fosse isósceles, teria que BA BC

���� ����

. 

Logo, o triângulo não é isósceles. 

2.1.      4, 3 1, 2 5,1AB B A      

����

 

1

5

AB

m    

Seja t a reta tangente à circunferência.  

t AB  

5
t

m   

: 5t y b x e B t  

: 5t y b x  

 3 5 4 23b b       

: 5 23t y  x  

2.2.  

2
2 2

2
2 2

5 1 26 26r AB     

����

 

Equação da circunferência: 

   
2 2

1 2 26y   x  

 , 7 , 0D x x  e D é um ponto da circunferência. 

     
2 2 2

1 7 2 26 1 25 26        x x  

 
2

1 1 1 1 2 0          x x x x  

Como 0x ,  2, 7D . 

     2, 7 1, 2 1, 5AD D A    

����

 

   5,1 1, 5 5 1 1 5 5 5 0AB AD            

���� ����

 

AB AD

���� ����

 

2

DÂB


  

3.1.  
ˆ

180 90 30 180 120 60BCA              

 
ˆ

180 90 60 180 150 30CAB              

3

tan30º

3

r

m    

3

:

3

r y b x  e  12, 0A r   

 
3

0 12 4 3

3

b b       

3

: 4 3

3

r y  x  

3.2.  3,B y  e B r  

3

3 4 3 5 3

3

y      

 3, 5 3B  

s r  

3 3 3

3

33

s

m        

: 3s y b  x  e B s  

5 3 3 3 8 3b b       

: 3 8 3s y   x  

 , 0C x  e C s  

0 3 8 3 3 8 3 8    x x = x =  

 8, 0C  

4.1.  AB CA AB AC AC CB AC        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 2

0AC AC CB AC AC AC          

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2

1,2 1,44     

4.2. 

1,2

cos 0,6

2

AC

AB

     

 
1

cos 0,6 53



    

4.3.  , 0, 6C x  e C pertence à circunferência 

trigonométrica. 

2 2 2 2

0,6 1 1 0,36 0,64       x x x

0

0,8



  

x

x  

 0,8; 0,6OC  

����

 

0,6 3

0,8 4

OC

m   



 

Seja   a inclinação da reta OC. 

Como 0
OC

m   e 

3

tan

4

  : 

1
3

tan 180 143

4




 
     

 

 

 

4.4. 

3

4

OC

m    

Seja t a reta tangente à circunferência em C. 

4

3

t

m   

4

:

3

t y b x e C t  

 
4 3 16 5

0,6 0,8

3 5 15 3

b b b          

4 5

:

3 3

t y  x  

Bissetriz dos quadrantes pares: y  x  

4 5 4 5

3 4 5

3 3 3 3

________

________

y

y

 
        

    

 
  

x xx x x

x

 

5

7 5
7

5

7

y


 

  
  

 




x

x

 

Ponto de interseção: 

5 5

,

7 7

 


 

 
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Pág. 177 

5.  3, , 0C y y   

     2, 0 1, 0 1, 0AB B A    

����

 

     3, 1, 0 2,AC C A y y    

����

 

ɵ
 cos ,AB AC AB AC AB AC   

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   
2 2

1, 0 2, 1 2 cos

3

y y



        

2 2 2
1

2 2 4 4

2

y y        

Como o radicando, bem como os dois membros da 

equação são não negativos, elevando os dois ao 

quadrado obtém-se, 

2 2

16 4 12 2 3y y y        

Como 0y  ,  3, 2 3C . 

6.1. Seja  , ,p a b c

�

um vetor perpendicular a u

�

. 

   0 1, 2,1 , , 0u p a b c      

��

 

2 0 2a b c c a b         

 , , 2p a b a b 

�

  

Por exemplo, 

Se 0a   e  1, 0, 1, 2b p   

�

 

Se 1a   e  0, 1,0,1b p 

�

 

Se 2a   e  1, 2,1, 0b p 

�

 

Se    0, 1, 2 , 1, 0,1  e  2,1, 0 , por exemplo. 

6.2. Seja  , ,w a b c

�

. 

   

   

1, 2,1 , , 00

3,1, 0 , , 00

a b cu w

a b cv w

     
  

     

� �

� �
 

 2 0 2 3 0

3 0 3

a b c a a c

a b b a

       

   
    

 

6 0 5

________ 3

a a c c a

b a

      

  
 

 

 , 3 , 5w a a a 

�

,  \ 0aℝ  

Por exemplo, se  1, 1, 3, 5a w  

�

. 

7.1.  0, , 0 ,B y B BE  

     0, , 0 0, 1, 6 0, 1,1y k     

0 0 0 ________ ____

1 1 6 5

0 6 6 ____

y k y y

k k

    

  
          

  
   

 

 

Logo, a ordenada de B é 5. 

7.2.      0, 5, 0 , 0, 0, 5 , 0, 0, 5B E F   

     0, 0, 5 0, 5, 0 0, 5, 5BE E B     

����

 

     0, 0, 5 0, 5, 0 0, 5, 5BF F B       

����

 

   0, 5, 5 0, 5, 0BE BF     

���� ����

 

     0 0 5 5 5 5 25 25 0             

Como BE BF

���� ����

 então, BE BF  

 , 90BE BF  

���� ����
ɵ

. 

7.3.  5, 0, 0A  

Um vetor perpendicular ao vetor BE

����

 e ao vetor 

BF

����

 é, por exemplo,  1 1, 0, 0e

�

. 

Uma equação da reta pedida é: 

     , , 5, 0, 0 1, 0, 0 ,y z k k  x ℝ   

7.4. O octaedro pode ser decomposto em duas 

pirâmides cuja base é um quadrado de lado 50 : 

2 2

2 2

0

5 5 50 50

AB

AB AB



      

 

O plano 3z   interseta a pirâmide  ABCDE  e 

decompõe-na num tronco de pirâmide e uma 

pirâmide com altura 2:  ' ' ' 'A B C D E  

Pela semelhança de triângulos, tem-se: 

2 2 50

2 2

5 550

b

b b      

   ' ' ' 'ABCDE A B C D E

V V V    

   

2 2
1 1

50 5 2 2 2 78

3 3

       

O volume pedido é igual a 78 u. v. 

 

8.      3, 4, 0 0, 8, 0 , 3, 6, 3A C I  

     3, 4, 0 3, 6, 3 0, 10, 3IA A I       

���

 

     0, 8, 0 3, 6, 3 3, 2, 3IC C I      

���

 

 cos cos ,

IA IC

IA IC

IA IC





  



��� ���
��� ���
ɵ

��� ���  

   

       
2 2 2 2

2 2

0, 10, 3 3, 2, 3

0 10 3 3 2 3

    

 

        

 

       0 3 10 2 3 3 11

109 22 2398

        

  



 

2 2

22

1 1

1 tan 1 tan

cos
11

2398

 



     

 


 

 

 

2 2
2398 2277

tan 1 tan

121 121

        

2
207

tan

11

   
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 
2

2 2

2 1 2 3BC     

����

 

BA BC

���� ����

 

Sendo ABC  um ângulo obtuso para que o 

triângulo fosse isósceles, teria que BA BC

���� ����

. 

Logo, o triângulo não é isósceles. 

2.1.      4, 3 1, 2 5,1AB B A      

����

 

1

5

AB

m    

Seja t a reta tangente à circunferência.  

t AB  

5
t

m   

: 5t y b x e B t  

: 5t y b x  

 3 5 4 23b b       

: 5 23t y  x  

2.2.  

2
2 2

2
2 2

5 1 26 26r AB     

����

 

Equação da circunferência: 

   
2 2

1 2 26y   x  

 , 7 , 0D x x  e D é um ponto da circunferência. 

     
2 2 2

1 7 2 26 1 25 26        x x  

 
2

1 1 1 1 2 0          x x x x  

Como 0x ,  2, 7D . 

     2, 7 1, 2 1, 5AD D A    

����

 

   5,1 1, 5 5 1 1 5 5 5 0AB AD            

���� ����

 

AB AD

���� ����

 

2

DÂB


  

3.1.  
ˆ

180 90 30 180 120 60BCA              

 
ˆ

180 90 60 180 150 30CAB              

3

tan30º

3

r

m    

3

:

3

r y b x  e  12, 0A r   

 
3

0 12 4 3

3

b b       

3

: 4 3

3

r y  x  

3.2.  3,B y  e B r  

3

3 4 3 5 3

3

y      

 3, 5 3B  

s r  

3 3 3

3

33

s

m        

: 3s y b  x  e B s  

5 3 3 3 8 3b b       

: 3 8 3s y   x  

 , 0C x  e C s  

0 3 8 3 3 8 3 8    x x = x =  

 8, 0C  

4.1.  AB CA AB AC AC CB AC        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 2

0AC AC CB AC AC AC          

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2

1,2 1,44     

4.2. 

1,2

cos 0,6

2

AC

AB

     

 
1

cos 0,6 53



    

4.3.  , 0, 6C x  e C pertence à circunferência 

trigonométrica. 

2 2 2 2

0,6 1 1 0,36 0,64       x x x

0

0,8



  

x

x  

 0,8; 0,6OC  

����

 

0,6 3

0,8 4

OC

m   



 

Seja   a inclinação da reta OC. 

Como 0
OC

m   e 

3

tan

4

  : 

1
3

tan 180 143

4




 
     

 

 

 

4.4. 

3

4

OC

m    

Seja t a reta tangente à circunferência em C. 

4

3

t

m   

4

:

3

t y b x e C t  

 
4 3 16 5

0,6 0,8

3 5 15 3

b b b          

4 5

:

3 3

t y  x  

Bissetriz dos quadrantes pares: y  x  

4 5 4 5

3 4 5

3 3 3 3

________

________

y

y

 
        

    

 
  

x xx x x

x

 

5

7 5
7

5

7

y


 

  
  

 




x

x

 

Ponto de interseção: 

5 5

,

7 7

 


 

 
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 cos ,

AE BD

AE BD

AE BD







���� ����

���� ����
ɵ

���� ����
2

12

BD AE

AE



 
����� ����� ����

12 3

20 5

  

 
1

3

, cos 53

5

AE BD


 
  

 

 

���� ����
ɵ

 

4.4.      0, 2, 3 ; 2, 2, 3 ; 0, 6,1B C D  

     2, 2, 3 0, 2, 3 2, 0, 0BC C B    

����

 

     0, 6,1 2, 2, 3 2, 4, 2CD D C      

����

 

   

   
2 2

2

2, 0, 0 2, 4, 2

cos

2 2 4 2

BC CD

BC CD



  

  


    

���� ����

���� ����  

   2 2 0 4 0 2 2 2

2 24 24 2 6

      

     



 

1 6

36

     

2 2

2

1 1

1 tan 1 tan

1cos

6

 



       

2 2

tan 6 1 tan 5       

4.5. 
 

2 2

2

2

ABC

A



   u. a.; 
 

1 8

2 4

3 3

ABCF

V      u. v. 

 

 

4. Equações cartesianas de planos no 

espaço 
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Tarefa 5 

1. Bastam três pontos não colineares para definir um 

plano. 

2. Se os três pontos de contacto com o solo forem 

colineares não definem um plano. Desta forma, 

não se garante a estabilidade do objeto que 

suportam. 
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39.1. Seja  , ,Q y zx , um ponto do plano  . 

   , , 3, 2,1PQ Q P y z     x

����

 

 3, 2, 1y z   x  

   0 3, 2, 1 2, 0, 1 0PQ n y z         x

����

�

 

     2 3 0 2 1 1 0y z        x  

2 6 0 1 0 2 5 0z z         x x  

39.2.  2 1 3 5 0 0 0        (verdadeira) 

Logo, A   e 0AP n 

����

�

. 

39.3.  
2 2

2 5 5 0 2 5 5 0k k k k            

 
2

2 0 2 0k k k k      

0 2 0k k     0 2k k      

Como , 2k k



  ℝ . 

39.4. Seja I o ponto de interseção 

 2, 3,I z  e I   

2 2 5 0 1z z        

 2, 3, 1I    

40.1. Seja  , ,Q y zx , um ponto do plano ABC. 

AE ABC

����

 e A ABC  

     4, 5, 2 3, 3, 2 1, 2, 0AE E A       

����

 

     , , 3, 3, 2 3, 3, 2AQ Q A y z y z        x x

����

 

     1 3 2 3 0 2 0y z       x  

3 2 6 0 2 9 0y y        x x  

40.2. AE

����

 é um vetor diretor da reta FB e P FB . 

 

Ponto genérico de FB: 

13

1 , 2 , 0

2

k k

 
  

 

 

 

B é o ponto de interseção de FB com ABC. 

13

1 2 2 9 0

2

k k

 
      

 

 

 

1 13 4 9 0k k      5 5k   1k    

 
13 9

1 1, 2 1 , 0 0, , 0

2 2

B

   
     

   

   
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41.1.    1, 2, 3 ; 1, 2, 3n A

��

 

: 2 3 0y z d    x  e A   

1 2 2 3 3 0 14d d          

: 2 3 14 0y z    x  

41.2.    2, 3, 0 ; 0, 1, 2n A  

�

 

: 2 3 0y d    x  e A   

 2 0 3 1 0 3d d          

: 2 3 3 0y    x  

41.3.  3, 1, 2n  

�

,  4, 3,1A   

: 3 2 0y z d    x  e A   

 3 4 3 2 1 0 17d d           

: 3 2 17 0y z    x  

41.4.    1, 2,1 ; 0, 0, 0n A 

�

 

: 2 0y z d    +x  e A   

0 2 0 0 0 0d d         

: 2 0y z   +x  

42.1. Por exemplo,  
1

1, 1, 2n  

�
 e 

   
2

2 1, 1, 2 2, 2, 4n      

�
  

42.2. Se 0y   e 0z  , 0 2 0 1 0 1       x x  

Se 0x  e 0z  , 0 2 0 1 0 1y y        

 
1

1, 0, 0P   e  
2

0,1, 0P , por exemplo. 

 

Geometria analítica 
 

9. 1.º Processo: 

   EB EG EF FB EF FG     

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   2 2 2 2HF FJ HF FI    

���� ��� ���� ���

 

     2 2HF FJ HF FI    

���� ��� ���� ���

 

   2 2 4HJ HI HJ HI   

���� ��� ���� ���

 

4

4

EB EG HJ HI

HJ HI HJ HI

 

 

 

���� ���� ���� ���

���� ��� ���� ���  

 

2.º Processo: 

Seja a o comprimento da aresta do cubo 

 , , 0B a a ;   , 0,E a a ;  0, ,G a a ; 

1

, ,

2

H a a a

 

 

 

; 

1

, ,

2

I a a a

 

 

 

; 

1

, ,

2

J a a a

 

 

 

 

     , , 0 , 0, 0, ,EB B E a a a a a a     

����

 

     0, , , 0, , , 0EG G E a a a a a a     

����

 

1 1 1 1

, , , , 0, ,

2 2 2 2

HJ J H a a a a a a a a

     
     

     

     

����

 

1 1 1 1

, , , , , , 0

2 2 2 2

HI I H a a a a a a a a

     
     

     

     

���

 

   0, , , , 0

1 1 1 1

0, , , , 0

2 2 2 2

a a a aEB EG

HJ HI

a a a a

  

 

   
  

   

   

���� ����

���� ���  

 
2

0 0

1 1 1 1

0 0

2 2 2 2

a a a a a

a a a a

     

 

 
      
 
 

2
1

4

a

4  
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Avaliação formativa 3 

1.    2, 1, 2 1, 0,1AB B A k k      

����

 

 1, 1, 2 1k k     

     1,1, 4 1, 0,1 ,1, 3AC C A k k     

����

 

AB AC

���� ����

 

   0 1, 1, 2 1 ,1, 3 0AB AC k k k       

���� ����

 

   1 1 1 2 1 3 0k k k            

1 6 3 0 4 4 1k k k k k             

Opção (D) 

2.1. 

1

: 2 2 0 2 2 1

2

r y y y        x x x  

1

2

r

m   e s r  

2
s

m   . Logo, não pode ser a). 

 3, 3P s , substituindo em b): 

3 2 3 9 0 0 0      (Verdadeiro) 

I – b)  

2.2. A projeção ortogonal de P sobre r é o ponto de 

interseção das retas r e s.  

 

2 22 2 0

2 2 2 9 02 9 0

yy

y yy

    
  

       

xx

x

 

2 1 2

4 4 9 0 5 5 1y y y y

      

     
       

x

 

4

1y



 


x

 

 4,1  

II – c)  

 

3. Seja  
1 2

,v v v

�

 

u v

� �

 

   
1 2 1 2

0 1, 3 , 0 3 0u v v v v v          

� �

 

1 2

3v v   

 
2 2

3 ,v v v

�

 

 
2

2

2 2

5 10 3 5 10v v v   

�

 

Como o radicando, bem como os dois membros da 

equação, são não negativos, elevando os dois ao 

quadrado, obtém-se: 

2 2 2 2

2 2 2 2

9 25 10 10 250 25v v v v         

2

5v    

   3 5, 5 15, 5v   

�

 

Ou 

    3 5 , 5 15, 5v       

�

 

 15, 5v 

�

 ou  15, 5v   

�

 

 

4.1.  0, ,
B B

B y z  

     0, , 2, 0, 7 1, 1, 2
B B

y z k    

0 2 2

2

7 2 7 4 3

B B

B B

k k

y k y

z k z

    

 
    

 
    

 

 

 0, 2, 3B  

 0, ,1
A

A y  e 
A B

y y  

 0, 2,1A  

4.2. 0CB DE 

���� ����

, porque CB DE

���� ����

. 

4.3.    12 12AE BD AB BE BE ED       

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

12AB BE AB ED BE BE BE ED         

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2

, ,

0 0 12

AB BE ED AB BE ED

AB AB BE

  

      
����� ����� ����� ����� ����� �����

���� ���� ����

 

 

2 2 2
2

12 3 1 12AB BE BE         

���� ���� ����

 

2 2

0

16 4

BE

BE BE



   
�����

���� ����

 

 

2 2 2 2

0

16 4 20

AE

AE BE AB AE AE



         

2 5  

M
M

A
11D

RG
F ©

 Porto Editora

20
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Propostas de resolução 

21 

 cos ,

AE BD

AE BD

AE BD







���� ����

���� ����
ɵ

���� ����
2

12

BD AE

AE



 
����� ����� ����

12 3

20 5

  

 
1

3

, cos 53

5

AE BD


 
  

 

 

���� ����
ɵ

 

4.4.      0, 2, 3 ; 2, 2, 3 ; 0, 6,1B C D  

     2, 2, 3 0, 2, 3 2, 0, 0BC C B    

����

 

     0, 6,1 2, 2, 3 2, 4, 2CD D C      

����

 

   

   
2 2

2

2, 0, 0 2, 4, 2

cos

2 2 4 2

BC CD

BC CD



  

  


    

���� ����

���� ����  

   2 2 0 4 0 2 2 2

2 24 24 2 6

      

     



 

1 6

36

     

2 2

2

1 1

1 tan 1 tan

1cos

6

 



       

2 2

tan 6 1 tan 5       

4.5. 
 

2 2

2

2

ABC

A



   u. a.; 
 

1 8

2 4

3 3

ABCF

V      u. v. 

 

 

4. Equações cartesianas de planos no 

espaço 
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Tarefa 5 

1. Bastam três pontos não colineares para definir um 

plano. 

2. Se os três pontos de contacto com o solo forem 

colineares não definem um plano. Desta forma, 

não se garante a estabilidade do objeto que 

suportam. 
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39.1. Seja  , ,Q y zx , um ponto do plano  . 

   , , 3, 2,1PQ Q P y z     x

����

 

 3, 2, 1y z   x  

   0 3, 2, 1 2, 0, 1 0PQ n y z         x

����

�

 

     2 3 0 2 1 1 0y z        x  

2 6 0 1 0 2 5 0z z         x x  

39.2.  2 1 3 5 0 0 0        (verdadeira) 

Logo, A   e 0AP n 

����

�

. 

39.3.  
2 2

2 5 5 0 2 5 5 0k k k k            

 
2

2 0 2 0k k k k      

0 2 0k k     0 2k k      

Como , 2k k



  ℝ . 

39.4. Seja I o ponto de interseção 

 2, 3,I z  e I   

2 2 5 0 1z z        

 2, 3, 1I    

40.1. Seja  , ,Q y zx , um ponto do plano ABC. 

AE ABC

����

 e A ABC  

     4, 5, 2 3, 3, 2 1, 2, 0AE E A       

����

 

     , , 3, 3, 2 3, 3, 2AQ Q A y z y z        x x

����

 

     1 3 2 3 0 2 0y z       x  

3 2 6 0 2 9 0y y        x x  

40.2. AE

����

 é um vetor diretor da reta FB e P FB . 

 

Ponto genérico de FB: 

13

1 , 2 , 0

2

k k

 
  

 

 

 

B é o ponto de interseção de FB com ABC. 

13

1 2 2 9 0

2

k k

 
      

 

 

 

1 13 4 9 0k k      5 5k   1k    

 
13 9

1 1, 2 1 , 0 0, , 0

2 2

B

   
     

   

   
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41.1.    1, 2, 3 ; 1, 2, 3n A

��

 

: 2 3 0y z d    x  e A   

1 2 2 3 3 0 14d d          

: 2 3 14 0y z    x  

41.2.    2, 3, 0 ; 0, 1, 2n A  

�

 

: 2 3 0y d    x  e A   

 2 0 3 1 0 3d d          

: 2 3 3 0y    x  

41.3.  3, 1, 2n  

�

,  4, 3,1A   

: 3 2 0y z d    x  e A   

 3 4 3 2 1 0 17d d           

: 3 2 17 0y z    x  

41.4.    1, 2,1 ; 0, 0, 0n A 

�

 

: 2 0y z d    +x  e A   

0 2 0 0 0 0d d         

: 2 0y z   +x  

42.1. Por exemplo,  
1

1, 1, 2n  

�
 e 

   
2

2 1, 1, 2 2, 2, 4n      

�
  

42.2. Se 0y   e 0z  , 0 2 0 1 0 1       x x  

Se 0x  e 0z  , 0 2 0 1 0 1y y        

 
1

1, 0, 0P   e  
2

0,1, 0P , por exemplo. 
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9. 1.º Processo: 

   EB EG EF FB EF FG     

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   2 2 2 2HF FJ HF FI    

���� ��� ���� ���

 

     2 2HF FJ HF FI    

���� ��� ���� ���

 

   2 2 4HJ HI HJ HI   

���� ��� ���� ���

 

4

4

EB EG HJ HI

HJ HI HJ HI

 

 

 

���� ���� ���� ���

���� ��� ���� ���  

 

2.º Processo: 

Seja a o comprimento da aresta do cubo 

 , , 0B a a ;   , 0,E a a ;  0, ,G a a ; 

1

, ,

2

H a a a

 

 

 

; 

1

, ,

2

I a a a

 

 

 

; 

1

, ,

2

J a a a

 

 

 

 

     , , 0 , 0, 0, ,EB B E a a a a a a     

����

 

     0, , , 0, , , 0EG G E a a a a a a     

����

 

1 1 1 1

, , , , 0, ,

2 2 2 2

HJ J H a a a a a a a a

     
     

     

     

����

 

1 1 1 1

, , , , , , 0

2 2 2 2

HI I H a a a a a a a a

     
     

     

     

���

 

   0, , , , 0

1 1 1 1

0, , , , 0

2 2 2 2

a a a aEB EG

HJ HI

a a a a

  

 

   
  

   

   

���� ����

���� ���  

 
2

0 0

1 1 1 1

0 0

2 2 2 2

a a a a a

a a a a

     

 

 
      
 
 

2
1

4

a

4  
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Avaliação formativa 3 

1.    2, 1, 2 1, 0,1AB B A k k      

����

 

 1, 1, 2 1k k     

     1,1, 4 1, 0,1 ,1, 3AC C A k k     

����

 

AB AC

���� ����

 

   0 1, 1, 2 1 ,1, 3 0AB AC k k k       

���� ����

 

   1 1 1 2 1 3 0k k k            

1 6 3 0 4 4 1k k k k k             

Opção (D) 

2.1. 

1

: 2 2 0 2 2 1

2

r y y y        x x x  

1

2

r

m   e s r  

2
s

m   . Logo, não pode ser a). 

 3, 3P s , substituindo em b): 

3 2 3 9 0 0 0      (Verdadeiro) 

I – b)  

2.2. A projeção ortogonal de P sobre r é o ponto de 

interseção das retas r e s.  

 

2 22 2 0

2 2 2 9 02 9 0

yy

y yy

    
  

       

xx

x

 

2 1 2

4 4 9 0 5 5 1y y y y

      

     
       

x

 

4

1y



 


x

 

 4,1  

II – c)  

 

3. Seja  
1 2

,v v v

�

 

u v

� �

 

   
1 2 1 2

0 1, 3 , 0 3 0u v v v v v          

� �

 

1 2

3v v   

 
2 2

3 ,v v v

�

 

 
2

2

2 2

5 10 3 5 10v v v   

�

 

Como o radicando, bem como os dois membros da 

equação, são não negativos, elevando os dois ao 

quadrado, obtém-se: 

2 2 2 2

2 2 2 2

9 25 10 10 250 25v v v v         

2

5v    

   3 5, 5 15, 5v   

�

 

Ou 

    3 5 , 5 15, 5v       

�

 

 15, 5v 

�

 ou  15, 5v   

�

 

 

4.1.  0, ,
B B

B y z  

     0, , 2, 0, 7 1, 1, 2
B B

y z k    

0 2 2

2

7 2 7 4 3

B B

B B

k k

y k y

z k z

    

 
    

 
    

 

 

 0, 2, 3B  

 0, ,1
A

A y  e 
A B

y y  

 0, 2,1A  

4.2. 0CB DE 

���� ����

, porque CB DE

���� ����

. 

4.3.    12 12AE BD AB BE BE ED       

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

12AB BE AB ED BE BE BE ED         

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2

, ,

0 0 12

AB BE ED AB BE ED

AB AB BE

  

      
����� ����� ����� ����� ����� �����

���� ���� ����

 

 

2 2 2
2

12 3 1 12AB BE BE         

���� ���� ����

 

2 2

0

16 4

BE

BE BE



   
�����

���� ����

 

 

2 2 2 2

0

16 4 20

AE

AE BE AB AE AE



         

2 5  M
M

A
11

D
RG

F 
©

 P
or

to
 E

di
to

ra

21
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23 

1.2. a) Seja 

 , ,n a b c

�

 

  um vetor normal 

ao plano  . 

0

0

n r

n s

 


 

� �

� �  

   

   

, , 1, 2, 3 0

, , 1, 0,1 0

a b c

a b c

    
 

 

 

 2 3 0 2 3 0

0

a b c a b a

a c c a

        

   
    

 

2 2a b b a

c a c a

    

  
    

 

   , , , \ 0n a a a a  

�
ℝ  

Se 1a  , por exemplo,  1, 1, 1n  

�

. 

: 0y z d    x  e  1, 4, 2A     

 1 4 2 0 3d d         

: 3 0y z    x  

 

b) Seja: 

 1, 0, 4R r  

 1, 4, 0T T   

RT T R  

����

 

     1, 4, 0 1, 0, 4 2, 4, 4       

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano  . 

   

   

, , 2, 4, 4 00

, , 1, 2, 3 0
0

a b cn RT

a b c
n r

       
  

     

����

�

�

�

 

2 4 4 0 2 2 0

2 3 0 2 3

a b c a b c

a b c b c a

        

   
      

 

 2 3 2 2 0

____________

b c b c    

 



 

2b



3 2c b  2 0

____________

c  




0

2

c

a b






 

   2 , , 0 , \ 0n b b b

�
ℝ  

Se 1b  , por exemplo,  2,1, 0n

�

. 

: 2 0y d   x  e R   

2 1 0 0 2d d        

: 2 2 0y   x  

 

2.1.      3, 3, 0 2, 3, 0 1, 2, 1k    

3 2 1 1

3 3 2 0 2 0

0 0 0 0

k k k

k k k

k k k

     

  
       

  
   

  

 

Sistema impossível. 

Logo, A r . 

2.2.  2, 3, 0R r  

     3, 3, 0 2, 3, 0 1, 0, 0RA A R    

����

 

Seja  , ,n a b c

�

um vetor normal ao plano  . 

   

   

, , 1, 0, 0 00

, , 1, 2, 1 00

a b cn RA

a b cn r

    
  

     

����

�

� �
 

0 0

2 0 2

a a

a b c c b

  

  
    

 

   0, , 2 , \ 0n b b b

�
ℝ  

Se 1b  , por exemplo,  0,1, 2n

�

. 

: 2 0y z d     e A   

3 2 0 0 3d d        

: 2 3 0y z     

 

3.1. BA AEH

����

 

0AP BA AP BA   

���� ���� ���� ����

 

   , 1, 2 3, 4, 3AP P A c c c      

����

 

 3, 5, 2 3c c c     

   0 2, 6, 3 3, 5, 2 3 0AP BA c c c         

���� ����

 

     2 3 6 5 3 2 3 0c c c          

2 6 6 30 6 9 0c c c          

45 9

10 45

10 2

c c c       

3.2. B A AB A BA    

���� ����

    3, 4, 3 2, 6, 3     

 1, 2, 0    

BA CGF

����

 

: 2 6 3 0CGF x y z d      e B CGF  

   2 1 6 2 3 0 0 10d d             

: 2 6 3 10 0CGF y z    x  

3.3. F é o ponto de interseção da reta r com o plano 

CGF 

Ponto genérico da reta r: 

   , , , 0, 2 ,y z k k k   x ℝ  

 2 6 0 3 2 10 0k k          

2 6 3 10 0k k      4k    

   4, 0, 2 4 4, 0, 6F        

4. I. Ponto genérico de r: 

   , , 1 3 , , 3 2 ,y z k k k k    x ℝ  

 
1

1 3 2 3 2 3 0 1 3

3

k k k k k              

Ponto de interseção de r e  : 

1 1 1 1 7

1 3 , , 3 2 0, ,

3 3 3 3 3

      
             

      

 

Logo, P não é o ponto de interseção de   e  r . 
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43.1.      3, 0, 2 1,1,1 4, 1,1AB B A      

����

 

     3, 2, 2 1,1,1 2,1, 3AC C A         

����

 

4 1

2 1







 

Logo, os vetores AB

����

 e AC

����

 não são colineares, 

pelo que os pontos A, B e C não são colineares. 

43.2. Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal a ABC . 

   

   

, , 4, 1,1 00

, , 2,1, 3 0
0

a b cn AB

a b c
n AC

      
  

     

����

�

����

�

 

4 0

2 3 0

a b c

a b c

  

 
   

4

2 3 12 0

c b a

a b b a

 


    

 

_________

10 2 0a b



 
 

_____ 5 4

5 _________

c a a

a b

  
  

 

5

c a

b a



 


 

   , 5 , , \ 0n a a a a 

�
ℝ  

Se 1a  , por exemplo,  1, 5,1n 

�
. 

: 5 0ABC y z d   x  e A ABC  

1 5 1 1 0 5d d          

: 5 5 0ABC y z   x  

44.1. a) ABF é um plano paralelo a yOz  e passa por 

 1, 0, 0A . : 1ABF x  

b)      1, 0,1 ; 1,1, 0 ; 0,1,1E B G  

     1,1, 0 1, 0,1 0,1, 1EB B E     

����

 

     0,1,1 1, 0,1 1,1, 0EG G E     

����

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal a EBG. 

   

   

, , 0,1, 1 00

, , 1,1, 0 0
0

a b cn EB

a b c
n EG

      
  

    

����

�

����

�

 

 

   , , , \ 0n b b b b 

�
ℝ  

Se 1b  , por exemplo,  1,1,1n 

�

. 

: 0EBG y z d   x  e E EBG  

1 0 1 0 2d d        

: 2 0EBG y z   x  

c) EG

����

 é perpendicular ao plano mediador de 

 EG  ( ). 

Seja M o ponto médio de  EG . 

1 0 0 1 1 1 1 1

, , , , 1

2 2 2 2 2

M

     


   

   

 

: 0y d   +x  e M   

1 1

0 0

2 2

d d       

: 0y  +x  

 

44.2. : 0OAF y z d    e A OAF  

0 0 0 0d d      

: 0OAF y z   

     , , 1, 0, 1 2,1, 3 ,y z k k    x ℝ  

   , , 1 2, , 1 3 ,y z k k k k     x ℝ  

 1 3 0 1 3 0k k k k           

1

4 1

4

k k       

Ponto de interseção: 

1 1 1 1 1 1

1 2 , , 1 3 , ,

4 4 4 2 4 4

      
              

      
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Tarefas de consolidação 4 

1.1. a) r e s não são paralelas, porque os seus vetores 

diretores  1, 2, 3r  

�

 e  1, 0,1s

�
 não são 

colineares. 

     1, 4, 2 1, 0, 4 1, 2, 3k       

1 1 1 1

4 2 2

2 4 3 2 2

k

k k

k

      

 
   

 
     

 

 

Logo, A r . 

     1, 4, 2 1, 4, 2 1, 0,1k       

1 1 0

4 4 0 4 4

2 2 0

k k

k

k k

     

 
    

 
    

 

 

Logo, A s . 

Como r e s não são paralelas A r  e A s , as 

retas são concorrentes no ponto A. 

b) 

1 2 3

2

1 31

2 2

 

   



 

Os vetores diretores das duas retas ( r

�

 e t

�

) 

são colineares. Então as retas r e t ou são 

estritamente paralelas ou são coincidentes. 

 1, 4, 0 t   

     1, 4, 0 1, 0, 4 1, 2, 3k      

1 1 2

4 2 2

0 4 3 4

3

k k

k k

k

k



   


   

 
 


 



       Sistema impossível. 

 1, 4, 0 t   e  1, 4, 0 r    

Logo, as retas não são coincidentes, são 

estritamente paralelas. 
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1.2. a) Seja 

 , ,n a b c

�

 

  um vetor normal 

ao plano  . 

0

0

n r

n s

 


 

� �

� �  

   

   

, , 1, 2, 3 0

, , 1, 0,1 0

a b c

a b c

    
 

 

 

 2 3 0 2 3 0

0

a b c a b a

a c c a

        

   
    

 

2 2a b b a

c a c a

    

  
    

 

   , , , \ 0n a a a a  

�
ℝ  

Se 1a  , por exemplo,  1, 1, 1n  

�

. 

: 0y z d    x  e  1, 4, 2A     

 1 4 2 0 3d d         

: 3 0y z    x  

 

b) Seja: 

 1, 0, 4R r  

 1, 4, 0T T   

RT T R  

����

 

     1, 4, 0 1, 0, 4 2, 4, 4       

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano  . 

   

   

, , 2, 4, 4 00

, , 1, 2, 3 0
0

a b cn RT

a b c
n r

       
  

     

����

�

�

�

 

2 4 4 0 2 2 0

2 3 0 2 3

a b c a b c

a b c b c a

        

   
      

 

 2 3 2 2 0

____________

b c b c    

 



 

2b



3 2c b  2 0

____________

c  




0

2

c

a b






 

   2 , , 0 , \ 0n b b b

�
ℝ  

Se 1b  , por exemplo,  2,1, 0n

�

. 

: 2 0y d   x  e R   

2 1 0 0 2d d        

: 2 2 0y   x  

 

2.1.      3, 3, 0 2, 3, 0 1, 2, 1k    

3 2 1 1

3 3 2 0 2 0

0 0 0 0

k k k

k k k

k k k

     

  
       

  
   

  

 

Sistema impossível. 

Logo, A r . 

2.2.  2, 3, 0R r  

     3, 3, 0 2, 3, 0 1, 0, 0RA A R    

����

 

Seja  , ,n a b c

�

um vetor normal ao plano  . 

   

   

, , 1, 0, 0 00

, , 1, 2, 1 00

a b cn RA

a b cn r

    
  

     

����

�

� �
 

0 0

2 0 2

a a

a b c c b

  

  
    

 

   0, , 2 , \ 0n b b b

�
ℝ  

Se 1b  , por exemplo,  0,1, 2n

�

. 

: 2 0y z d     e A   

3 2 0 0 3d d        

: 2 3 0y z     

 

3.1. BA AEH

����

 

0AP BA AP BA   

���� ���� ���� ����

 

   , 1, 2 3, 4, 3AP P A c c c      

����

 

 3, 5, 2 3c c c     

   0 2, 6, 3 3, 5, 2 3 0AP BA c c c         

���� ����

 

     2 3 6 5 3 2 3 0c c c          

2 6 6 30 6 9 0c c c          

45 9

10 45

10 2

c c c       

3.2. B A AB A BA    

���� ����

    3, 4, 3 2, 6, 3     

 1, 2, 0    

BA CGF

����

 

: 2 6 3 0CGF x y z d      e B CGF  

   2 1 6 2 3 0 0 10d d             

: 2 6 3 10 0CGF y z    x  

3.3. F é o ponto de interseção da reta r com o plano 

CGF 

Ponto genérico da reta r: 

   , , , 0, 2 ,y z k k k   x ℝ  

 2 6 0 3 2 10 0k k          

2 6 3 10 0k k      4k    

   4, 0, 2 4 4, 0, 6F        

4. I. Ponto genérico de r: 

   , , 1 3 , , 3 2 ,y z k k k k    x ℝ  

 
1

1 3 2 3 2 3 0 1 3

3

k k k k k              

Ponto de interseção de r e  : 

1 1 1 1 7

1 3 , , 3 2 0, ,

3 3 3 3 3

      
             

      

 

Logo, P não é o ponto de interseção de   e  r . 
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43.1.      3, 0, 2 1,1,1 4, 1,1AB B A      

����

 

     3, 2, 2 1,1,1 2,1, 3AC C A         

����

 

4 1

2 1







 

Logo, os vetores AB

����

 e AC

����

 não são colineares, 

pelo que os pontos A, B e C não são colineares. 

43.2. Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal a ABC . 

   

   

, , 4, 1,1 00

, , 2,1, 3 0
0

a b cn AB

a b c
n AC

      
  

     

����

�

����

�

 

4 0

2 3 0

a b c

a b c

  

 
   

4

2 3 12 0

c b a

a b b a

 


    

 

_________

10 2 0a b



 
 

_____ 5 4

5 _________

c a a

a b

  
  

 

5

c a

b a



 


 

   , 5 , , \ 0n a a a a 

�
ℝ  

Se 1a  , por exemplo,  1, 5,1n 

�
. 

: 5 0ABC y z d   x  e A ABC  

1 5 1 1 0 5d d          

: 5 5 0ABC y z   x  

44.1. a) ABF é um plano paralelo a yOz  e passa por 

 1, 0, 0A . : 1ABF x  

b)      1, 0,1 ; 1,1, 0 ; 0,1,1E B G  

     1,1, 0 1, 0,1 0,1, 1EB B E     

����

 

     0,1,1 1, 0,1 1,1, 0EG G E     

����

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal a EBG. 

   

   

, , 0,1, 1 00

, , 1,1, 0 0
0

a b cn EB

a b c
n EG

      
  

    

����

�

����

�

 

 

   , , , \ 0n b b b b 

�
ℝ  

Se 1b  , por exemplo,  1,1,1n 

�

. 

: 0EBG y z d   x  e E EBG  

1 0 1 0 2d d        

: 2 0EBG y z   x  

c) EG

����

 é perpendicular ao plano mediador de 

 EG  ( ). 

Seja M o ponto médio de  EG . 

1 0 0 1 1 1 1 1

, , , , 1

2 2 2 2 2

M

     


   

   

 

: 0y d   +x  e M   

1 1

0 0

2 2

d d       

: 0y  +x  

 

44.2. : 0OAF y z d    e A OAF  

0 0 0 0d d      

: 0OAF y z   

     , , 1, 0, 1 2,1, 3 ,y z k k    x ℝ  

   , , 1 2, , 1 3 ,y z k k k k     x ℝ  

 1 3 0 1 3 0k k k k           

1

4 1

4

k k       

Ponto de interseção: 

1 1 1 1 1 1

1 2 , , 1 3 , ,

4 4 4 2 4 4

      
              

      
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Tarefas de consolidação 4 

1.1. a) r e s não são paralelas, porque os seus vetores 

diretores  1, 2, 3r  

�

 e  1, 0,1s

�
 não são 

colineares. 

     1, 4, 2 1, 0, 4 1, 2, 3k       

1 1 1 1

4 2 2

2 4 3 2 2

k

k k

k

      

 
   

 
     

 

 

Logo, A r . 

     1, 4, 2 1, 4, 2 1, 0,1k       

1 1 0

4 4 0 4 4

2 2 0

k k

k

k k

     

 
    

 
    

 

 

Logo, A s . 

Como r e s não são paralelas A r  e A s , as 

retas são concorrentes no ponto A. 

b) 

1 2 3

2

1 31

2 2

 

   



 

Os vetores diretores das duas retas ( r

�

 e t

�

) 

são colineares. Então as retas r e t ou são 

estritamente paralelas ou são coincidentes. 

 1, 4, 0 t   

     1, 4, 0 1, 0, 4 1, 2, 3k      

1 1 2

4 2 2

0 4 3 4

3

k k

k k

k

k



   


   

 
 


 



       Sistema impossível. 

 1, 4, 0 t   e  1, 4, 0 r    

Logo, as retas não são coincidentes, são 

estritamente paralelas. 
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     2 11 4 3 1 6 6 11 12 7 0k k k            

22 8 3 18 66 72 7 0k k k           

98 98 1k k     

   11 4 1, 1 6 1, 11 12 1 7, 5,1F F            

Seja M o ponto médio de  AF . 

2 7 1 5 0 1 5 1

, , , 3,

2 2 2 2 2

M

     
 

   

   

 

     7, 5,1 2,1, 0 9, 4,1AF F A      

����

 

Seja   o plano mediador de  AF . 

: 9 4 0y z d     x  e M   

5 1

9 4 3 0 35

2 2

d d

 
          

 

 

 

: 9 4 35 0y z     x  

7.3.      7, 5,1 1, 7, 2 6, 2, 3BF F B         

����

 

   3, 6, 2 6, 2, 3AB BF       

���� ����

 

       3 6 6 2 2 3 0            

   
2 2

2

3 6 2 49 7AB       

����

   
2 2

2

6 2 3 49 7BF       

����

 

, , eAB BF AB BF AB EF BF AE   

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

Logo,  ABFE  é um quadrado. 

7.4. 
2 2 2

4 6 12 196 14AD     

����

 

 
7 7 14 686

ABCDEF

V      u. v. 

7.5. Seja N o ponto médio de  FG . 

   
1 1

7, 5,1 4, 6,12

2 2

N F AD     

����

 

   7 2, 5 3,1 6 5, 8, 7        

7.6.      6, 7,12 6, 2, 3 0, 5,15H D BF      

����

 

     0, 5,15 3,13,10 3, 8, 5CH H C      

����

 

   
2 2

2

3 8 5 98CH      

����

 

Equação da superfície esférica:  

     

2
2 2 2

0 5 15 98y z      x  

   
2 2

2

5 15 98y z     x  
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Avaliação formativa 4 

1.1.    4, 2, 6 2 2, 1, 3    

O vetor  4, 2, 6  é colinear com o vetor 

 2, 1, 3 . 

I – b) 

1.2.  0, , 0y  

2 0 3 0 2 0 2y z          

II – b) 

1.3.      , , 1, 2, 5 1, 5, 4 ,y z k k     x ℝ  

   , , 1 , 2 5 , 5 4 ,y z k k k k       x ℝ  

: 2 3 2 0y z    x  

     2 1 2 5 3 5 4 2 0k k k           

2 2 2 5 15 12 2 0k k k          

9 9 1k k     

Ponto de interseção: 

   1 1, 2 5 1, 5 4 1 2, 3, 1          

III – c) 

2.1. a)    2,1, 2 2, 2,1B A OC        

����

 

 4, 1, 1     

     2,1, 2 1, 2, 2 3, 3, 0E A OD        

����

 

     3, 3, 0 2, 2,1 5,1,1F E OC        

����

 

     2, 2,1 1, 2, 2 3, 0, 3G C OD        

����

 

b)    
2 2

2

2 2 1 9 3OC       

����

 

   
2 2

2

3 3 0 18 3 2OE       

����

 

 
3 3 2 9 2 u. a.

OCFE

A OC OE      

2.2. a)      , ,1, 2 2 2 2,1 1, 4,1CD D C       

����

 

     ,: , , 2 2,1 1, 4,1 ,CD y z k k    x ℝ  

b) DA COD

����

 

: 2 2 0COD y z d    x  e O COD  

2 0 0 2 0 0 0d d          

: 2 2 0 2 2 0COD y z y z       x x  

3.1.  , , 0F yx  e F VF . 

     , , 0 0, 0, 3 4, 4, 3y k  x  

0 4 4 4

0 4 4 4

0 3 3 3 3 1

k k

y k y k y

k k k

     

  
       

  
   

  

x x x

 

 4, 4, 0F  

 0, 0,V z  e  V VF  

 0, 0, 3V  

     ABCDGOEFV ABCDGOEF OEFGV

V V V   

1

48 4 4 4 4 3 48 16 16

3

FC FC            

2FC   

 4, 4, 2C   

3.2.  4, 0, 2B  ,  0, 4, 2D   e  4, 4, 0F  

     0, 4, 2 4, 0, 2 4, 4, 0BD D B       

����

 

     4, 4, 0 4, 0, 2 0, 4, 2BF F B      

����

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano 

definido por BDF. 

Geometria analítica 
 

II.    
1 11

0, , 1, 0, 3 3,1, 2

3 3

k

 
    

 

 

 

1

0 1 3 3 1
3

1 1 1

0

3 3 3

11 2 1

3 2 2

3 3 3

k

k k

k k k

k k k

 
 

     

 

  
          

  

  

   
  
  

 

Sistema impossível. 

P r  

 1, 0, 3R r   

RP P R  

����

 

 
1 11 1 2

0, , 1, 0, 3 1, ,

3 3 3 3

   
     
   

   

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano 

definido por  r  e  P . 

   

 

, , 3,1, 2 0

0

1 2

, , 1, , 00

3 3

a b c

n r

a b c
n RP

   
   

    
     
 

�

�

����

�

 

 

3 2 0 3 2

1 2 1 2

0 3 2 0

3 3 3 3

a b c b a c

a b c a a c c

      

 
   

      
 
 

 

____________

3

2 2

00

3 3

b a

ca a c c




  
    



 

   , 3 , 0 , \ 0n a a a

�
ℝ  

Se 1a  , por exemplo,  1, 3, 0n

�

. 

Seja  o plano definido por r e P. 

: 3 0y d   x  e P  . 

0 3

1

3

  0 1d d

 

    

 

 

: 3 1 0y   x  
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5.1. Seja   o plano que contém a base do cone. 

CV 

����

 

: 2 3 4 0y z d    x  e A   

 2 2 3 1 0 1d d        

: 2 3 4 1 0y z    x  

5.2.    0, 4, 4 2, 3, 4C V VC V CV         

���� ����

 

 2, 1, 8     

     2, 1, 8 2, 1, 2 4, 0, 6AC C A           

����

 

   2, 1, 8 4, 0, 6B C AC         

����

 6, 1, 14     

5.3. raio:    
2 2

2

4 0 6 52AC      

����

 

2

52
base

A r    u. a. 

6.1.  , 0, 0A x  e A AC

     , 0, 0 3, 0, 4 3, 0, 2k   x  

3 3 3 6 3

0 0 _______ ____

0 4 2 2 2

k

k k k

        

  
    

  
     

  

x x x

 

 3, 0, 0A  

   0, 2 3, 0 0, 6, 0B    

 0, 0,C z  e C AC  

     0, 0, 3, 0, 4 3, 0, 2z k     

0 3 3 3 3 1

0 0 _____ ____

4 2 _____ 2

k k k

z k z

        

  
    

  
  

  

 

 0, 0, 2C  

 

3 6

9

2 2

OAB

OA OB

A

 

    u. a. 

   

1 1

9 2 6

3 3

OABC OAB

V A OC        u. v. 

6.2.      0, 6, 0 3, 0, 0 3, 6, 0AB B A     

����

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano 

definido por ABC. 

   

   

, , 3, 6, 0 00

, , 3, 0, 2 0
0

a b cn AB

a b c
n AC

      
  

    

����

�

����

�

 

1

3 6 0 6 3
2

3 2 0 2 3 3

2

b a

a b b a

a c c a

c a




     
    

     




 

 
1 3

, , , \ 0

2 2

n a a a a

 
 
 

 

�
ℝ  

Se 2a  , por exemplo,  2,1, 3n

�

. 

: 2 3 0ABC y z d   x  e A ABC  

2 3 0 3 0 0 6d d          

: 2 3 6 0ABC y z   x  

 

7.1.      6, 7,12 3, 6, 2 3,13,10C D AB      

����

 

Cálculos auxiliares: 

     1, 7, 2 2,1, 0 3, 6, 2AB B A        

����

 

7.2.      6, 7,12 2,1, 0 4, 6,12AD D A    

����

 

: 4 6 12 0ABF y z d   x  e A ABF  

4 2 6 1 12 0 0 14d d           

: 4 6 12 14 0 2 3 6 7 0ABF y z y z        x x  

//GF AD  

     : , , 11, 1, 11 4, 6,12 ,GF y z k k     x ℝ

   , , 11 4 , 1 6 , 11 12 ,y z k k k k        x ℝ  

F é o ponto de interseção de GF com ABF. 
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     2 11 4 3 1 6 6 11 12 7 0k k k            

22 8 3 18 66 72 7 0k k k           

98 98 1k k     

   11 4 1, 1 6 1, 11 12 1 7, 5,1F F            

Seja M o ponto médio de  AF . 

2 7 1 5 0 1 5 1

, , , 3,

2 2 2 2 2

M

     
 

   

   

 

     7, 5,1 2,1, 0 9, 4,1AF F A      

����

 

Seja   o plano mediador de  AF . 

: 9 4 0y z d     x  e M   

5 1

9 4 3 0 35

2 2

d d

 
          

 

 

 

: 9 4 35 0y z     x  

7.3.      7, 5,1 1, 7, 2 6, 2, 3BF F B         

����

 

   3, 6, 2 6, 2, 3AB BF       

���� ����

 

       3 6 6 2 2 3 0            

   
2 2

2

3 6 2 49 7AB       

����

   
2 2

2

6 2 3 49 7BF       

����

 

, , eAB BF AB BF AB EF BF AE   

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

Logo,  ABFE  é um quadrado. 

7.4. 
2 2 2

4 6 12 196 14AD     

����

 

 
7 7 14 686

ABCDEF

V      u. v. 

7.5. Seja N o ponto médio de  FG . 

   
1 1

7, 5,1 4, 6,12

2 2

N F AD     

����

 

   7 2, 5 3,1 6 5, 8, 7        

7.6.      6, 7,12 6, 2, 3 0, 5,15H D BF      

����

 

     0, 5,15 3,13,10 3, 8, 5CH H C      

����

 

   
2 2

2

3 8 5 98CH      

����

 

Equação da superfície esférica:  

     

2
2 2 2

0 5 15 98y z      x  

   
2 2

2

5 15 98y z     x  
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Avaliação formativa 4 

1.1.    4, 2, 6 2 2, 1, 3    

O vetor  4, 2, 6  é colinear com o vetor 

 2, 1, 3 . 

I – b) 

1.2.  0, , 0y  

2 0 3 0 2 0 2y z          

II – b) 

1.3.      , , 1, 2, 5 1, 5, 4 ,y z k k     x ℝ  

   , , 1 , 2 5 , 5 4 ,y z k k k k       x ℝ  

: 2 3 2 0y z    x  

     2 1 2 5 3 5 4 2 0k k k           

2 2 2 5 15 12 2 0k k k          

9 9 1k k     

Ponto de interseção: 

   1 1, 2 5 1, 5 4 1 2, 3, 1          

III – c) 

2.1. a)    2,1, 2 2, 2,1B A OC        

����

 

 4, 1, 1     

     2,1, 2 1, 2, 2 3, 3, 0E A OD        

����

 

     3, 3, 0 2, 2,1 5,1,1F E OC        

����

 

     2, 2,1 1, 2, 2 3, 0, 3G C OD        

����

 

b)    
2 2

2

2 2 1 9 3OC       

����

 

   
2 2

2

3 3 0 18 3 2OE       

����

 

 
3 3 2 9 2 u. a.

OCFE

A OC OE      

2.2. a)      , ,1, 2 2 2 2,1 1, 4,1CD D C       

����

 

     ,: , , 2 2,1 1, 4,1 ,CD y z k k    x ℝ  

b) DA COD

����

 

: 2 2 0COD y z d    x  e O COD  

2 0 0 2 0 0 0d d          

: 2 2 0 2 2 0COD y z y z       x x  

3.1.  , , 0F yx  e F VF . 

     , , 0 0, 0, 3 4, 4, 3y k  x  

0 4 4 4

0 4 4 4

0 3 3 3 3 1

k k

y k y k y

k k k

     

  
       

  
   

  

x x x

 

 4, 4, 0F  

 0, 0,V z  e  V VF  

 0, 0, 3V  

     ABCDGOEFV ABCDGOEF OEFGV

V V V   

1

48 4 4 4 4 3 48 16 16

3

FC FC            

2FC   

 4, 4, 2C   

3.2.  4, 0, 2B  ,  0, 4, 2D   e  4, 4, 0F  

     0, 4, 2 4, 0, 2 4, 4, 0BD D B       

����

 

     4, 4, 0 4, 0, 2 0, 4, 2BF F B      

����

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano 

definido por BDF. 
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II.    
1 11

0, , 1, 0, 3 3,1, 2

3 3

k

 
    

 

 

 

1

0 1 3 3 1
3

1 1 1

0

3 3 3

11 2 1

3 2 2

3 3 3

k

k k

k k k

k k k

 
 

     

 

  
          

  

  

   
  
  

 

Sistema impossível. 

P r  

 1, 0, 3R r   

RP P R  

����

 

 
1 11 1 2

0, , 1, 0, 3 1, ,

3 3 3 3

   
     
   

   

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano 

definido por  r  e  P . 

   

 

, , 3,1, 2 0

0

1 2

, , 1, , 00

3 3

a b c

n r

a b c
n RP

   
   

    
     
 

�

�

����

�

 

 

3 2 0 3 2

1 2 1 2

0 3 2 0

3 3 3 3

a b c b a c

a b c a a c c

      

 
   

      
 
 

 

____________

3

2 2

00

3 3

b a

ca a c c




  
    



 

   , 3 , 0 , \ 0n a a a

�
ℝ  

Se 1a  , por exemplo,  1, 3, 0n

�

. 

Seja  o plano definido por r e P. 

: 3 0y d   x  e P  . 

0 3

1

3

  0 1d d

 

    

 

 

: 3 1 0y   x  

 

Pág. 185 

5.1. Seja   o plano que contém a base do cone. 

CV 

����

 

: 2 3 4 0y z d    x  e A   

 2 2 3 1 0 1d d        

: 2 3 4 1 0y z    x  

5.2.    0, 4, 4 2, 3, 4C V VC V CV         

���� ����

 

 2, 1, 8     

     2, 1, 8 2, 1, 2 4, 0, 6AC C A           

����

 

   2, 1, 8 4, 0, 6B C AC         

����

 6, 1, 14     

5.3. raio:    
2 2

2

4 0 6 52AC      

����

 

2

52
base

A r    u. a. 

6.1.  , 0, 0A x  e A AC

     , 0, 0 3, 0, 4 3, 0, 2k   x  

3 3 3 6 3

0 0 _______ ____

0 4 2 2 2

k

k k k

        

  
    

  
     

  

x x x

 

 3, 0, 0A  

   0, 2 3, 0 0, 6, 0B    

 0, 0,C z  e C AC  

     0, 0, 3, 0, 4 3, 0, 2z k     

0 3 3 3 3 1

0 0 _____ ____

4 2 _____ 2

k k k

z k z

        

  
    

  
  

  

 

 0, 0, 2C  

 

3 6

9

2 2

OAB

OA OB

A

 

    u. a. 

   

1 1

9 2 6

3 3

OABC OAB

V A OC        u. v. 

6.2.      0, 6, 0 3, 0, 0 3, 6, 0AB B A     

����

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano 

definido por ABC. 

   

   

, , 3, 6, 0 00

, , 3, 0, 2 0
0

a b cn AB

a b c
n AC

      
  

    

����

�

����

�

 

1

3 6 0 6 3
2

3 2 0 2 3 3

2

b a

a b b a

a c c a

c a




     
    

     




 

 
1 3

, , , \ 0

2 2

n a a a a

 
 
 

 

�
ℝ  

Se 2a  , por exemplo,  2,1, 3n

�

. 

: 2 3 0ABC y z d   x  e A ABC  

2 3 0 3 0 0 6d d          

: 2 3 6 0ABC y z   x  

 

7.1.      6, 7,12 3, 6, 2 3,13,10C D AB      

����

 

Cálculos auxiliares: 

     1, 7, 2 2,1, 0 3, 6, 2AB B A        

����

 

7.2.      6, 7,12 2,1, 0 4, 6,12AD D A    

����

 

: 4 6 12 0ABF y z d   x  e A ABF  

4 2 6 1 12 0 0 14d d           

: 4 6 12 14 0 2 3 6 7 0ABF y z y z        x x  

//GF AD  

     : , , 11, 1, 11 4, 6,12 ,GF y z k k     x ℝ

   , , 11 4 , 1 6 , 11 12 ,y z k k k k        x ℝ  

F é o ponto de interseção de GF com ABF. 

M
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A
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D
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Propostas de resolução 

27 

   2, 2, 0 2, 2, 1r n


     

� �

 

   2 2 2 2 0 1 0          

Logo, r n




� �

. 

2.2.      1, 0, 3 2, 3, 3 2, 2, 0k     

3

2
1 2 2 3 2

3

0 3 2 3 2

2

3 3 0 3 3

____

k

k k

k k k






     

  
        

  
  

 






 

Logo, P r . 

2 1 2 0 3 4 0 9 0           

Proposição falsa. 

Logo, P  . 

2.3. r é estritamente paralela a  . 

2.4. Estritamente paralelos. 

 

3.1. Seja r

�

 um vetor diretor de r  e n


�

 um vetor normal 

a  . 

 0, 1, 1r   

�

 

 2, 1,1n


 

�

 

   0, 1, 1 2, 1,1r n


      

� �

 

 0 2 1 1 1 1 0         

r n




� �

 

3.2. Não. Com base no facto dos vetores serem 

perpendiculares, não podemos determinar a 

posição da reta relativamente ao plano. r pode ser 

estritamente paralela a   ou r pode estar contida 

no plano  . 

3.3. Coincidentes. 

 

4.1. Seja r

�

um vetor diretor de r  e n


�

 um vetor normal 

a  . 

 1, 2, 2r  

�

 

 2, 1, 2n


 

�

 

   1, 2, 2 2, 1, 2r n


      

� �

 

 1 2 2 1 2 2 8 0          

r

�

e n


�

 não são perpendiculares. 

2 1

1 2







  

Logo, r

�

e n


�

não são colineares. 

4.2. r é oblíqua a  . 

4.3. Oblíquos. 
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47.1. AB ADH  

     3, 2, 3 1, 3, 1 2,1, 2AB B A         

����

 

: 2 2 0ADH y z d   x  e A ADH  

 2 1 3 2 1 0 1d d           

: 2 2 1 0ADH y z   x  

47.2. //BC ADH  

: 2 2 0BCG y z d   x  e B BCG  

 2 3 2 2 3 0 10d d           

: 2 2 10 0BCG y z   x  

 

48.1.  2, 0,1r 

�

 

 4, 0, 2n


  

�

 

4 2

2 0 0

2 1

 

      

r

�

 e n


�

 são colineares. 

Logo, r 

�

. 

 

48.2.  0,1,1r 

�

 

 2, 1,1n


 

�

 

 0 2 1 1 1 1 0r n


        

� �

 

r n




� �

 

 4,1, 8 r   

2 4 1 8 1 0      (Proposição verdadeira) 

 4,1, 8    

Logo, r está contida em  . 

 

48.3.  2,1, 3r  

�

;  1,1,1n




�

 

   2,1, 3 1,1,1 2 1 1 1 3 1 0r n


          

� �

 

r n




� �

 

Logo, //r  . 

 3, 2,1 r  

   2 1 1 3 1 1 6 0           (Proposição falsa) 

 3, 2, 1   

Logo, r é estritamente paralela a  . 

 

48.4.  2, 1,1r  

�

;  1, 3, 1n


  

�

 

       2, 1,1 1, 3, 1 2 1 1 3 1 1r n


              

� �

 

6 0    

Logo, r

�

 e n


�

não são perpendiculares. 
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   

   

, , 4, 4, 0 00

, , 0, 4, 2 0
0

a b cn BD

a b c
n BF

      
  

   

����

�

����

�

 

4 4 0

4 2 0 2

a b a b

b c c b

    

  
    

 

   , , 2 , \ 0n b b b b  

�
ℝ  

Se 1b  , por exemplo,  1,1, 2n 

�

. 

: 2 0BDF y z d   x  e A ABC  

 4 0 2 2 0 8d d          

: 2 8 0BDF y z   x  

Opção (D) 
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Tarefa 6 

1.1.  1, 2, 1n


 

�

 

 2,1, 0n

 

�

 

       1, 2, 1 2,1, 0 1 2 2 1 1 0n n
 
             

� �
 

2 2 0 0      

1.2.   e   são perpendiculares. 

1.3. Perpendiculares. 

 

2.1. : 2 1 0y z    x  

2 2 1 5 1 0 0 0        

(Proposição verdadeira) 

P   

: 2 4 2 3 0y z    x  

2 2 4 1 2 5 3 0 5 0            

(Proposição falsa) 

P   

2.2.  1, 2, 1n


 

�

;  2, 4, 2n

 

�

 

2 4 2

2

1 2 1



  



 

2n n
 


� �

 

2.3. Estritamente paralelos. 

2.4. Estritamente paralelos. 

3.1. Por exemplo:  1,2, 1n


 

�

 e  2, 4,2n

  

�

   
13

: , , 1, , 0 1, 2, 0 ,

2

FB y z k k

 
    
 

 

x ℝ

2

4

4

AP

AP AP   

����

���� ����

 

Os vetores n


���

 e n


���

 são normais aos planos   e 

 , respetivamente, porque 2n n
 
 

��� ���

 

3.2. Não. Os planos são paralelos, mas podem ser 

estritamente paralelos ou coincidentes. 

3.3. Os planos são coincidentes. 

4.1. Por exemplo: 

 1,2, 1n


 

���

 e  2, 1, 1n

  

���

 

   1,2, 1 2, 1, 1 2 2 1 1 0n n
 
          

��� ���

, pelo 

que os vetores não são perpendiculares. 

2 1

1 2



 , pelo que os vetores não são colineares. 

4.2. Os planos   e   são oblíquos. 

4.3. Os planos   e   são oblíquos. 
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45.1. A equação do plano é da forma 0y z d   x , 

d ℝ . 

Como  4, 2, 3P  é um ponto do plano, vem: 

4 2 3 0 5d d       

Uma equação do plano é 5 0y z   x . 

45.2. 0n n n n
   
    

� � � �

 

   
2

1, 1, 1 1, 2 , 7 0k k k        

   
2

1 1 1 2 1 7 0k k k         

2

1 2 7 0k k k        

2

6 0 2 3k k k k          

Os planos   e   são perpendiculares se 

 2,3k   .  

46. 2n n
 
 

� �

 

Os planos   e   são paralelos (coincidentes ou 

estritamente paralelos). 

   2, 1, 0 1, 2, 4 2 2 0 0n n
 
        

� �

 

O plano   é perpendicular ao plano   e ao plano  . 
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Tarefa 7 

1.1. Por exemplo  2, 2, 1r 

�

 e  2, 2, 1n  

��

.  

n r 

�� �

 

1.2. A reta e o plano são perpendiculares. 

1.3. A reta e o plano são perpendiculares. 

2.1. Seja r

�
 um vetor diretor de r e n



�
 um vetor normal 

a  . 

 2, 2, 0r 

�

 

 2, 2, 1n


  

�
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   2, 2, 0 2, 2, 1r n


     

� �

 

   2 2 2 2 0 1 0          

Logo, r n




� �

. 

2.2.      1, 0, 3 2, 3, 3 2, 2, 0k     

3

2
1 2 2 3 2

3

0 3 2 3 2

2

3 3 0 3 3

____

k

k k

k k k






     

  
        

  
  

 






 

Logo, P r . 

2 1 2 0 3 4 0 9 0           

Proposição falsa. 

Logo, P  . 

2.3. r é estritamente paralela a  . 

2.4. Estritamente paralelos. 

 

3.1. Seja r

�

 um vetor diretor de r  e n


�

 um vetor normal 

a  . 

 0, 1, 1r   

�

 

 2, 1,1n


 

�

 

   0, 1, 1 2, 1,1r n


      

� �

 

 0 2 1 1 1 1 0         

r n




� �

 

3.2. Não. Com base no facto dos vetores serem 

perpendiculares, não podemos determinar a 

posição da reta relativamente ao plano. r pode ser 

estritamente paralela a   ou r pode estar contida 

no plano  . 

3.3. Coincidentes. 

 

4.1. Seja r

�

um vetor diretor de r  e n


�

 um vetor normal 

a  . 

 1, 2, 2r  

�

 

 2, 1, 2n


 

�

 

   1, 2, 2 2, 1, 2r n


      

� �

 

 1 2 2 1 2 2 8 0          

r

�

e n


�

 não são perpendiculares. 

2 1

1 2







  

Logo, r

�

e n


�

não são colineares. 

4.2. r é oblíqua a  . 

4.3. Oblíquos. 
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47.1. AB ADH  

     3, 2, 3 1, 3, 1 2,1, 2AB B A         

����

 

: 2 2 0ADH y z d   x  e A ADH  

 2 1 3 2 1 0 1d d           

: 2 2 1 0ADH y z   x  

47.2. //BC ADH  

: 2 2 0BCG y z d   x  e B BCG  

 2 3 2 2 3 0 10d d           

: 2 2 10 0BCG y z   x  

 

48.1.  2, 0,1r 

�

 

 4, 0, 2n


  

�

 

4 2

2 0 0

2 1

 

      

r

�

 e n


�

 são colineares. 

Logo, r 

�

. 

 

48.2.  0,1,1r 

�

 

 2, 1,1n


 

�

 

 0 2 1 1 1 1 0r n


        

� �

 

r n




� �

 

 4,1, 8 r   

2 4 1 8 1 0      (Proposição verdadeira) 

 4,1, 8    

Logo, r está contida em  . 

 

48.3.  2,1, 3r  

�

;  1,1,1n




�

 

   2,1, 3 1,1,1 2 1 1 1 3 1 0r n


          

� �

 

r n




� �

 

Logo, //r  . 

 3, 2,1 r  

   2 1 1 3 1 1 6 0           (Proposição falsa) 

 3, 2, 1   

Logo, r é estritamente paralela a  . 

 

48.4.  2, 1,1r  

�

;  1, 3, 1n


  

�

 

       2, 1,1 1, 3, 1 2 1 1 3 1 1r n


              

� �

 

6 0    

Logo, r

�

 e n


�

não são perpendiculares. 

Geometria analítica 
 

   

   

, , 4, 4, 0 00

, , 0, 4, 2 0
0

a b cn BD

a b c
n BF

      
  

   

����

�

����

�

 

4 4 0

4 2 0 2

a b a b

b c c b

    

  
    

 

   , , 2 , \ 0n b b b b  

�
ℝ  

Se 1b  , por exemplo,  1,1, 2n 

�

. 

: 2 0BDF y z d   x  e A ABC  

 4 0 2 2 0 8d d          

: 2 8 0BDF y z   x  

Opção (D) 
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Tarefa 6 

1.1.  1, 2, 1n


 

�

 

 2,1, 0n

 

�

 

       1, 2, 1 2,1, 0 1 2 2 1 1 0n n
 
             

� �
 

2 2 0 0      

1.2.   e   são perpendiculares. 

1.3. Perpendiculares. 

 

2.1. : 2 1 0y z    x  

2 2 1 5 1 0 0 0        

(Proposição verdadeira) 

P   

: 2 4 2 3 0y z    x  

2 2 4 1 2 5 3 0 5 0            

(Proposição falsa) 

P   

2.2.  1, 2, 1n


 

�

;  2, 4, 2n

 

�

 

2 4 2

2

1 2 1



  



 

2n n
 


� �

 

2.3. Estritamente paralelos. 

2.4. Estritamente paralelos. 

3.1. Por exemplo:  1,2, 1n


 

�

 e  2, 4,2n

  

�

   
13

: , , 1, , 0 1, 2, 0 ,

2

FB y z k k

 
    
 

 

x ℝ

2

4

4

AP

AP AP   

����

���� ����

 

Os vetores n


���

 e n


���

 são normais aos planos   e 

 , respetivamente, porque 2n n
 
 

��� ���

 

3.2. Não. Os planos são paralelos, mas podem ser 

estritamente paralelos ou coincidentes. 

3.3. Os planos são coincidentes. 

4.1. Por exemplo: 

 1,2, 1n


 

���

 e  2, 1, 1n

  

���

 

   1,2, 1 2, 1, 1 2 2 1 1 0n n
 
          

��� ���

, pelo 

que os vetores não são perpendiculares. 

2 1

1 2



 , pelo que os vetores não são colineares. 

4.2. Os planos   e   são oblíquos. 

4.3. Os planos   e   são oblíquos. 
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45.1. A equação do plano é da forma 0y z d   x , 

d ℝ . 

Como  4, 2, 3P  é um ponto do plano, vem: 

4 2 3 0 5d d       

Uma equação do plano é 5 0y z   x . 

45.2. 0n n n n
   
    

� � � �

 

   
2

1, 1, 1 1, 2 , 7 0k k k        

   
2

1 1 1 2 1 7 0k k k         

2

1 2 7 0k k k        

2

6 0 2 3k k k k          

Os planos   e   são perpendiculares se 

 2,3k   .  

46. 2n n
 
 

� �

 

Os planos   e   são paralelos (coincidentes ou 

estritamente paralelos). 

   2, 1, 0 1, 2, 4 2 2 0 0n n
 
        

� �

 

O plano   é perpendicular ao plano   e ao plano  . 
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Tarefa 7 

1.1. Por exemplo  2, 2, 1r 

�

 e  2, 2, 1n  

��

.  

n r 

�� �

 

1.2. A reta e o plano são perpendiculares. 

1.3. A reta e o plano são perpendiculares. 

2.1. Seja r

�
 um vetor diretor de r e n



�
 um vetor normal 

a  . 

 2, 2, 0r 

�

 

 2, 2, 1n


  

�
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     2, 0, 2 0, 0, 2 2, 0, 0AB B A    

����

 

   0, 2, 2 2, 0, 0AB AD    

���� ����

 

0 2 2 0 2 0 0        

AB AD

���� ����

 

2AB 

����

 

 
2

2 2

0 2 2 8 2 2AD      

����

 

 ABC  é um retângulo. 

 
2 2 2 4 2

ABCD

A AB AD      

 

1 6

8 4 2 8

3 2

ABCDV

V VE VE         

3 2VE   

VE   

     : , , 1,1,1 0,1,1 ,VE y z k k  x ℝ  

 1, 1 , 1V k k   

     1, 1 , 1 1, 1, 1 0, ,EV V E k k k k      

����

 

2 2 2

3 2 0 3 2VE k k     

����

 

2

2 3 2 2 3 2 3k k k        

3 3k k      

Como V tem cota positiva,

   1, 1 , 1 1, 4, 4V k k    

51.2. Seja   o plano que passa no ponto V e é paralelo 

ao plano  . 

: 0 ey z d V      

0 8y z d d       

: 8 0y z     

51.3. a)  0,1,1n




�

;  3, 1,1n

 

�

 

     0,1,1 3, 1,1 0 3 1 1 1 1 0n n
 
           

� �

 

Logo, n n
 


� �
e, consequentemente,   . 

b)      0, 2,0 2, 0, 2 2, 2, 2BD D B      

����

 

     : , , 0, 2, 0 1, 1, 1 ,BD y z k k    x ℝ  

   , , , 2 , ,y z k k k k     ℝx  

     3 2 3k k k          

3 2 3 5 5 1k k k k k             

Ponto de interseção de BD com  : 

      1 , 2 1, 1 1, 1, 1 E        
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Tarefas de consolidação 5 

1.1. //EFG ABC  

: 3 6 2 0EFG y z d   x  e E EFG  

 3 6 6 8 2 10 0 86d d            

: 3 6 2 86 0EFG y z   x  

1.2.    1 , ,1 6, 8,10EM M E k k      

�����

 

 5, 8, 9k k      

Seja n

�

 um vetor normal a ABC. 

 3, 6, 2n  

�
 

   0 3, 6, 2 5, 8, 9 0n EM k k         

�� �����

 

     3 5 6 8 2 9 0k k          

3 15 6 48 18 0 9 81k k k            

9k    

1.3. FB ABC  

Logo, u

�

 e n

�

 são colineares. 

1

2 2 2
2

3 6 2

m

m m





 



 

1

2 2 2 2
2

3 2 6 2

m

m m m





   



 

1 1 1

2 8 2

2 4 4

m m m m           

1

4

m   

1.4. a) eEA ABC E EA   

     : , , 6, 8,10 3, 6, 2 ,EA y z k k    x ℝ  

b) A é o ponto de interseção da reta EA com o 

plano ABC. 

   : , , 6 3 , 8 6 ,10 2 ,EA y z k k k k     x ℝ  

     3 6 3 6 8 6 2 10 2 12 0k k k          

18 9 48 36 20 4 12 0k k k          

49 98 2k k       

        6 3 2 , 8 6 2 ,10 2 2 0, 4, 6A             

2.1.  0, 2,1 AC  e  0, 2,1 AB  

Então, é o ponto de interseção das retas AC e AB. 

2.2. Seja  
1

, ,n a b c

�
 um vetor normal ao plano ABC e 

sejam u

�

 e v

�

 vetores diretores das retas AC e AB, 

respetivamente. 

   1,1,1 e 1,1, 0u v

� �

 

AC e AB são duas retas concorrentes contidas no 

plano ABC. Então: 

1

n u

� �

 e 
1

n v

� �

 

   

   

1

1

, , 1,1,1 00

, , 1,1, 0 00

a b cn u

a b cn v

    
  

    

� �

� �  

0 0 0

0

a b c a a c c

a b b a b a

       
    

      

 

 
1

, , 0n a a 

�

,  \ 0aℝ . 

Se, por exemplo,  
1

1, 1, 1, 0a n  

�

 

 : 0 0,2,1ABC y d A ABC   ex  

0 2 0 2d d      

: 2 0ABC y  x  

Geometria analítica 
 

1 3

2 1







 

Logo, r

�

e n


�

não são colineares. 

Então r é oblíqua ao plano  . 
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49. Seja 
A

r  a reta perpendicular a   e que passa por A. 

     : , , 0, 3, 2 1, 2, 2 ,
A

r x y z k k   ℝ  

   , , , 3 2 , 2 2 ,x y z k k k k    ℝ  

Seja 'A  o ponto de interseção de 
A

r  com  . 

   2 3 2 2 2 2 4 0k k k        

6 4 4k k    4 4k  0 9 6k      

2

3

k    

'
2 4 4 2 5 10

, 3 , 2 , ,

3 3 3 3 3 3

A

   
    

   

   

 

2 2 2

2 5 10

' 0 3 2

3 3 3

AA

     
       

     

     

 

4 16 16 6

2

9 9 9 3

      

Seja 
B

r  a reta perpendicular a   e que passa por B. 

     : , , 1, 4, 4 1, 2, 2 ,
B

r y z k k    x ℝ  

   , , 1 , 4 2 , 4 2 ,y z k k k k      x ℝ  

Seja 'B  o ponto de interseção de 
B

r  com  . 

   1 2 4 2 2 4 2 4 0k k k          

1 8 4 8 4 4 0 9 3k k k k              

1

3

k    

1 2 2 4 10 14

' 1 , 4 , 4 , ,

3 3 3 3 3 3

B

   
     

   

   

 

2 2 2

4 10 14

' 1 4 4

3 3 3

BB

     
       

     

     

 

1 4 4

1 1

9 9 9

      

Seja 
c

r  a reta perpendicular a   e que passa por 

C. 

   
1

: , , 1, , 8 1, 2, 2 ,

2

C

r y z k k

 
    
 

 

x ℝ  

 
1

, , 1 , 2 , 8 2 ,

2

y z k k k k

 
      

 

 

x ℝ  

Seja 'C  o ponto de interseção de 
c

r  com  . 

 
1

1 2 2 2 8 2 4 0

2

k k k

 
        

 

 

 

1 1 4 16 4 4 0 9 12k k k k            

4

3

k    

4 1 8 8 7 13 16

' 1 , , 8 , ,

3 2 3 3 3 6 3

C

   
    

   

   

 

2 2 2

7 13 1 16

' 1 8

3 6 2 3

CC

     
      

     

     

 

16 64 64

16 4

9 9 9

      

Dos pontos A, B e C, o ponto B é o que está mais 

próximo do plano. 

50. 
 

 

5 5 5
2

2 u. a.

2 2 2

ABCD

AC BD

AC BD

A







     

 

CG ABC  

     : , , 0, 3, 2 3, 6, 2 ,CG y z k k    x ℝ  

   , , 3 , 3 6 , 2 2 ,y z k k k k    x ℝ  

   3 3 6 3 6 2 2 2 1 0k k k         

9 18 36 4 4 1 0 49 21k k k k           

21 3

49 7

k k     

9 18 6 9 3 8

, 3 , 2 , ,

7 7 7 7 7 7

C

   
  

   

   

 

2 2 2

9 3 8

3 2

7 7 7

CG

     
     

     

     

 

81 324 36

9 3

49 49 49

      

 

5 15

3

2 2

ABCDEFGH

V     u. v. 
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51.1. a)  0, , 0D y D e  

0 2 0 2y y      

 0, 2, 0D  

 2, , 2 eB y B   

2 2 0 0y y      

 2, 0, 2B  

E é o ponto médio de  BD . 

 
0 2 2 0 0 2

, , 1, 1, 1

2 2 2

E

   


 

 

 

b)  0, 0,A z  e A   

0 2 0 2z z      

 0, 0, 2A  

     0, 2, 0 0, 0, 2 0, 2, 2AD D A     

����

 

M
M

A
11D

RG
F ©

 Porto Editora
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Propostas de resolução do manual
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Propostas de resolução 

29 

     2, 0, 2 0, 0, 2 2, 0, 0AB B A    

����

 

   0, 2, 2 2, 0, 0AB AD    

���� ����

 

0 2 2 0 2 0 0        

AB AD

���� ����

 

2AB 

����

 

 
2

2 2

0 2 2 8 2 2AD      

����

 

 ABC  é um retângulo. 

 
2 2 2 4 2

ABCD

A AB AD      

 

1 6

8 4 2 8

3 2

ABCDV

V VE VE         

3 2VE   

VE   

     : , , 1,1,1 0,1,1 ,VE y z k k  x ℝ  

 1, 1 , 1V k k   

     1, 1 , 1 1, 1, 1 0, ,EV V E k k k k      

����

 

2 2 2

3 2 0 3 2VE k k     

����

 

2

2 3 2 2 3 2 3k k k        

3 3k k      

Como V tem cota positiva,

   1, 1 , 1 1, 4, 4V k k    

51.2. Seja   o plano que passa no ponto V e é paralelo 

ao plano  . 

: 0 ey z d V      

0 8y z d d       

: 8 0y z     

51.3. a)  0,1,1n




�

;  3, 1,1n

 

�

 

     0,1,1 3, 1,1 0 3 1 1 1 1 0n n
 
           

� �

 

Logo, n n
 


� �
e, consequentemente,   . 

b)      0, 2,0 2, 0, 2 2, 2, 2BD D B      

����

 

     : , , 0, 2, 0 1, 1, 1 ,BD y z k k    x ℝ  

   , , , 2 , ,y z k k k k     ℝx  

     3 2 3k k k          

3 2 3 5 5 1k k k k k             

Ponto de interseção de BD com  : 

      1 , 2 1, 1 1, 1, 1 E        
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Tarefas de consolidação 5 

1.1. //EFG ABC  

: 3 6 2 0EFG y z d   x  e E EFG  

 3 6 6 8 2 10 0 86d d            

: 3 6 2 86 0EFG y z   x  

1.2.    1 , ,1 6, 8,10EM M E k k      

�����

 

 5, 8, 9k k      

Seja n

�

 um vetor normal a ABC. 

 3, 6, 2n  

�
 

   0 3, 6, 2 5, 8, 9 0n EM k k         

�� �����

 

     3 5 6 8 2 9 0k k          

3 15 6 48 18 0 9 81k k k            

9k    

1.3. FB ABC  

Logo, u

�

 e n

�

 são colineares. 

1

2 2 2
2

3 6 2

m

m m





 



 

1

2 2 2 2
2

3 2 6 2

m

m m m





   



 

1 1 1

2 8 2

2 4 4

m m m m           

1

4

m   

1.4. a) eEA ABC E EA   

     : , , 6, 8,10 3, 6, 2 ,EA y z k k    x ℝ  

b) A é o ponto de interseção da reta EA com o 

plano ABC. 

   : , , 6 3 , 8 6 ,10 2 ,EA y z k k k k     x ℝ  

     3 6 3 6 8 6 2 10 2 12 0k k k          

18 9 48 36 20 4 12 0k k k          

49 98 2k k       

        6 3 2 , 8 6 2 ,10 2 2 0, 4, 6A             

2.1.  0, 2,1 AC  e  0, 2,1 AB  

Então, é o ponto de interseção das retas AC e AB. 

2.2. Seja  
1

, ,n a b c

�
 um vetor normal ao plano ABC e 

sejam u

�

 e v

�

 vetores diretores das retas AC e AB, 

respetivamente. 

   1,1,1 e 1,1, 0u v

� �

 

AC e AB são duas retas concorrentes contidas no 

plano ABC. Então: 

1

n u

� �

 e 
1

n v

� �

 

   

   

1

1

, , 1,1,1 00

, , 1,1, 0 00

a b cn u

a b cn v

    
  

    

� �

� �  

0 0 0

0

a b c a a c c

a b b a b a

       
    

      

 

 
1

, , 0n a a 

�

,  \ 0aℝ . 

Se, por exemplo,  
1

1, 1, 1, 0a n  

�

 

 : 0 0,2,1ABC y d A ABC   ex  

0 2 0 2d d      

: 2 0ABC y  x  

Geometria analítica 
 

1 3

2 1







 

Logo, r

�

e n


�

não são colineares. 

Então r é oblíqua ao plano  . 
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49. Seja 
A

r  a reta perpendicular a   e que passa por A. 

     : , , 0, 3, 2 1, 2, 2 ,
A

r x y z k k   ℝ  

   , , , 3 2 , 2 2 ,x y z k k k k    ℝ  

Seja 'A  o ponto de interseção de 
A

r  com  . 

   2 3 2 2 2 2 4 0k k k        

6 4 4k k    4 4k  0 9 6k      

2

3

k    

'
2 4 4 2 5 10

, 3 , 2 , ,

3 3 3 3 3 3

A

   
    

   

   

 

2 2 2

2 5 10

' 0 3 2

3 3 3

AA

     
       

     

     

 

4 16 16 6

2

9 9 9 3

      

Seja 
B

r  a reta perpendicular a   e que passa por B. 

     : , , 1, 4, 4 1, 2, 2 ,
B

r y z k k    x ℝ  

   , , 1 , 4 2 , 4 2 ,y z k k k k      x ℝ  

Seja 'B  o ponto de interseção de 
B

r  com  . 

   1 2 4 2 2 4 2 4 0k k k          

1 8 4 8 4 4 0 9 3k k k k              

1

3

k    

1 2 2 4 10 14

' 1 , 4 , 4 , ,

3 3 3 3 3 3

B

   
     

   

   

 

2 2 2

4 10 14

' 1 4 4

3 3 3

BB

     
       

     

     

 

1 4 4

1 1

9 9 9

      

Seja 
c

r  a reta perpendicular a   e que passa por 

C. 

   
1

: , , 1, , 8 1, 2, 2 ,

2

C

r y z k k

 
    
 

 

x ℝ  

 
1

, , 1 , 2 , 8 2 ,

2

y z k k k k

 
      

 

 

x ℝ  

Seja 'C  o ponto de interseção de 
c

r  com  . 

 
1

1 2 2 2 8 2 4 0

2

k k k

 
        

 

 

 

1 1 4 16 4 4 0 9 12k k k k            

4

3

k    

4 1 8 8 7 13 16

' 1 , , 8 , ,

3 2 3 3 3 6 3

C

   
    

   

   

 

2 2 2

7 13 1 16

' 1 8

3 6 2 3

CC

     
      

     

     

 

16 64 64

16 4

9 9 9

      

Dos pontos A, B e C, o ponto B é o que está mais 

próximo do plano. 

50. 
 

 

5 5 5
2

2 u. a.

2 2 2

ABCD

AC BD

AC BD

A







     

 

CG ABC  

     : , , 0, 3, 2 3, 6, 2 ,CG y z k k    x ℝ  

   , , 3 , 3 6 , 2 2 ,y z k k k k    x ℝ  

   3 3 6 3 6 2 2 2 1 0k k k         

9 18 36 4 4 1 0 49 21k k k k           

21 3

49 7

k k     

9 18 6 9 3 8

, 3 , 2 , ,

7 7 7 7 7 7

C

   
  

   

   

 

2 2 2

9 3 8

3 2

7 7 7

CG

     
     

     

     

 

81 324 36

9 3

49 49 49

      

 

5 15

3

2 2

ABCDEFGH

V     u. v. 
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51.1. a)  0, , 0D y D e  

0 2 0 2y y      

 0, 2, 0D  

 2, , 2 eB y B   

2 2 0 0y y      

 2, 0, 2B  

E é o ponto médio de  BD . 

 
0 2 2 0 0 2

, , 1, 1, 1

2 2 2

E

   


 

 

 

b)  0, 0,A z  e A   

0 2 0 2z z      

 0, 0, 2A  

     0, 2, 0 0, 0, 2 0, 2, 2AD D A     

����
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A
11

D
RG

F 
©

 P
or

to
 E

di
to

ra

29

Geometria analítica

MMA11DRGF_20243486_TXT GEOM ANALITICA_2P.indd   29MMA11DRGF_20243486_TXT GEOM ANALITICA_2P.indd   29 08/08/2025   16:1908/08/2025   16:19



Propostas de resolução 

31 

22 2 2 2

2

50 7AB AC BC BC       

2 2

0

50 49 1 1

BC

BC BC BC



        

2

base do cone

1 u. a.A      

cone

1 7 7

u. v.

3 3 9

V       

 

6.1. a)  0, 2, 0E   

Seja   o plano paralelo a ACB e que passa 

por E. 

: 3 0 ez d E    x  

3 0 0 0 0d d       

: 3 0z  x  

b) Se o plano é perpendicular a EC, também é 

perpendicular a Ox . Logo, é um plano de 

equação kx . 

Como A tem abcissa 1, o plano que é 

perpendicular aa reta EC e que passa por A é 

definido pela equação 1x . 

c)      , , 0, 2, 0 3, 0,1 ,y z k k   x ℝ  

 

6.2.    0, 2, 0 ; 2, 0, 0E B  

Seja M o ponto médio de  BE . 

 
0 2 2 0 0 0

, , 1, 1, 0

2 2 2

M

    
 

 

 

 

     

2

2
2 2 2

1 0 1 2 0 0 2EM          

Equação da superfície esférica: 

   
2 2

2

1 1 2y z    x  

P pertence a superfície esférica. Então, 

   
2 2

2

1 sin 1 tan 1 1 cos 2           

2 2 2 2

sin tan cos 2 1 tan 2            

2

0,

2

tan 1 tan 1



 

  
  
  

     

4





  

2 2

1 sin , 0, cos 1 , 0,

4 4 2 2

P

   
       

   

 

2 2 2

, 0,

2 2

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

6.3.  1, 1,
A

A z  e A ACB  

3 1 6 3
A A

z z      

 1, 1, 3A   

     1, 1, 3 2, 2, 0 1,1, 3CA A C       

����

 

 1, 1,
D

D z  

   2,5 1,1, 3 1,1, 2,5
D

CA CD z         

���� ����

 

1 1 3 2,5 3 4,5 1,5
D D D

z z z            

 

2

2 4 u. a.
OECB

A    

 

1

4 3 4 u. v.

3

OECBA

V      

 
4 2 6 u. v.

OABCDE

V     
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Avaliação formativa 5 

1.1. Seja r

�

 um vetor diretor da reta r e n


�

 um vetor 

normal a  . 

   , 3, , 3,9 ; 9r c n c


 

� �

 

//r r n


  

� �

 

   0 2, 1, 3 , 3, 9 0r n c


       

� �

 

 2 1 3 3 9 0 2 30 15c c c            

Se 15c   

: 15 3 2 0y z    x  

 1, 0, 4 r  

15 1 0 3 3 4 2 0 25 0          

(Proposição falsa) 

Então, r é estritamente paralela a  , se 15c  . 

I-a) 

1.2. r   se r

�

 e n


�

 forem colineares. 

3 9

3 6

2 1 3 2

c c

c



       



 

II-b) 

1.3. 0n n n n
   

       

� � � �

 

   , 3, 9 1, 1, 3 0c      

3 1 9 3 0 24c c         

//   se os vetores n


�

 e n


�

 forem colineares. 

3 9

3 3

1 1 3

c

c



      (Proposição falsa) 

III-c) 

2. Seja r

�

 um vetor diretor da reta definida por 

1 1z   x . 

 0,1, 0r

�

 

r   

Então, r

�

 e n


�

 são colineares. 

   0, , 0 , \ 0n b b


 

�
ℝ  

Opção (D) 

 

Geometria analítica 
 

2.3. B é o ponto de interseção da reta AB com o plano 

BVC. 

   : , , ,2 ,1 ,AB y z t t t  x ℝ  

2 1 9 0 2 6 3t t t t          

   3, 2 3,1 3, 5,1B    

C é o ponto de interseção da reta AC com o plano 

BVC. 

   : , , ,2 ,1 ,AC y z k k k k   x ℝ  

2 1 9 0 3 6 2k k k k k           

   2, 2 2,1 2 2, 4, 3C C    

2.4. a)  1,1,1u 

�

 é colinear com AC

����

. 

     3, 5,1 2, 4, 3 1,1, 2CB B C     

����

 

     1,1,1 1,1, 2 1 1 1 1 1 2 0u CB           

����

�

 

Logo, u CB

� ����

, ou seja, AC CB

���� ����

. 

Então,  ABC  é um triângulo retângulo em C. 

b)      2, 4, 3 0, 6, 3 2, 2, 0VC C V     

����

 

Seja 
2

n

�
um vetor normal ao plano ABC. 

 
2

1, 1, 0n  

�

 

2

2VC n

���� �
 

Logo, 
2

eVC n

���� �
são colineares, pelo que, 

VC ABC . 

2.5.      2, 4, 3 0, 2,1 2, 2, 2AC C A    

����

 

2 2 2

2 2 2 12 2 3AC     

����
 

 
2

2 2

1 1 2 6CB     

����

 

 

2 3 6

3 2

2 2

ABC

AC CB

A

 

    u. a. 

 
2

2 2

2 2 0 8 2 2VC      

����

 

 

1

3 2 2 2 4

3

ABCV

V      u. v. 

3.  P DE  e  P PQA  

  0 6 0 6DE y z     : x  

 , 0, 6P x  

3 4 0 2 6 18 0 3 6 2         x x x  

 2, 0, 6P  

 Q EF  e  Q PQA  

  0 6 0 6EF z y     : x  

 6, , 6Q y  

3 6 4 2 6 18 0 12 4 3y y y           

 6, 3, 6Q  

     2, 0,6 6, 0, 0 4, 0, 6AP P A     

����

 

     6, 3,6 6, 0, 0 0, 3, 6AQ Q A    

����

 

 cos ,

AP AQ

AP AQ

AP AQ



 



���� ����
���� ����

ɵ
���� ����  

   

 
2

2 2 2 2 2

4, 0, 6 0, 3, 6

4 0 6 0 3 6

 

 

     

 

4 0 0 3 6 6 36 6

52 45 6 65 65

     

  



 

 
1

6

, cos 42

65

AP AQ


 

  
 

 

���� ����
ɵ
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4. I. Se r n

� �

, então r n

� �

, pelo que, a reta r é 

estritamente paralela ou está contida no plano  . 

II. Se er n

� �

 são colineares, r é perpendicular a   

e a todos os planos paralelos a  . 

 

5.1. eVC V VC   

   
5

, , , 2,1 2, 3, 6 ,

3

y z k k

 
  
 

 

x ℝ  

5.2. C é o ponto de interseção de VC com o plano  . 

 
5

: , , 2 ,2 3 ,1 6 ,

3

VC y z k k k k

 
    
 

 

x ℝ  

   
5

2 2 3 2 3 6 1 6 1 0

3

k k k

 
      

 

 

 

10

4 6 9 6 36 1 0

3

k k k          

49 1

49

3 3

k k       

 
5 1 1 1

2 ,2 3 ,1 6 1,1, 1

3 3 3 3

C

      
                

      

 

5.3.    

2

2 25 4

1 2 1 1 1 1 4

3 9

VC

 
         

 

 

 

49 7

9 3

   

5.4. Centro da superfície esférica:  3, 4, 5  

   
5

3, 4, 5 , 2,1 2, 3, 6

3

k

 
 
 

 

 

2

5 4

3 2 2 3

3 3

2

4 2 3 2 3

3

5 1 6 4 6

2

3

k

k k

k k k

k k

k

 
  

   
  

  
        

  
  

  

  



 

Logo, o centro da superfície esférica pertence a 

VC. 

5.5. Seja A o centro e B um ponto da circunferência 

que limita a base do cone. 

   3, 4, 5 ; 1,1, 1A C   

     
2 2 2

3 1 4 1 5 1 4 9 36AC            

49 7   
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22 2 2 2

2

50 7AB AC BC BC       

2 2

0

50 49 1 1

BC

BC BC BC



        

2

base do cone

1 u. a.A      

cone

1 7 7

u. v.

3 3 9

V       

 

6.1. a)  0, 2, 0E   

Seja   o plano paralelo a ACB e que passa 

por E. 

: 3 0 ez d E    x  

3 0 0 0 0d d       

: 3 0z  x  

b) Se o plano é perpendicular a EC, também é 

perpendicular a Ox . Logo, é um plano de 

equação kx . 

Como A tem abcissa 1, o plano que é 

perpendicular aa reta EC e que passa por A é 

definido pela equação 1x . 

c)      , , 0, 2, 0 3, 0,1 ,y z k k   x ℝ  

 

6.2.    0, 2, 0 ; 2, 0, 0E B  

Seja M o ponto médio de  BE . 

 
0 2 2 0 0 0

, , 1, 1, 0

2 2 2

M

    
 

 

 

 

     

2

2
2 2 2

1 0 1 2 0 0 2EM          

Equação da superfície esférica: 

   
2 2

2

1 1 2y z    x  

P pertence a superfície esférica. Então, 

   
2 2

2

1 sin 1 tan 1 1 cos 2           

2 2 2 2

sin tan cos 2 1 tan 2            

2

0,

2

tan 1 tan 1



 

  
  
  

     

4





  

2 2

1 sin , 0, cos 1 , 0,

4 4 2 2

P

   
       

   

 

2 2 2

, 0,

2 2

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

6.3.  1, 1,
A

A z  e A ACB  

3 1 6 3
A A

z z      

 1, 1, 3A   

     1, 1, 3 2, 2, 0 1,1, 3CA A C       

����

 

 1, 1,
D

D z  

   2,5 1,1, 3 1,1, 2,5
D

CA CD z         

���� ����

 

1 1 3 2,5 3 4,5 1,5
D D D

z z z            

 

2

2 4 u. a.
OECB

A    

 

1

4 3 4 u. v.

3

OECBA

V      

 
4 2 6 u. v.

OABCDE

V     
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Avaliação formativa 5 

1.1. Seja r

�

 um vetor diretor da reta r e n


�

 um vetor 

normal a  . 

   , 3, , 3,9 ; 9r c n c


 

� �

 

//r r n


  

� �

 

   0 2, 1, 3 , 3, 9 0r n c


       

� �

 

 2 1 3 3 9 0 2 30 15c c c            

Se 15c   

: 15 3 2 0y z    x  

 1, 0, 4 r  

15 1 0 3 3 4 2 0 25 0          

(Proposição falsa) 

Então, r é estritamente paralela a  , se 15c  . 

I-a) 

1.2. r   se r

�

 e n


�

 forem colineares. 

3 9

3 6

2 1 3 2

c c

c



       



 

II-b) 

1.3. 0n n n n
   

       

� � � �

 

   , 3, 9 1, 1, 3 0c      

3 1 9 3 0 24c c         

//   se os vetores n


�

 e n


�

 forem colineares. 

3 9

3 3

1 1 3

c

c



      (Proposição falsa) 

III-c) 

2. Seja r

�

 um vetor diretor da reta definida por 

1 1z   x . 

 0,1, 0r

�

 

r   

Então, r

�

 e n


�

 são colineares. 

   0, , 0 , \ 0n b b


 

�
ℝ  

Opção (D) 
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2.3. B é o ponto de interseção da reta AB com o plano 

BVC. 

   : , , ,2 ,1 ,AB y z t t t  x ℝ  

2 1 9 0 2 6 3t t t t          

   3, 2 3,1 3, 5,1B    

C é o ponto de interseção da reta AC com o plano 

BVC. 

   : , , ,2 ,1 ,AC y z k k k k   x ℝ  

2 1 9 0 3 6 2k k k k k           

   2, 2 2,1 2 2, 4, 3C C    

2.4. a)  1,1,1u 

�

 é colinear com AC

����

. 

     3, 5,1 2, 4, 3 1,1, 2CB B C     

����

 

     1,1,1 1,1, 2 1 1 1 1 1 2 0u CB           

����

�

 

Logo, u CB

� ����

, ou seja, AC CB

���� ����

. 

Então,  ABC  é um triângulo retângulo em C. 

b)      2, 4, 3 0, 6, 3 2, 2, 0VC C V     

����

 

Seja 
2

n

�
um vetor normal ao plano ABC. 

 
2

1, 1, 0n  

�

 

2

2VC n

���� �
 

Logo, 
2

eVC n

���� �
são colineares, pelo que, 

VC ABC . 

2.5.      2, 4, 3 0, 2,1 2, 2, 2AC C A    

����

 

2 2 2

2 2 2 12 2 3AC     

����
 

 
2

2 2

1 1 2 6CB     

����

 

 

2 3 6

3 2

2 2

ABC

AC CB

A

 

    u. a. 

 
2

2 2

2 2 0 8 2 2VC      

����

 

 

1

3 2 2 2 4

3

ABCV

V      u. v. 

3.  P DE  e  P PQA  

  0 6 0 6DE y z     : x  

 , 0, 6P x  

3 4 0 2 6 18 0 3 6 2         x x x  

 2, 0, 6P  

 Q EF  e  Q PQA  

  0 6 0 6EF z y     : x  

 6, , 6Q y  

3 6 4 2 6 18 0 12 4 3y y y           

 6, 3, 6Q  

     2, 0,6 6, 0, 0 4, 0, 6AP P A     

����

 

     6, 3,6 6, 0, 0 0, 3, 6AQ Q A    

����

 

 cos ,

AP AQ

AP AQ

AP AQ



 



���� ����
���� ����

ɵ
���� ����  

   

 
2

2 2 2 2 2

4, 0, 6 0, 3, 6

4 0 6 0 3 6

 

 

     

 

4 0 0 3 6 6 36 6

52 45 6 65 65

     

  



 

 
1

6

, cos 42

65

AP AQ


 

  
 

 

���� ����
ɵ
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4. I. Se r n

� �

, então r n

� �

, pelo que, a reta r é 

estritamente paralela ou está contida no plano  . 

II. Se er n

� �

 são colineares, r é perpendicular a   

e a todos os planos paralelos a  . 

 

5.1. eVC V VC   

   
5

, , , 2,1 2, 3, 6 ,

3

y z k k

 
  
 

 

x ℝ  

5.2. C é o ponto de interseção de VC com o plano  . 

 
5

: , , 2 ,2 3 ,1 6 ,

3

VC y z k k k k

 
    
 

 

x ℝ  

   
5

2 2 3 2 3 6 1 6 1 0

3

k k k

 
      

 

 

 

10

4 6 9 6 36 1 0

3

k k k          

49 1

49

3 3

k k       

 
5 1 1 1

2 ,2 3 ,1 6 1,1, 1

3 3 3 3

C

      
                

      

 

5.3.    

2

2 25 4

1 2 1 1 1 1 4

3 9

VC

 
         

 

 

 

49 7

9 3

   

5.4. Centro da superfície esférica:  3, 4, 5  

   
5

3, 4, 5 , 2,1 2, 3, 6

3

k

 
 
 

 

 

2

5 4

3 2 2 3

3 3

2

4 2 3 2 3

3

5 1 6 4 6

2

3

k

k k

k k k

k k

k

 
  

   
  

  
        

  
  

  

  



 

Logo, o centro da superfície esférica pertence a 

VC. 

5.5. Seja A o centro e B um ponto da circunferência 

que limita a base do cone. 

   3, 4, 5 ; 1,1, 1A C   

     
2 2 2

3 1 4 1 5 1 4 9 36AC            

49 7   

M
M

A
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D
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4.1. 

2

tan tan tan tan 3

3 3 3

m 

     
        

   

   

 

3y b  x  e  3, 1A   

1 3 3 1 3 4b b b          

Equação reduzida: 3 4y   x  

4.2. 

3

tan tan

6 3

m 



    

3

3

y b x  e  12, 1A   

3

1 12 1 2 3

3

b b b            

Equação reduzida da reta: 

3

3

3

y  x  

5.1. 

1

1,

2

A

 
 

 

 

, 

1

1,

2

B

 


 

 

, 

1

1,

2

C

 

 

 

 e 

1

1,

2

D

 


 

 

. 

5.2. a) 

 

1 1

12 2

1 1 2

AC

m

 
 
 

 
 

 

 

Como 

1

0 e tan

2

m   , 

1
1

tan 26,6

2





 
  

 

 

. 

b) 

1 1

12 2

1 1 2

AC

m

 
 
 

 
  

 

 

Como 

1

0 e tan

2

m    , 

1
1

tan 180 153,4

2




 
     

 

 

 

5.3. 
1 1

1 1
ˆ ˆ

tan tan

2 2

AOB COD  
 

   
        

   

   

2,2 rad  
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6.1.  1, 2A   e  3, 1B   

 

1 2 3

3 1 4

AB

m

 

  

 

 

Como 0m   e  
3

tan 180

4

    ,

1 1
3 3

180º tan 180 tan

4 4

 

 

   
         

   

   

 

37   

6.2. 

3

4

AB

m    

Como 

3

: e

4

AB y b A AB    x ,

 
3 3 5

2 1 2

4 4 4

b b b          

3 5

:

4 4

AB y   x  

 7,
C

C y  

3 5 16

7 4

4 4 4

C

y          

 7, 4C   

Seja D o ponto e interseção da reta AB com Oy. 

5

0,

4

D

 

 

 

 

 

 

5

1

5
4

u.a.

2 8

AOD

A



   

 

5

7

35
4

u.a.

2 8

OCD

A



   

 

5 35 40

5 u.a.

8 8 8

AOC

A      

7.1. 
ˆ

2

AOB 



   

7.2. OA OB . Então, 
ˆ ˆ

BAO OBA . 

ˆˆ ˆ ˆ
2

2

BAO OBA AOB BAO 



           

ˆ ˆ
2

2 4 2

BAO BAO





 

       

7.3. Seja   a inclinação da reta AB. 

  é um ângulo formado pela reta AB e pelos eixos 

coordenados e, num triângulo, a amplitude de 

qualquer ângulo externo é igual à soma das 

amplitudes dos ângulos internos não adjacentes.  

Designando por E  o ponto de interseção da reta 

AB  com o eixo Ox , tem-se, relativamente ao 

triângulo  OEB : 

3
ˆ ˆ

2 2 4 2 4 2

BEO OBA

 



    
             

 

 

 

8.1. 

360

36

10

OB





    

8.2. 

360

72

5

OC





    

8.3. 3 36 108
OI OD

        

8.4. 

180 72
ˆ

54

2

CAO

  

    

180 54 126
AC

        

8.5. 
ˆ

2 54 108ECA       

Propostas de resolução do manual 
 

3.1.  1, 2, 0C  e  2, 1, 0B  

3.2. Seja F o ponto de coordenadas  3, 3, 1 . 

 3, 3, 1OF 

����

 é perpendicular a BCE e 

consequentemente, é perpendicular a qualquer 

plano paralelo a BCE. 

Seja  o plano perpendicular a BCE e que passa 

por A. 

: 3 3 0 ey z d A     x  

3 1 3 0 0 3d d         

: 3 3 3 0y z    x  

3.3. 
 

2 2

2 u.a.

2 2

ABCD

AC BD

A

 

    

: 3 3 0BCE y z d   x  e C BCE  

3 1 3 2 0 0 9d d          

: 3 3 9 0BCE y z   x  

 1, 1,E z , E BCE  

3 1 3 1 9 0 3z z         

 1, 1, 3E  

   

1

3 2 u. v.

3

ABCDE ABCD

V A     

 

4.  3, , eV y z V r  

     3, , 1, 0, 1 2,1, 3y z k    

3 1 2 2 2 1 1

____ 1 1

1 3 ____ 1 3 1 2

k k k k

y k y y

z k z z

       

   
        

   
       

   

 

 3,1, 2V  

Seja s a reta perpendicular a   e contém o ponto 

V. 

     : , , 3,1, 2 2,1, 2 ,s y z k k   x ℝ

   , , 3 2 ,1 , 2 2 ,y z k k k k    =x ℝ  

Seja P o ponto do plano   mais próximo de V. 

P é o ponto de interseção de s com o plano  . 

   2 3 2 1 2 2 2 1 0k k k     + +  

6 4 1 4 4 1 0k k k      + +  

2

9 2

9

k k     

2 2 2 23 7 22

3 2 ,1 , 2 2 , ,

9 9 9 9 9 9

P

   
     

   

   

 

2 2 2

23 7 22

3 1 2

9 9 9

VP

     
      

     

     

 

16 4 16 36 6 2

81 81 81 81 9 3

       

VP representa a altura do cone. 
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1. : tan45 1
r

r m     

 : 4, 0r y b A r    x  

0 4 4b b      

Equação reduzida de : 4r y  x  

1
r

m   

Então, um vetor diretor de r é, por exemplo,  1, 1  

Equação vetorial de r:  

     , 4, 0 1, 1 ,y k k   x ℝ  

s:  5, 0B  e  0, 3C  

3 0 3

0 5 5

s

m



  



 

3

: 3

5

s y b b    x  

Equação reduzida de 

3

: 3

5

s y   x  

     0, 3 5, 0 5, 3BC C B     

����

 

Equação vetorial de      , 5, 0 5, 3 ,y k k   x ℝ  

t: é uma reta horizontal que passa pelo ponto 

 0, 2E . 

Equação reduzida de : 2t y   

Equação vetorial da reta t: 

     , 0, 2 1, 0 ,y k k  x ℝ  

2.1. //CB OA . 

Então, 
ˆ

70OCB   . 

2.2. 
ˆ

180 70 110CBA        

3.1. 2m   

Como 0 e2 tanm   ,  

 
1

tan 2 63,4



    

3.2. 

1

2 2 0 2 2 1

2

y y y          x x x  

1

2

m   

Como 

1

0 e tan

2

m   ,  

1
1

tan 26,6

2





 
  

 

 

 

3.3. 0m   

 
1

tan 0 0



    

3.4. 

12 3

6 3

m     ,  

Como 

3

0 e tan

3

m    ,  

1
3

tan 180 150

3





 

      
 

 
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4.1. 

2

tan tan tan tan 3

3 3 3

m 

     
        

   

   

 

3y b  x  e  3, 1A   

1 3 3 1 3 4b b b          

Equação reduzida: 3 4y   x  

4.2. 

3

tan tan

6 3

m 



    

3

3

y b x  e  12, 1A   

3

1 12 1 2 3

3

b b b            

Equação reduzida da reta: 

3

3

3

y  x  

5.1. 

1

1,

2

A

 
 

 

 

, 

1

1,

2

B

 


 

 

, 

1

1,

2

C

 

 

 

 e 

1

1,

2

D

 


 

 

. 

5.2. a) 

 

1 1

12 2

1 1 2

AC

m

 
 
 

 
 

 

 

Como 

1

0 e tan

2

m   , 

1
1

tan 26,6

2





 
  

 

 

. 

b) 

1 1

12 2

1 1 2

AC

m

 
 
 

 
  

 

 

Como 

1

0 e tan

2

m    , 

1
1

tan 180 153,4

2




 
     

 

 

 

5.3. 
1 1

1 1
ˆ ˆ

tan tan

2 2

AOB COD  
 

   
        

   

   

2,2 rad  
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6.1.  1, 2A   e  3, 1B   

 

1 2 3

3 1 4

AB

m

 

  

 

 

Como 0m   e  
3

tan 180

4

    ,

1 1
3 3

180º tan 180 tan

4 4

 

 

   
         

   

   

 

37   

6.2. 

3

4

AB

m    

Como 

3

: e

4

AB y b A AB    x ,

 
3 3 5

2 1 2

4 4 4

b b b          

3 5

:

4 4

AB y   x  

 7,
C

C y  

3 5 16

7 4

4 4 4

C

y          

 7, 4C   

Seja D o ponto e interseção da reta AB com Oy. 

5

0,

4

D

 

 

 

 

 

 

5

1

5
4

u.a.

2 8

AOD

A



   

 

5

7

35
4

u.a.

2 8

OCD

A



   

 

5 35 40

5 u.a.

8 8 8

AOC

A      

7.1. 
ˆ

2

AOB 



   

7.2. OA OB . Então, 
ˆ ˆ

BAO OBA . 

ˆˆ ˆ ˆ
2

2

BAO OBA AOB BAO 



           

ˆ ˆ
2

2 4 2

BAO BAO





 

       

7.3. Seja   a inclinação da reta AB. 

  é um ângulo formado pela reta AB e pelos eixos 

coordenados e, num triângulo, a amplitude de 

qualquer ângulo externo é igual à soma das 

amplitudes dos ângulos internos não adjacentes.  

Designando por E  o ponto de interseção da reta 

AB  com o eixo Ox , tem-se, relativamente ao 

triângulo  OEB : 

3
ˆ ˆ

2 2 4 2 4 2

BEO OBA

 



    
             

 

 

 

8.1. 

360

36

10

OB





    

8.2. 

360

72

5

OC





    

8.3. 3 36 108
OI OD

        

8.4. 

180 72
ˆ

54

2

CAO

  

    

180 54 126
AC

        

8.5. 
ˆ

2 54 108ECA       
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3.1.  1, 2, 0C  e  2, 1, 0B  

3.2. Seja F o ponto de coordenadas  3, 3, 1 . 

 3, 3, 1OF 

����

 é perpendicular a BCE e 

consequentemente, é perpendicular a qualquer 

plano paralelo a BCE. 

Seja  o plano perpendicular a BCE e que passa 

por A. 

: 3 3 0 ey z d A     x  

3 1 3 0 0 3d d         

: 3 3 3 0y z    x  

3.3. 
 

2 2

2 u.a.

2 2

ABCD

AC BD

A

 

    

: 3 3 0BCE y z d   x  e C BCE  

3 1 3 2 0 0 9d d          

: 3 3 9 0BCE y z   x  

 1, 1,E z , E BCE  

3 1 3 1 9 0 3z z         

 1, 1, 3E  

   

1

3 2 u. v.

3

ABCDE ABCD

V A     

 

4.  3, , eV y z V r  

     3, , 1, 0, 1 2,1, 3y z k    

3 1 2 2 2 1 1

____ 1 1

1 3 ____ 1 3 1 2

k k k k

y k y y

z k z z

       

   
        

   
       

   

 

 3,1, 2V  

Seja s a reta perpendicular a   e contém o ponto 

V. 

     : , , 3,1, 2 2,1, 2 ,s y z k k   x ℝ

   , , 3 2 ,1 , 2 2 ,y z k k k k    =x ℝ  

Seja P o ponto do plano   mais próximo de V. 

P é o ponto de interseção de s com o plano  . 

   2 3 2 1 2 2 2 1 0k k k     + +  

6 4 1 4 4 1 0k k k      + +  

2

9 2

9

k k     

2 2 2 23 7 22

3 2 ,1 , 2 2 , ,

9 9 9 9 9 9

P

   
     

   

   

 

2 2 2

23 7 22

3 1 2

9 9 9

VP

     
      

     

     

 

16 4 16 36 6 2

81 81 81 81 9 3

       

VP representa a altura do cone. 
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1. : tan45 1
r

r m     

 : 4, 0r y b A r    x  

0 4 4b b      

Equação reduzida de : 4r y  x  

1
r

m   

Então, um vetor diretor de r é, por exemplo,  1, 1  

Equação vetorial de r:  

     , 4, 0 1, 1 ,y k k   x ℝ  

s:  5, 0B  e  0, 3C  

3 0 3

0 5 5

s

m



  



 

3

: 3

5

s y b b    x  

Equação reduzida de 

3

: 3

5

s y   x  

     0, 3 5, 0 5, 3BC C B     

����

 

Equação vetorial de      , 5, 0 5, 3 ,y k k   x ℝ  

t: é uma reta horizontal que passa pelo ponto 

 0, 2E . 

Equação reduzida de : 2t y   

Equação vetorial da reta t: 

     , 0, 2 1, 0 ,y k k  x ℝ  

2.1. //CB OA . 

Então, 
ˆ

70OCB   . 

2.2. 
ˆ

180 70 110CBA        

3.1. 2m   

Como 0 e2 tanm   ,  

 
1

tan 2 63,4



    

3.2. 

1

2 2 0 2 2 1

2

y y y          x x x  

1

2

m   

Como 

1

0 e tan

2

m   ,  

1
1

tan 26,6

2





 
  

 

 

 

3.3. 0m   

 
1

tan 0 0



    

3.4. 

12 3

6 3

m     ,  

Como 

3

0 e tan

3

m    ,  

1
3

tan 180 150

3





 

      
 

 
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14.1.  cos , 3 4 cos

4

u v u v v u



       

� � � � � �ɵ
 

2

12 6 2

2

    

14.2  cos , 6 2 cos

3

u v u v v u



       

� � � � � �ɵ
 

1

12 2

2

  

1

3

2

 3  

14.3.  
1

5

cos , 27 3 cos

6

u v u v v u



 
       

 

 

� � � � � �ɵ
 

1

3 3 cos 3 cos

3 6 6

    
       

   

   

 

3 3

3

2 2

 

     
 

 

 

 

15.1. a) Agudo. 

b) Obtuso. 

c) Agudo. 

 

15.2. 

2
2 2

2 2v  

� 2 2

8 8vv    

��

 

 0

22

v

v



 
�

�

 

   

2 2

cos ,

22 2

u v  

� �ɵ
 

 

 

15.3.  cos ,u v u v v u    

� � � � � �ɵ
 

 

2

5 2 2 10

2

     

 o c s ,u w u w u w    

� � � � � �ɵ
 

    5 cos 180 ,w u w    

� � �ɵ
 

2

5 w

w

 

     
 

 

�

�  

5 ( 2) 10 vu       

� �

 

 

 

16.1. 

2 2 2 2
2

( )

4  2

MA MB

AB MA MB MA



    

2

( 0)

 

16

8 2 2

2 MA

MA MA MA



       

( )AM CM MA MC MA MC       

����� ����� ���� ����� ���� �����

 

 cos ,MA MC MA MC 

���� ����� ���� �����
ɵ

=‖ ‖ ‖ ‖  

 2 2 2 2 cos180 8 1 8      

 

16.2. cos ,BA BD BA BD BA BD  

2

2 2

BM

BA BM BM

BA

    

�����

���� ����� �����

����  

 

2

2 2 2 16    

 

16.3.  2 2 ( ) 2CB MB BC BM BC BM      

���� ���� ���� ����� ���� �����

 

   2 cos ,BC BM BC BM 

���� ����� ���� �����
ɵ

 

2

BM

BC BM

BC

���� �����

����  

2

2

2 2 (2 2) 16 BM    

�����

 

 

16.4. ( )CA BCAB   

���� ���� ����

 

  cos ,AB BCA AB AC C BC     

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

4

4 4 4 16AC

AC

BC

BC

      



���� ����

���� ����  

  

 

17.1. a) AB

����

e AE

����

, por exemplo, porque 

 cos , cos90 0AB AE   

���� ����
ɵ

 

 

b) AB

����

e AC

����

, por exemplo. 

co ,s    

2

2

AB

AB AC AB a

AC

    

����

���� ���� ����

����  

 

c) AB

����

e CA

����

, por exemplo. 

 
2

AB CA AB AC AB AC a        

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

d) AC

����

e AG

����

, por exemplo. 
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8.6. 
ˆ

72AOC    
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ˆ

72
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OCB
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     

 
ˆ ˆ

72 72 144
CB

AOC OCB              

9. 

3

tan tan tan 1

4 4 4

a

   
       

 

 

 

: 1r y   x  

Seja      : , , 2, 2 ,s y k k    x ℝ  

2

1

2

s

m    

:s y b x  e  , s    

0b b       

:s y  x  

1

1 1 2 1 2

_______ _____ 1

2

y

y

y




         
     

   




x

x x x x

x

 

1 1

,

2 2

 

 

 
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10. Seja    a inclinação da reta s. 

180 60      

 tan 180 60 tan60 3
s

m           

: 3s y   x  

   
2 2

3 0 1 0 9 1 10r OC          

Equação da circunferência de centro C  

e raio 10 : 

    

22 2

3 1 10y     x  

   
2 2

3 1 10y   x+  

Condição:    
2 2

3 1 10 3y y      x x  

11. Sejam   e   as inclinações das retas AB e CD, 

respetivamente. 

 3, 0A   e  0, 2B  

Como 0
AB

m   e 

2

tan

3

 , 

1
2

tan 33,69

3





 
  

 

 

 

 4, 3C   e  4, 0D  

 

0 3 3

4 4 8

CD

m



  

 

 

Como 0
CD

m   e 

3

tan

8

  , 

1
3

tan 180 159,44

8




 
     

 

 

 

ˆ
180 180 159,44 20,56CDA           

Seja   o ângulo obtuso formado pelas duas retas. 

 180 33,69 20,56 125,75 126             

12.1. 

5 3

tan tan tan

6 6 6 3

m

   
       

 

 

 

3

3

y b  x  e 1b   

Equação da reta: 

3

1

3

y   x  

12.2. 

 

1 4 3 3 3

3

330 3

AB

m



      

 

 

Como 0 e 3 tan
AB AB

m    , 

 
1

2

tan 3

3 3

AB





 

          

Opção (C) 

 

12.3. 

4 1 3

4 0 4

BC

m



 



 

3

tan

4

AB Bc

m    

2

2

2 2

1 3 1

1 tan 1

cos 4 cos



 

 
     

 

 

 

2

9 1

1

16 cos 

   

2

2

25 1 16

cos

16 cos 25





    

4

cos

5

    

0 tan 0       

Logo, 

4

cos

5

  . 

sin 3 sin 3

tan sin

4cos 4 4

5

 

 



    

4



5

  

3

sin

5

   

   3cos 2sin 5 3 sin 2sin

2

   

 
       

 

 

 

3sin 2sin 5sin 5        

3

5

 3   

 

13. cos sin cos cos cos

5 2 5

  

   
     

 

 

 

3

cos

10



  

Como   é agudo, 

3

10





 . 

 
3 7

tan tan tan

10 10

OP

m 

    
      

   

   

 

7

tan

10

OP

m

 


 

 

 e  0, 0 OP  

7

: tan

10

OP y

 


 

 

x  

M
M

A
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14.1.  cos , 3 4 cos

4

u v u v v u



       

� � � � � �ɵ
 

2

12 6 2

2

    

14.2  cos , 6 2 cos

3

u v u v v u



       

� � � � � �ɵ
 

1

12 2

2

  

1

3

2

 3  

14.3.  
1

5

cos , 27 3 cos

6

u v u v v u



 
       

 

 

� � � � � �ɵ
 

1

3 3 cos 3 cos

3 6 6

    
       

   

   

 

3 3

3

2 2

 

     
 

 

 

 

15.1. a) Agudo. 

b) Obtuso. 

c) Agudo. 

 

15.2. 

2
2 2

2 2v  

� 2 2

8 8vv    

��

 

 0

22

v

v



 
�

�

 

   

2 2

cos ,

22 2

u v  

� �ɵ
 

 

 

15.3.  cos ,u v u v v u    

� � � � � �ɵ
 

 

2

5 2 2 10

2

     

 o c s ,u w u w u w    

� � � � � �ɵ
 

    5 cos 180 ,w u w    

� � �ɵ
 

2

5 w

w

 

     
 

 

�

�  

5 ( 2) 10 vu       

� �

 

 

 

16.1. 

2 2 2 2
2

( )

4  2

MA MB

AB MA MB MA



    

2

( 0)

 

16

8 2 2

2 MA

MA MA MA



       

( )AM CM MA MC MA MC       

����� ����� ���� ����� ���� �����

 

 cos ,MA MC MA MC 

���� ����� ���� �����
ɵ

=‖ ‖ ‖ ‖  

 2 2 2 2 cos180 8 1 8      

 

16.2.  cos ,BA BD BA BD BA BD    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

2

2 2

BM

BA BM BM

BA

    

�����

���� ����� �����

����  

 

2

2 2 2 16    

 

16.3.  2 2 ( ) 2CB MB BC BM BC BM      

���� ���� ���� ����� ���� �����

 

   2 cos ,BC BM BC BM 

���� ����� ���� �����
ɵ

 

 2

BM

BC BM

BC

    

�����

���� �����

����  

2

2

2 2 (2 2) 16 BM    

�����

 

 

16.4. ( )CA BCAB   

���� ���� ����

 

  cos ,AB BCA AB AC C BC     

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

4

4 4 4 16AC

AC

BC

BC

      



���� ����

���� ����  

  

 

17.1. a) AB

����

e AE

����

, por exemplo, porque 

 cos , cos90 0AB AE   

���� ����
ɵ

 

b) AB

����

e AC

����

, por exemplo. 

 co ,sAB AC AB AC AB AC  

���� ���� ���� ���� ���
ɵ
� ����

 

2

2

AB

AB AC AB a

AC

    

����

���� ���� ����

����  

c) AB

����

e CA

����

, por exemplo. 

 
2

AB CA AB AC AB AC a        

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

d) AC

����

e AG

����

, por exemplo. 

 cos ,AC AG AC AG AC AG   

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ
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9. 

3

tan tan tan 1

4 4 4

a

   
       

 

 

 

: 1r y   x  

Seja      : , , 2, 2 ,s y k k    x ℝ  

2

1

2

s

m    

:s y b x  e  , s    

0b b       

:s y  x  

1

1 1 2 1 2

_______ _____ 1

2

y

y

y




         
     

   




x

x x x x

x

 

1 1

,

2 2

 

 

 

 é o ponto de interseção das retas r e s. 
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10. Seja    a inclinação da reta s. 

180 60      

 tan 180 60 tan60 3
s

m           

: 3s y   x  

   
2 2

3 0 1 0 9 1 10r OC          

Equação da circunferência de centro C  

e raio 10 : 

    

22 2

3 1 10y     x  

   
2 2

3 1 10y   x+  

Condição:    
2 2

3 1 10 3y y      x x  

11. Sejam   e   as inclinações das retas AB e CD, 

respetivamente. 

 3, 0A   e  0, 2B  

Como 0
AB

m   e 

2

tan

3

 , 

1
2

tan 33,69

3





 
  

 

 

 

 4, 3C   e  4, 0D  

 

0 3 3

4 4 8

CD

m



  

 

 

Como 0
CD

m   e 

3

tan

8

  , 

1
3

tan 180 159,44

8




 
     

 

 

 

ˆ
180 180 159,44 20,56CDA           

Seja   o ângulo obtuso formado pelas duas retas. 

 180 33,69 20,56 125,75 126             

12.1. 

5 3

tan tan tan

6 6 6 3

m

   
       

 

 

 

3

3

y b  x  e 1b   

Equação da reta: 

3

1

3

y   x  

12.2. 

 

1 4 3 3 3

3

330 3

AB

m



      

 

 

Como 0 e 3 tan
AB AB

m    , 

 
1

2

tan 3

3 3

AB





 

          

Opção (C) 

 

12.3. 

4 1 3

4 0 4

BC

m



 



 

3

tan

4

AB Bc

m    

2

2

2 2

1 3 1

1 tan 1

cos 4 cos



 

 
     

 

 

 

2

9 1

1

16 cos 

   

2

2

25 1 16

cos

16 cos 25





    

4

cos

5

    

0 tan 0       

Logo, 

4

cos

5

  . 

sin 3 sin 3

tan sin

4cos 4 4

5

 

 



    

4



5

  

3

sin

5

   

   3cos 2sin 5 3 sin 2sin

2

   

 
       

 

 

 

3sin 2sin 5sin 5        

3

5

 3   

 

13. cos sin cos cos cos

5 2 5

  

   
     

 

 

 

3

cos

10



  

Como   é agudo, 

3

10





 . 

 
3 7

tan tan tan

10 10

OP

m 

    
      

   

   

 

7

tan

10

OP

m

 


 

 

 e  0, 0 OP  

7

: tan

10

OP y

 


 

 

x  
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24.  

 

4AB AC AD AC   

���� ���� ���� ����

 

   4AB AB BC AD AD DC      

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

4 4AB AB AB BC AD AD AD DC        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 2

e

0 4 4 0

AB BC AD DC

AB AD

 

     
����� ����� ����� �����

���� ����

 

2 2

4AB AD 

���� ����

 

2 2 2

AC AB BC    

 

2 2 2

3 5 4 AD AD   

���� ����

 

2 2

9 5 5 9AD AD    

���� ����

 

0

3

AD

AD



 
�����

����

 

2 2
2

0

4 3 36 6 u. c.

AB

AB AB AB



       

3 u. c.AD AD 

����
 

 

25. I. O produto escalar de dois vetores (u v

� �

) não é 

um vetor (w

�

) é um número real. 

II. Um vetor não é igual ao quociente de um 

número real por um vetor. 

III.  AB AC AB AC AB AC      

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

26.1. 

1 1 1

2 2 4

BN NC BC BC BC BC

   
     

   

   

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   
1

4

BA AC BA AC    

���� ���� ���� ����

 

 
1

4

BA BA BA AC AC BA AC AC        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 2
1

0 0

4BA AC

BA AC



 
     

 

���� �����

���� ����

 

 
2 2

1

4

a a    

2 2

2

4 2

a a

   

Outro processo:

1 1 1

2 2 4

BN NC BC BC BC BC

   
     

   

   

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2

2

2
1 1

2

4 4 2

a

BC a   

����

 

Cálculos auxiliares: 

2 2 2 2

2 2 2

2BC AB AC BC a a a       

 

 

 

26.2.  AN AB AB BN AB AB AB BN AB        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

2 2
1 1

2 2

AB BC AB AB BA AC AB       

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 
2

1

2

a BA AB AC AB     

���� ���� ���� ����

 

 

2

2 2
1 1

0

2 2AC AB

a AB AB a AB



       
����� �����

���� ���� ����

 

2

2 2
1

2 2

a

a a    
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27. 
     

2
ABCD ABR ARCS

A A A    

2

6 2 

2

AB BR

20 36 20 6BR      

16 8

6 3

BR BR     

   AR AS AB BR AD DS     

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

AB AD AB DS BR AD BR DS        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 
,

0 cos ,

AB AD BR DS

AB DS AB DS

 

  
����� ����� ����� �����

���� ���� ���� ����
ɵ

 

 cos , 0BR AD BR AD   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

8 8

6 cos0º 6cos0º 16 1 16 1 32

3 3DS BR

          

 

28.1.  
360

, 120

3

DA DB



  

���� ����
ɵ

 

 cos , cos120DA DB DA DB DA DB r r      

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

   
2 2 2

1

cos 180 60 cos60

2

r r r

 
         

 

 

 

2

2

r

   

 

28.2. 6AB BC BC CA CA AB       

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

6BA BC CB CA AC AB         

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   cos , cos ,BA BC BA BC CB CA CB CA    

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ ɵ

 

 cos , 6AC AB AC AB   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

2

3 cos60 6

AB BC AC

AB

 

   

���� 2
1

3 6

2

AB   

����

 

2

0

4 2 2

AB

AB AB AB



     
�����

���� ����
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AC AG 

���� ���� AC

AG



����

����  

2
2

2 2

2 2AC a a  

����

 

Cálculos auxiliares: 

2 2

2 2 2 2

0

2 2 2

AC

AC a a AC a AC a a



        

 

17.2. 100 100EG GH GE GH        

���� ���� ���� ����

 

100 cos( ) 100,GE GH GE GH GE GH     

���� ���� ���� ���� �
ɵ

� �� ����
 

2

100 100

GH

GE GH GH

GE

     

����

���� ���� ����

����  

100 10GH  

����

 

2

6 10 600 u. a.
total

A     

18. CP AB

���� ����

. Logo, 0CP AB 

���� ����

. Opção (C) 

 

19.1.  Positivo. Porque  ,0 90u v   

��ɵ
. 

 

19.2.  Negativo. Porque   1,90 80vu   

��ɵ
. 

 

19.3.  Nulo. Porque u v

� �

. 

 

19.4.  Negativo. Porque   18, 0vu  

�ɵ�
. 
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20.  cos ,u v u v u v   

� �� � � �ɵ
 

 3 5cos120 15 cos 180 60         

 
1 15

15 cos60 15

2 2

 
      

 

 

 

20.1.    
15

2 2 2 15

2

u v u v

 
     

 

 

� � � �

 

20.2.      
15

4 3 12 12 90

2

u v u v

 
         

 

 

� � � �

 

20.3.  
215

4 4 4

2

v u u v u u u u         

� � � � � � � �

 

2
15 15 57

4 3 36

2 2 2

         

20.4.    6 2 3 18 6u v v u v v v      

� � � � � � �

 

2
2

15

18 6 135 6 5 285

2

v

 
         

 

 

�

 

 

21.1.  7 cos , 7u v u v u v      

� � � � � �ɵ
 

   
7

2 3 cos , 7 cos , 1

6

u v u v      

� � � �ɵ ɵ
 

É impossível, porque  1 cos , 1u v  

� �

. 

21.2.  
2

2

0 0 2 4

u v

u v u u v u u u



           
� �

� � � � � � � �

 

21.3. a)    2 2 2u v u v u u u v u v v v           

�

� � � � � � � � � � �

 

2 2
2 2

2 2 2 5 3 4u u v v        

� � � �

 

b)    
2

u v u v u v     

� � � � � �

 

u u u v u v v v        

� � � � � � � �

 

2 2
2 2

2 2 2 5 3 3u u v v        

� � � �

 

 

22.    AC BD AB BC BA AD     

���� ���� ���� ���� ���� ����
 

AB BA AB AD BC BA BC AD        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

0 0AB AB BC BC       

���� ���� ���� ����

 

2 2

0

AB BC

AB BC



   
����� �����

���� ����

 

 

23. Seja   o ângulo 
ˆ

BOD . 

2

2

2

r



2

2

4

 



         

 cos ,OA OD OA OD OA OD   

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

2

2 2cos 4cos 4 2 2

4 4 2

  
          

 

 
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24.  

 

4AB AC AD AC   

���� ���� ���� ����

 

   4AB AB BC AD AD DC      

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

4 4AB AB AB BC AD AD AD DC        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 2

e

0 4 4 0

AB BC AD DC

AB AD

 

     
����� ����� ����� �����

���� ����

 

2 2

4AB AD 

���� ����

 

2 2 2

AC AB BC    

 

2 2 2

3 5 4 AD AD   

���� ����

 

2 2

9 5 5 9AD AD    

���� ����

 

0

3

AD

AD



 
�����

����

 

2 2
2

0

4 3 36 6 u. c.

AB

AB AB AB



       

3 u. c.AD AD 

����
 

 

25. I. O produto escalar de dois vetores (u v

� �

) não é 

um vetor (w

�

) é um número real. 

II. Um vetor não é igual ao quociente de um 

número real por um vetor. 

III.  AB AC AB AC AB AC      

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

26.1. 

1 1 1

2 2 4

BN NC BC BC BC BC

   
     

   

   

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   
1

4

BA AC BA AC    

���� ���� ���� ����

 

 
1

4

BA BA BA AC AC BA AC AC        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 2
1

0 0

4BA AC

BA AC



 
     

 

���� �����

���� ����

 

 
2 2

1

4

a a    

2 2

2

4 2

a a

   

Outro processo:

1 1 1

2 2 4

BN NC BC BC BC BC

   
     

   

   

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2

2

2
1 1

2

4 4 2

a

BC a   

����

 

Cálculos auxiliares: 

2 2 2 2

2 2 2

2BC AB AC BC a a a       

 

 

 

26.2.  AN AB AB BN AB AB AB BN AB        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

2 2
1 1

2 2

AB BC AB AB BA AC AB       

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 
2

1

2

a BA AB AC AB     

���� ���� ���� ����

 

 

2

2 2
1 1

0

2 2AC AB

a AB AB a AB



       
����� �����

���� ���� ����

 

2

2 2
1

2 2

a

a a    
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27. 
     

2
ABCD ABR ARCS

A A A    

2

6 2 

2

AB BR

20 36 20 6BR      

16 8

6 3

BR BR     

   AR AS AB BR AD DS     

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

AB AD AB DS BR AD BR DS        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 
,

0 cos ,

AB AD BR DS

AB DS AB DS

 

  
����� ����� ����� �����

���� ���� ���� ����
ɵ

 

 cos , 0BR AD BR AD   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

8 8

6 cos0º 6cos0º 16 1 16 1 32

3 3DS BR

          

 

28.1.  
360

, 120

3

DA DB



  

���� ����
ɵ

 

 cos , cos120DA DB DA DB DA DB r r      

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

   
2 2 2

1

cos 180 60 cos60

2

r r r

 
         

 

 

 

2

2

r

   

 

28.2. 6AB BC BC CA CA AB       

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

6BA BC CB CA AC AB         

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   cos , cos ,BA BC BA BC CB CA CB CA    

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ ɵ

 

 cos , 6AC AB AC AB   

���� ���� ���� ����
ɵ

 

2

3 cos60 6

AB BC AC

AB

 

   

���� 2
1

3 6

2

AB   

����

 

2

0

4 2 2

AB

AB AB AB



     
�����

���� ����
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AC AG 

���� ���� AC

AG



����

����  

2
2

2 2

2 2AC a a  

����

 

Cálculos auxiliares: 

2 2

2 2 2 2

0

2 2 2

AC

AC a a AC a AC a a



        

 

17.2. 100 100EG GH GE GH        

���� ���� ���� ����

 

100 cos( ) 100,GE GH GE GH GE GH     

���� ���� ���� ���� �
ɵ

� �� ����
 

2

100 100

GH

GE GH GH

GE

     

����

���� ���� ����

����  

100 10GH  

����

 

2

6 10 600 u. a.
total

A     

18. CP AB

���� ����

. Logo, 0CP AB 

���� ����

. Opção (C) 

 

19.1.  Positivo. Porque  ,0 90u v   

��ɵ
. 

 

19.2.  Negativo. Porque 1,vu . 

 

19.3.  Nulo. Porque u v

� �

. 

 

19.4.  Negativo. Porque   18, 0vu  

�ɵ�
. 
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20.  cos ,u v u v u v   

� �� � � �ɵ
 

 3 5cos120 15 cos 180 60         

 
1 15

15 cos60 15

2 2

 
      

 

 

 

20.1.    
15

2 2 2 15

2

u v u v

 
     

 

 

� � � �

 

20.2.      
15

4 3 12 12 90

2

u v u v

 
         

 

 

� � � �

 

20.3.  
215

4 4 4

2

v u u v u u u u         

� � � � � � � �

 

2
15 15 57

4 3 36

2 2 2

         

20.4.    6 2 3 18 6u v v u v v v      

� � � � � � �

 

2
2

15

18 6 135 6 5 285

2

v

 
         

 

 

�

 

 

21.1.  7 cos , 7u v u v u v      

� � � � � �ɵ
 

   
7

2 3 cos , 7 cos , 1

6

u v u v      

� � � �ɵ ɵ
 

É impossível, porque  1 cos , 1u v  

� �

. 

21.2.  
2

2

0 0 2 4

u v

u v u u v u u u



           
� �

� � � � � � � �

 

21.3. a)    2 2 2u v u v u u u v u v v v           

�

� � � � � � � � � � �

 

2 2
2 2

2 2 2 5 3 4u u v v        

� � � �

 

b)    
2

u v u v u v     

� � � � � �

 

u u u v u v v v        

� � � � � � � �

 

2 2
2 2

2 2 2 5 3 3u u v v        

� � � �

 

 

22.    AC BD AB BC BA AD     

���� ���� ���� ���� ���� ����
 

AB BA AB AD BC BA BC AD        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

0 0AB AB BC BC       

���� ���� ���� ����

 

2 2

0

AB BC

AB BC



   
����� �����

���� ����

 

 

23. Seja   o ângulo 
ˆ

BOD . 

2

2

2

r



2

2

4

 



         

 cos ,OA OD OA OD OA OD   

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

2

2 2cos 4cos 4 2 2

4 4 2

  
          

 

 
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Propostas de resolução do manual 
 

34.3. P r . Então,  1 2 , 1 ,1 3 ,P k k k k    ℝ  

. 0AP AB AP AB   

���� ���� ���� ����

 

   2 1, ,1 3 2, 0, 1 0k k k         

 2 2 1 0 1 3 0k k         

4 2 1 3 0 3k k k         

   1 2 3, 1 3, 1 3 3 7, 4, 10P          

Cálculo auxiliar: 

AP P A  

����

 

   1 2 , 1 , 1 3 2, 1, 0k k k         

 1 2 2, 1 1, 1 3 0k k k          

 2 1, , 1 3k k k     

 

35.1.        0, 4 8, 1 0 8, 4 1 8, 5C D AB       

����

 

Cálculo auxiliar: 

   6, 1 2, 0AB B A     

����

 

   6 1, 1 0 8, 1     

 

35.2. 1y  x  

     , 1 2, 10 1, 2k    x x  

 

22

1 10 2 21 10 2

kk

k

   
   

       

xx

x xx

 

_____

_____ _____

13

1 10 4 2 3 13

3


  

    
       



x x x x

 

13 16

1

2 3

y     

13 16

,

3 3

E

 

 

 

 

       8, 5 2, 0 8 2, 5 0 10, 5AC C A        

����

 

 
13 16

, 2, 0

3 3

AE E A

 
     

 

 

����

 

13 16 19 16

2, 0 ,

3 3 3 3

   
   
   

   

 

 
19 16

10, 5 ,

3 3

AC AE

 
   

 

 

���� ����
 

19 16 190 80 270

10 5 90

3 3 3 3



        

 

36.1.  
   

 
2

2 2 2

2, 3 . 1,4.

cos ,

2 3 1 4

u v

u v

u v



  



   

� �
� �ɵ

� �  

 2 1 3 4 10

13 17 221

    

 



 

 
1

10

, cos 132,3º

221

u v



 
 

 

 

� �ɵ
 

36.2.  
   

   
2 2

2 2

2,3 . 3,1.

cos ,

2 3 3 1

u v

u v

u v

 

  



    

� �
� �ɵ

� �  

 2 3 3 1 9

13 10 130

    

 



 

 
1

9

, cos 37,9º

130

u v



 

 
 

 

� �ɵ
 

 

36.3.  
   

 

2 2 2
2

6, 2 . 1, 3
.

cos ,

6 2 1 3

u v

u v

u v



  



   

� �
� �ɵ

� �  

 6 1 2 3 0

0

8 2 4 2

   

  



 

   
1

, cos 0 90ºu v


 

� �ɵ
 

 

36.4.  
.

cos ,

u v

u v

u v

 



� �
� �ɵ

� �   

 

2 2

2
2

1 1

, 1 . 1,

2 4

1 1

1 1

2 4

   
 

   

   
 

   
    

   

   

 

 
1 1

3
1 1

62 4 4

5 17 85 85

2 4 8

 
    

 

 
  



 

 
1

6

, cos 49,4º

85

u v



 

 
 

 

� �ɵ
 

 

36.5.  
.

cos ,

u v

u v

u v

 



� �
� �ɵ

� �  

   

   
2 2

2 2 2 2

1, 1,0 . 2,2,1

1 1 0 2 2 1

 

 

      

 

   1 2 1 2 0 1 4

2 3 3 2

       

 



 

 
1

4

, cos 160,5º

3 2

u v



 
 

 

 

� �ɵ
 

 

36.6.  
.

cos ,

u v

u v

u v

 



� �
� �ɵ

� �  

   

   
2 2

2 2 2 2

2, 3,1 . 1,0,3

2 3 1 1 0 3

 

 

      

 

   2 1 3 0 1 3 1

14 10 140

      

 



 

 
1

1

, cos 85,2º

140

u v



 

 
 

 

� �ɵ
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29.    RP RQ RM MP RM MQ     

���� ���� ����� ����� ����� �����

 

RM RM RM MQ MP RM MP MQ        

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

 

2

MP MQ

RM RM MQ



  
����� �����

����� ����� �����

MQ RM 

����� �����

MQ MQ  

����� �����

 

2

2 2 2 2

4 16a MQ a a     

�����

 

30.    CM DN CD DM DA AN     

����� ���� ���� ����� ���� ����

 

CD DA CD AN DM DA DM AN        

���� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ����

 

, ,

1 1

0 0

3 3DM AN CD DA CD AB

AB AB DA DA

  

 
      

 

 

����� ����� ����� ���� ����� �����

���� ���� ���� ����
 

2 2 2 2
1 1 1 1

0

3 3 3 3DA AB

AB DA AB AB



      
���� �����

���� ���� ���� ����

 

0CM DN 

����� ����

 

Então, CM DN

����� ����

. 

 

31.1.  HC BC AC HC AC BC AC      

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   CH CA CB CA CH CH HA CB CH HA          

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

CH CH CH HA CB CH CB HA        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2

0 0CH CB CH     

���� ���� ����
 

2

5 7 5 25 35 60       

 

31.2.

2 2 2 2 2

2 2

3 2 5AB AH BH AH AH         

0

5

AH

AH



   

 AB AH AB AB AB AH AB      

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
 

 
2

cos ,AB AH AB AH AB   

���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

2

3 5 3  

5

3

 9 5 14    

 

32.1. a)  
ɵ
  cos ,u u v u u v u u v      

�

� � � � � � � �

 

2 1

8 5cos60 40

2

u u u v u u v            

� � � � � � �

 

2

8 20 44u v u v      

� � � �

 

b)    
2

2

5 25u v u v u v       

� � � � � �
 

25u u u v u v v v         

� � � � � � � �

 

2 2

2 25u u v v     

� � � �
 

2
2

8 2 44 25v     

�
 

2 2

0

25 64 88 49 49 7

v

v v v



        
�

� � �

 

32.2.  
2 2

2u v u v u v v     

� � � � � � �
 

     5 2u v u v u v v v         

� � � � � � � �

 

10 5u u u v u v v v u v v v            

� � � � � � � � � � � �

 

2 2
2 2

8 6 8 8 44 6 7 6u u v v         

� � � �
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33.1.  3, 1a 

�

,  2, 4b 

�

,  2, 1c   

�

,  0, 2d 

�

 

33.2. a)    3, 1 2, 4 3 2 1 4 6 4 10a b         

�

�

 

b)        3, 1 2, 1 3 2 1 1 6 1 7a c             

� �

 

c)    3, 1 0, 2 3 0 1 2 0 2 2a d         

�

�

 

d)        2, 4 2, 1 2 2 4 1 4 4b c            

�

�

 

8   

e)    2, 4 0, 2 2 0 4 2 0 8 8b d         

� �

 

f)      2, 1 0, 2 2 0 1 2 0 2c d             

�

�

 

2   

g)   10 7 3a b c a b a c        

� �

� � � � �

 

h)  2 2 2 8 16d b b d         

� � � �

 

i)        2d c a b c c a b c       

� � �� � � � � �
 

2

2 2b c c a b a c       

� �

� � � � �

 

       

2

2 2

2 8 2 2 1 10 7
 

            

 

 

16 2 5 10 7 43         

 

34.1.   2, 1, 0A  ,  0, 1, 1B  ,  1, 1, 0C  , 

 0, 2, 1D   

 

34.2. a) 

2

AB BA AB AB AB      

���� ���� ���� ���� ����

 

     

2

2 2
2

2 2

2 0 1 4 1 5 5

 
            

 

 

Cálculo auxiliar: 

   0, 1, 1 2, 1, 0AB B A      

����

 

   0 2, 1 1, 1 0 2, 0, 1        

b)    2, 0, 1 1, 1, 1BA CD AB CD        

���� ���� ���� ����

 

   2 1 0 1 1 1 2 0 1 3             

Cálculo auxiliar: 

   0, 2, 1 1, 1, 0CD D C      

����

 

   0 1, 2 1, 1 0 1, 1, 1        

c)    2 2 2, 0, 1 1, 2, 1AB BC      

���� ����

 

      2 2 1 0 2 1 1 2 2 0 1              

2 1 2    

Cálculo auxiliar: 

   1, 1, 0 0, 1, 1BC C B      

����

 

   1 0, 1 1,0 1 1, 2, 1         

d)   0 0AC CA AB AB    

���� ���� ����� �����
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Propostas de resolução do manual 
 

34.3. P r . Então,  1 2 , 1 ,1 3 ,P k k k k    ℝ  

. 0AP AB AP AB   

���� ���� ���� ����

 

   2 1, ,1 3 2, 0, 1 0k k k         

 2 2 1 0 1 3 0k k         

4 2 1 3 0 3k k k         

   1 2 3, 1 3, 1 3 3 7, 4, 10P          

Cálculo auxiliar: 

AP P A  

����

 

   1 2 , 1 , 1 3 2, 1, 0k k k         

 1 2 2, 1 1, 1 3 0k k k          

 2 1, , 1 3k k k     

 

35.1.        0, 4 8, 1 0 8, 4 1 8, 5C D AB       

����

 

Cálculo auxiliar: 

   6, 1 2, 0AB B A     

����

 

   6 1, 1 0 8, 1     

 

35.2. 1y  x  

     , 1 2, 10 1, 2k    x x  

 

22

1 10 2 21 10 2

kk

k

   
   

       

xx

x xx

 

_____

_____ _____

13

1 10 4 2 3 13

3


  

    
       



x x x x

 

13 16

1

2 3

y     

13 16

,

3 3

E

 

 

 

 

       8, 5 2, 0 8 2, 5 0 10, 5AC C A        

����

 

 
13 16

, 2, 0

3 3

AE E A

 
     

 

 

����

 

13 16 19 16

2, 0 ,

3 3 3 3

   
   
   

   

 

 
19 16

10, 5 ,

3 3

AC AE

 
   

 

 

���� ����
 

19 16 190 80 270

10 5 90

3 3 3 3



        

 

36.1.  
   

 
2

2 2 2

2, 3 . 1,4.

cos ,

2 3 1 4

u v

u v

u v



  



   

� �
� �ɵ

� �  

 2 1 3 4 10

13 17 221

    

 



 

 
1

10

, cos 132,3º

221

u v



 
 

 

 

� �ɵ
 

36.2.  
   

   
2 2

2 2

2,3 . 3,1.

cos ,

2 3 3 1

u v

u v

u v

 

  



    

� �
� �ɵ

� �  

 2 3 3 1 9

13 10 130

    

 



 

 
1

9

, cos 37,9º

130

u v



 

 
 

 

� �ɵ
 

 

36.3.  
   

 

2 2 2
2

6, 2 . 1, 3
.

cos ,

6 2 1 3

u v

u v

u v



  



   

� �
� �ɵ

� �  

 6 1 2 3 0

0

8 2 4 2

   

  



 

   
1

, cos 0 90ºu v


 

� �ɵ
 

 

36.4.  
.

cos ,

u v

u v

u v

 



� �
� �ɵ

� �   

 

2 2

2
2

1 1

, 1 . 1,

2 4

1 1

1 1

2 4

   
 

   

   
 

   
    

   

   

 

 
1 1

3
1 1

62 4 4

5 17 85 85

2 4 8

 
    

 

 
  



 

 
1

6

, cos 49,4º

85

u v



 

 
 

 

� �ɵ
 

 

36.5.  
.

cos ,

u v

u v

u v

 



� �
� �ɵ

� �  

   

   
2 2

2 2 2 2

1, 1,0 . 2,2,1

1 1 0 2 2 1

 

 

      

 

   1 2 1 2 0 1 4

2 3 3 2

       

 



 

 
1

4

, cos 160,5º

3 2

u v



 
 

 

 

� �ɵ
 

 

36.6.  
.

cos ,

u v

u v

u v

 



� �
� �ɵ

� �  

   

   
2 2

2 2 2 2

2, 3,1 . 1,0,3

2 3 1 1 0 3

 

 

      

 

   2 1 3 0 1 3 1

14 10 140

      

 



 

 
1

1

, cos 85,2º

140

u v



 

 
 

 

� �ɵ
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29.    RP RQ RM MP RM MQ     

���� ���� ����� ����� ����� �����

 

RM RM RM MQ MP RM MP MQ        

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

 

2

MP MQ

RM RM MQ



  
����� �����

����� ����� �����

MQ RM 

����� �����

MQ MQ  

����� �����

 

2

2 2 2 2

4 16a MQ a a     

�����

 

30.    CM DN CD DM DA AN     

����� ���� ���� ����� ���� ����

 

CD DA CD AN DM DA DM AN        

���� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ����

 

, ,

1 1

0 0

3 3DM AN CD DA CD AB

AB AB DA DA

  

 
      

 

 

����� ����� ����� ���� ����� �����

���� ���� ���� ����
 

2 2 2 2
1 1 1 1

0

3 3 3 3DA AB

AB DA AB AB



      
���� �����

���� ���� ���� ����

 

0CM DN 

����� ����

 

Então, CM DN

����� ����

. 

 

31.1.  HC BC AC HC AC BC AC      

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

   CH CA CB CA CH CH HA CB CH HA          

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

CH CH CH HA CB CH CB HA        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2

0 0CH CB CH     

���� ���� ����
 

2

5 7 5 25 35 60       

 

31.2.

2 2 2 2 2

2 2

3 2 5AB AH BH AH AH         

0

5

AH

AH



   

 AB AH AB AB AB AH AB      

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
 

 
2

cos ,AB AH AB AH AB   

���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

2

3 5 3  

5

3

 9 5 14    

 

32.1. a)  
ɵ
  cos ,u u v u u v u u v      

�

� � � � � � � �

 

2 1

8 5cos60 40

2

u u u v u u v            

� � � � � � �

 

2

8 20 44u v u v      

� � � �

 

b)    
2

2

5 25u v u v u v       

� � � � � �
 

25u u u v u v v v         

� � � � � � � �

 

2 2

2 25u u v v     

� � � �
 

2
2

8 2 44 25v     

�
 

2 2

0

25 64 88 49 49 7

v

v v v



        
�

� � �

 

32.2.  
2 2

2u v u v u v v     

� � � � � � �
 

     5 2u v u v u v v v         

� � � � � � � �

 

10 5u u u v u v v v u v v v            

� � � � � � � � � � � �

 

2 2
2 2

8 6 8 8 44 6 7 6u u v v         

� � � �
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33.1.  3, 1a 

�

,  2, 4b 

�

,  2, 1c   

�

,  0, 2d 

�

 

33.2. a)    3, 1 2, 4 3 2 1 4 6 4 10a b         

�

�

 

b)        3, 1 2, 1 3 2 1 1 6 1 7a c             

� �

 

c)    3, 1 0, 2 3 0 1 2 0 2 2a d         

�

�

 

d)        2, 4 2, 1 2 2 4 1 4 4b c            

�

�

 

8   

e)    2, 4 0, 2 2 0 4 2 0 8 8b d         

� �

 

f)      2, 1 0, 2 2 0 1 2 0 2c d             

�

�

 

2   

g)   10 7 3a b c a b a c        

� �

� � � � �

 

h)  2 2 2 8 16d b b d         

� � � �

 

i)        2d c a b c c a b c       

� � �� � � � � �
 

2

2 2b c c a b a c       

� �

� � � � �

 

       

2

2 2

2 8 2 2 1 10 7
 

            

 

 

16 2 5 10 7 43         

 

34.1.   2, 1, 0A  ,  0, 1, 1B  ,  1, 1, 0C  , 

 0, 2, 1D   

 

34.2. a) 

2

AB BA AB AB AB      

���� ���� ���� ���� ����

 

     

2

2 2
2

2 2

2 0 1 4 1 5 5

 
            

 

 

Cálculo auxiliar: 

   0, 1, 1 2, 1, 0AB B A      

����

 

   0 2, 1 1, 1 0 2, 0, 1        

b)    2, 0, 1 1, 1, 1BA CD AB CD        

���� ���� ���� ����

 

   2 1 0 1 1 1 2 0 1 3             

Cálculo auxiliar: 

   0, 2, 1 1, 1, 0CD D C      

����

 

   0 1, 2 1, 1 0 1, 1, 1        

c)    2 2 2, 0, 1 1, 2, 1AB BC      

���� ����

 

      2 2 1 0 2 1 1 2 2 0 1              

2 1 2    

Cálculo auxiliar: 

   1, 1, 0 0, 1, 1BC C B      

����

 

   1 0, 1 1,0 1 1, 2, 1         

d)   0 0AC CA AB AB    

���� ���� ����� �����
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37.1.  
. 6 3 3

cos ,

3 4 2

u v

u v

u v



   

 

� �
� �ɵ

� �  

 
1

3 5

, cos

2 6

u v



  

   
 

 

� �ɵ
 

37.2.  
. 6 1

cos ,

3 4 2

u v

u v

u v

  

 

� �
� �ɵ

� �  

 
1

1

, cos

2 3

u v



 
 

 

 

� �ɵ
 

 

38.1. a)      0, 1, 3 1, 2, 0 1, 1, 3AB B A      

����

 

     2, 1, 2 0, 1, 3 2, 0, 1BC C B     

����

 

   1, 1, 3 2, 0, 1AB BC     

���� ����

 

   1 2 1 0 3 1 1           

b)      1, 2, 0 2, 1, 2 3, 1, 2CA A C       

����

 

 2 .AB BC CA 

���� ���� ����

 

      2 1, 1, 3 2, 0, 1 3, 1, 2         

      2, 2, 6 2, 0, 1 3, 1, 2         

   0, 2, 7 3, 1, 2       

     0 3 2 1 7 2 16            

 

38.2. 1 1 1 0AB BC BA BC BA BC           

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 ,AB BC

���� ����
ɵ

 é um ângulo agudo. 

   1, 1, 3 3, 1, 2AB AC     

���� ����

 

   1 3 1 1 3 2 3 1 6 10 0              

 ,AB AC

���� ����
ɵ

 é um ângulo agudo. 

   3, 1, 2 2, 0, 1CA CB      

���� ����

 

   3 2 1 0 2 1 4 0            

 ,CA CB

���� ����
ɵ

 é um ângulo agudo. 

Logo,  ABC  é um triângulo acutângulo. 

Cálculo auxiliar: 

   3, 1, 2 3, 1, 2AC CA       

���� ����

 

   2, 0, 1 2, 0, 1CB BC      

���� ����

 

 

38.3.  0, 0,
z

P Q P z   

   0 3, 1, 2 2, 1, 2 0CA CP z          

���� ����

 

       3 2 1 1 2 2 0z             

 
5 5 9

2 2 5 2 2

2 2 2

z z z z              

9

0, 0,

2

P

 

 

 

 

Cálculo auxiliar: 

     0, 0, 2, 1, 2 2, 1, 2CP P C z z       

����

 

39.  
 .

.

cos ,

6 3 5

AB AB BD
AB AD

AB AD

AB AD



  



���� ���� �������� ����
���� ����

ɵ
���� ����  

 

2

20
. . 6

18 5 18 5 18 5AB BD

AB
AB AB AB BD






   
����� �����

����

���� ���� ���� ����

 

2 2 5

55

   

 
1

2 5

, cos 26,565º

5

AB AD



 

  
 

 

���� ����
ɵ

 

�
2 26,565 53ºBAC     

 

 

40.1. a)    0 1, 1, 2, 1, 0 0u v k k       

� �

 

   1 2 1 1 0 0k k           

2 1 0 1k k        

 

b)    0 , 2 2, 2 , 1, 3 0u v k k k k        

� �

 

     2 2 1 2 3 0k k k k            

.
2 2

2 2 2 2 6 0k k k k        . 

2

3 4 4 0k k      

     
2

4 4 4 3 4

2 3

k

       

  



 

4 8 12 4

6 6 6

k k k



         

2

2

3

k k      

 

40.2. a)    0 , 2, 1 3, , 3 0u v k k      

� �

 

 3 2 1 3 0 3 0k k k             

3k    

b)    0 , 1, 0 , 4, 2 0u v k k      

� �

 

 1 4 0 2 0k k          

2

4 0 2 2k k k         

Cálculo auxiliar: 

2 2

4 0 4 2k k k        

 

 

41.1.    2, 6, 4 2 1, 3, 2r      

�

 

 é colinear com  1, 3, 2  . 

Logo, é um vetor diretor da reta r. A reta s é 

paralela ao eixo Oz. 

Logo, s

�

 é um vetor diretor de s. 
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41.2. a)  
   

   
2 2

2

2, 6, 4 0, 0, 1.

cos ,

2 6 4 1

r s

r s

r s

  

  



    

� �
� �ɵ

� �  

4

56



  

 
1

4

, cos 122,3º

56

r s



 

 
 

 

� �ɵ
 

b)  , 180º 122,3º 57,7ºr s   

� �ɵ
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42. 
1

6 2 12 6 2 12 2

3

y k y k y k         x x x  

 3,r k 

�

 e  1,4s 

�

 

. 0r s  

� �

 

     3, . 1,4 0 3 1 4 0k k           

3

3 4 0 3 4

4

k k k        

43. 
r s

m m  

Logo, as retas r e s não são estritamente paralelas 

nem coincidentes. 

 1, 3r 

�

;  1, 3s  

�

 

     . 1, 3 . 1, 3 1 1 3 3 1 3r s         

� �

 

2 0    

Logo, as retas r e s não são perpendiculares. 

Então, são concorrentes não perpendiculares. 

Opção (B) 

 

44.1. 
4 2

4 5 2 0 5 4 2

5 5

y y y          x x x  

4

5

r

m  ; 
5

4

s

m   ; 
5

:

4

s y b  x  e B s  

5 5 5

5 2 5

4 2 2

b b b             

5 5

:

4 2

s y   x  

 

44.2.  0,C y ;      2, 5 3,4 5, 9AB B A       

����

 

     0, 3,4 3, 4AC C A y y      

����

 

   . 0 5, 9 . 3, 4 0AB AC y     

���� ����

 

 5 3 9 4 0 15 9 36 0y y           

51 17

9 51

9 3

y y y         

17

0,

3

C

 

 

 

 

 

 

45.1. B t  

1 3 1 3y    x  

 1, 3B  

   

2

22
2 2

2

4 1 2 3 10r AB       

Equação da circunferência:    
2 2

4 2 10y   x  

 

45.2. Se a reta contém o diâmetro da circunferência, 

passa pelo seu centro, o ponto A. 

     1, 3 4, 2 3, 1AB B A     

����

 

1

3

AB

m    

1

:

3

AB y b  x  e A AB  

1 4 10

2 4 2

3 3 3

b b b          

1 10

:

3 3

AB y   x  

 

46. 7 3 4
r

d     

 3 2 5
s

d      

Seja p a reta perpendicular a t e que passa por P. 

1
t

m   e 1
p

m   ; 

:p y b  x  e P p  

3 3 6b b      

: 6p y   x  

Como as duas retas, t e p, têm ordenada na 

origem igual a 6, o ponto de interseção das duas 

retas é o ponto  0, 6Q .

   
2 2

0 3 6 3 9 9 3 2 4,2
t

d PQ          

r t s

d d d   

 

47.1. a) C é o ponto de r mais próximo de B. Então é o  

ponto de interseção da reta r com a reta s, 

perpendicular a r e que passa por B. 

1

2

r

m   e 2
s

m    

: 2s y b  x  e B s  

4 2 2 4 4 8b b b          

: 2 8s y   x  

1 1

2 2 8 2

2 2

2 8 _____

y

y

 
      

  

 
   

x x x

x

 

4 16 4 5 20

_____ _____

       

   

 

x x x

 

4 4

8 8 0y y

  

  
    

x x

 

 4, 0C  

 

 

b)      4, 0 2, 4 2, 4BC C B     

����

 

     4, 0 2, 4 6, 4B C BC       

����
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37.1.  
. 6 3 3

cos ,

3 4 2

u v

u v

u v



   

 

� �
� �ɵ

� �  

 
1

3 5

, cos

2 6

u v



  

   
 

 

� �ɵ
 

37.2.  
. 6 1

cos ,

3 4 2

u v

u v

u v

  

 

� �
� �ɵ

� �  

 
1

1

, cos

2 3

u v



 
 

 

 

� �ɵ
 

 

38.1. a)      0, 1, 3 1, 2, 0 1, 1, 3AB B A      

����

 

     2, 1, 2 0, 1, 3 2, 0, 1BC C B     

����

 

   1, 1, 3 2, 0, 1AB BC     

���� ����

 

   1 2 1 0 3 1 1           

b)      1, 2, 0 2, 1, 2 3, 1, 2CA A C       

����

 

 2 .AB BC CA 

���� ���� ����

 

      2 1, 1, 3 2, 0, 1 3, 1, 2         

      2, 2, 6 2, 0, 1 3, 1, 2         

   0, 2, 7 3, 1, 2       

     0 3 2 1 7 2 16            

 

38.2. 1 1 1 0AB BC BA BC BA BC           

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 ,AB BC

���� ����
ɵ

 é um ângulo agudo. 

   1, 1, 3 3, 1, 2AB AC     

���� ����

 

   1 3 1 1 3 2 3 1 6 10 0              

 ,AB AC

���� ����
ɵ

 é um ângulo agudo. 

   3, 1, 2 2, 0, 1CA CB      

���� ����

 

   3 2 1 0 2 1 4 0            

 ,CA CB

���� ����
ɵ

 é um ângulo agudo. 

Logo,  ABC  é um triângulo acutângulo. 

Cálculo auxiliar: 

   3, 1, 2 3, 1, 2AC CA       

���� ����

 

   2, 0, 1 2, 0, 1CB BC      

���� ����

 

 

38.3.  0, 0,
z

P Q P z   

   0 3, 1, 2 2, 1, 2 0CA CP z          

���� ����

 

       3 2 1 1 2 2 0z             

 
5 5 9

2 2 5 2 2

2 2 2

z z z z              

9

0, 0,

2

P

 

 

 

 

Cálculo auxiliar: 

     0, 0, 2, 1, 2 2, 1, 2CP P C z z       

����

 

39.  
 .

.

cos ,

6 3 5

AB AB BD
AB AD

AB AD

AB AD



  



���� ���� �������� ����
���� ����

ɵ
���� ����  

 

2

20
. . 6

18 5 18 5 18 5AB BD

AB
AB AB AB BD






   
����� �����

����

���� ���� ���� ����

 

2 2 5

55

   

 
1

2 5

, cos 26,565º

5

AB AD



 

  
 

 

���� ����
ɵ

 

�
2 26,565 53ºBAC     

 

 

40.1. a)    0 1, 1, 2, 1, 0 0u v k k       

� �

 

   1 2 1 1 0 0k k           

2 1 0 1k k        

 

b)    0 , 2 2, 2 , 1, 3 0u v k k k k        

� �

 

     2 2 1 2 3 0k k k k            

.
2 2

2 2 2 2 6 0k k k k        . 

2

3 4 4 0k k      

     
2

4 4 4 3 4

2 3

k

       

  



 

4 8 12 4

6 6 6

k k k



         

2

2

3

k k      

 

40.2. a)    0 , 2, 1 3, , 3 0u v k k      

� �

 

 3 2 1 3 0 3 0k k k             

3k    

b)    0 , 1, 0 , 4, 2 0u v k k      

� �

 

 1 4 0 2 0k k          

2

4 0 2 2k k k         

Cálculo auxiliar: 

2 2

4 0 4 2k k k        

 

 

41.1.    2, 6, 4 2 1, 3, 2r      

�

 

 é colinear com  1, 3, 2  . 

Logo, é um vetor diretor da reta r. A reta s é 

paralela ao eixo Oz. 

Logo, s

�

 é um vetor diretor de s. 

  

Propostas de resolução do manual 
 

41.2. a)  
   

   
2 2

2

2, 6, 4 0, 0, 1.

cos ,

2 6 4 1

r s

r s

r s

  

  



    

� �
� �ɵ

� �  

4

56



  

 
1

4

, cos 122,3º

56

r s



 

 
 

 

� �ɵ
 

b)  , 180º 122,3º 57,7ºr s   

� �ɵ
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42. 
1

6 2 12 6 2 12 2

3

y k y k y k         x x x  

 3,r k 

�

 e  1,4s 

�

 

. 0r s  

� �

 

     3, . 1,4 0 3 1 4 0k k           

3

3 4 0 3 4

4

k k k        

43. 
r s

m m  

Logo, as retas r e s não são estritamente paralelas 

nem coincidentes. 

 1, 3r 

�

;  1, 3s  

�

 

     . 1, 3 . 1, 3 1 1 3 3 1 3r s         

� �

 

2 0    

Logo, as retas r e s não são perpendiculares. 

Então, são concorrentes não perpendiculares. 

Opção (B) 

 

44.1. 
4 2

4 5 2 0 5 4 2

5 5

y y y          x x x  

4

5

r

m  ; 
5

4

s

m   ; 
5

:

4

s y b  x  e B s  

5 5 5

5 2 5

4 2 2

b b b             

5 5

:

4 2

s y   x  

 

44.2.  0,C y ;      2, 5 3,4 5, 9AB B A       

����

 

     0, 3,4 3, 4AC C A y y      

����

 

   . 0 5, 9 . 3, 4 0AB AC y     

���� ����

 

 5 3 9 4 0 15 9 36 0y y           

51 17

9 51

9 3

y y y         

17

0,

3

C

 

 

 

 

 

 

45.1. B t  

1 3 1 3y    x  

 1, 3B  

   

2

22
2 2

2

4 1 2 3 10r AB       

Equação da circunferência:    
2 2

4 2 10y   x  

 

45.2. Se a reta contém o diâmetro da circunferência, 

passa pelo seu centro, o ponto A. 

     1, 3 4, 2 3, 1AB B A     

����

 

1

3

AB

m    

1

:

3

AB y b  x  e A AB  

1 4 10

2 4 2

3 3 3

b b b          

1 10

:

3 3

AB y   x  

 

46. 7 3 4
r

d     

 3 2 5
s

d      

Seja p a reta perpendicular a t e que passa por P. 

1
t

m   e 1
p

m   ; 

:p y b  x  e P p  

3 3 6b b      

: 6p y   x  

Como as duas retas, t e p, têm ordenada na 

origem igual a 6, o ponto de interseção das duas 

retas é o ponto  0, 6Q .

   
2 2

0 3 6 3 9 9 3 2 4,2
t

d PQ          

r t s

d d d   

 

47.1. a) C é o ponto de r mais próximo de B. Então é o  

ponto de interseção da reta r com a reta s, 

perpendicular a r e que passa por B. 

1

2

r

m   e 2
s

m    

: 2s y b  x  e B s  

4 2 2 4 4 8b b b          

: 2 8s y   x  

1 1

2 2 8 2

2 2

2 8 _____

y

y

 
      

  

 
   

x x x

x

 

4 16 4 5 20

_____ _____

       

   

 

x x x

 

4 4

8 8 0y y

  

  
    

x x

 

 4, 0C  

 

 

b)      4, 0 2, 4 2, 4BC C B     

����

 

     4, 0 2, 4 6, 4B C BC       

����
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47.2.  , 2A x  e A r  

1

2 2 4 4 8

2

      x x x  

 8, 2A  

 
2

2

2 4 20BC      

2 2 20 4 5B B BC     

   
2 2

8 4 2 0 20 2 5AC        

[ ]

4 5 2 5

20

2 2

ABB

B B AC

A


  

    u. a. 
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48.1.  , 1P x x  

     5, 3 2, 4 7,1AB B A       

����

 

 , 1OP P O   x x

����

; 

   . 0 7, 1 . , 1 0AB OP     x x

���� ����

 

 
1

7 1 1 0 8 1

8

       x x x x  

1 1 1 7

, 1 ,

8 8 8 8

P

   
  

   

   

 

48.2.  ,P x x  

     0, 3 2, 4 2,1AC C A       

����

 

 ,OP  x x

����

 

   . 2 , . 2, 1 2 2 2OP AC        x x x x

���� ����

 

2 x  

 2, 2P   

49.1.      
2 2 2

2

3 1 2 6 20 2 4 20            

4 6 20    (Verdadeiro) 

Logo, T pertence à circunferência. 

49.2. Seja C o centro de circunferência  1, 6C   . 

     3, 2 1, 6 2,4CT T C         

����

 

4

2

2

CT

m   



  

A reta t, tangente à circunferência em T é 

perpendicular a CT. 
1

2

t

m  ;  2,1t 

�

 

     : , 3, 2 2, 1 ,t y k k    x ℝ  

49.3.  1,
A

A y  

 1,
B

B y  

     
2 2 2

1 1 6 20 6 20 4y y          

 
2

6 16 6 16 10 2y y y y              

 1, 10A   

 1, 2B   

     1, 10 1, 6 2, 4CA A C        

����

 

     1, 2 1, 6 2, 4CB B C       

����

 

ɵ
 

.

cos ,

CA CB

CA CB

CA CB

 



���� ����

���� ����

���� ����   

   

 

 

2
2 2 2

2, 4 . 2,4 2 2 4 4 12

2020 20
2 4 2 4

     

   


   

 

3

5

   

ɵ
 

1
3

, cos 2,21

5

CA CB


 
  

 

 

���� ����

 rad 

50.1.  
1

. . cos , 1 2cos 2 1

3 2

u v u v u v



     

� � � � � �ɵ
 

50.2.  
2

2

. 2 2 . . 2 1 2 1 1 3u u v u u u v u        

� � � � � � � �

 

50.3.    
2

2 2 . 2u v u v u v    

� � � � � �

 

2 2

4 . 2 . 2 . . 4 4 .u u u v u v v v u u v v       

� � � � � � � � � � � �

 

2 2

4 1 4 1 2 12       

 

2

2 0

2 12 2 12

u v

u v u v

 

     
� �

� � � �

 

2 2 3u v  

� �

 

50.4. 
ɵ

 
 . 2 3 3 3

cos , 2

2 2 31 2 3

u u v

u u v

u u v



    

  

� � �

� � �

� � �
 

3

2

  

ɵ
 

1
3

, 2 cos

2 6

u u v



  

   
 

 

� � �

 

 

51.  0, 0, 2A ,  2, 0, 1B ,  2, 3, 0C  e  0, 4, 1D  

51.1. a) 3y   

b)      

2
2 2 2

2

0 0 4 0 1 0r OD       

����

 

2

17 17   

Equação da superfície esférica: 

     
2 2 2

0 4 1 17y z      x  

   
2 2

2

4 1 17y z    x  

 

51.2. a)      
2 2 2

2 0 1y z     x  

     
2 2 2

0 4 1y z      x  

2

 x

2

4 4 y  x

2

z 2z 1   

2

 x

2

y

2

8 16y z   2z

2

1   

4 8 4 16 0y      x  

4 8 12 0 2 3 0y y        x x  

b)      2, 3, 0 0, 0, 2 2, 3, 2AC    

����

 

     : , , 0, 0, 2 2, 3, 2 ,AC y z k k   x ℝ  

Propostas de resolução do manual 
 

c)    : , , 2 , 3 , 2 2 ,AC y z k k k k  x ℝ  

 2 2 3 3 0 2 6 3k k k k         

3

4 3

4

k k       

3 3 3 3 9 1

2 , 3 , 2 2 , ,

4 4 4 2 4 2

P

   
    

   

   

 

d)  
3 9 1 1 9 1

2, 0, 1 , , , ,

2 4 2 2 4 2

PB B P

   
     

   

   

����

 

 
3 9 1 3 7 1

0, 4, 1 , , , ,

2 4 2 2 4 2

PD D P

   
     

   

   

����

 

1 9 1 3 7 1

, , , ,

2 4 2 2 4 2

PB PD

   
     

   

   

���� ����

 

1 3 9 7 1 1 71

0

2 2 4 4 2 2 16

   
          

   

   
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52.  
2

1,u k 

�

 e  2 , 1v k 

�

 

52.1.    
2

. 0 1, 2 , 1 0u v u v k k        

� � � �

 

 
2 2

1 2 1 0 2 0k k k k              

 
2

1 1 4 1 2 1 3

2 1 2

k k

       

    



 

2 1k k      

52.2.  
2

. 0 2 0 2, 1u v k k k       

� �

 

 

 

53.  , 0 , 0A x x ; B é um ponto da bissetriz dos 

quadrantes ímpares  ,B x x . 

     , 0, 3 2, 1k    x x  

2 3 2 3 3

3 _____ _____

k k k k

k

       

     
    

x

x

 

1 _____

3 1 2

k   

  
     x x

 

 2, 2B    

     , 0 2, 2 2, 2 , 0BA A B        x x x

����

 

   . 1,0 . 2,2 2 0 2u BA       x x x

����

�

 

0 2 2   x x  

Opção (B) 

54.  ,C yx  

 ,OC C O y   x

����

 

 4, 0OA A O  

����

 

   . , . 4, 0 4 0 4OC OA y   x x x

���� ����

 

Logo, .OC OA

���� ����

 não depende da ordenada de C. 

55. 1.º Processo 

 32 32PQ PR PC CQ PR      

���� ���� ���� ���� ����

 

. . 32PC PR CQ PR   

���� ���� ���� ����

 

   

2

0

1

0 . 32 64

2PC PR PR

PR PR PR

 

     
����� �����

�����

���� ���� ����

 

8PR 

����

 

[ ]
4 4 8 32

OABC

P PR    

����

 u. c. 

Cálculo auxiliar: 
3 2

2 3

PC CQ CQ PC      

2 3 1 1

3 4 2 2

CQ OC CQ OC PR

 
    

 

 

 

2.º Processo 

Seja a o comprimento do lado do quadrado 

 OABC . 

 , 0A a ,  0,C a , 0a  . 

3

4

PC OC . Então, 
1 1

4 4

OP OC a  . 

1

2

CQ PR . Então, 
1

2

CQ a . 

1 1 1 3

, 0, ,

2 4 2 4

PQ Q P a a a a a

     
    

     

     

����

 

 
1 1

, 0, ,0

4 4

PR R P a a a a

   
    

   

   

����

 

 
1 3

. 32 , . ,0 32

2 4

PQ PR a a a

 
   

 

 

���� �����

 

2 2
1 3 1

0 32 32 64

2 4 2

a a a a a           

 0

8

a

a



   

 
4 4 8 32

OABC

P a     u. c. 

56.1.    . , . , 0u v a b b a ab ab     

� �

 

Logo, u v

� �

. 

   . , . , 0u w a b b a ab ab    

� �

 

Logo, u w

� �

.  

2 2

u a b 

�

 

 
2

2 2 2

v b a a b u     

� �

 

 
2

2 2 2

w b a a b u     

� �

 

Logo, u v w 

� � �

. 

 

56.2.        2 1, 5 2 2, 4 1, 5 4, 8C A AM        

�����

 

 5, 3  

Cálculo auxiliar: 

     3, 1 1, 5 2, 4AM M A      

�����

 

MB

����

 e MD

�����

 são perpendiculares a AM

�����

 e 

MB MD AM 

���� ����� �����

. 

M
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A
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47.2.  , 2A x  e A r  

1

2 2 4 4 8

2

      x x x  

 8, 2A  

 
2

2

2 4 20BC      

2 2 20 4 5B B BC     

   
2 2

8 4 2 0 20 2 5AC        

[ ]

4 5 2 5

20

2 2

ABB

B B AC

A


  

    u. a. 
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48.1.  , 1P x x  

     5, 3 2, 4 7,1AB B A       

����

 

 , 1OP P O   x x

����

; 

   . 0 7, 1 . , 1 0AB OP     x x

���� ����

 

 
1

7 1 1 0 8 1

8

       x x x x  

1 1 1 7

, 1 ,

8 8 8 8

P

   
  

   

   

 

48.2.  ,P x x  

     0, 3 2, 4 2,1AC C A       

����

 

 ,OP  x x

����

 

   . 2 , . 2, 1 2 2 2OP AC        x x x x

���� ����

 

2 x  

 2, 2P   

49.1.      
2 2 2

2

3 1 2 6 20 2 4 20            

4 6 20    (Verdadeiro) 

Logo, T pertence à circunferência. 

49.2. Seja C o centro de circunferência  1, 6C   . 

     3, 2 1, 6 2,4CT T C         

����

 

4

2

2

CT

m   



  

A reta t, tangente à circunferência em T é 

perpendicular a CT. 
1

2

t

m  ;  2,1t 

�

 

     : , 3, 2 2, 1 ,t y k k    x ℝ  

49.3.  1,
A

A y  

 1,
B

B y  

     
2 2 2

1 1 6 20 6 20 4y y          

 
2

6 16 6 16 10 2y y y y              

 1, 10A   

 1, 2B   

     1, 10 1, 6 2, 4CA A C        

����

 

     1, 2 1, 6 2, 4CB B C       

����

 

ɵ
 

.

cos ,

CA CB

CA CB

CA CB

 



���� ����

���� ����

���� ����   

   

 

 

2
2 2 2

2, 4 . 2,4 2 2 4 4 12

2020 20
2 4 2 4

     

   


   

 

3

5

   

ɵ
 

1
3

, cos 2,21

5

CA CB


 
  

 

 

���� ����

 rad 

50.1.  
1

. . cos , 1 2cos 2 1

3 2

u v u v u v



     

� � � � � �ɵ
 

50.2.  
2

2

. 2 2 . . 2 1 2 1 1 3u u v u u u v u        

� � � � � � � �

 

50.3.    
2

2 2 . 2u v u v u v    

� � � � � �

 

2 2

4 . 2 . 2 . . 4 4 .u u u v u v v v u u v v       

� � � � � � � � � � � �

 

2 2

4 1 4 1 2 12       

 

2

2 0

2 12 2 12

u v

u v u v

 

     
� �

� � � �

 

2 2 3u v  

� �

 

50.4. 
ɵ

 
 . 2 3 3 3

cos , 2

2 2 31 2 3

u u v

u u v

u u v



    

  

� � �

� � �

� � �
 

3

2

  

ɵ
 

1
3

, 2 cos

2 6

u u v



  

   
 

 

� � �

 

 

51.  0, 0, 2A ,  2, 0, 1B ,  2, 3, 0C  e  0, 4, 1D  

51.1. a) 3y   

b)      

2
2 2 2

2

0 0 4 0 1 0r OD       

����

 

2

17 17   

Equação da superfície esférica: 

     
2 2 2

0 4 1 17y z      x  

   
2 2

2

4 1 17y z    x  

 

51.2. a)      
2 2 2

2 0 1y z     x  

     
2 2 2

0 4 1y z      x  

2

 x

2

4 4 y  x

2

z 2z 1   

2

 x

2

y

2

8 16y z   2z

2

1   

4 8 4 16 0y      x  

4 8 12 0 2 3 0y y        x x  

b)      2, 3, 0 0, 0, 2 2, 3, 2AC    

����

 

     : , , 0, 0, 2 2, 3, 2 ,AC y z k k   x ℝ  
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c)    : , , 2 , 3 , 2 2 ,AC y z k k k k  x ℝ  

 2 2 3 3 0 2 6 3k k k k         

3

4 3

4

k k       

3 3 3 3 9 1

2 , 3 , 2 2 , ,

4 4 4 2 4 2

P

   
    

   

   

 

d)  
3 9 1 1 9 1

2, 0, 1 , , , ,

2 4 2 2 4 2

PB B P

   
     

   

   

����

 

 
3 9 1 3 7 1

0, 4, 1 , , , ,

2 4 2 2 4 2

PD D P

   
     

   

   

����

 

1 9 1 3 7 1

, , , ,

2 4 2 2 4 2

PB PD

   
     

   

   

���� ����

 

1 3 9 7 1 1 71

0

2 2 4 4 2 2 16

   
          

   

   
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52.  
2

1,u k 

�

 e  2 , 1v k 

�

 

52.1.    
2

. 0 1, 2 , 1 0u v u v k k        

� � � �

 

 
2 2

1 2 1 0 2 0k k k k              

 
2

1 1 4 1 2 1 3

2 1 2

k k

       

    



 

2 1k k      

52.2.  
2

. 0 2 0 2, 1u v k k k       

� �

 

 

 

53.  , 0 , 0A x x ; B é um ponto da bissetriz dos 

quadrantes ímpares  ,B x x . 

     , 0, 3 2, 1k    x x  

2 3 2 3 3

3 _____ _____

k k k k

k

       

     
    

x

x

 

1 _____

3 1 2

k   

  
     x x

 

 2, 2B    

     , 0 2, 2 2, 2 , 0BA A B        x x x

����

 

   . 1,0 . 2,2 2 0 2u BA       x x x

����

�

 

0 2 2   x x  

Opção (B) 

54.  ,C yx  

 ,OC C O y   x

����

 

 4, 0OA A O  

����

 

   . , . 4, 0 4 0 4OC OA y   x x x

���� ����

 

Logo, .OC OA

���� ����

 não depende da ordenada de C. 

55. 1.º Processo 

 32 32PQ PR PC CQ PR      

���� ���� ���� ���� ����

 

. . 32PC PR CQ PR   

���� ���� ���� ����

 

   

2

0

1

0 . 32 64

2PC PR PR

PR PR PR

 

     
����� �����

�����

���� ���� ����

 

8PR 

����

 

[ ]
4 4 8 32

OABC

P PR    

����

 u. c. 

Cálculo auxiliar: 
3 2

2 3

PC CQ CQ PC      

2 3 1 1

3 4 2 2

CQ OC CQ OC PR

 
    

 

 

 

2.º Processo 

Seja a o comprimento do lado do quadrado 

 OABC . 

 , 0A a ,  0,C a , 0a  . 

3

4

PC OC . Então, 
1 1

4 4

OP OC a  . 

1

2

CQ PR . Então, 
1

2

CQ a . 

1 1 1 3

, 0, ,

2 4 2 4

PQ Q P a a a a a

     
    

     

     

����

 

 
1 1

, 0, ,0

4 4

PR R P a a a a

   
    

   

   

����

 

 
1 3

. 32 , . ,0 32

2 4

PQ PR a a a

 
   

 

 

���� �����

 

2 2
1 3 1

0 32 32 64

2 4 2

a a a a a           

 0

8

a

a



   

 
4 4 8 32

OABC

P a     u. c. 

56.1.    . , . , 0u v a b b a ab ab     

� �

 

Logo, u v

� �

. 

   . , . , 0u w a b b a ab ab    

� �

 

Logo, u w

� �

.  

2 2

u a b 

�

 

 
2

2 2 2

v b a a b u     

� �

 

 
2

2 2 2

w b a a b u     

� �

 

Logo, u v w 

� � �

. 

 

56.2.        2 1, 5 2 2, 4 1, 5 4, 8C A AM        

�����

 

 5, 3  

Cálculo auxiliar: 

     3, 1 1, 5 2, 4AM M A      

�����

 

MB

����

 e MD

�����

 são perpendiculares a AM

�����

 e 

MB MD AM 

���� ����� �����

. 

M
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A
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D
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Então utilizando a propriedade demonstrada na 

alínea anterior, temos, por exemplo, que 

 4, 2MB  

����

 e  4, 2MD  

�����

. 

     3, 1 4, 2 1, 1B M MB       

����

 

     3, 1 4, 2 7, 3D M MD       

�����

 

Os outros vértices do quadrado são os pontos de 

coordenadas  1,1 ,  5,3  e  7, 3 . 

57. Seja a a abcissa de B, a a  . 

 
2

f a a ;  
2

,B a a  

   
2

2

f a a a    ;  
2

,A a a  

   
2 2

. 0 , . , 0OA OB OA OB a a a a      

���� ���� ���� ����

 

 
2 4 2 2

0 1 0a a a a          

2 2

0 1 0 0 1a a a a           

Como A e B têm abcissas diferentes e a a  . 

 1, 1A   
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58.1.  

1.º Processo: 

. 16AG BD  

���� ����

 

    16AB BG BG GD     

���� ���� ���� ����

 

. . . . 16AB BG AB GD BG BG BG GD     

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

   
, ,

0 . . 0 16

AB BG GD AB BG GD

AB AB BC CG BC CG

  

      

����� ����� ����� ����� ����� �����

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2

. .AB BC BC BC CG    

���� ���� ���� ���� ����

 

. . 16CG BC CG CG   

���� ���� ���� ����

 

 

2 2 2

,

0 0 16

BC CG CG BC

AB BC CG

 

       
����� ����� ����� �����

���� ���� ����

 

 

2

BC AB CG

AB

 

 
����� ����� �����

���� 2

AB

���� 2

16AB  

����

 

 

2

0

16 16 4

AB

AB AB



    
�����

���� ����

 

3

sólido cubo pirâmide pirâmide
2 96 4 2V V V V       

pirâmide pirâmide
96 64 2 16V V       

2
1

4 16 3

3

h h       (altura da pirâmide) 

 
1
2, 7, 2V  e  

2

2, 3, 2V   

 

2.º Processo: 

Seja a o comprimento da aresta do cubo 

 OABCDEFG . 

 , 0, 0A a ,  0, ,G a a ,  , , 0B a a ,  0, 0,D a . 

     0, , , 0, 0 , ,AG G A a a a a a a     

����

 

     0, 0, , , 0 , ,BD D B a a a a a a      

����

 

   . 16 , , . , , 16AG BD a a a a a a      

���� ����

 

    16a a a a a a            

 

2 2 2 2

0

16 16 4

a

a a a a a



         

3

sólido cubo pirâmide pirâmide
2 96 4 2V V V V       

pirâmide pirâmide
96 64 2 16V V       

2
1

4 16 3

3

h h       

 
1
2,7,2V  e  

2

2, 3,2V   

58.2.  1, ,P z y z  

     0,0,4 4,4,0 4, 4,4BD D B      

����

 

BD:      , , 0, 0, 4 4, 4, 4 ,y z k k    x ℝ  

P BD  

1 0 4 4 4 1 4

0 4 _____

4 4 _____

z k k k

y k

z k

       

 
    

 
 

 

 

5

_____8
8 5

5 5

_____ 4

8 2

_____

3
5

4 4
2

8

k

k

y y

z
z




 



  


   

          
   


 

 


   
  

  

 

3 5 3 5 5 3

1, , , ,

2 2 2 2 2 2

P

   
 

   

   

 

 
1 1

5 5 3 1 9 1

2, 7, 2 , , , ,

2 2 2 2 2 2

PV V P

   
     

   

   

�����

 

 
2 2

5 5 3 1 11 1

2, 3, 2 , , , ,

2 2 2 2 2 2

PV V P

   
       

   

   

�����

 

ɵ
 

1 2

1 2

1 2

.

cos ,

PV PV

PV PV

PV PV

 



����� �����

����� �����

����� �����  

2 2 2 2 2 2

1 9 1 1 11 1

, , . , ,

2 2 2 2 2 2

1 9 1 1 11 1

2 2 2 2 2 2

   
  

   

   
 

           
       

           

           

 

1 1 9 11 1 1
97

2 2 2 2 2 2
4

83 123 10209

4 4 4

   
           

   
  



 

97

10209



  

ɵ
 

1

1 2

97

, cos 164º

10209

PV PV



 

 
 

 

����� �����

 

59.1.  tan135º tan 180º 45º tan45º 1
s

m         

:s y b  x  e B s  

 3 1 4b b         

: 4 4 0s y y      x x  

59.2. A r  e  1,
A

A y  

1 7 20 0 21 7 3
A A A

y y y        

Propostas de resolução do manual 
 

59.3. 
1 20

7 20 0 7 20

7 7

y y y          x x x  

1

7

r

m   

AC r  

7
AC

m    

: 7AC y b  x  e  1, 3A AC  

3 7 1 10b b       

: 7 10AC y   x  

BC s  e 1
s

m    

1
BC

m   

:BC y b x  e  1, 3B BC    

3 1 2b b        

: 2BC y  x  

C AC  e C BC  

7 10 2 7 10 8 12

2 _____ _____

y

y

         

    
   

x x x x

x

 

3

____

2

1

3

2 2

2

y

y


 


 

  

 
 

  


x

 

3 1

,

2 2

C

 


 

 

 

60.     , , sinA f x x x x  

    , , cosB g x x x x  

   
2

. , sin . , cos sin cosOA OB   x x x x x x x

���� ����

 

Seja  
2

sin cosh  x x x x . 

 

 

O valor mínimo de .OA OB

���� ����

 é 0,2 . 
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61.1. AB

����

 e FG

����

, por exemplo. 

61.2. AB

����

 e BG

����

, por exemplo. 

61.3. DI

���

 e GB

����

, por exemplo. 

61.4. BG

����

, por exemplo. 

 

62.1. Por exemplo,  
1

3, 2, 1n  

�

 e 

   
2

2 3, 2, 1 6, 4, 2n    

�

 

 

62.2. Interseção com Ox :  , 0, 0x  

3 2 0 0 6 0 3 6 2        x x x  

 2, 0, 0  

Interseção com Oy:  0, , 0y  

3 0 2 0 6 0 6 2 3y y y            

 0, 3, 0  

Interseção com Oz:  0, 0, z  

3 0 2 0 6 0 6z z         

 0, 0, 6  

 2, 0, 0 ,  0, 3, 0  e  0, 0, 6  

63.1.  2, 1, 0n  

�
 e  2, 1, 3A   

: 2 0y d   x  e A   

2 2 1 0 3d d        

: 2 3 0y   x  

63.2.  1, 2,n  

�

 e  0, 0, 0A  

: 2 0y z d     x  e A   

0 2 0 0 0 0d d         

: 2 0y z    x  

63.3.  2, 0, 0n  

�
 e  1, 3, 1A   

: 2 0d   x  e A   

 2 1 0 2d d         

: 2 2 0 1 0      x x  

63.4.  2, 3, 4n  

�
 e 

1 3

, 0,

2 4

A

 

 

 

 

: 2 3 4 0y z d     x  e A   

1 3

2 3 0 4 0 2

2 4

d d            

: 2 3 4 2 0y z     x  

 

64.1.  1, 1, 0n  

�

, por exemplo. 

Se 0y  , por exemplo, 0 1 0 1     x x   

 1, 0, 5A  , por exemplo. 

64.2.  2, 1, 1n  

�

, por exemplo. 

Se 0x  e 0y  , por exemplo, 

0 2 0 3 0 3z z        

 0, 0, 3A , por exemplo. 

64.3.  1, 2, 3n  

�

, por exemplo.  1, 1, 0A   

64.4.  1, 0, 0n 

�

, por exemplo. 

 1, 2, 3A , por exemplo. 

 

65.1.      0, 4, 1 2, 0, 1 2, 4, 2AB B A       

����

 

     2, 3, 1 0, 4, 1 2, 1, 0BC C B       

����

 

2 4

2 1





, logo os vetores AB

����

 e BC

����

 não são 

colineares, pelo que, A, B e C não são colineares, 

ou seja, definem um plano. 

M
M

A
11D

RG
F ©

 Porto Editora

44

Propostas de resolução do manual

MMA11DRGF_20243486_TXT GEOM ANALITICA_2P.indd   44MMA11DRGF_20243486_TXT GEOM ANALITICA_2P.indd   44 08/08/2025   16:2008/08/2025   16:20



Geometria analítica 

45 

Então utilizando a propriedade demonstrada na 

alínea anterior, temos, por exemplo, que 

 4, 2MB  

����

 e  4, 2MD  

�����

. 

     3, 1 4, 2 1, 1B M MB       

����

 

     3, 1 4, 2 7, 3D M MD       

�����

 

Os outros vértices do quadrado são os pontos de 

coordenadas  1,1 ,  5,3  e  7, 3 . 

57. Seja a a abcissa de B, a a  . 

 
2

f a a ;  
2

,B a a  

   
2

2

f a a a    ;  
2

,A a a  

   
2 2

. 0 , . , 0OA OB OA OB a a a a      

���� ���� ���� ����

 

 
2 4 2 2

0 1 0a a a a          

2 2

0 1 0 0 1a a a a           

Como A e B têm abcissas diferentes e a a  . 

 1, 1A   
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58.1.  

1.º Processo: 

. 16AG BD  

���� ����

 

    16AB BG BG GD     

���� ���� ���� ����

 

. . . . 16AB BG AB GD BG BG BG GD     

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

   
, ,

0 . . 0 16

AB BG GD AB BG GD

AB AB BC CG BC CG

  

      

����� ����� ����� ����� ����� �����

���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2

. .AB BC BC BC CG    

���� ���� ���� ���� ����

 

. . 16CG BC CG CG   

���� ���� ���� ����

 

 

2 2 2

,

0 0 16

BC CG CG BC

AB BC CG

 

       
����� ����� ����� �����

���� ���� ����

 

 

2

BC AB CG

AB

 

 
����� ����� �����

���� 2

AB

���� 2

16AB  

����

 

 

2

0

16 16 4

AB

AB AB



    
�����

���� ����

 

3

sólido cubo pirâmide pirâmide
2 96 4 2V V V V       

pirâmide pirâmide
96 64 2 16V V       

2
1

4 16 3

3

h h       (altura da pirâmide) 

 
1
2, 7, 2V  e  

2

2, 3, 2V   

 

2.º Processo: 

Seja a o comprimento da aresta do cubo 

 OABCDEFG . 

 , 0, 0A a ,  0, ,G a a ,  , , 0B a a ,  0, 0,D a . 

     0, , , 0, 0 , ,AG G A a a a a a a     

����

 

     0, 0, , , 0 , ,BD D B a a a a a a      

����

 

   . 16 , , . , , 16AG BD a a a a a a      

���� ����

 

    16a a a a a a            

 

2 2 2 2

0

16 16 4

a

a a a a a



         

3

sólido cubo pirâmide pirâmide
2 96 4 2V V V V       

pirâmide pirâmide
96 64 2 16V V       

2
1

4 16 3

3

h h       

 
1
2,7,2V  e  

2

2, 3,2V   

58.2.  1, ,P z y z  

     0,0,4 4,4,0 4, 4,4BD D B      

����

 

BD:      , , 0, 0, 4 4, 4, 4 ,y z k k    x ℝ  

P BD  

1 0 4 4 4 1 4

0 4 _____

4 4 _____

z k k k

y k

z k

       

 
    

 
 

 

 

5

_____8
8 5

5 5

_____ 4

8 2

_____

3
5

4 4
2

8

k

k

y y

z
z




 



  


   

          
   


 

 


   
  

  

 

3 5 3 5 5 3

1, , , ,

2 2 2 2 2 2

P

   
 

   

   

 

 
1 1

5 5 3 1 9 1

2, 7, 2 , , , ,

2 2 2 2 2 2

PV V P

   
     

   

   

�����

 

 
2 2

5 5 3 1 11 1

2, 3, 2 , , , ,

2 2 2 2 2 2

PV V P

   
       

   

   

�����

 

ɵ
 

1 2

1 2

1 2

.

cos ,

PV PV

PV PV

PV PV

 



����� �����

����� �����

����� �����  

2 2 2 2 2 2

1 9 1 1 11 1

, , . , ,

2 2 2 2 2 2

1 9 1 1 11 1

2 2 2 2 2 2

   
  

   

   
 

           
       

           

           

 

1 1 9 11 1 1
97

2 2 2 2 2 2
4

83 123 10209

4 4 4

   
           

   
  



 



  

ɵ
 

1

1 2

97

, cos 164º

10209

PV PV



 

 
 

 

����� �����

 

59.1.  tan135º tan 180º 45º tan45º 1
s

m         

:s y b  x  e B s  

 3 1 4b b         

: 4 4 0s y y      x x  

59.2. A r  e  1,
A

A y  

1 7 20 0 21 7 3
A A A

y y y        
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59.3. 
1 20

7 20 0 7 20

7 7

y y y          x x x  

1

7

r

m   

AC r  

7
AC

m    

: 7AC y b  x  e  1, 3A AC  

3 7 1 10b b       

: 7 10AC y   x  

BC s  e 1
s

m    

1
BC

m   

:BC y b x  e  1, 3B BC    

3 1 2b b        

: 2BC y  x  

C AC  e C BC  

7 10 2 7 10 8 12

2 _____ _____

y

y

         

    
   

x x x x

x

 

3

____

2

1

3

2 2

2

y

y


 


 

  

 
 

  


x

 

3 1

,

2 2

C

 


 

 

 

60.     , , sinA f x x x x  

    , , cosB g x x x x  

   
2

. , sin . , cos sin cosOA OB   x x x x x x x

���� ����

 

Seja  
2

sin cosh  x x x x . 

 

 

O valor mínimo de .OA OB

���� ����

 é 0,2 . 
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61.1. AB

����

 e FG

����

, por exemplo. 

61.2. AB

����

 e BG

����

, por exemplo. 

61.3. DI

���

 e GB

����

, por exemplo. 

61.4. BG

����

, por exemplo. 

 

62.1. Por exemplo,  
1

3, 2, 1n  

�

 e 

   
2

2 3, 2, 1 6, 4, 2n    

�

 

 

62.2. Interseção com Ox :  , 0, 0x  

3 2 0 0 6 0 3 6 2        x x x  

 2, 0, 0  

Interseção com Oy:  0, , 0y  

3 0 2 0 6 0 6 2 3y y y            

 0, 3, 0  

Interseção com Oz:  0, 0, z  

3 0 2 0 6 0 6z z         

 0, 0, 6  

 2, 0, 0 ,  0, 3, 0  e  0, 0, 6  

63.1.  2, 1, 0n  

�
 e  2, 1, 3A   

: 2 0y d   x  e A   

2 2 1 0 3d d        

: 2 3 0y   x  

63.2.  1, 2,n  

�

 e  0, 0, 0A  

: 2 0y z d     x  e A   

0 2 0 0 0 0d d         

: 2 0y z    x  

63.3.  2, 0, 0n  

�
 e  1, 3, 1A   

: 2 0d   x  e A   

 2 1 0 2d d         

: 2 2 0 1 0      x x  

63.4.  2, 3, 4n  

�
 e 

1 3

, 0,

2 4

A

 

 

 

 

: 2 3 4 0y z d     x  e A   

1 3

2 3 0 4 0 2

2 4

d d            

: 2 3 4 2 0y z     x  

 

64.1.  1, 1, 0n  

�

, por exemplo. 

Se 0y  , por exemplo, 0 1 0 1     x x   

 1, 0, 5A  , por exemplo. 

64.2.  2, 1, 1n  

�

, por exemplo. 

Se 0x  e 0y  , por exemplo, 

0 2 0 3 0 3z z        

 0, 0, 3A , por exemplo. 

64.3.  1, 2, 3n  

�

, por exemplo.  1, 1, 0A   

64.4.  1, 0, 0n 

�

, por exemplo. 

 1, 2, 3A , por exemplo. 

 

65.1.      0, 4, 1 2, 0, 1 2, 4, 2AB B A       

����

 

     2, 3, 1 0, 4, 1 2, 1, 0BC C B       

����

 

2 4

2 1





, logo os vetores AB

����

 e BC

����

 não são 

colineares, pelo que, A, B e C não são colineares, 

ou seja, definem um plano. M
M

A
11

D
RG

F 
©

 P
or

to
 E

di
to

ra

45
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65.2. Seja  , ,n a b c

�

, um vetor normal a ABC. 

   

   

, , . 2, 4, 2 0. 0

, , . 2, 1, 0 0
. 0

a b cn AB

a b c
n BC

    
  

  

����

�

����

�

 

2 4 2 0 2 0

2 0 2

a b c a b c

a b b a

      

   
   

 

  52 2 0

2_____

c aa a c

b a

    

  



 

   , 2 , 5 , \ 0n a a a a 

�
ℝ  

Por exemplo, se 1a  :  1, 2, 5n 

�

. 

: 2 5 0ABC y z d   x  e A ABC  

2 2 0 5 1 0 3d d           

: 2 5 3 0ABC y z   x  

 

66.  , 0, 0A x  e A ACD  

2 2 0 0 4 0 2 4 2        x x x  

 2, 0, 0A  e 2OA   

 0, , 0C y  e C ACD  

2 0 2 0 4 0 2 4 2y y y          

 0, 2, 0C  e 2OC   

 0, 0,D z  e D ACD  

2 0 2 0 4 0 4z z         

 0, 0, 4D  e 4OD   

 
2 2 4 16

GABCDEFG

V OA OC OD        u. v. 
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67.      : , , 1, 2, 2 1, 1, 0 ,r y z k k    x ℝ  

   , , 1 , 2 , 2 ,y z k k k    x ℝ  

: 2 4y z    x ; 

   1 2 2 2 4k k        

1 4 2 2 4 3 3 1k k k k              

Ponto de interseção: 

      , , 1 1, 2 1 , 2 0, 3, 2y z     x  

 

68.1. //r s  

Seja   o plano definido pelas retas r e s, e sejam 

R e S pontos das retas r e s, respetivamente. 

 1, 3, 1R   e  0, 1, 4S   

     0, 1, 4 1, 3, 1 1, 4, 5RS S R        

����

 

 2, 0, 1r  

�

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal a  . 

   

   

, , . 1,4, 5 0. 0

, , . 2,0, 1 0. 0

a b cn RS

a b cn r

    
  

   

����

�

� �
 

4 5 0 4 5 2 0

2 0 2

a b c a b a

a c a c

         

   
   

 

11

4 11

4

2

2

b a b a

c a

c a


  

  
 



 

11

, , 2 ,

4

n a a a a

 
 
 

 

�
ℝ  

Se, por exemplo, 4a  ,  4, 11, 8n 

�

. 

: 4 11 8 0y z d    x  e S   

 4 0 11 1 8 4 0 21d d           

: 4 11 8 21 0y z    x  

 

68.2. Sejam  2, 3, 1r   

�

 e  0, 2, 1s  

�

 vetores 

diretores das retas r e s, respetivamente. r

�

 e s

�

 

não são colineares e  0, 3, 0 r  e  0, 3, 0 s . 

Então, as retas r e s são concorrentes. Seja   o 

plano definido pelas retas r e s. 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano  . 

   

   

, , . 2,3, 1 0. 0

, , . 0,2, 1 0. 0

a b cn r

a b cn s

    
  

   

� �

� �
 

2 3 0 2 3 2 0

2 0 2

a b c a b b

b c c b

        

   
   

 

1

2

2

2

_____

b a a b

c b


  

  
 



 

 
1

, , 2 , \ 0

2

n b b b b

 
 
 

 

�
ℝ  

Se, por exemplo, 2b  ,  1, 2, 4n 

�

. 

: 2 4 0y z d    x  e  0, 3, 0  ; 

0 2 3 4 0 0 6d d          

: 2 4 6 0y z    x  

 

69.1. 
2 2

4 3 4 3 0       x x x x  

 
2

4 4 4 1 3 4 2

2 1 2

    


    



x x  

3 1   x x  

 1, 2 ,B z z  

B pertence ao plano de equação 2 1y z  x . 

2 1 2 1 3 3 1z z z z         

 1, 2, 1B BC  

2 1 2 1 0y z y z       x x  

BC é perpendicular ao plano de equação 

2 1 0y z   x . 

Então,  2, 1, 1   é um vetor diretor da reta BC. 

     : , , 1, 2, 1 2, 1, 1 ,BC y z k k    x ℝ  
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69.2. Como a base do prisma é um hexágono regular, 

pode ser dividida em 6 triângulos equiláteros de 

lado 2. Seja h a altura de um desses triângulos 

 

2 2 2 2

0

2 1 3 3

h

h h h



       

base

2 3

6 6 3

2

A     u. a. 

prisma hexagonal
6 3 2 12 3V     u. v. 

 

70.1.  , 3 ,D zx x  

     , 3 , 3, 5, 8 2, 1, 3z k    x x  

 

3 2 _____

3 5 3 3 2 5

8 3 _____

k

k k k

z k

   

 
         

 
 

 

x

x  

_____ _____

9 6 5 7 14

_____ _____

k k k

 

 
         

 

 

 

 

 

3 2 2 1

2 ___

8 3 2 2

k

z z

     

 
    

 
   



x x

 

 1, 3, 2D  

     4, 3, 1 4, 0, 2 0, 3, 3AC C A      

����

 

     1, 3, 2 4, 0, 2 3, 3, 0AD D A     

����

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano ACD. 

n AC

����

�

 e n AD

����

�

 

   

   

, , . 0, 3, 3 0. 0

, , . 3, 3, 0 0
. 0

a b cn AC

a b c
n AD

    
  

  

����

�

����

�

 

3 3 0

3 3 0

b c c b

a b a b

   

  
    

 

   , , , \ 0n b b b b 

�
ℝ  

Se, por exemplo, 1b  ,  1, 1, 1n 

�

. 

: 0ACD y z d   x  e A ACD  

4 0 2 0 6d d        

: 6 0ACD y z   x  

 

70.2. Seja M o ponto médio de  CD . 

4 1 3 3 1 2 5 1

, , , 3,

2 2 2 2 2

M

      


   

   

 

     1, 3, 2 4, 3, 1 3, 0, 3CD D C      

����

 

Seja   o plano mediador de  CD . 

: 3 3 0z d    x  e M   

5 1

3 3 0 6

2 2

d d         

: 3 3 6 0 2 0z z        x x  

 

 

 

70.3.  
2

2 2

raio 0 3 3 18AB AC      

����

 

Superfície esférica: 

     

2
2 2 2

4 0 2 18y z      x  

   
2 2

2

4 2 18y z     x  

 

71.1.      2, 4, 3 1, 2, 5 3, 6, 2AB B A        

����

 

   

2
2 2

2

3 6 2 49 7AB       

����

 

1.º Processo: 

2 2 2 2

2 2

7 7AC AB BC AC     

���� ���� ���� ����

 

 

2

0

98 98

AC

AC AC



   
�����

���� ����

 

2 2 2 2

2

98 7AG AC CG AG     

���� ���� ���� ����

 

 

2

0

147 147

AG

AG AG



   
�����

���� ����

 

ɵ
 

98 6

cos ,

3147

AC

AC AG

AG

  

����

���� ����

����  

ɵ
 

1
6

, cos 35º

3

AC AG


 

  
 

 

���� ����

 

2.º Processo: 

7CG CB AB    

2 2 2 2

2 2

7 7AC AB BC AC       

 

2

0

98 98

AC

AC AC



      

� 7

tan

98

CAG   

� 1
7

tan 35º

98

CAG


 

 
 

 

 

 

71.2.    3, 2 1, 3 2, 4, 3BC C B k k k       

����

 

 1, 2 3, 3 3k k k     

0 . 0AB BC AB BC    

���� ���� ���� ����

 

   3, 6, 2 1, 2 3, 3 3 0k k k          

     3 1 6 2 3 2 3 3 0k k k          

3 3 12 18 6 6 0 3 9 3k k k k k             

   3 3, 2 3 1, 3 3 0, 7, 9C       

 

71.3.    3 1, 2 3 1, 3 3 2, 3, 6BC      

����

 

BC DCG

����

 

: 2 3 6 0DCG y z d   x  e C DCG  

2 0 3 7 6 9 0 75d d           

: 2 3 6 75 0DCG y z   x  
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65.2. Seja  , ,n a b c

�

, um vetor normal a ABC. 

   

   

, , . 2, 4, 2 0. 0

, , . 2, 1, 0 0
. 0

a b cn AB

a b c
n BC

    
  

  

����

�

����

�

 

2 4 2 0 2 0

2 0 2

a b c a b c

a b b a

      

   
   

 

  52 2 0

2_____

c aa a c

b a

    

  



 

   , 2 , 5 , \ 0n a a a a 

�
ℝ  

Por exemplo, se 1a  :  1, 2, 5n 

�

. 

: 2 5 0ABC y z d   x  e A ABC  

2 2 0 5 1 0 3d d           

: 2 5 3 0ABC y z   x  

 

66.  , 0, 0A x  e A ACD  

2 2 0 0 4 0 2 4 2        x x x  

 2, 0, 0A  e 2OA   

 0, , 0C y  e C ACD  

2 0 2 0 4 0 2 4 2y y y          

 0, 2, 0C  e 2OC   

 0, 0,D z  e D ACD  

2 0 2 0 4 0 4z z         

 0, 0, 4D  e 4OD   

 
2 2 4 16

GABCDEFG

V OA OC OD        u. v. 
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67.      : , , 1, 2, 2 1, 1, 0 ,r y z k k    x ℝ  

   , , 1 , 2 , 2 ,y z k k k    x ℝ  

: 2 4y z    x ; 

   1 2 2 2 4k k        

1 4 2 2 4 3 3 1k k k k              

Ponto de interseção: 

      , , 1 1, 2 1 , 2 0, 3, 2y z     x  

 

68.1. //r s  

Seja   o plano definido pelas retas r e s, e sejam 

R e S pontos das retas r e s, respetivamente. 

 1, 3, 1R   e  0, 1, 4S   

     0, 1, 4 1, 3, 1 1, 4, 5RS S R        

����

 

 2, 0, 1r  

�

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal a  . 

   

   

, , . 1,4, 5 0. 0

, , . 2,0, 1 0. 0

a b cn RS

a b cn r

    
  

   

����

�

� �
 

4 5 0 4 5 2 0

2 0 2

a b c a b a

a c a c

         

   
   

 

11

4 11

4

2

2

b a b a

c a

c a


  

  
 



 

11

, , 2 ,

4

n a a a a

 
 
 

 

�
ℝ  

Se, por exemplo, 4a  ,  4, 11, 8n 

�

. 

: 4 11 8 0y z d    x  e S   

 4 0 11 1 8 4 0 21d d           

: 4 11 8 21 0y z    x  

 

68.2. Sejam  2, 3, 1r   

�

 e  0, 2, 1s  

�

 vetores 

diretores das retas r e s, respetivamente. r

�

 e s

�

 

não são colineares e  0, 3, 0 r  e  0, 3, 0 s . 

Então, as retas r e s são concorrentes. Seja   o 

plano definido pelas retas r e s. 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano  . 

   

   

, , . 2,3, 1 0. 0

, , . 0,2, 1 0. 0

a b cn r

a b cn s

    
  

   

� �

� �
 

2 3 0 2 3 2 0

2 0 2

a b c a b b

b c c b

        

   
   

 

1

2

2

2

_____

b a a b

c b


  

  
 



 

 
1

, , 2 , \ 0

2

n b b b b

 
 
 

 

�
ℝ  

Se, por exemplo, 2b  ,  1, 2, 4n 

�

. 

: 2 4 0y z d    x  e  0, 3, 0  ; 

0 2 3 4 0 0 6d d          

: 2 4 6 0y z    x  

 

69.1. 
2 2

4 3 4 3 0       x x x x  

 
2

4 4 4 1 3 4 2

2 1 2

    


    



x x  

3 1   x x  

 1, 2 ,B z z  

B pertence ao plano de equação 2 1y z  x . 

2 1 2 1 3 3 1z z z z         

 1, 2, 1B BC  

2 1 2 1 0y z y z       x x  

BC é perpendicular ao plano de equação 

2 1 0y z   x . 

Então,  2, 1, 1   é um vetor diretor da reta BC. 

     : , , 1, 2, 1 2, 1, 1 ,BC y z k k    x ℝ  
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69.2. Como a base do prisma é um hexágono regular, 

pode ser dividida em 6 triângulos equiláteros de 

lado 2. Seja h a altura de um desses triângulos 

 

2 2 2 2

0

2 1 3 3

h

h h h



       

base

2 3

6 6 3

2

A     u. a. 

prisma hexagonal
6 3 2 12 3V     u. v. 

 

70.1.  , 3 ,D zx x  

     , 3 , 3, 5, 8 2, 1, 3z k    x x  

 

3 2 _____

3 5 3 3 2 5

8 3 _____

k

k k k

z k

   

 
         

 
 

 

x

x  

_____ _____

9 6 5 7 14

_____ _____

k k k

 

 
         

 

 

 

 

 

3 2 2 1

2 ___

8 3 2 2

k

z z

     

 
    

 
   



x x

 

 1, 3, 2D  

     4, 3, 1 4, 0, 2 0, 3, 3AC C A      

����

 

     1, 3, 2 4, 0, 2 3, 3, 0AD D A     

����

 

Seja  , ,n a b c

�

 um vetor normal ao plano ACD. 

n AC

����

�

 e n AD

����

�

 

   

   

, , . 0, 3, 3 0. 0

, , . 3, 3, 0 0
. 0

a b cn AC

a b c
n AD

    
  

  

����

�

����

�

 

3 3 0

3 3 0

b c c b

a b a b

   

  
    

 

   , , , \ 0n b b b b 

�
ℝ  

Se, por exemplo, 1b  ,  1, 1, 1n 

�

. 

: 0ACD y z d   x  e A ACD  

4 0 2 0 6d d        

: 6 0ACD y z   x  

 

70.2. Seja M o ponto médio de  CD . 

4 1 3 3 1 2 5 1

, , , 3,

2 2 2 2 2

M

      


   

   

 

     1, 3, 2 4, 3, 1 3, 0, 3CD D C      

����

 

Seja   o plano mediador de  CD . 

: 3 3 0z d    x  e M   

5 1

3 3 0 6

2 2

d d         

: 3 3 6 0 2 0z z        x x  

 

 

 

70.3.  
2

2 2

raio 0 3 3 18AB AC      

����

 

Superfície esférica: 

     

2
2 2 2

4 0 2 18y z      x  

   
2 2

2

4 2 18y z     x  

 

71.1.      2, 4, 3 1, 2, 5 3, 6, 2AB B A        

����

 

   

2
2 2

2

3 6 2 49 7AB       

����

 

1.º Processo: 

2 2 2 2

2 2

7 7AC AB BC AC     

���� ���� ���� ����

 

 

2

0

98 98

AC

AC AC



   
�����

���� ����

 

2 2 2 2

2

98 7AG AC CG AG     

���� ���� ���� ����

 

 

2

0

147 147

AG

AG AG



   
�����

���� ����

 

ɵ
 

98 6

cos ,

3147

AC

AC AG

AG

  

����

���� ����

����  

ɵ
 

1
6

, cos 35º

3

AC AG


 

  
 

 

���� ����

 

2.º Processo: 

7CG CB AB    

2 2 2 2

2 2

7 7AC AB BC AC       

 

2

0

98 98

AC

AC AC



      

� 7

tan

98

CAG   

� 1
7

tan 35º

98

CAG


 

 
 

 

 

 

71.2.    3, 2 1, 3 2, 4, 3BC C B k k k       

����

 

 1, 2 3, 3 3k k k     

0 . 0AB BC AB BC    

���� ���� ���� ����

 

   3, 6, 2 1, 2 3, 3 3 0k k k          

     3 1 6 2 3 2 3 3 0k k k          

3 3 12 18 6 6 0 3 9 3k k k k k             

   3 3, 2 3 1, 3 3 0, 7, 9C       

 

71.3.    3 1, 2 3 1, 3 3 2, 3, 6BC      

����

 

BC DCG

����

 

: 2 3 6 0DCG y z d   x  e C DCG  

2 0 3 7 6 9 0 75d d           

: 2 3 6 75 0DCG y z   x  
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72.   e   são paralelos. Então os seus vetores 

normais têm de ser colineares. (Equações 1 e 3) 

Na equação 1, o ponto de interseção com o eixo 

Oz é:  0,0,z  

0 0 5 0 5z z         

 0,0, 5  

Ou seja, o plano interseta o eixo Oz num ponto de 

cota negativa. 

Então, Equação 1   e Equação 3  . 

O plano   não interseta Oz. 

Logo, Equação 2   e Equação 4  . 

Equação 1   

Equação 2   

Equação 3   

Equação 4   

 

73.1. Seja   o plano que passa em A e é paralelo a  . 

: 3 2 0y z d    x  e A   

 3 1 1 2 1 0 6d d           

: 3 2 6 0y z    x  

 

73.2. a) 
2 2

1 1 1 1 0 0k k k k           

 1 0 0 1 0k k k k          

0 1k k      

b) 
2 2 2

1 0 2 1 0 1 0 1k k k k             

1 1k k      

c) Se 
k

  passa em A e em B então, 

   0 1 1 1 1k k k k k             

1

: 1 0y z


   x  

 
1

1, 1, 1n



 

�

 

 3, 1, 2n


 

�

 

   
1

. 1, 1,1 . 3,1, 2n n
 



   

� �

 

1 3 1 1 1 2 0        

Então, 
1

n n
 





� �

, pelo que 
1

 


 . 

 

74.1. a)      : , , 1, 3, 1 1, 3, 1 ,r y z k k    x ℝ  

b) Ponto genérico de r: 

   , , 1 , 3 3 , 1 ,y z k k k k     x ℝ  

 Intersetando r  com   

 1 3 3 3 1 5k k k         

6

1 9 9 1 5 11 6

11

k k k k k              

Ponto de   mais próximo de A: 

6 18 6 5 15 5

1 , 3 , 1 , ,

11 11 11 11 11 11

   
     

   

   

 

 

 

 

74.2. a)  1, 3, 1n


 

�

 

1 3

1 3 1

m m m

  



 

1 3

3 3

m m

m m     

 

 

3 3 9m m m m         

3

4 3 10 0 0

4

m m m m         

Não existe valor de m para o qual a reta s é 

perpendicular a  . 

b)    0 1, 3, 1 . 1, , 3 0n s m m m


      

� �
 

1 3m m   3m 0 1m    

 

75.  1, 0, 1r 

�
;  0, 1, 0n 

�

 é um vetor normal a 

Ozx . 

   1, 0, 1 0, 1, 0 1 0 0 1 1 0 0r n         

� �

 

r n

� �

 

Logo, r é paralela a Ozx . 

 0, 0, 1 r  e  0, 0, 1 Oz x  

Logo, r está contida em Ozx . 

Em alternativa, podia-se ter verificado que dois 

pontos da reta pertencem ao eixo Ozx . 

 

76.  2, 1, 1n


  

�

;  4, 2, 1r  

�
 

4 2

2 1





 

n


�

 e r

�

 não são colineares. 

Logo, r não é perpendicular a  . 
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77.1.  2 3 4 1 1 0k        

4 8 2k k       

2 2 1 0y z   x  

77.2.  2, 1, 3r  

�

 e  2, , 1n k  

��

 

   0 2,1, 3 2, , 1 0r n k        

� ��

 

 2 2 3 1 0k         

7 7k k       

 

78.1. a) //CDF ADE  

0: yC zDF d   x  e D CDF  

0 3 0 0 3d d       

CDF: 3 0y z   x  

b)      , , 0, 3,0 1, 1, 1 ,y z k k   x ℝ  

 

78.2. Ponto genérico da reta que passa por D e é 

perpendicular a ABE. 

   , , , 3 , ,y z k k k k   x ℝ  

Seja P o ponto de interseção da reta com o plano 

ABE. 
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3 3 0 3 6 2k k k k k          

   2, 3 2,2 2, 1,2P      

     
2 2 2

2 0 1 3 2 0 4 4 4 2 3DP             

 

79.1. OPQ: 0y d   x  e Q OPQ  

3 3 0 0d d       

OPQ: 0y  x  

 

79.2. Seja 
1

n

���

 um vetor normal a OPQ e 
2

n

���
 um vetor 

normal ao plano definido por 3 0y z   x  

 
1

1,1,0n  

���

 e  
2

3,1,1n  

���

 

1 1

3 1







 

1

n

���

 e 
2

n

���
 não são colineares. 

Logo, os planos não são paralelos. 

     
1 2

1,1,0 3,1,1 1 3 1 1 0 1 4 0n n              

��� ���

 

Logo, os planos não são perpendiculares. 

Então, são oblíquos. 

 

79.3. P é a interseção da reta PV com o plano OPQ. 

PV:      , , 6, 2, 3 1, 1, 0 ,y z k k    x ℝ  

   , , 6 , 2 , 3 ,y z k k k     x ℝ  

   6 2 0 6 2 0k k k k              

2 8 4k k     

   6 4, 2 4, 3 2, 2, 3P      

 

79.4.      , , 3, 3, 0 1, 1, 0 ,y z k k   x ℝ  
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80.1.      , , 2, 9, 4 4, 8, 1 ,y z k k     x ℝ  

80.2. a) Seja r

�

 um vetor diretor de r e n

��

 um vetor 

normal ao plano.  

//r  . Então r n

� ��

 

   0 3 , , 5 4, 8, 1 0r n m m m       

� ��

 

3 4 8 5 0m m m        

12 8 5m m m      

5 5 1m m     

b)    , 1, , 1,r n n m r n m       

� ��

 

 0 4 8 1 3 0r n n m         

� ��

 

1 4 8 1 3 0m n         

1 4 12 1 3m n m n           

 

81.1. //EFG ABC  

EFG: 2 2 0y z d   x  e F EFG  

2 2 7 2 4 0 20d d         

EFG: 2 2 20 0y z   x  

 

81.2. FB:      , , 2, 7, 4 1, 2, 2 ,y z k k    x ℝ  

   , , 2 , 7 2 , 4 2 ,y z k k k k     x ℝ  

Seja P um ponto de FB.   2 , 7 2 , 4 2P k k k    

FP P F  

����

 

     2 , 7 2 , 4 2 2, 7, 4 , 2 , 2k k k k k k       

   
2 2

2 2

9 2 2 9 9 9FP k k k k         

����

 

3 9 3 3 3k k k k          

Se 3k    

      2 3, 7 2 3 , 4 2 3 1, 13, 10P           

Se 3k   

   2 3, 7 2 3, 4 2 3 5, 1, 2P         

 1, 13, 10  e  5, 1, 2  

 

81.3.      1, 2, 2 1, 2, 2 , 2 , 3 0n m m


        

���

 

4 6 0 6 3 2m m m m         

 

82.1.  , 0, 0A x  e A ABC  

2 0 2 0 4 0 2 4 2        x x x  

 2, 0, 0A  

 0, , 0B y  e B ABC  

2 0 2 0 4 0 4y y         

 0, 4, 0B  

 0, 0,C z  

2 0 0 2 4 0 2 4 2z z z          

 0, 0, 2C  

 

2 4

4 u. a.

2 2
OAB

OA OB

A

 

    

   

1 1 8

4 2  u. v.

3 3 3

OABC OAB

V A OC        

 

82.2.      , , 0, 0, 0 2, 1, 2 ,y z k k  x ℝ  

   , , 2, 1, 2 ,y z k k  x ℝ  

 

82.3. : 1 0k ky y kz     x

 1 1 0k k y kz     x  

 , 1,n k k k


 

���

 

a)  
1

2 2 2

2 1 2

k k k

k k k



         

 

b)  2, 1, 2 0n


 

���

 

   2, 1, 2 , 1, 0k k k      

2 1 2 0k k k       

1

5 1

5

k k       

 

M
M

A
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72.   e   são paralelos. Então os seus vetores 

normais têm de ser colineares. (Equações 1 e 3) 

Na equação 1, o ponto de interseção com o eixo 

Oz é:  0,0,z  

0 0 5 0 5z z         

 0,0, 5  

Ou seja, o plano interseta o eixo Oz num ponto de 

cota negativa. 

Então, Equação 1   e Equação 3  . 

O plano   não interseta Oz. 

Logo, Equação 2   e Equação 4  . 

Equação 1   

Equação 2   

Equação 3   

Equação 4   

 

73.1. Seja   o plano que passa em A e é paralelo a  . 

: 3 2 0y z d    x  e A   

 3 1 1 2 1 0 6d d           

: 3 2 6 0y z    x  

 

73.2. a) 
2 2

1 1 1 1 0 0k k k k           

 1 0 0 1 0k k k k          

0 1k k      

b) 
2 2 2

1 0 2 1 0 1 0 1k k k k             

1 1k k      

c) Se 
k

  passa em A e em B então, 

   0 1 1 1 1k k k k k             

1

: 1 0y z


   x  

 
1

1, 1, 1n



 

�

 

 3, 1, 2n


 

�

 

   
1

. 1, 1,1 . 3,1, 2n n
 



   

� �

 

1 3 1 1 1 2 0        

Então, 
1

n n
 





� �

, pelo que 
1

 


 . 

 

74.1. a)      : , , 1, 3, 1 1, 3, 1 ,r y z k k    x ℝ  

b) Ponto genérico de r: 

   , , 1 , 3 3 , 1 ,y z k k k k     x ℝ  

 Intersetando r  com   

 1 3 3 3 1 5k k k         

6

1 9 9 1 5 11 6

11

k k k k k              

Ponto de   mais próximo de A: 

6 18 6 5 15 5

1 , 3 , 1 , ,

11 11 11 11 11 11

   
     

   

   

 

 

 

 

74.2. a)  1, 3, 1n


 

�

 

1 3

1 3 1

m m m

  



 

1 3

3 3

m m

m m     

 

 

3 3 9m m m m         

3

4 3 10 0 0

4

m m m m         

Não existe valor de m para o qual a reta s é 

perpendicular a  . 

b)    0 1, 3, 1 . 1, , 3 0n s m m m


      

� �
 

1 3m m   3m 0 1m    

 

75.  1, 0, 1r 

�
;  0, 1, 0n 

�

 é um vetor normal a 

Ozx . 

   1, 0, 1 0, 1, 0 1 0 0 1 1 0 0r n         

� �

 

r n

� �

 

Logo, r é paralela a Ozx . 

 0, 0, 1 r  e  0, 0, 1 Oz x  

Logo, r está contida em Ozx . 

Em alternativa, podia-se ter verificado que dois 

pontos da reta pertencem ao eixo Ozx . 

 

76.  2, 1, 1n


  

�

;  4, 2, 1r  

�
 

4 2

2 1





 

n


�

 e r

�

 não são colineares. 

Logo, r não é perpendicular a  . 
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77.1.  2 3 4 1 1 0k        

4 8 2k k       

2 2 1 0y z   x  

77.2.  2, 1, 3r  

�

 e  2, , 1n k  

��

 

   0 2,1, 3 2, , 1 0r n k        

� ��

 

 2 2 3 1 0k         

7 7k k       

 

78.1. a) //CDF ADE  

0: yC zDF d   x  e D CDF  

0 3 0 0 3d d       

CDF: 3 0y z   x  

b)      , , 0, 3,0 1, 1, 1 ,y z k k   x ℝ  

 

78.2. Ponto genérico da reta que passa por D e é 

perpendicular a ABE. 

   , , , 3 , ,y z k k k k   x ℝ  

Seja P o ponto de interseção da reta com o plano 

ABE. 
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3 3 0 3 6 2k k k k k          

   2, 3 2,2 2, 1,2P      

     
2 2 2

2 0 1 3 2 0 4 4 4 2 3DP             

 

79.1. OPQ: 0y d   x  e Q OPQ  

3 3 0 0d d       

OPQ: 0y  x  

 

79.2. Seja 
1

n

���

 um vetor normal a OPQ e 
2

n

���
 um vetor 

normal ao plano definido por 3 0y z   x  

 
1

1,1,0n  

���

 e  
2

3,1,1n  

���

 

1 1

3 1







 

1

n

���

 e 
2

n

���
 não são colineares. 

Logo, os planos não são paralelos. 

     
1 2

1,1,0 3,1,1 1 3 1 1 0 1 4 0n n              

��� ���

 

Logo, os planos não são perpendiculares. 

Então, são oblíquos. 

 

79.3. P é a interseção da reta PV com o plano OPQ. 

PV:      , , 6, 2, 3 1, 1, 0 ,y z k k    x ℝ  

   , , 6 , 2 , 3 ,y z k k k     x ℝ  

   6 2 0 6 2 0k k k k              

2 8 4k k     

   6 4, 2 4, 3 2, 2, 3P      

 

79.4.      , , 3, 3, 0 1, 1, 0 ,y z k k   x ℝ  
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80.1.      , , 2, 9, 4 4, 8, 1 ,y z k k     x ℝ  

80.2. a) Seja r

�

 um vetor diretor de r e n

��

 um vetor 

normal ao plano.  

//r  . Então r n

� ��

 

   0 3 , , 5 4, 8, 1 0r n m m m       

� ��

 

3 4 8 5 0m m m        

12 8 5m m m      

5 5 1m m     

b)    , 1, , 1,r n n m r n m       

� ��

 

 0 4 8 1 3 0r n n m         

� ��

 

1 4 8 1 3 0m n         

1 4 12 1 3m n m n           

 

81.1. //EFG ABC  

EFG: 2 2 0y z d   x  e F EFG  

2 2 7 2 4 0 20d d         

EFG: 2 2 20 0y z   x  

 

81.2. FB:      , , 2, 7, 4 1, 2, 2 ,y z k k    x ℝ  

   , , 2 , 7 2 , 4 2 ,y z k k k k     x ℝ  

Seja P um ponto de FB.   2 , 7 2 , 4 2P k k k    

FP P F  

����

 

     2 , 7 2 , 4 2 2, 7, 4 , 2 , 2k k k k k k       

   
2 2

2 2

9 2 2 9 9 9FP k k k k         

����

 

3 9 3 3 3k k k k          

Se 3k    

      2 3, 7 2 3 , 4 2 3 1, 13, 10P           

Se 3k   

   2 3, 7 2 3, 4 2 3 5, 1, 2P         

 1, 13, 10  e  5, 1, 2  

 

81.3.      1, 2, 2 1, 2, 2 , 2 , 3 0n m m


        

���

 

4 6 0 6 3 2m m m m         

 

82.1.  , 0, 0A x  e A ABC  

2 0 2 0 4 0 2 4 2        x x x  

 2, 0, 0A  

 0, , 0B y  e B ABC  

2 0 2 0 4 0 4y y         

 0, 4, 0B  

 0, 0,C z  

2 0 0 2 4 0 2 4 2z z z          

 0, 0, 2C  

 

2 4

4 u. a.

2 2
OAB

OA OB

A

 

    

   

1 1 8

4 2  u. v.

3 3 3

OABC OAB

V A OC        

 

82.2.      , , 0, 0, 0 2, 1, 2 ,y z k k  x ℝ  

   , , 2, 1, 2 ,y z k k  x ℝ  

 

82.3. : 1 0k ky y kz     x

 1 1 0k k y kz     x  

 , 1,n k k k


 

���

 

a)  
1

2 2 2

2 1 2

k k k

k k k



         

 

b)  2, 1, 2 0n


 

���

 

   2, 1, 2 , 1, 0k k k      

2 1 2 0k k k       

1

5 1

5

k k       
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c)  0,4,0B  

0 4 4 0 1 0k k k        

3

4 3

4

k k       
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83.1.      0, 6, 0 3, 0, 0 3, 6, 0AB B A     

����

 

Seja n


���

 um vetor normal a plano   e r

�

um vetor 

diretor da reta r. 

 , ,n a b c




���

  0,1, 2r  

�

 

   

   

0 , , 0,1, 2 0

, , 3,6,0 00

n r a b c

a b c
n AB





      
  

     

��� �

��� ����  

1

2 0

2

3 6 0

2

b c c b

a b

a b


   

  
   



 

 
1

2 , , , \ 0

2

n b b b b


 
 
 

 

���
ℝ  

Se, por exemplo, 2b  ,  4, 2, 1n




���

. 

: 4 2 0y z d    x  e A   

4 3 2 0 0 0 12d d          

: 4 2 12 0y z    x  

 

83.2. a)  1, 2,
C

C z  e C   

4 1 2 2 12 0 4
C

z z         

 1, 2, 4C  

b)  0, 6, 0B  

 

3 6

9 u. a.

2

OAB

A



   

 

1

9 4 12 u. v.

3

OABC

V      

83.3. a) : 2 0y z d     e O   

0 2 0 0 0d d       

: 2 0y z    

b) Vetor diretor de Ox :  1,0,0 , por exemplo. 

     1, 0, 0 0, 1, 2 1 0 0 1 0 2 0           

Logo, o eixo Ox  é paralelo ao plano  . 

O O x  e O   

Então, o eixo Ox  está contido em  . 

 

84.1. a) 18OC OA OD    

3 3 18 2OD OD      

 0, 3,2E   e  3,0,0C  

Sejam M e   o ponto médio e o plano 

mediador de  EC , respetivamente. 

0 3 3 0 2 0 3 3

, , , ,1

2 2 2 2 2

M

      
 

   

   

 

     3,0,0 0, 3,2 3,3, 2EC C E      

����

 

EC   

: 3 3 2 0y z d    x  e M   

3 3

3 3 2 1 0 2

2 2

d d

 
         

 

 

 

: 3 3 2 2 0y z    x  

b)      0, 0, 2 0, 3, 2 0, 3, 0ED D E     

����

 

Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal ao plano 

EDC. 

n ED

�� ����

 e n EC

�� ����

 

   

   

, , 0, 3, 0 00

, , 3, 3, 2 0
0

a b cn ED

a b c
n EC

     
  

    

�� ����

�� ����
 

0

3 0

3

3 3 2 0

2

b

b

a b c c a


 

  
    



 

 
3

, 0, , \ 0

2

n a a a

 
 
 

 

��
ℝ  

Se, por exemplo, 2a  ,  2, 0, 3n 

��

 

: 2 3 0EDC z d  x  e D EDC  

2 0 3 2 0 6d d         

: 2 3 6 0EDC z  x  

 

84.2. a)      3, 3, 0 0, 0, 2 3, 3, 2DB B D       

����

 

: 3 3 2 0y z d    x  e  3, 3,2F    

 3 3 3 3 2 2 0 14d d            

: 3 3 2 14 0y z    x  

b)      3, 0, 0 0, 3, 0 3, 3, 0AC C A     

����

 

   3, 3, 0 3, 3, 2AC DB     

���� ����

 

   3 3 3 3 0 2 0          

Logo, AC DB

���� ����

, pelo que, a reta AC é paralela 

a  . 

 3 0 3 3 2 0 14 0         

5 0    (Proposição falsa) 

Logo, A   e A AC . 

Então, AC é estritamente paralela a  . 

 

85.      , , 1, 0, 0 0, 1, 1 ,y z k k  x ℝ  

   , , 1, , ,y z k k k  x ℝ  

 1, ,
A A

OA k k

����

 

 1, ,
C C

OC k k

����

 

OA OC 

���� ����

 

2 2 2 2 2

1 1
A A C C

k k k k        

2 2

1 2 1 2
A C

k k     

Como os radicandos, bem como os dois membros 

da equação são não negativos, elevando os dois 

ao quadrado, obtém-se, 
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2 2 2 2

1 2 1 2
A C A C A C

k k k k k k         

Como os pontos A e C não podem ser 

coincidentes, 
A C

k k . 

Então, 
A C

k k  . 

   0 1, , 1, , 0
C C C C

OA OC k k k k       

���� ����

 

2 2 2 2
1 2

1 0 1 2

2 2

C C C C C

k k k k k            

1, ,A    

2 2

1, ,

2 2

C

 

 
 

 

 

 
2 2 2 2

1, , 1, , 2, 0, 0

2 2 2 2

B C OA

   

         
   

   

����

 

1, ,A   ,  2, 0, 0B  e 1, ,C . 
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86.1. a)  , 0, 0P x  e P PQV  

6 0 12 0 2    x x  

 2, 0, 0P  

 NOPQ  é um quadrado. 

 0, 2, 0N  

     : , , 0, 2, 0 6, 0, 1 ,r y z k k  x ℝ  

b)  1, 1,V z  e V PQV  

6 1 12 0 6z z       

 1, 1, 6V  

     0, 2, 0 1,1, 6 1, 1, 6VN N V      

����

 

     : , , 2, 0, 0 1, 1, 6 ,s y z k k    x ℝ  

 

86.2.      2, 0, 0 1, 1, 6 1, 1, 6VP P V      

����

 

 1, 1, 6VN   

����

 

cos

VP VN

VP VN





 



���� ����

���� ����  

   

       
2 2 2 2

2 2

1, 1, 6 1,1, 6

1 1 6 1 1 6

    

 

        

 

   1 1 1 1 6 6 34 17

38 1938 38

      

  



 

 

86.3.  0, 2, 0ON 

����

 e  1, 1, 6OV 

����

 

Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal a OVN. 

n ON

�� ����

 e n OV

�� ����

 

   

   

, , 0, 2, 0 00

, , 1, 1, 6 0
0

a b cn ON

a b c
n OV

     
  

   

�� ����

�� ����
 

2 0 0

6 0 6

b b

a b c a c

  

  
     

 

   6 , 0, , \ 0n c c c  

��
ℝ  

Se, por exemplo, 1c  ,  6, 0, 1n  

��

 

: 6 0OVN z d   x  e O OVN  

6 0 0 0 0d d        

6 0:OVN z  x  

 

87.1. Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal a ABC. 

n AB

�� ����

 e n AC

�� ����

 

   

   

, , 2, 2, 1 00

, , 3, 0, 3 0
0

a b cn AB

a b c
n AC

      
  

   

�� ����

�� ����
 

1

2 2 0 2 2 0

2

3 3 0

a b c a b a b a

a c c a

c a


        

    
     

 

 

 
1

, , , \ 0

2

n a a a a

 
  
 

 

��
ℝ  

Se, por exemplo, 2a  ,  2, 1, 2n  

��

. 

: 2 2 0ABC y z d   x  e . A ABC . 

2 1 0 2 1 0 0d d         

: 2 2 0ABC y z  x  

 

87.2.    
1 1

1, 0, 1 3, 0, 3

2 2

E A AC   

����

 

3 3 5 5

1 , 0 0, 1 , 0,

2 2 2 2

   
    
   

   

 

 

87.3. EV ABC  e E EV  

   
5 5

: , , , 0, 2, 1, 2 ,

2 2

EV y z k k

 
   
 

 

x ℝ  

 
5 5

, , 2 , , 2 ,

2 2

y z k k k k

 
    

 

 

x ℝ  

5 5 5 5

2 , , 2 , 0,

2 2 2 2

EV V E k k k

   
      

   

   

����

 

 2 , , 2k k k   

 
2

2 2

2 2 1 9 3AB      

����

 

 

2
1

9 3 9 3

3

ABCDV

V EV EV  

   
2 2

2 2

2 2 3 9 3 3 3k k k k k          

1 1 1k k k        

Como V tem ordenada negativa, 1k   . 

   
5 5 1 9

2 1 , 1, 2 1 , 1,

2 2 2 2

V

   
        

   

   

 

 

88.1.  4, 4, 4F  e  4, 2, 4H  

OF 

����

 e H   

: 4 4 4 0y z d    x  e H   

4 4 4 2 4 4 0 40d d           

: 4 4 4 40 0y z    x 10 0y z    x  

M
M

A
11D

RG
F ©
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c)  0,4,0B  

0 4 4 0 1 0k k k        

3

4 3

4

k k       
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83.1.      0, 6, 0 3, 0, 0 3, 6, 0AB B A     

����

 

Seja n


���

 um vetor normal a plano   e r

�

um vetor 

diretor da reta r. 

 , ,n a b c




���

  0,1, 2r  

�

 

   

   

0 , , 0,1, 2 0

, , 3,6,0 00

n r a b c

a b c
n AB





      
  

     

��� �

��� ����  

1

2 0

2

3 6 0

2

b c c b

a b

a b


   

  
   



 

 
1

2 , , , \ 0

2

n b b b b


 
 
 

 

���
ℝ  

Se, por exemplo, 2b  ,  4, 2, 1n




���

. 

: 4 2 0y z d    x  e A   

4 3 2 0 0 0 12d d          

: 4 2 12 0y z    x  

 

83.2. a)  1, 2,
C

C z  e C   

4 1 2 2 12 0 4
C

z z         

 1, 2, 4C  

b)  0, 6, 0B  

 

3 6

9 u. a.

2

OAB

A



   

 

1

9 4 12 u. v.

3

OABC

V      

83.3. a) : 2 0y z d     e O   

0 2 0 0 0d d       

: 2 0y z    

b) Vetor diretor de Ox :  1,0,0 , por exemplo. 

     1, 0, 0 0, 1, 2 1 0 0 1 0 2 0           

Logo, o eixo Ox  é paralelo ao plano  . 

O O x  e O   

Então, o eixo Ox  está contido em  . 

 

84.1. a) 18OC OA OD    

3 3 18 2OD OD      

 0, 3,2E   e  3,0,0C  

Sejam M e   o ponto médio e o plano 

mediador de  EC , respetivamente. 

0 3 3 0 2 0 3 3

, , , ,1

2 2 2 2 2

M

      
 

   

   

 

     3,0,0 0, 3,2 3,3, 2EC C E      

����

 

EC   

: 3 3 2 0y z d    x  e M   

3 3

3 3 2 1 0 2

2 2

d d

 
         

 

 

 

: 3 3 2 2 0y z    x  

b)      0, 0, 2 0, 3, 2 0, 3, 0ED D E     

����

 

Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal ao plano 

EDC. 

n ED

�� ����

 e n EC

�� ����

 

   

   

, , 0, 3, 0 00

, , 3, 3, 2 0
0

a b cn ED

a b c
n EC

     
  

    

�� ����

�� ����
 

0

3 0

3

3 3 2 0

2

b

b

a b c c a


 

  
    



 

 
3

, 0, , \ 0

2

n a a a

 
 
 

 

��
ℝ  

Se, por exemplo, 2a  ,  2, 0, 3n 

��

 

: 2 3 0EDC z d  x  e D EDC  

2 0 3 2 0 6d d         

: 2 3 6 0EDC z  x  

 

84.2. a)      3, 3, 0 0, 0, 2 3, 3, 2DB B D       

����

 

: 3 3 2 0y z d    x  e  3, 3,2F    

 3 3 3 3 2 2 0 14d d            

: 3 3 2 14 0y z    x  

b)      3, 0, 0 0, 3, 0 3, 3, 0AC C A     

����

 

   3, 3, 0 3, 3, 2AC DB     

���� ����

 

   3 3 3 3 0 2 0          

Logo, AC DB

���� ����

, pelo que, a reta AC é paralela 

a  . 

 3 0 3 3 2 0 14 0         

5 0    (Proposição falsa) 

Logo, A   e A AC . 

Então, AC é estritamente paralela a  . 

 

85.      , , 1, 0, 0 0, 1, 1 ,y z k k  x ℝ  

   , , 1, , ,y z k k k  x ℝ  

 1, ,
A A

OA k k

����

 

 1, ,
C C

OC k k

����

 

OA OC 

���� ����

 

2 2 2 2 2

1 1
A A C C

k k k k        

2 2

1 2 1 2
A C

k k     

Como os radicandos, bem como os dois membros 

da equação são não negativos, elevando os dois 

ao quadrado, obtém-se, 
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2 2 2 2

1 2 1 2
A C A C A C

k k k k k k         

Como os pontos A e C não podem ser 

coincidentes, 
A C

k k . 

Então, 
A C

k k  . 

   0 1, , 1, , 0
C C C C

OA OC k k k k       

���� ����

 

2 2 2 2
1 2

1 0 1 2

2 2

C C C C C

k k k k k            

2 2

1, ,

2 2

A

 

  
 

 

 

2 2

1, ,

2 2

C

 

 
 

 

 

 
2 2 2 2

1, , 1, , 2, 0, 0

2 2 2 2

B C OA

   

         
   

   

����

 

2 2

1, ,

2 2

A

 

  
 

 

,  2, 0, 0B  e 

2 2

1, ,

2 2

C

 

 
 

 

. 
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86.1. a)  , 0, 0P x  e P PQV  

6 0 12 0 2    x x  

 2, 0, 0P  

 NOPQ  é um quadrado. 

 0, 2, 0N  

     : , , 0, 2, 0 6, 0, 1 ,r y z k k  x ℝ  

b)  1, 1,V z  e V PQV  

6 1 12 0 6z z       

 1, 1, 6V  

     0, 2, 0 1,1, 6 1, 1, 6VN N V      

����

 

     : , , 2, 0, 0 1, 1, 6 ,s y z k k    x ℝ  

 

86.2.      2, 0, 0 1, 1, 6 1, 1, 6VP P V      

����

 

 1, 1, 6VN   

����

 

cos

VP VN

VP VN





 



���� ����

���� ����  

   

       
2 2 2 2

2 2

1, 1, 6 1,1, 6

1 1 6 1 1 6

    

 

        

 

   1 1 1 1 6 6 34 17

38 1938 38

      

  



 

 

86.3.  0, 2, 0ON 

����

 e  1, 1, 6OV 

����

 

Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal a OVN. 

n ON

�� ����

 e n OV

�� ����

 

   

   

, , 0, 2, 0 00

, , 1, 1, 6 0
0

a b cn ON

a b c
n OV

     
  

   

�� ����

�� ����
 

2 0 0

6 0 6

b b

a b c a c

  

  
     

 

   6 , 0, , \ 0n c c c  

��
ℝ  

Se, por exemplo, 1c  ,  6, 0, 1n  

��

 

: 6 0OVN z d   x  e O OVN  

6 0 0 0 0d d        

6 0:OVN z  x  

 

87.1. Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal a ABC. 

n AB

�� ����

 e n AC

�� ����

 

   

   

, , 2, 2, 1 00

, , 3, 0, 3 0
0

a b cn AB

a b c
n AC

      
  

   

�� ����

�� ����
 

1

2 2 0 2 2 0

2

3 3 0

a b c a b a b a

a c c a

c a


        

    
     

 

 

 
1

, , , \ 0

2

n a a a a

 
  
 

 

��
ℝ  

Se, por exemplo, 2a  ,  2, 1, 2n  

��

. 

: 2 2 0ABC y z d   x  e . A ABC . 

2 1 0 2 1 0 0d d         

: 2 2 0ABC y z  x  

 

87.2.    
1 1

1, 0, 1 3, 0, 3

2 2

E A AC   

����

 

3 3 5 5

1 , 0 0, 1 , 0,

2 2 2 2

   
    
   

   

 

 

87.3. EV ABC  e E EV  

   
5 5

: , , , 0, 2, 1, 2 ,

2 2

EV y z k k

 
   
 

 

x ℝ  

 
5 5

, , 2 , , 2 ,

2 2

y z k k k k

 
    

 

 

x ℝ  

5 5 5 5

2 , , 2 , 0,

2 2 2 2

EV V E k k k

   
      

   

   

����

 

 2 , , 2k k k   

 
2

2 2

2 2 1 9 3AB      

����

 

 

2
1

9 3 9 3

3

ABCDV

V EV EV       

���� ����

 

   
2 2

2 2

2 2 3 9 3 3 3k k k k k          

1 1 1k k k        

Como V tem ordenada negativa, 1k   . 

   
5 5 1 9

2 1 , 1, 2 1 , 1,

2 2 2 2

V

   
        

   

   

 

 

88.1.  4, 4, 4F  e  4, 2, 4H  

OF 

����

 e H   

: 4 4 4 0y z d    x  e H   

4 4 4 2 4 4 0 40d d           

: 4 4 4 40 0y z    x 10 0y z    x  M
M

A
11

D
RG

F 
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88.2.  EB  e  CD  são diagonais faciais paralelas a HI. 

 AC  e  EG  são diagonais faciais paralelas a HJ. 

 AD  e  BG  são diagonais faciais paralelas a IJ. 

Sendo estas diagonais paralelas a retas contidas 

no plano  , são paralelas ao plano  . 

Então, há 6 diagonais das faces do cubo que estão 

contidas em retas paralelas ao plano  . 

88.3. OF:      , , 0, 0, 0 4, 4, 4 ,y z k k  x ℝ  

   , , 4 , 4 , 4 ,y z k k k k  x ℝ  

5

4 4 4 10 0 12 10

6

k k k k k         

5 5 5 10 10 10

4 ,4 ,4 , ,

6 6 6 3 3 3

P

   
   

   

   

 

 

88.4. Resolução da Ana: 

 

2 2

2 u.a.

2 2

FHJ

HF FJ

A

 

    

   

1 1 4

V 2 2  u.v.

3 3 3

FHIJ FHJ

A FI        

Resolução do João: 

 4, 2, 4H  e  2, 4, 4J  

     
2 2 2

4 2 2 4 4 4HJ         

4 4 0 8 2 2      

Seja M o ponto médio de  HJ . 

2 22 2 2 2

8 2HI HM IM IM       

 0
2

8 2 6

IM

IM IM



      

 

2 2 6

2 3 u. a.

2 2

HIJ

HJ IM

A

 

    

 4, 4, 4F  e 

10 10 10

, ,

3 3 3

P

 

 

 

 

2 2 2

10 10 10

4 4 4

3 3 3

PF

     
     

     
     

 

4 4 4 12 2 3

9 9 9 9 3

      

   

1 1 2 3

2 3

3 3 3

FHIJ HIJ

V A PF        

4 3 4

 u. v.

3 3 3



 



 

 

89.1.      0, 0, 0 2, 3, 1 2, 3, 1AO O A       

����

 

 , 0, 0P x  

     , 0, 0 2, 3, 1 2, 3, 1AP P A       x x

����

 

   0 2, 3, 1 2, 3, 1 0AO AP AO AP          x

���� ���� ���� ����

 

 2 2 9 1 0 2 5 7          x x x  

 7, 0, 0P  

 

89.2. EF ABC  e E EF  

     : , , 1, 2, 4 2, 1, 2 ,EF y z k k   x ℝ  

   , , 1 2 , 2 , 4 2 ,y z k k k k     x ℝ  

F é o ponto de interseção da reta EF com o plano 

ABC. 

     2 1 2 2 2 4 2 1 0k k k         

2 4 2 8 4 1 0k k k          

9 9 1k k       

        1 2 1 , 2 1 , 4 2 1 1, 3, 2F            

 

90. D é o ponto de interseção da reta HD com o plano 

ABC. 

HD ABC  e H HD  

HD:      , , 4, 5, 5 2, 1, 3 ,y z k k    x ℝ  

   , , 4 2 , 5 , 5 3 ,y z k k k k      x ℝ  

     2 4 2 5 3 5 3 0k k k         

8 4 5 15 9 0k k k         

14 28 2k k       

        4 2 2 , 5 2 ,5 3 2 0, 3, 1D              

 

91.1. a)      , , 3, 6, 9 1, 2, 2 ,y z k k  x ℝ  

b) E é o ponto de interseção de r com o plano ABC. 

r :    , , 3 , 6 2 , 9 2 ,y z k k k k    x ℝ  

   3 2 6 2 2 9 2 6 0k k k           

3 12 4 18 4 6 0k k k          

9 27 3k k       

      3 3, 6 2 3 , 9 2 3 0, 0, 3E          

 

91.2.  0, , 0B y  e B ABC  

0 2 2 0 6 0 2 6 3y y y           

Logo, a ordenada de B é 3. 

 

91.3.      3, 6, 9 0, 3, 0 3, 3, 9BV V B    

����

 

      2 2 2 0, 0, 3 0, 3, 0BD BE E B       

���� ����

 

   2 0, 3, 3 0, 6, 6      

   3, 3, 9 0, 6, 6BV BD    

���� ����

 

 3 0 3 6 9 6 18 54 36            
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92.1. Para que a reta seja paralela ao plano ABC, o seu 

vetor diretor tem de ser perpendicular ao vetor 

normal ao plano. Como ABC // EFG, um vetor 

normal ao plano ABC é  7, 1, 4 . 

   7, 1, 4 1, 1, 2 7 1 1 1 4 2 0          

       7, 1, 4 1, 1, 2 7 1 1 1 4 2 0              

Então, tendo em conta os vetores, poderá ser a 

opção (A) ou a opção (B). 
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: 7 4 0ABC y z d C ABC     x  

 7 4 4 4 1 0 28d d           

: 7 4 28 0ABC y z   x  

 , 0, 0A x  e A ABC  

7 0 4 0 28 0 7 28 4        x x x  

 4, 0, 0A  

     4, 0,0 3, 1, 2 1, 1, 2k   

4 3 1

0 1 1

0 2 2 1

k k

k k

k k

   

 
      

 
   

 

 Sistema impossível. 

Logo, por exclusão de partes, o ponto A pertence à 

reta definida na opção (B). 

 

92.2. a) E é o ponto de interseção da reta AE com o plano 

EFG. 

AE EFG  

AE:      , , 4, 0, 0 7, 1, 4 ,y z k k   x ℝ  

   , , 4 7 , , 4y z k k k   x  

   7 4 7 4 4 38 0k k k         

28 49 16 38 0k k k        

66 66 1k k       

      4 7 1 , 1, 4 1 3, 1, 4E            

b) O ponto do plano EFG que está mais próximo  

de C é o ponto G. 

   4, 4, 1 7, 1, 4G C AE        

����

 

 3, 5, 3    

Cálculo auxiliar: 

   3, 1, 4 4, 0, 0AE E A      

����

 

 7, 1, 4    

 

93.1. Sejam r

�

 e s

�

 vetores diretores das retas r e s, 

respetivamente. 

 1, 2, 1r  

�

 e  1, 2, 0s 

�

 

1 2

1 2





 

Logo, r e s não são paralelas. 

 0, 0, 1  é um ponto do semieixo negativo Oz  e 

pertence à reta r. 

     0, 0, 1 1, 2, 1 1, 2, 0k     

0 1 1

0 2 2 1

1 1 0 1 1

k k

k k

    

 
     

 
      

 

 

Logo, o ponto  0, 0, 1 s  . 

Então, as retas r e s são concorrentes num ponto 

do semieixo negativo Oz . 

 

93.2. Seja   o plano definido pelas retas r e s e seja 

 , ,n a b c

��

 um seu vetor normal. 

n r

�� �

 e n s

�� �

 

   

   

, , 1, 2, 1 00

, , 1, 2, 0 0
0

a b cn r

a b c
n r

      
  

   

�� �

�� �
 

2 0 2 2 0

2 0 2

a b c b b c

a b a b

       

   
    

 

4

2

c b

a b

 

 
 

 

   2 , , 4 , \ 0n b b b b   

��
ℝ  

Se, por exemplo, 1b  ,  2, 1, 4n   

��

. 

: 2 4 0y z d     x  e  0, 0, 1    

 2 0 0 4 1 0 4d d            

: 2 4 4 0y z     x  

93.3.  0, 0, 1I   e  3, 6, 2A   

Seja M o ponto médio de  IA  e seja   o seu 

plano mediador. 

0 3 0 6 1 2 3 1

, , , 3,

2 2 2 2 2

M

      
 

   

   

 

IA 

���

 

     3, 6, 2 0, 0, 1 3, 6, 3IA A I       

���

 

: 3 6 3 0y z d     x  e M   

3 1

3 6 3 3 0 24

2 2

d d

 
           

 

 

 

: 3 6 3 24 0y z     x  

     : , , 1, 2, 1 1, 2, 0 ,s y z k k   x ℝ  

   , , 1 , 2 2 , 1 ,y z k k k     x ℝ  

     3 1 6 2 2 3 1 24 0k k            

3 3 12 12 3 24 0k k         

9 18 2k k     

   1 2, 2 2 2, 1 3, 6, 1B        
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94.1. a) E é o ponto de interseção da reta EV com o 

plano ABC. 

EV ABC  

     , , 7, 8, 4 2, 1, 2 ,:E y z k kV     x ℝ  

   , , 7 2 , 8 , 4 2 ,y z k k k k      x ℝ  

   2 7 2 8 2 4 2 6 0k k k           

14 4 8 8 4 6 0k k k         

9 36 4k k       

      7 2 4 , 8 4, 4 2 4 1, 4, 4E            

b)  0, 0,A z  e A ABC  

2 0 0 2 6 0 3z z        

 0, 0, 3A  

     
2 2 2

1 0 4 0 4 3AE         

1 16 1 18     

M
M

A
11D

RG
F ©
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88.2.  EB  e  CD  são diagonais faciais paralelas a HI. 

 AC  e  EG  são diagonais faciais paralelas a HJ. 

 AD  e  BG  são diagonais faciais paralelas a IJ. 

Sendo estas diagonais paralelas a retas contidas 

no plano  , são paralelas ao plano  . 

Então, há 6 diagonais das faces do cubo que estão 

contidas em retas paralelas ao plano  . 

88.3. OF:      , , 0, 0, 0 4, 4, 4 ,y z k k  x ℝ  

   , , 4 , 4 , 4 ,y z k k k k  x ℝ  

5

4 4 4 10 0 12 10

6

k k k k k         

5 5 5 10 10 10

4 ,4 ,4 , ,

6 6 6 3 3 3

P

   
   

   

   

 

 

88.4. Resolução da Ana: 

 

2 2

2 u.a.

2 2

FHJ

HF FJ

A

 

    

   

1 1 4

V 2 2  u.v.

3 3 3

FHIJ FHJ

A FI        

Resolução do João: 

 4, 2, 4H  e  2, 4, 4J  

     
2 2 2

4 2 2 4 4 4HJ         

4 4 0 8 2 2      

Seja M o ponto médio de  HJ . 

2 22 2 2 2

8 2HI HM IM IM       

 0
2

8 2 6

IM

IM IM



      

 

2 2 6

2 3 u. a.

2 2

HIJ

HJ IM

A

 

    

 4, 4, 4F  e 

10 10 10

, ,

3 3 3

P

 

 

 

 

2 2 2

10 10 10

4 4 4

3 3 3

PF

     
     

     
     

 

4 4 4 12 2 3

9 9 9 9 3

      

   

1 1 2 3

2 3

3 3 3

FHIJ HIJ

V A PF        

4 3 4

 u. v.

3 3 3



 



 

 

89.1.      0, 0, 0 2, 3, 1 2, 3, 1AO O A       

����

 

 , 0, 0P x  

     , 0, 0 2, 3, 1 2, 3, 1AP P A       x x

����

 

   0 2, 3, 1 2, 3, 1 0AO AP AO AP          x

���� ���� ���� ����

 

 2 2 9 1 0 2 5 7          x x x  

 7, 0, 0P  

 

89.2. EF ABC  e E EF  

     : , , 1, 2, 4 2, 1, 2 ,EF y z k k   x ℝ  

   , , 1 2 , 2 , 4 2 ,y z k k k k     x ℝ  

F é o ponto de interseção da reta EF com o plano 

ABC. 

     2 1 2 2 2 4 2 1 0k k k         

2 4 2 8 4 1 0k k k          

9 9 1k k       

        1 2 1 , 2 1 , 4 2 1 1, 3, 2F            

 

90. D é o ponto de interseção da reta HD com o plano 

ABC. 

HD ABC  e H HD  

HD:      , , 4, 5, 5 2, 1, 3 ,y z k k    x ℝ  

   , , 4 2 , 5 , 5 3 ,y z k k k k      x ℝ  

     2 4 2 5 3 5 3 0k k k         

8 4 5 15 9 0k k k         

14 28 2k k       

        4 2 2 , 5 2 ,5 3 2 0, 3, 1D              

 

91.1. a)      , , 3, 6, 9 1, 2, 2 ,y z k k  x ℝ  

b) E é o ponto de interseção de r com o plano ABC. 

r :    , , 3 , 6 2 , 9 2 ,y z k k k k    x ℝ  

   3 2 6 2 2 9 2 6 0k k k           

3 12 4 18 4 6 0k k k          

9 27 3k k       

      3 3, 6 2 3 , 9 2 3 0, 0, 3E          

 

91.2.  0, , 0B y  e B ABC  

0 2 2 0 6 0 2 6 3y y y           

Logo, a ordenada de B é 3. 

 

91.3.      3, 6, 9 0, 3, 0 3, 3, 9BV V B    

����

 

      2 2 2 0, 0, 3 0, 3, 0BD BE E B       

���� ����

 

   2 0, 3, 3 0, 6, 6      

   3, 3, 9 0, 6, 6BV BD    

���� ����

 

 3 0 3 6 9 6 18 54 36            
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92.1. Para que a reta seja paralela ao plano ABC, o seu 

vetor diretor tem de ser perpendicular ao vetor 

normal ao plano. Como ABC // EFG, um vetor 

normal ao plano ABC é  7, 1, 4 . 

   7, 1, 4 1, 1, 2 7 1 1 1 4 2 0          

       7, 1, 4 1, 1, 2 7 1 1 1 4 2 0              

Então, tendo em conta os vetores, poderá ser a 

opção (A) ou a opção (B). 
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: 7 4 0ABC y z d C ABC     x  

 7 4 4 4 1 0 28d d           

: 7 4 28 0ABC y z   x  

 , 0, 0A x  e A ABC  

7 0 4 0 28 0 7 28 4        x x x  

 4, 0, 0A  

     4, 0,0 3, 1, 2 1, 1, 2k   

4 3 1

0 1 1

0 2 2 1

k k

k k

k k

   

 
      

 
   

 

 Sistema impossível. 

Logo, por exclusão de partes, o ponto A pertence à 

reta definida na opção (B). 

 

92.2. a) E é o ponto de interseção da reta AE com o plano 

EFG. 

AE EFG  

AE:      , , 4, 0, 0 7, 1, 4 ,y z k k   x ℝ  

   , , 4 7 , , 4y z k k k   x  

   7 4 7 4 4 38 0k k k         

28 49 16 38 0k k k        

66 66 1k k       

      4 7 1 , 1, 4 1 3, 1, 4E            

b) O ponto do plano EFG que está mais próximo  

de C é o ponto G. 

   4, 4, 1 7, 1, 4G C AE        

����

 

 3, 5, 3    

Cálculo auxiliar: 

   3, 1, 4 4, 0, 0AE E A      

����

 

 7, 1, 4    

 

93.1. Sejam r

�

 e s

�

 vetores diretores das retas r e s, 

respetivamente. 

 1, 2, 1r  

�

 e  1, 2, 0s 

�

 

1 2

1 2





 

Logo, r e s não são paralelas. 

 0, 0, 1  é um ponto do semieixo negativo Oz  e 

pertence à reta r. 

     0, 0, 1 1, 2, 1 1, 2, 0k     

0 1 1

0 2 2 1

1 1 0 1 1

k k

k k

    

 
     

 
      

 

 

Logo, o ponto  0, 0, 1 s  . 

Então, as retas r e s são concorrentes num ponto 

do semieixo negativo Oz . 

 

93.2. Seja   o plano definido pelas retas r e s e seja 

 , ,n a b c

��

 um seu vetor normal. 

n r

�� �

 e n s

�� �

 

   

   

, , 1, 2, 1 00

, , 1, 2, 0 0
0

a b cn r

a b c
n r

      
  

   

�� �

�� �
 

2 0 2 2 0

2 0 2

a b c b b c

a b a b

       

   
    

 

4

2

c b

a b

 

 
 

 

   2 , , 4 , \ 0n b b b b   

��
ℝ  

Se, por exemplo, 1b  ,  2, 1, 4n   

��

. 

: 2 4 0y z d     x  e  0, 0, 1    

 2 0 0 4 1 0 4d d            

: 2 4 4 0y z     x  

93.3.  0, 0, 1I   e  3, 6, 2A   

Seja M o ponto médio de  IA  e seja   o seu 

plano mediador. 

0 3 0 6 1 2 3 1

, , , 3,

2 2 2 2 2

M

      
 

   

   

 

IA 

���

 

     3, 6, 2 0, 0, 1 3, 6, 3IA A I       

���

 

: 3 6 3 0y z d     x  e M   

3 1

3 6 3 3 0 24

2 2

d d

 
           

 

 

 

: 3 6 3 24 0y z     x  

     : , , 1, 2, 1 1, 2, 0 ,s y z k k   x ℝ  

   , , 1 , 2 2 , 1 ,y z k k k     x ℝ  

     3 1 6 2 2 3 1 24 0k k            

3 3 12 12 3 24 0k k         

9 18 2k k     

   1 2, 2 2 2, 1 3, 6, 1B        
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94.1. a) E é o ponto de interseção da reta EV com o 

plano ABC. 

EV ABC  

     , , 7, 8, 4 2, 1, 2 ,:E y z k kV     x ℝ  

   , , 7 2 , 8 , 4 2 ,y z k k k k      x ℝ  

   2 7 2 8 2 4 2 6 0k k k           

14 4 8 8 4 6 0k k k         

9 36 4k k       

      7 2 4 , 8 4, 4 2 4 1, 4, 4E            

b)  0, 0,A z  e A ABC  

2 0 0 2 6 0 3z z        

 0, 0, 3A  

     
2 2 2

1 0 4 0 4 3AE         

1 16 1 18     

M
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2 2 18AC AE   

 

2 18 2 18

2 2

ABCD

AC BD

A

 

   

2 18 36 u. a.    

Nota: Repare que a área de um quadrado é 

dada pelo quadrado do comprimento do seu 

lado, mas também por metade do produto do 

comprimento das suas diagonais. 

     
2 2 2

1 7 4 8 4 4EV         

64 16 64 144 12      

   

1 1

36 12

3 3

ABCDV ABCD

V A EV       

144 u. v.  

 

94.2.      

2

2
2 2 2

2

raio 7 0 8 0 4 0OV         

49 64 16 129     

Equação da superfície esférica: 

     
2 2 2

7 8 4 129y z     x  

 

95.1. 
 

 0
2

25 25 5

OA

OABC

A OA OA



      

 5, 0, 0A  e  5, 5, 0B  

 

1

50 25 50 6

3

OABCD

V OD OD        

 0, 0, 6D  

     5, 5, 0 5,0, 0 0, 5, 0AB B A    

����

 

     0, 0, 6 5, 0, 0 5, 0, 6AD D A     

����

 

Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal ao plano ABD. 

n AB

�� ����

 e n AD

�� ����

 

0

0

n AB

n AD

  


 

�� ����

�� ����
 

   

   

, , 0, 5, 0 0

, , 5, 0, 6 0

a b c

a b c

  
 

  

 

0

5 0

6

5 6 0

5

b

b

a c a c


 

  
    



 

 
6

, 0, , \ 0

5

n c c c

 
 
 

 

��
ℝ  

Se, por exemplo, 5c  ,  6, 0, 5n 

��

. 

Seja   o plano paralelo a ABD e que passa por 

 0, 5, 0C . 

: 6 5 0z d   x  e C   

6 0 5 0 0 0d d        

: 6 5 0z  x  

 

 

 

 

 

95.2. 
3 15 5

5 6 6 2

EH

EH     

 

2

5 25

 u.a.

2 4

EFGH

A

 
 
 

 

 

 

1 25 25

3  u. v.

3 4 4

DEFGH

V      

     

25 175

50  u. v.

4 4

OABCEFGH OABCD DEFGH

V V V      

 

 

95.3. 
6 30 5

5 6 6

EH k k

EH

 

     

5

5

6

EH k    

 

2

5

5

6

EFGH

A k

 
 
 

 

 

 
 

2

1 5

5 6

3 6

DEFGH

V k k

 
    

 

 

 

   

1

2

OABCEFGH OABCD

V V  

 
 

2

1 1 5

50 5 6 25

2 3 6

OEFGH

V k k

 
        

 

 

 

Sejam f e g as funções definidas, respetivamente, 

por: 

   

2

1 5

5 6

3 6

f

 
   

 

 

x x x  e   25g x  

 

O volume do tronco da pirâmide  OABCEFG  é 

metade do volume da pirâmide para 1,24k  . 
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Máximo On 
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Tarefa 1 

1. A partir das coordenadas dos pontos 1 e 2, x1 e y1 

para o ponto 1 e x2 e y2 para o ponto 2, se as 

abcissas forem iguais, a função devolve “None” 

uma vez que o declive da reta não fica definido, 

caso contrário, devolve o valor do declive 

calculado como (y2-y1)/(x2-x1). 

2.1. A função calcular_inclinacao_em graus não calcula 

corretamente a inclinação a partir do declive 

quando o declive é negativo. 

2.2. Se o declive for positivo ou zero, calcula a 

inclinação como é apresentado e se for negativo, 

soma 180 graus ao apresentado. 

2.3. Por exemplo:  

 

2.4.  

a) 

 

153,43 graus 

b) 

 

90 graus 

c) 

 

0 graus 

 

 

d) 

 

71,57 graus 
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3.1. Por exemplo, Parte 3 – Parte 1 – Parte 2. 

Alternativa: Parte 1 – Parte 3 – Parte 2 

3.2. a) 

 

0 graus 

b)  

 

33,69 graus 

3.3. a) Bastava incluir a introdução da cota nos quatro 

pontos usados, bem como nas restantes 

funções que dependem das coordenadas dos 

pontos. 

b) Bastava tirar o módulo do produto escalar, ou 

seja, o comando “abs”. 

 

Pág. 222 

Tarefa 2 

1. Por exemplo:  

 

Os vetores são perpendiculares. 

2. Como não se verifica a primeira condição da 

estrutura de condição, mas a segunda sim, porque 

a1=0 e a2=0, o programa calcula b2*c1 e compara 

com o valor de c2*b1. Como b2*c1=0 e c2*b1=12 e 

é falso que 0=12, é atribuído o valor lógico False a 

colineares. No final do programa, como colineares 

= False, conclui que os vetores dados não são 

colineares.  

M
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2 2 18AC AE   

 

2 18 2 18

2 2

ABCD

AC BD

A

 

   

2 18 36 u. a.    

Nota: Repare que a área de um quadrado é 

dada pelo quadrado do comprimento do seu 

lado, mas também por metade do produto do 

comprimento das suas diagonais. 

     
2 2 2

1 7 4 8 4 4EV         

64 16 64 144 12      

   

1 1

36 12

3 3

ABCDV ABCD

V A EV       

144 u. v.  

 

94.2.      

2

2
2 2 2

2

raio 7 0 8 0 4 0OV         

49 64 16 129     

Equação da superfície esférica: 

     
2 2 2

7 8 4 129y z     x  

 

95.1. 
 

 0
2

25 25 5

OA

OABC

A OA OA



      

 5, 0, 0A  e  5, 5, 0B  

 

1

50 25 50 6

3

OABCD

V OD OD        

 0, 0, 6D  

     5, 5, 0 5,0, 0 0, 5, 0AB B A    

����

 

     0, 0, 6 5, 0, 0 5, 0, 6AD D A     

����

 

Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal ao plano ABD. 

n AB

�� ����

 e n AD

�� ����

 

0

0

n AB

n AD

  


 

�� ����

�� ����
 

   

   

, , 0, 5, 0 0

, , 5, 0, 6 0

a b c

a b c

  
 

  

 

0

5 0

6

5 6 0

5

b

b

a c a c


 

  
    



 

 
6

, 0, , \ 0

5

n c c c

 
 
 

 

��
ℝ  

Se, por exemplo, 5c  ,  6, 0, 5n 

��

. 

Seja   o plano paralelo a ABD e que passa por 

 0, 5, 0C . 

: 6 5 0z d   x  e C   

6 0 5 0 0 0d d        

: 6 5 0z  x  

 

 

 

 

 

95.2. 
3 15 5

5 6 6 2

EH

EH     

 

2

5 25

 u.a.

2 4

EFGH

A

 
 
 

 

 

 

1 25 25

3  u. v.

3 4 4

DEFGH

V      

     

25 175

50  u. v.

4 4

OABCEFGH OABCD DEFGH

V V V      

 

 

95.3. 
6 30 5

5 6 6

EH k k

EH

 

     

5

5

6

EH k    

 

2

5

5

6

EFGH

A k

 
 
 

 

 

 
 

2

1 5

5 6

3 6

DEFGH

V k k

 
    

 

 

 

   

1

2

OABCEFGH OABCD

V V  

 
 

2

1 1 5

50 5 6 25

2 3 6

OEFGH

V k k

 
        

 

 

 

Sejam f e g as funções definidas, respetivamente, 

por: 

   

2

1 5

5 6

3 6

f

 
   

 

 

x x x  e   25g x  

 

O volume do tronco da pirâmide  OABCEFG  é 

metade do volume da pirâmide para 1,24k  . 
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Tarefa 1 

1. A partir das coordenadas dos pontos 1 e 2, x1 e y1 

para o ponto 1 e x2 e y2 para o ponto 2, se as 

abcissas forem iguais, a função devolve “None” 

uma vez que o declive da reta não fica definido, 

caso contrário, devolve o valor do declive 

calculado como (y2-y1)/(x2-x1). 

2.1. A função calcular_inclinacao_em graus não calcula 

corretamente a inclinação a partir do declive 

quando o declive é negativo. 

2.2. Se o declive for positivo ou zero, calcula a 

inclinação como é apresentado e se for negativo, 

soma 180 graus ao apresentado. 

2.3. Por exemplo:  

 

2.4.  

a) 

 

153,43 graus 

b) 

 

90 graus 

c) 

 

0 graus 

 

 

d) 

 

71,57 graus 
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3.1. Por exemplo, Parte 3 – Parte 1 – Parte 2. 

Alternativa: Parte 1 – Parte 3 – Parte 2 

3.2. a) 

 

0 graus 

b)  

 

33,69 graus 

3.3. a) Bastava incluir a introdução da cota nos quatro 

pontos usados, bem como nas restantes 

funções que dependem das coordenadas dos 

pontos. 

b) Bastava tirar o módulo do produto escalar, ou 

seja, o comando “abs”. 
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Tarefa 2 

1. Por exemplo:  

 

Os vetores são perpendiculares. 

2. Como não se verifica a primeira condição da 

estrutura de condição, mas a segunda sim, porque 

a1=0 e a2=0, o programa calcula b2*c1 e compara 

com o valor de c2*b1. Como b2*c1=0 e c2*b1=12 e 

é falso que 0=12, é atribuído o valor lógico False a 

colineares. No final do programa, como colineares 

= False, conclui que os vetores dados não são 

colineares.  M
M

A
11

D
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3. Por exemplo: 

 

Os planos são perpendiculares. 

 

Os planos são oblíquos. 

 

4. a) A*x0 + B*y0 + C*z0 + D 

b) perpendicular. 

c) oblíqua. 

 

Avaliação global 1 
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1. M é o ponto médio de [AB]. 

1 1

2 2

AM AB OA   

Seja   a inclinação da reta OM. 

1

1
2

tan

2

OA

AM

OA OA

     

1
1

tan 26,6º

2





 
 

 

 

 

Opção (C) 

2. AD AC

���� ����

 e BC BD

���� ����

 são positivos e AC CD

���� ����

 e 

DC BD

���� ����

 são negativos. 

AC CD CA CD CA CD      

���� ���� ���� ���� ���� ����

1

2

CA

CD



����

����

  

2

2
1 1

4 8

2 2

CA      

����

 

DC BD DC DB DC     

���� ���� ���� ���� ����

1

2

DB

DB

DC

 

����

����

����

  

2

2
1 1

6 18

2 2

DB      

����

 

Opção (D) 

3. 

AB

EF AC AB AC AB AC

AC

     

����

���� ���� ���� ���� ���� ����

����  

2

2

AB a 

����

;  Opção (A) 

4. 1u 

�

 e 

1

2

v 

�

 

     

   

1 1

cos , 1 cos , cos ,

2 2

1 1 1

1 cos , 1 cos ,

2 2 2

u v u v u v u v u v

u v u v

     

      

� � � � � � � � � �
ɵ ɵ ɵ

� � � �
ɵ ɵ

 

Opção (B) 

 

5.  2, 1OC  

����

;  

1 1

2 2

OC

m   



 

r OC . Então, 2
r

m  . 

: 2r y b x  e C r  

 1 2 2 5b b       

: 2 5r y  x  

Seja P o ponto da reta r com abcissa igual ao 

dobro da ordenada. 

 2 ,P y y  e P r  

5

2 2 5 3 5

3

y y y y          

10 5

,

3 3

P

 
 

 

 

; Opção (C) 
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6.  5, 4, 0A  e  0, 4, 3B  

 5, 4, 0OA 

����

 e  0, 4, 3OB 

����

 

Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal ao plano OAB. 

n OA

�� ����

 e n OB

�� ����

 

   

   

, , 5, 4, 0 00

, , 0, 4, 3 0
0

a b cn OA

a b c
n OB

     
  

   

�� ����

�� ����
 

4

5 4 0
5

4 3 0 4

3

a b

a b

b c

c b


 

  
  

  
 



 

 
4 4

, , , \ 0

5 3

n b b b b

 
   
 

 

��
ℝ  

Se, por exemplo, 15b   ,  12, 15, 20n  

��

. 

12 15 20 0:OA y zB d   x  e O OAB  

12 0 15 0 20 0 0 0d d          

12 15 20 0:OAB y z  x  

Opção (A) 

 

Pág. 225 

7. Seja r

�
 um vetor diretor da reta r e n

�
 um vetor 

normal ao plano  . 

 2, 1,r m 

�

 e  3 , 3, 3n m

�
 

//r r n  

� �

 

   0 2, 1, 3 ,3, 3 0r n m m      

� �
 

1

6 3 3 0 9 3

3

m m m m         

Opção (D) 

 

8.1.  
2 2

2 1 1 2 0 2 0k k k k k k          

0 2k k     

I-b) 

 

8.2. Seja P o ponto de interseção da reta r com o plano  . 

 2, 0,P z  

2 2 0 1 1P z z          

 2, 0, 1P   

2 2 1 1

_____
0 1 1

1 1 2

m k m m

P r k k

m kn m n n

      

  
         

  
       

  

 

II-c) 

 

8.3. //s r  

Os vetores diretores de s ( s

�

) e de r ( r

�

) são 

colineares. 

 1, 1,r n

�

 e  , ,s n n m

�

 

2

1 1

n n m

m n

n

     

III-a) 

 

9.1. BF EFG  

: 0EFG y z d   x  e H EFG  

5 3 4 0 12d d        

: 12 0 2 2 2 24 0EFG y z y z         x x  

Opção (A) 

 

9.2. //DH BF  

     : , , 5, 3, 4 1, 1, 1 ,DH y z k k     x ℝ  

   , , 5 , 3 , 4 ,y z k k k k       x ℝ  

 , 0,D Oz D z x x  e D DH  

5 5 3 2

_____
0 3 3

4 4 3 1

k

k k

z k z z

         

  
       

  
    

  

x x x

 

 2, 0, 1D   

 2, 0, 1OD  

����

 

 5, 3, 4OH   

����

 

 cos ,

OD OH

OD OH

OD OH



 



���� ����
���� ����

ɵ
���� ����  

   

     
2 2 2

2 2 2

2,0,1 5, 3,4

2 0 1 5 3 4

   

 

       

 

   2 5 0 3 1 4 14

5 50 5 10

       

 



 

 
1

14

, cos 27,69º

5 10

OD OH


 

 
 

 

���� ����
ɵ

 

Opção (D) 
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1. 
1

3

r

m   

Como 0
r

m   e 
1

tan

3

 , 

1
1

tan 0,322 rad

3





 
 

 

 

 

4

4

1

t

m



    

Como 0
t

m   e 4 tan  , 

 
1

tan 4 1,816 rad



      

1,816 0,322 1,5 rad        

 

2.  4, 1A  e  2, 2B   

 3, 4u  

�

 

2.1.  
2

2

3 4 9 16 5u      

�

 

     2, 2 4,1 2, 3AB B A       

����

 

M
M

A
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3. Por exemplo: 

 

Os planos são perpendiculares. 

 

Os planos são oblíquos. 

 

4. a) A*x0 + B*y0 + C*z0 + D 

b) perpendicular. 

c) oblíqua. 

 

Avaliação global 1 
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1. M é o ponto médio de [AB]. 

1 1

2 2

AM AB OA   

Seja   a inclinação da reta OM. 

1

1
2

tan

2

OA

AM

OA OA

     

1
1

tan 26,6º

2





 
 

 

 

 

Opção (C) 

2. AD AC

���� ����

 e BC BD

���� ����

 são positivos e AC CD

���� ����

 e 

DC BD

���� ����

 são negativos. 

AC CD CA CD CA CD      

���� ���� ���� ���� ���� ����

1

2

CA

CD



����

����

  

2

2
1 1

4 8

2 2

CA      

����

 

DC BD DC DB DC     

���� ���� ���� ���� ����

1

2

DB

DB

DC

 

����

����

����

  

2

2
1 1

6 18

2 2

DB      

����

 

Opção (D) 

3. 

AB

EF AC AB AC AB AC

AC

     

����

���� ���� ���� ���� ���� ����

����  

2

2

AB a 

����

;  Opção (A) 

4. 1u 

�

 e 

1

2

v 

�

 

     

   

1 1

cos , 1 cos , cos ,

2 2

1 1 1

1 cos , 1 cos ,

2 2 2

u v u v u v u v u v

u v u v

     

      

� � � � � � � � � �
ɵ ɵ ɵ

� � � �
ɵ ɵ

 

Opção (B) 

 

5.  2, 1OC  

����

;  

1 1

2 2

OC

m   



 

r OC . Então, 2
r

m  . 

: 2r y b x  e C r  

 1 2 2 5b b       

: 2 5r y  x  

Seja P o ponto da reta r com abcissa igual ao 

dobro da ordenada. 

 2 ,P y y  e P r  

5

2 2 5 3 5

3

y y y y          

10 5

,

3 3

P

 
 

 

 

; Opção (C) 
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6.  5, 4, 0A  e  0, 4, 3B  

 5, 4, 0OA 

����

 e  0, 4, 3OB 

����

 

Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal ao plano OAB. 

n OA

�� ����

 e n OB

�� ����

 

   

   

, , 5, 4, 0 00

, , 0, 4, 3 0
0

a b cn OA

a b c
n OB

     
  

   

�� ����

�� ����
 

4

5 4 0
5

4 3 0 4

3

a b

a b

b c

c b


 

  
  

  
 



 

 
4 4

, , , \ 0

5 3

n b b b b

 
   
 

 

��
ℝ  

Se, por exemplo, 15b   ,  12, 15, 20n  

��

. 

12 15 20 0:OA y zB d   x  e O OAB  

12 0 15 0 20 0 0 0d d          

12 15 20 0:OAB y z  x  

Opção (A) 
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7. Seja r

�
 um vetor diretor da reta r e n

�
 um vetor 

normal ao plano  . 

 2, 1,r m 

�

 e  3 , 3, 3n m

�
 

//r r n  

� �

 

   0 2, 1, 3 ,3, 3 0r n m m      

� �
 

1

6 3 3 0 9 3

3

m m m m         

Opção (D) 

 

8.1.  
2 2

2 1 1 2 0 2 0k k k k k k          

0 2k k     

I-b) 

 

8.2. Seja P o ponto de interseção da reta r com o plano  . 

 2, 0,P z  

2 2 0 1 1P z z          

 2, 0, 1P   

2 2 1 1

_____
0 1 1

1 1 2

m k m m

P r k k

m kn m n n

      

  
         

  
       

  

 

II-c) 

 

8.3. //s r  

Os vetores diretores de s ( s

�

) e de r ( r

�

) são 

colineares. 

 1, 1,r n

�

 e  , ,s n n m

�

 

2

1 1

n n m

m n

n

     

III-a) 

 

9.1. BF EFG  

: 0EFG y z d   x  e H EFG  

5 3 4 0 12d d        

: 12 0 2 2 2 24 0EFG y z y z         x x  

Opção (A) 

 

9.2. //DH BF  

     : , , 5, 3, 4 1, 1, 1 ,DH y z k k     x ℝ  

   , , 5 , 3 , 4 ,y z k k k k       x ℝ  

 , 0,D Oz D z x x  e D DH  

5 5 3 2

_____
0 3 3

4 4 3 1

k

k k

z k z z

         

  
       

  
    

  

x x x

 

 2, 0, 1D   

 2, 0, 1OD  

����

 

 5, 3, 4OH   

����

 

 cos ,

OD OH

OD OH

OD OH



 



���� ����
���� ����

ɵ
���� ����  

   

     
2 2 2

2 2 2

2,0,1 5, 3,4

2 0 1 5 3 4

   

 

       

 

   2 5 0 3 1 4 14

5 50 5 10

       

 



 

 
1

14

, cos 27,69º

5 10

OD OH


 

 
 

 

���� ����
ɵ

 

Opção (D) 
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1. 
1

3

r

m   

Como 0
r

m   e 
1

tan

3

 , 

1
1

tan 0,322 rad

3





 
 

 

 

 

4

4

1

t

m



    

Como 0
t

m   e 4 tan  , 

 
1

tan 4 1,816 rad



      

1,816 0,322 1,5 rad        

 

2.  4, 1A  e  2, 2B   

 3, 4u  

�

 

2.1.  
2

2

3 4 9 16 5u      

�

 

     2, 2 4,1 2, 3AB B A       

����
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 

2

2 5 2u AB u u AB u u
 

        

 

� ���� � � ���� � �

 

    
2

5 2, 3 3,4 2 5          

  5 2 3 3 4 50          

 5 6 12 50 5 44 220        

2.2.  
   

   
2 2

2, 3 3,4

cos ,

2 3 5

AB u

AB r

AB u

    

 


   

���� �

ɵ
���� �  

6

5 13

  

 
1

6

, cos 71º

5 13

AB r



 

 
 

 

ɵ
 

3.1.  1, 2A   

r: : 8 17 0r y  x  

 1 8 2 17 0      

1 16 17 0      Proposição verdadeira. 

Logo, A r . 

 1, 1B   

s:      , 3, 8 4, 7 ,y k k  x ℝ  

     

1 3 4

1, 1 3, 8 4, 7

1 8 7

k

k

k

  

    
 

 

4 4 1

7 7 1

k k

k k

    

  
    

 

Logo, B s . 

 

3.2. a) r : 8 17 0 8 17y y       x x  

1 17

8 8

y  x  

1

8

r

m   

a r . Então, 8
a

m    

1

: 8a y b  x  e A a  

1 1

2 8 1 6b b        

: 8 6a y   x  

7

4

s

m   

b s . Então, 

4

7

b

m    

2

4

:

7

b y b  x  e B b  

 
2 2 2

4 4 3

1 1 1

7 7 7

b b b           

4 3

:

7 7

b y   x  

Interseção das retas a e b: 

4 3 4 3

8 6

7 7 7 7

_______________
8 6

y

y

 
        

 

 
   

xx x

x

 

56 42 4 3 52 39

________________ _________

        

  

 

x x x

 

3

3

4

4

3

08 6

4

yy


 


 

  

 
    



x

x

 

3

, 0

4

C

 

 

 

 

b)  

2

23 1 65

1 0 2 4

4 16 4

AC

 
      

 
 

 

 

2

23 49 65

1 0 1 1

4 16 4

BC

 
      

 
 

 

Os pontos A e B encontram-se à mesma 

distância de C. Então, pertencem à mesma 

circunferência de centro em C e as retas r e s 

são perpendiculares aos raios  AC  e  BC , 

ou seja, são tangentes à circunferência nos 

pontos A e B. 

 

4.1.  cos ,EI IA IE IA IE IA IE IA       

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
ɵ

 

IE 

���

1

2

IA

IA

IE

 

���

���

���

21 1

2 2

IA   

���

 

 cos ,EA IA AE AI AE AI AE AI         

���� ��� ���� ��� ���� ��� ���� ���
ɵ

 

AE 

����

1

2

AI

AI

AE

 

���

���

����

21 1

2 2

AI EI IA     

��� ��� ���

 

 

4.2. Seja O o centro do eneágono. 

2
ˆ

9

IOA



  

2

7
9ˆ

2 18

BAO



 



   

2 4
ˆ

2

9 9

AOH

 

    

4

5
9ˆ

2 18

OAH



 


   

 
7 5 12 2

ˆ ˆ
,

18 18 18 3

AB AH BAO OAH

   

     

���� ����
ɵ

 

AB AH

AB AH

AH







���� ����
���� ����

����

 cos ,AB AH

AH



���� ����
ɵ

����   

2 1

1 cos cos cos

3 3 3 2

   
        

 

 
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5.  0, , 0C y y   

     2, 0 1, 2 1, 2BA A B     

����

 

     0, 1, 2 1, 2BC C B y y       

����

 

 cos ,BA BC BA BC BA BC    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

   1, 2 1, 2y      

   
2 2

2 2

1 2 1 2 cos45ºy         

   
2 2

1 2 2 5 1 2

2

y y            

 
2

2 4 8 10 10 2y y         

Como o radicando, bem como os dois membros da 

equação são não negativos, elevando os dois ao 

quadrado, obtém-se: 

   
2 2

10 10 2 4 6y y       

 
2 2

10 10 4 4 16 48 36y y y y          

2 2

10 16 40 48 10 40 36 0y y y y          

2 2

6 8 14 0 3 4 7 0y y y y           

 
2

4 4 4 3 7 4 10

2 3 6

y y

       

    



 

7

1

3

y y      

Como 0y  ,  0, 1C . 

 

6.  4, 2, 0A  

6.1.  4, 2,B z  e B r  

   
1

4, 2, 1, 1, 1 1, 1,

3

z k

 
   

 

 

 

4 1 3

2 1 3

1 2

1

3

k k

k k

z

z k



   

 
      

 



  



 

 4, 2, 2B  

 4, 0, 2D  

 4,1, , 2C z z   

   0 0, 1, 2 0, 1, 2 0CD CB z z        

���� ����

 

   0 0 1 1 2 2 0z z           

 
2

2 1 2 1 1 3z z z z            

Como 2z  ,  4, 1, 3C . 

Cálculo auxiliar: 

     4, 0, 2 4, 1, 0, 1, 2CD D C z z      

����

 

     4, 2, 2 4, 1, 0, 1, 2CB B C z z     

����

 

 

 

6.2. a) CB CDI

����

 e  0, 1, 1CB  

����

 

CDI: 0y z d    e D CDI  

0 2 0 2d d      

CDI: 2 0y z    

b)  ABDE  é um quadrado. Então, AD BE  e 

BE está contida no plano BGO. 

Logo, AD BGO

����

. 

     4, 0, 2 4, 2, 0 0, 2, 2AD D A     

����

 

     , , 4, 0, 2 0, , 2: 2 ,A y z kD k   x ℝ  

     , , 4, 0, 2 0, 1, 1 ,y z k k    x ℝ  

 

6.3. a) AD 

����

 

: 2 2 0y z d     e B   

2 2 2 2 0 0d d         

: 2 2 0 0y z y z         

 4, 0, 0E  

     
2 2 2

4 4 2 0 2 0EB         

0 4 4 8 2 2      

 
2 2 4 8 2 u. a.

OEBG

A EB OA      

b) 
     ABCDE ABDE BCD

A A A   

2 1

2 2 4 1 5 u. a.

2



       

   
5 4 20 u. v.

ABCDEOFGHI ABCDE

V A OE      

Sejam P, Q, R e S os pontos de interseção de 

  com as arestas  AB ,  FG ,  OI  e  ED , 

respetivamente. 

 

1

20 10

2

OEAFRSPQ

V OE AE AP        

10 5

4 2 10

8 4

AP AP AP         

5

:

4

z   

 

7. Seja r a reta perpendicular a   e que passa por P. 

     , , 1, 1, 2 1, 2, ,: 1r y z k k     x ℝ  

   , , 1 , 1 2 , 2 ,y z k k k k       x ℝ  

Seja Q o ponto de interseção da reta r com o plano 

 . 

   1 2 1 2 2 1 0k k k            

1 2 4 2 1 0k k k           

6 6 1k k     

   1 1, 1 2 1, 2 1 0, 1, 1Q           

     
2 2 2

1 0 1 1 2 1 1 4 1 6PQ              
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 

2

2 5 2u AB u u AB u u
 

        

 

� ���� � � ���� � �

 

    
2

5 2, 3 3,4 2 5          

  5 2 3 3 4 50          

 5 6 12 50 5 44 220        

2.2.  
   

   
2 2

2, 3 3,4

cos ,

2 3 5

AB u

AB r

AB u

    

 


   

���� �

ɵ
���� �  

6

5 13

  

 
1

6

, cos 71º

5 13

AB r



 

 
 

 

ɵ
 

3.1.  1, 2A   

r: : 8 17 0r y  x  

 1 8 2 17 0      

1 16 17 0      Proposição verdadeira. 

Logo, A r . 

 1, 1B   

s:      , 3, 8 4, 7 ,y k k  x ℝ  

     

1 3 4

1, 1 3, 8 4, 7

1 8 7

k

k

k

  

    
 

 

4 4 1

7 7 1

k k

k k

    

  
    

 

Logo, B s . 

 

3.2. a) r : 8 17 0 8 17y y       x x  

1 17

8 8

y  x  

1

8

r

m   

a r . Então, 8
a

m    

1

: 8a y b  x  e A a  

1 1

2 8 1 6b b        

: 8 6a y   x  

7

4

s

m   

b s . Então, 

4

7

b

m    

2

4

:

7

b y b  x  e B b  

 
2 2 2

4 4 3

1 1 1

7 7 7

b b b           

4 3

:

7 7

b y   x  

Interseção das retas a e b: 

4 3 4 3

8 6

7 7 7 7

_______________
8 6

y

y

 
        

 

 
   

xx x

x

 

56 42 4 3 52 39

________________ _________

        

  

 

x x x

 

3

3

4

4

3

08 6

4

yy


 


 

  

 
    



x

x

 

3

, 0

4

C

 

 

 

 

b)  

2

23 1 65

1 0 2 4

4 16 4

AC

 
      

 
 

 

 

2

23 49 65

1 0 1 1

4 16 4

BC

 
      

 
 

 

Os pontos A e B encontram-se à mesma 

distância de C. Então, pertencem à mesma 

circunferência de centro em C e as retas r e s 

são perpendiculares aos raios  AC  e  BC , 

ou seja, são tangentes à circunferência nos 

pontos A e B. 

 

4.1.  cos ,EI IA IE IA IE IA IE IA       

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
ɵ

 

IE 

���

1

2

IA

IA

IE

 

���

���

���

21 1

2 2

IA   

���

 

 cos ,EA IA AE AI AE AI AE AI         

���� ��� ���� ��� ���� ��� ���� ���
ɵ

 

AE 

����

1

2

AI

AI

AE

 

���

���

����

21 1

2 2

AI EI IA     

��� ��� ���

 

 

4.2. Seja O o centro do eneágono. 

2
ˆ

9

IOA



  

2

7
9ˆ

2 18

BAO



 



   

2 4
ˆ

2

9 9

AOH

 

    

4

5
9ˆ

2 18

OAH



 


   

 
7 5 12 2

ˆ ˆ
,

18 18 18 3

AB AH BAO OAH

   

     

���� ����
ɵ

 

AB AH

AB AH

AH







���� ����
���� ����

����

 cos ,AB AH

AH



���� ����
ɵ

����   

2 1

1 cos cos cos

3 3 3 2

   
        

 

 

 

  

Propostas de resolução do manual 
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5.  0, , 0C y y   

     2, 0 1, 2 1, 2BA A B     

����

 

     0, 1, 2 1, 2BC C B y y       

����

 

 cos ,BA BC BA BC BA BC    

���� ���� ���� ���� ���� ����
ɵ

 

   1, 2 1, 2y      

   
2 2

2 2

1 2 1 2 cos45ºy         

   
2 2

1 2 2 5 1 2

2

y y            

 
2

2 4 8 10 10 2y y         

Como o radicando, bem como os dois membros da 

equação são não negativos, elevando os dois ao 

quadrado, obtém-se: 

   
2 2

10 10 2 4 6y y       

 
2 2

10 10 4 4 16 48 36y y y y          

2 2

10 16 40 48 10 40 36 0y y y y          

2 2

6 8 14 0 3 4 7 0y y y y           

 
2

4 4 4 3 7 4 10

2 3 6

y y

       

    



 

7

1

3

y y      

Como 0y  ,  0, 1C . 

 

6.  4, 2, 0A  

6.1.  4, 2,B z  e B r  

   
1

4, 2, 1, 1, 1 1, 1,

3

z k

 
   

 

 

 

4 1 3

2 1 3

1 2

1

3

k k

k k

z

z k



   

 
      

 



  



 

 4, 2, 2B  

 4, 0, 2D  

 4,1, , 2C z z   

   0 0, 1, 2 0, 1, 2 0CD CB z z        

���� ����

 

   0 0 1 1 2 2 0z z           

 
2

2 1 2 1 1 3z z z z            

Como 2z  ,  4, 1, 3C . 

Cálculo auxiliar: 

     4, 0, 2 4, 1, 0, 1, 2CD D C z z      

����

 

     4, 2, 2 4, 1, 0, 1, 2CB B C z z     

����

 

 

 

6.2. a) CB CDI

����

 e  0, 1, 1CB  

����

 

CDI: 0y z d    e D CDI  

0 2 0 2d d      

CDI: 2 0y z    

b)  ABDE  é um quadrado. Então, AD BE  e 

BE está contida no plano BGO. 

Logo, AD BGO

����

. 

     4, 0, 2 4, 2, 0 0, 2, 2AD D A     

����

 

     , , 4, 0, 2 0, , 2: 2 ,A y z kD k   x ℝ  

     , , 4, 0, 2 0, 1, 1 ,y z k k    x ℝ  

 

6.3. a) AD 

����

 

: 2 2 0y z d     e B   

2 2 2 2 0 0d d         

: 2 2 0 0y z y z         

 4, 0, 0E  

     
2 2 2

4 4 2 0 2 0EB         

0 4 4 8 2 2      

 
2 2 4 8 2 u. a.

OEBG

A EB OA      

b) 
     ABCDE ABDE BCD

A A A   

2 1

2 2 4 1 5 u. a.

2



       

   
5 4 20 u. v.

ABCDEOFGHI ABCDE

V A OE      

Sejam P, Q, R e S os pontos de interseção de 

  com as arestas  AB ,  FG ,  OI  e  ED , 

respetivamente. 

 

1

20 10

2

OEAFRSPQ

V OE AE AP        

10 5

4 2 10

8 4

AP AP AP         

5

:

4

z   

 

7. Seja r a reta perpendicular a   e que passa por P. 

     , , 1, 1, 2 1, 2, ,: 1r y z k k     x ℝ  

   , , 1 , 1 2 , 2 ,y z k k k k       x ℝ  

Seja Q o ponto de interseção da reta r com o plano 

 . 

   1 2 1 2 2 1 0k k k            

1 2 4 2 1 0k k k           

6 6 1k k     

   1 1, 1 2 1, 2 1 0, 1, 1Q           

     
2 2 2

1 0 1 1 2 1 1 4 1 6PQ              

 

M
M

A
11

D
RG

F 
©

 P
or

to
 E

di
to

ra

59

Geometria analítica

MMA11DRGF_20243486_TXT GEOM ANALITICA_2P.indd   59MMA11DRGF_20243486_TXT GEOM ANALITICA_2P.indd   59 08/08/2025   16:2108/08/2025   16:21



Geometria 

33 

Questões tipo exame 

Pág. 228 

1.1. IR
f

D   

 
f

Dx ; π6
f

D x     

  
6

6 2 4sin

3

f

  
   

 

 

x

x   

 

6

2 4sin 2 4sin 2

3 3 3

   
       

   

   

x x

 

 2 4sin

3

f

 
  

 

 

x

x  

 Logo, f é uma função periódica de período 6 .  

1.2. 
f

Dx ; 

3

f

D

x

 

 1 sin 1

3

 
  

 

 

x

  

     1 4 4sin 1 4

3

 
        

 

 

x

 

4 4sin 4

3

 
    

 

 

x

 

4 2 2 4sin 4 2

3

 
      

 

 

x

 

6 2 4sin 2

3

 
    

 

 

x

 

2 2 4sin 6

3

 
    

 

 

x

 

 2 6f   x  

 2, 6
f

D    

 

1.3. 0a    

 2x  zero de g  2 0g    

   2 0 2cos 2 0g a      

 2cos 0a   

 cos 0a   

,

2

a k k



    ℤ  

 

Como se pretende o 

menor valor positivo de  

a ,  

2

a



 .  

1.4.    2cosg  x x  

   
0 0

,P fx x ;   
0 0

,Q gx x  

 
0

0

, 2 4sin

3

P

  

  

  

x

x ;   
0 0

, 2cosQ x x  

 1PQ    

   

2

2
0

0 0 0

2 4sin 2cos 1

3

  

        

  

x

x x x  

 
0

0

2 4sin 2cos 1

3

 

    
 

 

x

x  

 

0

0,43x  

 

2.1. 1OA   

sin sin sin

1

PA PA

PA

OA

        

cos cos cos

1

OP OP

OP

OA

        

 

sin cos

2 2
OAP

PA OP

A

  

   

   

sin cos

2 2

2

ORAP OAP

A A

 

     

 
sin cos

ORAP

A     

2.2.  

 

1

,

4

P b

 

 

 

 

cosOP   

 O triângulo [OQP] é retângulo em P. 

 cos

OQ

OP

 

2

1

1
4

cos cos

cos 4

 



    

Como cos 0  , 
1

cos

2

   e, portanto, 

3





 . 

1 3

tan tan 3

1 3 4 4

4

PQ b

b b

OQ





         
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3.1. cosOB  , sinBA   e tanCD   

 
     

2 2

ABCD OCD OBA

OC CD OB BA

A A A

 

      

 
1 tan cos sin

2 2

   

    
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1 sin

sin cos

2 cos



 



 
  

 

 

 

 

2

1 sin sin cos

2 cos

  





    

 

 
2

sin 1 cos
1

2 cos

 





    

 

2 3

1 sin sin sin

2 cos 2cos

  

 

    

 Portanto, a área do trapézio  ABCD  é dada por 

 f  . 

3.2. tan 2   

 Como 
2

2

1

1 tan

cos





  , vem 

2 2

2 2

1 1 1

1 2 5 cos

5cos cos



 

       

 Sendo 

π

0 ,

2



 

 
 

, cos 0   pelo que 

1 1

cos

5 5

   . 

 Dado que 
2 2

sin cos 1   , temos: 

2 2 2
1 1 4

sin 1 sin 1 sin

5 5 5

          

 Como 

π

0 ,

2



 

 
 

, sin 0   pelo que 

4 2

sin

5 5

   . 

  

3 2

3

2 2 2

sin 5 5 5

1 22cos

2

5 5

f







   

   

   
   



 

 

2

2 4

55

 

  

 

 

3.3. 1 tan 1CD    . Logo, como 

π

0 ,

2



 

 
 

, 

temos 

4





 . 

 Portanto, se 1CD  , 

 

π

π

π

3

3

2

sin

2
4

4
2

2cos
2

4
2

ABCD

A f

 
 

 
   

     
   

 
    

   
  
 

 

 

2

2
1

2
1

2

2 2 4

 

 
 

 
    

Opção (A) 

 

3.4.  cos , sinA    e  1, tanD   

 

1 1

cos

2 2

OB    . Como 

π

0 ,

2



 

 
 

, temos 

π

3

   pelo que 

3

sin

2

   e tan 3  . 

 Então, 

1 3

,

2 2

A

 

 
 

 

 e  1, 3D  pelo que  

 

2 2
2 2

1 3 1 3

1 3

2 2 2 2

AD

      
               

      

 

 

1 3

1 1

4 4

     

 Em alternativa, pela semelhança de triângulos 

 OCD  e  OBA , 

1 1

1 2 1

11

2

OD OA AD

AD AD

OC OB



        . 

4.1.  1, 0A ;   1, tanB   

 

1 tan tan

2 2

OAB

A

 

   

      π πcos ,sin cos ,  sinP         ;  

 cos ,0Q 

 

cos sin cos sin

2 2

OPQ

A

 
 

  

   

 

 

sintan

tan
cos2

cos sin cos sin cos sin

2

OAB

OPQ

A

A






     

     

2

2

1

1 tan

cos





    

4.2. a)  
π

πcos sin 1

2

 

 
     

 

 

 cos cos 1       

 2cos 1      

1

cos

2

   

 

 

 

2

2 2

1 1 1

1 tan 4

1cos 1

4
2

OAB

OPQ

A

A





     

 

 
 

 

b)   é a inclinação da reta BP  

 Se 

1

cos

2

   e 

π

0, 

2



 

 
 

, então  

π

tan tan   3

3

 
 

 

 

α . 

Como passa na origem do referencial, a equação 

reduzida da reta BP  é 3y  x . 
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1.1. IR
f

D   

 
f

Dx ; π6
f

D x     

  
6

6 2 4sin

3

f

  
   

 

 

x

x   

 

6

2 4sin 2 4sin 2

3 3 3

   
       

   

   

x x

 

 2 4sin

3

f

 
  

 

 

x

x  

 Logo, f é uma função periódica de período 6 .  

1.2. 
f

Dx ; 

3

f

D

x

 

 1 sin 1

3

 
  

 

 

x

  

     1 4 4sin 1 4

3

 
        

 

 

x

 

4 4sin 4

3

 
    

 

 

x

 

4 2 2 4sin 4 2

3

 
      

 

 

x

 

6 2 4sin 2

3

 
    

 

 

x

 

2 2 4sin 6

3

 
    

 

 

x

 

 2 6f   x  

 2, 6
f

D    

 

1.3. 0a    

 2x  zero de g  2 0g    

   2 0 2cos 2 0g a      

 2cos 0a   

 cos 0a   

,

2

a k k



    ℤ  

 

Como se pretende o 

menor valor positivo de  

a ,  

2

a



 .  

1.4.    2cosg  x x  

   
0 0

,P fx x ;   
0 0

,Q gx x  

 
0

0

, 2 4sin

3

P

  

  

  

x

x ;   
0 0

, 2cosQ x x  

 1PQ    

   

2

2
0

0 0 0

2 4sin 2cos 1

3

  

        

  

x

x x x  

 
0

0

2 4sin 2cos 1

3

 

    
 

 

x

x  

 

0

0,43x  

 

2.1. 1OA   

sin sin sin

1

PA PA

PA

OA

        

cos cos cos

1

OP OP

OP

OA

        

 

sin cos

2 2
OAP

PA OP

A

  

   

   

sin cos

2 2

2

ORAP OAP

A A

 

     

 
sin cos

ORAP

A     

2.2.  

 

1

,

4

P b

 

 

 

 

cosOP   

 O triângulo [OQP] é retângulo em P. 

 cos

OQ

OP

 

2

1

1
4

cos cos

cos 4

 



    

Como cos 0  , 
1

cos

2

   e, portanto, 

3





 . 

1 3

tan tan 3

1 3 4 4

4

PQ b

b b

OQ





         
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3.1. cosOB  , sinBA   e tanCD   

 
     

2 2

ABCD OCD OBA

OC CD OB BA

A A A

 

      

 
1 tan cos sin

2 2

   

    
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1 sin

sin cos

2 cos



 



 
  

 

 

 

 

2

1 sin sin cos

2 cos

  





    

 

 
2

sin 1 cos
1

2 cos

 





    

 

2 3

1 sin sin sin

2 cos 2cos

  

 

    

 Portanto, a área do trapézio  ABCD  é dada por 

 f  . 

3.2. tan 2   

 Como 
2

2

1

1 tan

cos





  , vem 

2 2

2 2

1 1 1

1 2 5 cos

5cos cos



 

       

 Sendo 

π

0 ,

2



 

 
 

, cos 0   pelo que 

1 1

cos

5 5

   . 

 Dado que 
2 2

sin cos 1   , temos: 

2 2 2
1 1 4

sin 1 sin 1 sin

5 5 5

          

 Como 

π

0 ,

2



 

 
 

, sin 0   pelo que 

4 2

sin

5 5

   . 

  

3 2

3

2 2 2

sin 5 5 5

1 22cos

2

5 5

f







   

   

   
   



 

 

2

2 4

55

 

  

 

 

3.3. 1 tan 1CD    . Logo, como 

π

0 ,

2



 

 
 

, 

temos 

4





 . 

 Portanto, se 1CD  , 

 

π

π

π

3

3

2

sin

2
4

4
2

2cos
2

4
2

ABCD

A f

 
 

 
   

     
   

 
    

   
  
 

 

 

2

2
1

2
1

2

2 2 4

 

 
 

 
    

Opção (A) 

 

3.4.  cos , sinA    e  1, tanD   

 

1 1

cos

2 2

OB    . Como 

π

0 ,

2



 

 
 

, temos 

π

3

   pelo que 

3

sin

2

   e tan 3  . 

 Então, 

1 3

,

2 2

A

 

 
 

 

 e  1, 3D  pelo que  

 

2 2
2 2

1 3 1 3

1 3

2 2 2 2

AD

      
               

      

 

 

1 3

1 1

4 4

     

 Em alternativa, pela semelhança de triângulos 

 OCD  e  OBA , 

1 1

1 2 1

11

2

OD OA AD

AD AD

OC OB



        . 

4.1.  1, 0A ;   1, tanB   

 

1 tan tan

2 2

OAB

A

 

   

      π πcos ,sin cos ,  sinP         ;  

 cos ,0Q 

 

cos sin cos sin

2 2

OPQ

A

 
 

  

   

 

 

sintan

tan
cos2

cos sin cos sin cos sin

2

OAB

OPQ

A

A






     

     

2

2

1

1 tan

cos





    

4.2. a)  
π

πcos sin 1

2

 

 
     

 

 

 cos cos 1       

 2cos 1      

1

cos

2

   

 

 

 

2

2 2

1 1 1

1 tan 4

1cos 1

4
2

OAB

OPQ

A

A





     

 

 
 

 

b)   é a inclinação da reta BP  

 Se 

1

cos

2

   e 

π

0, 

2



 

 
 

, então  

π

tan tan   3

3

 
 

 

 

α . 

Como passa na origem do referencial, a equação 

reduzida da reta BP  é 3y  x . 
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5.1. 

3 3 3

cos sin

2 5 5

 

 
      

 

 

  

 
3 4

3 tan 2cos 3 2

4 5

f   

 
         

 

 

 

 

9 8 13

4 5 20

    

Cálculos auxiliares:  

2 2

sin cos 1    
2 2

cos 1 sin       

2

2 2
3 9

cos 1 cos 1

5 25

 

 
      

 

 

 

2
16 4

cos cos

25 5

       

Como ,

2 2

  
 
 
 

x , 

4

cos

5

  .  

3

sin 3
5

tan tan tan

4cos 4

5



  





       

5.2.   3 tan 2cosf   x x x

sin

3 2cos

cos

  

x

x =

x

 

 
2

2
3sin 2 1 sin

3sin 2cos

cos cos

  

 

  

x x
x x

x x

 

2 2

3sin 2 2sin 2sin 3sin 2

cos cos

    

 

x x x x

x x

 

5.3.  ,5
A

A x  ;  ,0
B

B x  

   5
A

f x   e   0
B

f x  

  

 0,52
B

 x  

 
 

5 0,52 5

1,3 u. a.

2 2
OAB

OB

A

 

    

6.1. O triângulo [ORP] é retângulo em R já que a reta 

RP é tangente à circunferência no ponto R e [OR] 

é um raio dessa circunferência. 

 Do mesmo modo se conclui que o triângulo [OSP] 

é retângulo em S. 

 Além disso, estes dois triângulos são iguais pois 

têm a hipotenusa comum e dois catetos iguais 

([OR] e [OS] são raios da circunferência). 

 Consequentemente, os ângulos ROP e SOP são 

iguais, tendo cada um deles amplitude 

2



. 

 Portanto: 

 tan tan tan

2 2 1 2

RP RP

RP

OR

       
    

     

     

  

 Assim, a área do triângulo [ORP] é: 

tan

1 2

2 2 2

RP OR RP

 

 
   

   

 Logo, a área do quadrilátero [ORP] que é o dobro 

da área do triângulo [ORP] é dada, em função de 

 , por:   tan

2

f





 


 

 

 

6.2. tan

2

RP

 


 

 

 e como RP SP , então 

tan

2

SP

 


 

 

. 

 Por outro lado, a amplitude do arco de 

circunferência SOR é igual a  , pelo que a 

amplitude do arco de circunferência do RCS é 

π2  . 

 Assim: 

Comprimento do arco 

da circunferência 

 
Amplitude do 

ângulo (rad) 

π2 1  ------- π2  

x  ------- π2   

 

 π π

π

π

2 1 2

2

2





  

   x x   

 Logo, o arco de circunferência RCS tem π2   

unidades de comprimento. 

 A distância percorrida pelo ponto W é igual a  

 π π2 2 tan 2

2

RP SP



 

 
     

 

 

, com 

 π0 ,  . 
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7.1. Base maior: 2sin   

 Base menor: sin  

 Altura: cos   

 
 

2sin sin

cos

2

OQPR

A

 





   

 

3sin 3sin cos

cos

2 2

  

    

7.2.  1, tanT    

 

15 15

tan tan

8 8

       

 Cálculos auxiliares: 

 

2

2

2 2

1 15 1

tan 1 1

8cos cos



 

 
    

 

 

 

 
2

225 1

1

64 cos 

  
2

289 1

64 cos 

  

2
64

cos

289

 

8

cos

17

    

Como 0 ,

2



 

 
 

,  
8

cos

17

  . 
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2 2 2 2

sin cos 1 sin 1 cos         

2 2
64 225

sin 1 sin

289 289

        

2
15

sin

17

    

Como 0 ,

2



 

 
 

,  
15

sin

17

  . 

 
 

15 8

3

360 180
17 17

u. a.

2 578 289

OQPR

A

 

    

7.3.  0, 0O ;  1, tan

6

T

 


 

 

 

 

3

1,

3

T

 

 
 

 

 

  

2

2 3

1 0 0

3

OT

 

     
 

 

 

 

3 1 4 2 2 3

1 1 u. c.

9 3 3 33

        

8.1. 
 

2

BCOE

OC BE

A OA



   

 sin sinAB OC  x x    

 (Como ,

2

 
 
 
 

x , sin 0x ) 

 tan tanAE   x x    

 (Como ,

2

 
 
 
 

x , tan 0x ) 

 sin tanBE AB AE   x x  

 1OA   

 Assim:

 

sin sin tan

1

2 2
BCOE

OC BE

A OA

  

    

x x x

 

 

sin

2sin

2sin tan cos

2 2




  

x

x

x x
x

 

 
2sin cos sin

2cos





x x x

x

 

 

8.2. A abcissa do ponto de interseção do gráfico de A e 

da reta de equação y  x  no intervalo ,

2

 


 
 

 é a 

solução da condição  

2sin cos sin

,

2cos 2

  
   

 
 

x x x

x x

x

. 

Fazendo 
1

2sin cos sin

2cos

y





x x x

x

 e 
2

y  x  no  

intervalo ,

2

 


 
 

, obtivemos a seguinte  

representação gráfica: 

 

 

O gráfico da função A e a reta de equação y  x  

intersetam-se no ponto de coordenadas  ,a a  

com 2,0a  . 
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9.  2cos , 2sinA   ;  2cos , 0B  ; 

 2cos , 2sinC      

 Seja C’ a projeção ortogonal de C sobre a reta AB. 

 

[ ]

'

2

ABC

AB CC

A



  

2sin 2 2cos

2

  

  

 2sin 2 2cos

2

    





 

4sin cos    

   

2sin 2sin  

   

    

2cos 2cos    

 

10. Seja  a amplitude do ângulo AOP  e seja D  a 

projeção de P  no eixo Ox . 

 

 

tan tan 2 tan

2

CA CA

CA

OA

        

M
M

A
11D

RG
F ©
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5.1. 

3 3 3

cos sin

2 5 5

 

 
      

 

 

  

 
3 4

3 tan 2cos 3 2

4 5

f   

 
         

 

 

 

 

9 8 13

4 5 20

    

Cálculos auxiliares:  

2 2

sin cos 1    
2 2

cos 1 sin       

2

2 2
3 9

cos 1 cos 1

5 25

 

 
      

 

 

 

2
16 4

cos cos

25 5

       

Como ,

2 2

  
 
 
 

x , 

4

cos

5

  .  

3

sin 3
5

tan tan tan

4cos 4

5



  





       

5.2.   3 tan 2cosf   x x x

sin

3 2cos

cos

  

x

x =

x

 

 
2

2
3sin 2 1 sin

3sin 2cos

cos cos

  

 

  

x x
x x

x x

 

2 2

3sin 2 2sin 2sin 3sin 2

cos cos

    

 

x x x x

x x

 

5.3.  ,5
A

A x  ;  ,0
B

B x  

   5
A

f x   e   0
B

f x  

  

 0,52
B

 x  

 
 

5 0,52 5

1,3 u. a.

2 2
OAB

OB

A

 

    

6.1. O triângulo [ORP] é retângulo em R já que a reta 

RP é tangente à circunferência no ponto R e [OR] 

é um raio dessa circunferência. 

 Do mesmo modo se conclui que o triângulo [OSP] 

é retângulo em S. 

 Além disso, estes dois triângulos são iguais pois 

têm a hipotenusa comum e dois catetos iguais 

([OR] e [OS] são raios da circunferência). 

 Consequentemente, os ângulos ROP e SOP são 

iguais, tendo cada um deles amplitude 

2



. 

 Portanto: 

 tan tan tan

2 2 1 2

RP RP

RP

OR

       
    

     

     

  

 Assim, a área do triângulo [ORP] é: 

tan

1 2

2 2 2

RP OR RP

 

 
   

   

 Logo, a área do quadrilátero [ORP] que é o dobro 

da área do triângulo [ORP] é dada, em função de 

 , por:   tan

2

f





 


 

 

 

6.2. tan

2

RP

 


 

 

 e como RP SP , então 

tan

2

SP

 


 

 

. 

 Por outro lado, a amplitude do arco de 

circunferência SOR é igual a  , pelo que a 

amplitude do arco de circunferência do RCS é 

π2  . 

 Assim: 

Comprimento do arco 

da circunferência 

 
Amplitude do 

ângulo (rad) 

π2 1  ------- π2  

x  ------- π2   

 

 π π

π

π

2 1 2

2

2





  

   x x   

 Logo, o arco de circunferência RCS tem π2   

unidades de comprimento. 

 A distância percorrida pelo ponto W é igual a  

 π π2 2 tan 2

2

RP SP



 

 
     

 

 

, com 

 π0 ,  . 
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7.1. Base maior: 2sin   

 Base menor: sin  

 Altura: cos   

 
 

2sin sin

cos

2

OQPR

A

 





   

 

3sin 3sin cos

cos

2 2

  

    

7.2.  1, tanT    

 

15 15

tan tan

8 8

       

 Cálculos auxiliares: 

 

2

2

2 2

1 15 1

tan 1 1

8cos cos



 

 
    

 

 

 

 
2

225 1

1

64 cos 

  
2

289 1

64 cos 

  

2
64

cos

289

 

8

cos

17

    

Como 0 ,

2



 

 
 

,  
8

cos

17

  . 
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2 2 2 2

sin cos 1 sin 1 cos         

2 2
64 225

sin 1 sin

289 289

        

2
15

sin

17

    

Como 0 ,

2



 

 
 

,  
15

sin

17

  . 

 
 

15 8

3

360 180
17 17

u. a.

2 578 289

OQPR

A

 

    

7.3.  0, 0O ;  1, tan

6

T

 


 

 

 

 

3

1,

3

T

 

 
 

 

 

  

2

2 3

1 0 0

3

OT

 

     
 

 

 

 

3 1 4 2 2 3

1 1 u. c.

9 3 3 33

        

8.1. 
 

2

BCOE

OC BE

A OA



   

 sin sinAB OC  x x    

 (Como ,

2

 
 
 
 

x , sin 0x ) 

 tan tanAE   x x    

 (Como ,

2

 
 
 
 

x , tan 0x ) 

 sin tanBE AB AE   x x  

 1OA   

 Assim:

 

sin sin tan

1

2 2
BCOE

OC BE

A OA

  

    

x x x

 

 

sin

2sin

2sin tan cos

2 2




  

x

x

x x
x

 

 
2sin cos sin

2cos





x x x

x

 

 

8.2. A abcissa do ponto de interseção do gráfico de A e 

da reta de equação y  x  no intervalo ,

2

 


 
 

 é a 

solução da condição  

2sin cos sin

,

2cos 2

  
   

 
 

x x x

x x

x

. 

Fazendo 
1

2sin cos sin

2cos

y





x x x

x

 e 
2

y  x  no  

intervalo ,

2

 


 
 

, obtivemos a seguinte  

representação gráfica: 

 

 

O gráfico da função A e a reta de equação y  x  

intersetam-se no ponto de coordenadas  ,a a  

com 2,0a  . 
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9.  2cos , 2sinA   ;  2cos , 0B  ; 

 2cos , 2sinC      

 Seja C’ a projeção ortogonal de C sobre a reta AB. 

 

[ ]

'

2

ABC

AB CC

A



  

2sin 2 2cos

2

   

  

 2sin 2 2cos

2

    





 

4sin cos    

2sin 0    

2sin 2sin    

2cos 0    

2cos 0    

2cos 2cos      

 

10. Seja  a amplitude do ângulo AOP  e seja D  a 

projeção de P  no eixo Ox . 

 

 

tan tan 2 tan

2

CA CA

CA

OA

        

M
M

A
11

D
RG

F 
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cos cos 2cos

2

OD OD

OD

OP

        

2 2cosDA OA OD      

 Área do triângulo  

2

AC DA

ACP



   

 

 2 tan 2 2cos

2

  

   

  tan 2 2cos      

 2 tan 2 tan cos      

 
sin

2 tan cos

cos



 



 
   

 

 

  2 tan sin    

 c   comprimento do arco AP r  

 Como 2r  , temos 2

2

c

c      e 

 

 2 tan sin 2 tan sin

2 2

ACP

c c

A  

    
       

    
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11.1.  
π π π

π0 24 0 24 0 2

12 12 12

t t t          

 Assim, tem-se que: 

 
π π2 2 2

1 cos 1 cos

12 5 5 12 5

t t

   
      

   

   

 

  
π2 2 4 4

0 cos 0

5 5 12 5 5

t h t

 
      

 

 

 

 O máximo da função h  é 
4

0,8

5

 . Logo, a altura 

do painel é igual a 2 0,8 m 1,6 m 160 cm    e a 

base do painel é igual a 2 160 cm 320 cm  . 

 Opção (C) 

  

11.2. O período de tempo pedido é a solução da 

condição  

  
π2 2

0,3 0,5 0,3 cos 0,5

5 5 12

h t t

 
     

 

 

 

 Na calculadora gráfica: 

 
π

1

2 2

cos

5 5 12

y

 
 

 

 

x  

 
2

0,3y   

 
3

0,5y   

 Janela de visualização:    0, 24 0;0,8  

 Recorrendo à função da calculadora para 

determinar valores aproximados das coordenadas 

dos pontos de interseção dos gráficos, obtemos 

valores arredondados às milésimas da abcissa 

dos pontos de interseção do gráfico de h , com as 

retas 0,3y   e 0,5y   no intervalo  0, 24 . 

  

 O período de tempo pedido corresponde à parte 

do gráfico de h , compreendida entre as duas 

retas horizontais, ou seja, entre 
1

5,035t   e 

2

6,965t   e entre 
3

17,035t   e 
4

18,965t  . 

 O primeiro intervalo não pode ser considerado, 

uma vez que se encontra fora do horário de 

trabalho. 

 0,  035 h 0,035 60 min 2 min   ; 

17,035 h 17 h 02 min  

 0,  965 h 0,965 60 min 58 min   ; 

18,965 h 18 h 58 min  

 18,965 17,035 1,93   

 0,93 h 0,93 60 min 56 min   ; 

1,93 h 1h 56 min   

 O trabalho de otimização pode ser efetuado entre 

as 17:02 e as 18:58, podendo este trabalho durar, 

no máximo, 1 hora e 56 minutos. 
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1.1. Seja M  o ponto médio de  AB . Como 

CA CB r  , o triângulo  ABC  é isósceles. Logo, 

CM AB , sendoM  a projeção ortogonal de C  

na reta BA . Assim, como  , 8d B A   e 

 , 4d B M  , temos: 

 

�
 cos

8 4 32

BC BA BC BA CBA

BM

BC BA BA BM

BC

    

       

���� ����

 

 Opção (C) 

1.2. A reta r  passa nos pontos de coordenadas 

 6, 0  e  0, 3 . 

 :r y m b x  

 
3 0 1

0 6 2

m



 



  e  3b   

 
1

: 3

2

r y  x  
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1.3. A reta r  é tangente à circunferência num ponto D  

se: 

 CD r

����

�

, sendo r

�

 um vetor diretor da reta r ; 

 raio 2 5CD  

����

; 

 D  pertence à reta r . 

 Como 
1

2

r

m  ,  2, 1r

�

 é um vetor diretor da reta 

r . Logo,  1, 2n 

�

 é um vetor perpendicular a r . 

 Como CD r

����

�

, sabemos que CD

����

 e n

�

 são 

colineares. 

 2 5CD k n CD  

���� ����

�

 

 2 5 2 5k n k n  

� �

 

 Como  1, 2 1 4 5n     

�

, temos: 

 2 5 5 2 5k n k   

�

 

 2 2 2k k k        

 Se 2k   : 

    2 2 1, 2 2, 4CD n      

����

�

 

      4, 6 2, 4 6, 10D C CD       

����

 

 Como  
1

10 6 3 10 3 3

2

         é uma 

proposição falsa, o ponto de coordenadas 

 6, 10  não pertence à reta r , pelo que não é o 

ponto de tangência. 

 Se 2k  :     2 2 1, 2 2, 4CD n    

����

�

 

      4, 6 2, 4 2, 2D C CD       

����

 

 Como  
1

2 2 3 2 1 3 2 2

2

           é uma 

proposição verdadeira, o ponto de coordenadas 

 2, 2  pertence à reta r . 

 Portanto, a reta r  é tangente à circunferência no 

ponto  2, 2D  . 

1.4. O declive da reta r  é 
1

2

m  . 

 Sendo   a inclinação da reta r , vem: 

1

tan 0

2 2

 



     

 
2

2

1

1 tan

cos





   

 

2

2 2

1 1 1 1

1 1

2 4cos cos 

 
     
 

 

 

 
2

2

5 1 4

cos

4 5cos





     

 Como 0

2





  , vem: 
4 2

cos

5 5

    

 
2 2

cos sin 1    

 
2 2 2

4 4 1

sin 1 sin 1 sin

5 5 5

          

 Como 0

2





  , vem: 
1 1

sin

5 5

    

  
2

3

cos 2sin cos

2

  

 
    

 

 

 

  
2

sin 2 sin cosa    

2

sin 2sin cos      

 
1 1 2 1 4 5

2 1

5 5 5 55 5

         

 

 

2. Inclinação da reta  r : 30   

Declive da reta  r : 
3

tan30

3

   

3

2 3

3

:r y  x ;  , 0C rx  

6

3 3

2 3 0 2 3

3 3

    x x x  

 6, 0C  

Inclinação da reta  s : 180 60 120      

Declive da reta  s : tan120 3    

3 2 3:s y   x ;  , 0B sx  

23 2 3 0 3 2 3      x x x  

 2, 0B  

Logo, 6 2 4BC     

3

3 2 3 2 3

3

3

3 3

3

4

4 3

3

3

4 3

A r A s

   

 



  





   

  

x x

x x

x x

 

Ordenada de : 3 3 2 3 3
A

A y       

 

4 3

2 3

2 2

A

ABC

BC y

A

 

   u. a. 
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1

2
AB

m  ;  
1

: 2

2

AB y  x  ; 2
CP

m    
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cos cos 2cos

2

OD OD

OD

OP

        

2 2cosDA OA OD      

 Área do triângulo  

2

AC DA

ACP



   

 

 2 tan 2 2cos

2

  

   

  tan 2 2cos      

 2 tan 2 tan cos      

 
sin

2 tan cos

cos



 



 
   

 

 

  2 tan sin    

 c   comprimento do arco AP r  

 Como 2r  , temos 2

2

c

c      e 

 

 2 tan sin 2 tan sin

2 2

ACP

c c

A  

    
       

    
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11.1.  
π π π

π0 24 0 24 0 2

12 12 12

t t t          

 Assim, tem-se que: 

 
π π2 2 2

1 cos 1 cos

12 5 5 12 5

t t

   
      

   

   

 

  
π2 2 4 4

0 cos 0

5 5 12 5 5

t h t

 
      

 

 

 

 O máximo da função h  é 
4

0,8

5

 . Logo, a altura 

do painel é igual a 2 0,8 m 1,6 m 160 cm    e a 

base do painel é igual a 2 160 cm 320 cm  . 

 Opção (C) 

  

11.2. O período de tempo pedido é a solução da 

condição  

  
π2 2

0,3 0,5 0,3 cos 0,5

5 5 12

h t t

 
     

 

 

 

 Na calculadora gráfica: 

 
π

1

2 2

cos

5 5 12

y

 
 

 

 

x  

 
2

0,3y   

 
3

0,5y   

 Janela de visualização:    0, 24 0;0,8  

 Recorrendo à função da calculadora para 

determinar valores aproximados das coordenadas 

dos pontos de interseção dos gráficos, obtemos 

valores arredondados às milésimas da abcissa 

dos pontos de interseção do gráfico de h , com as 

retas 0,3y   e 0,5y   no intervalo  0, 24 . 

  

 O período de tempo pedido corresponde à parte 

do gráfico de h , compreendida entre as duas 

retas horizontais, ou seja, entre 
1

5,035t   e 

2

6,965t   e entre 
3

17,035t   e 
4

18,965t  . 

 O primeiro intervalo não pode ser considerado, 

uma vez que se encontra fora do horário de 

trabalho. 

 0,  035 h 0,035 60 min 2 min   ; 

17,035 h 17 h 02 min  

 0,  965 h 0,965 60 min 58 min   ; 

18,965 h 18 h 58 min  

 18,965 17,035 1,93   

 0,93 h 0,93 60 min 56 min   ; 

1,93 h 1h 56 min   

 O trabalho de otimização pode ser efetuado entre 

as 17:02 e as 18:58, podendo este trabalho durar, 

no máximo, 1 hora e 56 minutos. 
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1.1. Seja M  o ponto médio de  AB . Como 

CA CB r  , o triângulo  ABC  é isósceles. Logo, 

CM AB , sendoM  a projeção ortogonal de C  

na reta BA . Assim, como  , 8d B A   e 

 , 4d B M  , temos: 

 

�
 cos

8 4 32

BC BA BC BA CBA

BM

BC BA BA BM

BC

    

       

���� ����

 

 Opção (C) 

1.2. A reta r  passa nos pontos de coordenadas 

 6, 0  e  0, 3 . 

 :r y m b x  

 
3 0 1

0 6 2

m



 



  e  3b   

 
1

: 3

2

r y  x  
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1.3. A reta r  é tangente à circunferência num ponto D  

se: 

 CD r

����

�

, sendo r

�

 um vetor diretor da reta r ; 

 raio 2 5CD  

����

; 

 D  pertence à reta r . 

 Como 
1

2

r

m  ,  2, 1r

�

 é um vetor diretor da reta 

r . Logo,  1, 2n 

�

 é um vetor perpendicular a r . 

 Como CD r

����

�

, sabemos que CD

����

 e n

�

 são 

colineares. 

 2 5CD k n CD  

���� ����

�

 

 2 5 2 5k n k n  

� �

 

 Como  1, 2 1 4 5n     

�

, temos: 

 2 5 5 2 5k n k   

�

 

 2 2 2k k k        

 Se 2k   : 

    2 2 1, 2 2, 4CD n      

����

�

 

      4, 6 2, 4 6, 10D C CD       

����

 

 Como  
1

10 6 3 10 3 3

2

         é uma 

proposição falsa, o ponto de coordenadas 

 6, 10  não pertence à reta r , pelo que não é o 

ponto de tangência. 

 Se 2k  :     2 2 1, 2 2, 4CD n    

����

�

 

      4, 6 2, 4 2, 2D C CD       

����

 

 Como  
1

2 2 3 2 1 3 2 2

2

           é uma 

proposição verdadeira, o ponto de coordenadas 

 2, 2  pertence à reta r . 

 Portanto, a reta r  é tangente à circunferência no 

ponto  2, 2D  . 

1.4. O declive da reta r  é 
1

2

m  . 

 Sendo   a inclinação da reta r , vem: 

1

tan 0

2 2

 



     

 
2

2

1

1 tan

cos





   

 

2

2 2

1 1 1 1

1 1

2 4cos cos 

 
     
 

 

 

 
2

2

5 1 4

cos

4 5cos





     

 Como 0

2





  , vem: 
4 2

cos

5 5

    

 
2 2

cos sin 1    

 
2 2 2

4 4 1

sin 1 sin 1 sin

5 5 5

          

 Como 0

2





  , vem: 
1 1

sin

5 5

    

  
2

3

cos 2sin cos

2

  

 
    

 

 

 

  
2

sin 2 sin cosa    

2

sin 2sin cos      

 
1 1 2 1 4 5

2 1

5 5 5 55 5

         

 

 

2. Inclinação da reta  r : 30   

Declive da reta  r : 
3

tan30

3

   

3

2 3

3

:r y  x ;  , 0C rx  

6

3 3

2 3 0 2 3

3 3

    x x x  

 6, 0C  

Inclinação da reta  s : 180 60 120      

Declive da reta  s : tan120 3    

3 2 3:s y   x ;  , 0B sx  

23 2 3 0 3 2 3      x x x  

 2, 0B  

Logo, 6 2 4BC     

3

3 2 3 2 3

3

3

3 3

3

4

4 3

3

3

4 3

A r A s

   

 



  





   

  

x x

x x

x x

 

Ordenada de : 3 3 2 3 3
A

A y       

 

4 3

2 3

2 2

A

ABC

BC y

A

 

   u. a. 
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3.1.      0,2 4,0 4,2AB B A     

����

 

1

2
AB

m  ;  
1

: 2

2

AB y  x  ; 2
CP

m    

 : 2CP y b  x ;  4, 1C   

  1 8 7b b       
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 : 2 7CP y   x  

 
1

2 2 7 4 4 14

2

         x x x x  

 5 10 2   x x  

 2 2 7 4 7 3y          

  2,3P  

3.2. raio CP  ;  2, 3P  ;  4, 1C    

      
2 2 2

2

4 2 1 3 2 4CP           

 4 16 20    

    
2 2

4 1 20y   x   

3.3. O declive da reta  r  é igual à tangente da 

inclinação da reta. 

 Assim, 

 

1

tan

2

    (  é um ângulo agudo) 

 Cálculos auxiliares: 

 

2

2

2 2

1 1 1

tan 1 1

2cos cos



 

 
     

 

 

 

 
2 2

1 1 5 1

1

4 4cos cos 

       

2
4 2

cos cos

5 5

        

2 5

cos

5

    

Como   é agudo, 
2 5

cos

5

  .  

sin

tan sin tan cos

cos



   



      

1 2 5

sin

2 5

   

5

sin

5

    

π
2

7

sin 2sin cos

2

  

 
   

 

 

  

π π
2

4 3

sin 2sin cos

2 2

  

 
     

 

 

  

π

π

2
3

sin 2 2sin cos

2

  

 
     

 

 

 

π
2

3

sin 2sin cos

2

  

 
    

 

 

 

2

cos 2sin cos      

2

2 5 5 2 5

2

5 5 5

 

     
 

 

 

4 5 2 5

2

25 25

 

   

4 2 16

2

5 5 25

    

3.4.  

1

3

AQ QB  ; 
1

, 2

2

Q

 


 

 

x x  ;  4, 0A   ;  0, 2B   

  

2

2 1

4 2

2

AQ

 
     

 

 

x x  

 

2

2 1

4 2

2

 
    

 

 

x x  

2 2 2
1 5

8 16 2 4 10 20

4 4

        x x x xx x  

 

2

2
2 2 2

1 1 5

0 2 2

2 4 4

QB

 
       

 

 

x x x x x  

2 2
1 5 1 5

10 20

3 4 3 4

AQ QB     x x x  

2 2

4

5 1 5

10 20

4 9 4


 
    

 

 
x

x x x  

2 2
5 5

10 20

4 36

    x x x  

2 2
10

10 20 0 10 90 180 0

9

        x x x x  

2

2
9 9 4 1 18

9 18 0

2 1

    

     



x x x =  

9 9 9 3 9 3

2 2 2

     

   x = x = x =  

6 3   x = x =  

Como 4 , 3 x > x = . 

1

: 2

2

AB y  x  

Como Q AB , tem-se: 

 
1 3 1

3 2 2

2 2 2

y          

1

3,

2

Q

 


 

 

 

Opção (A) 

 

Outro processo: 

1

3

AQ QB  

3QB AQ    

AQ QB AB    

3AQ AQ AB    

1

4

4

AQ AB AQ AB      

Seja 'Q  a projeção ortogonal de Q sobre a reta 

AO. 

Os triângulos  ABO  e  AQQ  são semelhantes. 

Assim: 

1

1
4

  1

4 4 4

AB

AQ AQ AQ AQ

AQ

AO AB AB

  

         

Seja  ,  

Q Q
Q yx : 

4 1 3
Q
    x   

1 1

2 4 2

QQ AQ QQ

QQ

OB AO

  

       

1

2

Q
y   ; 

1

3,

2

Q






 

 

  

Opção (A) 
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4.1. 2 0z d  x     8, 0, 0   

 2 8 0 0 16d d        

 2 16 0z  x   

 Opção (C) 

4.2.  

0y   

0z   

2 0 8 0  x  

4 x  

 4, 0, 0A   

0x   

0y    

2 0 8 0z      

8z   

 0, 0, 8B  

 
 

4 8

, 0, 2, 0, 4

2 2
AB

M

 
 
 

 

  

  2 ; 0 ; 0,8 4MV V M    x x

�����

    

 4 , 0 , 8AB B A   

����

 

   2 ; 0 ; 0,8 4 4 , 0 , 8 0MV AB     x x

����� ����

i i  

4 8 6,4 32 0      x x 2,4 24 0  x

10 x  

0,8 0,8 10 8z    x  

 10, 0, 8V   
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5.1.    

2 2
2

2 2OD     

 

2

0

4 2

OD

OD OD



     

 0, 0, 2D   

Opção (A)  

 

5.2.  0, 1, 1C     

  2 , 0, 2G   

      2 , 0, 2 0, 1, 1 2 , 1, 1CG G C       

����

  

      , , 0, 1, 1 2 , 1, 1 ,y z k k    x ℝ   

5.3.  0, 1, 1E   

      0, 1, 1 0, 1, 1 0, 2, 0CE E C     

����

  

Seja n

�

 um vetor normal a CEG. 

n CG

�

 e n CE

����

�

 

   

   

, , 2,1,1 00

0 , , 0,2,0 0

a b cn CG

n CE a b c

     
  

     

����

�

����

�

  

2 0 2

2 0 0

a b c c a

b b

      
  

   

 

   , 0, 2 , \ 0n a a a 

�
ℝ  

Para 1a  ,  1, 0, 2n 

�

.  

CEG:  2 0 0, 1, 1z d E CEG    x   

0 2 1 0 2d d         

CEG: 2 2 0z  x  

 
2

2 1, , 1P a a CEG    

Então, 
1

2 1 2 1 2 0 2 1

2

a a a         .   

6.1.  2, 5,0E   

     

2
2 2

2 0 5 0 0 0OE          

 

2

2 2

2 5 0 4 5 3       

Raio da base do cone 3   

Área lateral do cone π9 10  

π

π π

π

9 10

3 9 10

3

AV AV        

3 10AV   

 

2
2 2 2 2

2

3 10 3AV AO OV OV       

2 2

9 10 9 81OV OV        

 0

81 9

OV

OV OV



     

Então,  0, 0, 9V .  

 

6.2.  3, 0, 0D ;  0, 3, 0B ;  0, 0, 9V  

     0,0,9 3,0,0 3,0,9DV V D     

����

  

     0,0,9 0,3,0 0, 3,9BV V B     

����

 

Seja n

�

 um vetor normal ao plano VDB.  

   

   

, , 3,0,9 00

, , 0, 3,9 0
0

a b cn DV

a b c
n BV

      
  

    

����

�

����

�

 

3 9 0 3 9 3

3 9 0 3 9 3

a c a c a c

b c b c b c

      

    
      

 

   3 , 3 , , \ 0n c c c c 

�
ℝ  

Para 1c  ,  3, 3, 1n 

�

.  

3 3 0y z d   x  e  3, 0, 0D VDB  

3 3 0 0 0 9d d         

VDB: 3 3 9 0y z   x  

6.3.      0,0,9 2, 5,0 2, 5,9EV V E      

����

  

     0,0,0 2, 5,0 2, 5,0EO O E      

����

 

  
^

cos

EV EO

EV EO

EV EO



 



���� ����

���� ����

���� ����
 

   

       

2 2
2 2

2 2

2, 5,9 2, 5,0

2 5 9 2 5 0

    

 

        

 

     2 2 5 5 9 0

4 5 81 4 5 0

        

 

    

 

4 5 0 9 1 10

1090 9 9 10 10

 

   


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 : 2 7CP y   x  

 
1

2 2 7 4 4 14

2

         x x x x  

 5 10 2   x x  

 2 2 7 4 7 3y          

  2,3P  

3.2. raio CP  ;  2, 3P  ;  4, 1C    

      
2 2 2

2

4 2 1 3 2 4CP           

 4 16 20    

    
2 2

4 1 20y   x   

3.3. O declive da reta  r  é igual à tangente da 

inclinação da reta. 

 Assim, 

 

1

tan

2

    (  é um ângulo agudo) 

 Cálculos auxiliares: 

 

2

2

2 2

1 1 1

tan 1 1

2cos cos



 

 
     

 

 

 

 
2 2

1 1 5 1

1

4 4cos cos 

       

2
4 2

cos cos

5 5

        

2 5

cos

5

    

Como   é agudo, 
2 5

cos

5

  .  

sin

tan sin tan cos

cos



   



      

1 2 5

sin

2 5

   

5

sin

5

    

π
2

7

sin 2sin cos

2

  

 
   

 

 

  

π π
2

4 3

sin 2sin cos

2 2

  

 
     

 

 

  

π

π

2
3

sin 2 2sin cos

2

  

 
     

 

 

 

π
2

3

sin 2sin cos

2

  

 
    

 

 

 

2

cos 2sin cos      

2

2 5 5 2 5

2

5 5 5

 

     
 

 

 

4 5 2 5

2

25 25

 

   

4 2 16

2

5 5 25

    

3.4.  

1

3

AQ QB  ; 
1

, 2

2

Q

 


 

 

x x  ;  4, 0A   ;  0, 2B   

  

2

2 1

4 2

2

AQ

 
     

 

 

x x  

 

2

2 1

4 2

2

 
    

 

 

x x  

2 2 2
1 5

8 16 2 4 10 20

4 4

        x x x xx x  

 

2

2
2 2 2

1 1 5

0 2 2

2 4 4

QB

 
       

 

 

x x x x x  

2 2
1 5 1 5

10 20

3 4 3 4

AQ QB     x x x  

2 2

4

5 1 5

10 20

4 9 4


 
    

 

 
x

x x x  

2 2
5 5

10 20

4 36

    x x x  

2 2
10

10 20 0 10 90 180 0

9

        x x x x  

2

2
9 9 4 1 18

9 18 0

2 1

    

     



x x x =  

9 9 9 3 9 3

2 2 2

     

   x = x = x =  

6 3   x = x =  

Como 4 , 3 x > x = . 

1

: 2

2

AB y  x  

Como Q AB , tem-se: 

 
1 3 1

3 2 2

2 2 2

y          

1

3,

2

Q

 


 

 

 

Opção (A) 

 

Outro processo: 

1

3

AQ QB  

3QB AQ    

AQ QB AB    

3AQ AQ AB    

1

4

4

AQ AB AQ AB      

Seja 'Q  a projeção ortogonal de Q sobre a reta 

AO. 

Os triângulos  ABO  e  AQQ  são semelhantes. 

Assim: 

1

1
4

  1

4 4 4

AB

AQ AQ AQ AQ

AQ

AO AB AB

  

         

Seja  ,  

Q Q
Q yx : 

4 1 3
Q
    x   

1 1

2 4 2

QQ AQ QQ

QQ

OB AO

  

       

1

2

Q
y   ; 

1

3,

2

Q






 

 

  

Opção (A) 
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4.1. 2 0z d  x     8, 0, 0   

 2 8 0 0 16d d        

 2 16 0z  x   

 Opção (C) 

4.2.  

0y    

0z   

2 0 8 0  x  

4 x  

 4, 0, 0A   

0x   

0y    

2 0 8 0z      

8z   

 0, 0, 8B  

 
 

4 8

, 0, 2, 0, 4

2 2
AB

M

 
 
 

 

  

  2 ; 0 ; 0,8 4MV V M    x x

�����

    

 4 , 0 , 8AB B A   

����

 

   2 ; 0 ; 0,8 4 4 , 0 , 8 0MV AB     x x

����� ����

i i  

4 8 6,4 32 0      x x 2,4 24 0  x

10 x  

0,8 0,8 10 8z    x  

 10, 0, 8V   
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5.1.    

2 2
2

2 2OD     

 

2

0

4 2

OD

OD OD



     

 0, 0, 2D   

Opção (A)  

 

5.2.  0, 1, 1C     

  2 , 0, 2G   

      2 , 0, 2 0, 1, 1 2 , 1, 1CG G C       

����

  

      , , 0, 1, 1 2 , 1, 1 ,y z k k    x ℝ   

5.3.  0, 1, 1E   

      0, 1, 1 0, 1, 1 0, 2, 0CE E C     

����

  

Seja n

�

 um vetor normal a CEG. 

n CG

�

 e n CE

����

�

 

   

   

, , 2,1,1 00

0 , , 0,2,0 0

a b cn CG

n CE a b c

     
  

     

����

�

����

�

  

2 0 2

2 0 0

a b c c a

b b

      
  

   

 

   , 0, 2 , \ 0n a a a 

�
ℝ  

Para 1a  ,  1, 0, 2n 

�

.  

CEG:  2 0 0, 1, 1z d E CEG    x   

0 2 1 0 2d d         

CEG: 2 2 0z  x  

 
2

2 1, , 1P a a CEG    

Então, 
1

2 1 2 1 2 0 2 1

2

a a a         .   

6.1.  2, 5,0E   

     

2
2 2

2 0 5 0 0 0OE          

 

2

2 2

2 5 0 4 5 3       

Raio da base do cone 3   

Área lateral do cone π9 10  

π

π π

π

9 10

3 9 10

3

AV AV        

3 10AV   

 

2
2 2 2 2

2

3 10 3AV AO OV OV       

2 2

9 10 9 81OV OV        

 0

81 9

OV

OV OV



     

Então,  0, 0, 9V .  

 

6.2.  3, 0, 0D ;  0, 3, 0B ;  0, 0, 9V  

     0,0,9 3,0,0 3,0,9DV V D     

����

  

     0,0,9 0,3,0 0, 3,9BV V B     

����

 

Seja n

�

 um vetor normal ao plano VDB.  

   

   

, , 3,0,9 00

, , 0, 3,9 0
0

a b cn DV

a b c
n BV

      
  

    

����

�

����

�

 

3 9 0 3 9 3

3 9 0 3 9 3

a c a c a c

b c b c b c

      

    
      

 

   3 , 3 , , \ 0n c c c c 

�
ℝ  

Para 1c  ,  3, 3, 1n 

�

.  

3 3 0y z d   x  e  3, 0, 0D VDB  

3 3 0 0 0 9d d         

VDB: 3 3 9 0y z   x  

6.3.      0,0,9 2, 5,0 2, 5,9EV V E      

����

  

     0,0,0 2, 5,0 2, 5,0EO O E      

����

 

  
^

cos

EV EO

EV EO

EV EO



 



���� ����

���� ����

���� ����
 

   

       

2 2
2 2

2 2

2, 5,9 2, 5,0

2 5 9 2 5 0

    

 

        

 

     2 2 5 5 9 0

4 5 81 4 5 0

        

 

    

 

4 5 0 9 1 10

1090 9 9 10 10

 

   


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10

cos

10

    

2

2 2 2
10

sin cos 1 sin 1

10

  

 

      
 

 

  

2 2
10 90 3 10

sin 1 sin sin

100 100 10

           

Como   é um ângulo agudo, 
3 10

sin

10

  .  

Outro processo:  

 2, 5,9EV   

����

  

90 3 10EV  

����

  

9

sin sin

3 10

OV

EV

       

3 10

sin

10

    
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7.1. B C AC 

����

 ;   1, 3, 2A   ;   3, 2, 1C   

   3, 2, 1 1, 3, 2AC C A     

����

 =  2,  1,  1             

     3, 2, 1 2,  1,  1 5, 1, 0B           

Opção (A) 

7.2. Por exemplo, o vetor AC

����

 é normal ao plano  . 

Como o plano   passa no ponto A, vem: 

     2 1 3 2 0y z       x  

2 2 3 2 0y z        x  

2 3 0 2 3 0y z y z          x x  

Logo, 2 3 0y z   x  é uma equação do plano 

 . 

7.3.  0, 0,  , Z z z



R ; OA A

����

 ; OZ Z

����

 

 
   

 
2

2 2 2 2 2

0, 0,  1, 3, 2

cos

0 0   1 3  2

ˆ
z

AOD

z

 

 

     

 

2

2 2 2

14 1414

z z

zz

  



 

1
2

cos 58

14

ˆ
AOD



 

   

 

 

Logo, a amplitude do ângulo AOD é 

aproximadamente igual a 58
�

. 

8.1.  , 0, 0 , A a a



R  

V  é um ponto do semieixo positivo Ox . 

Como A é um ponto da reta AV: 

     , 0, 0 2, 0, 2 1, 0, 1 ,  a k k   R , tem-se: 

     , 0, 0 2, 0, 2 1, 0, 1a k   

2   0 0   0 2a k k k         

2    4k a         

0 0k  é uma condição universal em R  e, 

portanto, em 


R . 

Logo, 4a   , pelo que as coordenadas do ponto 

A  são  4,  0,  0 . 

 0, 0,  , V c c



ℝ   

V  é um ponto do semieixo positivo Oz . 

Como V é um ponto da reta AV: 

     0, 0,  2, 0, 2 1, 0, 1 , c k k   ℝ , tem-se: 

     0, 0,  2, 0, 2 1, 0, 1c k   

0 2   0 0   2k k c k         

2    4k c        

0 0k  é uma condição universal em R  e, 

portanto, em 


R . 

Logo, 4c   , pelo que as coordenadas do ponto 

V  são  0,  0,  4 . 

8.2.  ,
ˆ

 AVB VA VB  

���� ���
ɵ
�

      4, 0, 0 0, 0, 4 4, 0, 4VA A V     

����

      0,  4,  0 0,  0,  4 0,  4, 4VB B V     

����

 

cos

VA VB

VA VB





 



���� ����

���� ����

   

   
2 2

2 2 2 2

4,  0, 4 0,  4, 4

4 0 4 0 4 4

  

 

      

 

16 16 1

32 232 32

  



 

Logo, 
1

1

cos 60

2





 
 

 

 

�

. 
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9.1. HCD // ABG. Então,  6, 2, 3n  

�

é um vetor 

normal a HCD.  

: 6 2 3 0HCD y z d   x  e  2, 5,1H HCD    

    6 2 2 5 3 1 0d          

12 10 3 0 25d d          

: 6 2 3 25 0HCD y z   x   

  

9.2.  HG ABG  e  2, 5, 1H HG     

     : , , 2, 5, 1 6, 2, 3 ,HG y z k k     x ℝ  

Ponto genérico de HG: 

   : , , 2 6 , 5 2 ,1 3 ,HG y z k k k k      x ℝ  

G é o ponto de interseção de HG com ABG. 

Então, 

     6 2 6 2 5 2 3 1 3 24 0k k k           

12 36 10 4 3 9 24 0k k k           

49

49 49 1

49

k k k       

 2 6 1, 5 2 1, 1 3 1G           

 4, 3, 2G     
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10.1.  A superfície esférica tem centro no ponto 

 2, 4, 3C   e raio 3 . 

 3, 2, 5A   

     2, 4, 3 3, 2, 5 1, 2, 2AC C A         

����

 

B C CB C AC    

���� ����

 

     2, 4, 3 1, 2, 2 1, 6, 1         

Opção (D) 

 

10.2. Se o plano   é tangente à superfície esférica no 

ponto A , então  1, 2, 2AC   

����

 é um vetor 

normal a esse plano. Por outro lado, como o plano 

  passa no ponto  3, 2, 5A  , vem: 

     1 3 2 2 2 5 0y z       x  

3 2 4 2 10 0y z        x  

2 2 9 0y z      x  

2 2 9 0y z    x  

Logo, 2 2 9 0y z   x  é uma equação do plano 

 . 
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11.1.  Por exemplo, o vetor de coordenadas  0, 1, 0  é 

vetor diretor do eixo Oy. 

 
1 1

, 0, 0 0, 0, 1 , 0, 1

2 2

   
  

   

   

 

  é o plano que passa pelo ponto de 

coordenadas  0, 0, 1  e tem a direção dos vetores 

de coordenadas  0, 1, 0  e 
1

, 0, 1

2

 


 

 

. 

Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal ao plano  . 

Tem-se: 

   

 

, , 0, 1, 0 0

1

, , , 0, 1 0

2

a b c

a b c

  


  

  
 
 

 

0

0

1

20

2

b

b

a ca c




  
  



 

Portanto,  2 , 0,n c c

��

 , \ 0c ℝ  

Por exemplo, para 1c  ,  2, 0, 1n

��

. 

     2 0 0 0 1 1 0y z      x  

2 1 0 2 1z z      x x  

Logo, uma equação do plano   é 2 1z x . 

 

11.2. 

1 1 1 1

2 1 1 0 1

4 2 2 2

 
        

 

 

 (Proposição 

falsa) 

Logo, o ponto de coordenadas 
1 1

, 2,

4 2

 


 

 

 não  

pertence ao plano  . 

 

11.3.      , , 1, 1,0 2,0,0 ,y z k k    x ℝ  

1 2

1 ,

0

k

y k

z

 


   






x

ℝ  

Ponto genérico da reta r :  1 2 , 1,0k   

Para que este ponto pertença ao plano  , as 

suas coordenadas terão de satisfazer a condição 

2 1z x : 

 
1

2 1 2 0 1 2 4 1 4 1

4

k k k k             

Para 
1

4

k   , 
2 1

1 2 1

4 2

k      

Logo, a reta r e o plano   intersetam-se no ponto 

de coordenadas 
1

, 1,0

2

 


 

 

. 

 

12.1. Como 6OA  ,  6, 0, 0A  

O ponto P pertence ao plano   e à reta DE 

definida por 0 6y z    

 , 0, 6P x ; 

3 4 0 2 6 18 3 6 2        x x x  

Logo,  2, 0, 6P . 

O ponto Q pertence ao plano   e à reta EF 

definida por 6 6z  x  

 6, , 6Q y ; 

3 6 4 2 6 18 4 12 3y y y             

Logo,  6, 3, 6Q . 

Assim: 

     

     

2, 0, 6 6,0,0 4, 0, 6

6, 3, 6 6,0,0 0, 3, 6

AP P A

AQ Q A

     

    

����

����
 

 
^

cos

AP AQ

AP AQ

AP AQ







���� ����

���� ����

���� ����
  

   4, 0, 6 0, 3, 6 36

16 0 36 0 9 36 2340

 

 

    

  

1 º
36

cos 42

2340



 

 

 

 

A amplitude do ângulo QAP é, aproximadamente, 

igual a 42º. 

 

 

12.2.  6, 0, 6E  

O vetor normal ao plano   é um vetor diretor da 

reta s. 

Logo,      : , , 6, 0, 6 3, 4, 2 ,s x y z k k   ℝ  
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Geometria 

41 

10

cos

10

    

2

2 2 2
10

sin cos 1 sin 1

10

  

 

      
 

 

  

2 2
10 90 3 10

sin 1 sin sin

100 100 10

           

Como   é um ângulo agudo, 
3 10

sin

10

  .  

Outro processo:  

 2, 5,9EV   

����

  

90 3 10EV  

����

  

9

sin sin

3 10

OV

EV

       

3 10

sin

10

    
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7.1. B C AC 

����

 ;   1, 3, 2A   ;   3, 2, 1C   

   3, 2, 1 1, 3, 2AC C A     

����

 =  2,  1,  1             

     3, 2, 1 2,  1,  1 5, 1, 0B           

Opção (A) 

7.2. Por exemplo, o vetor AC

����

 é normal ao plano  . 

Como o plano   passa no ponto A, vem: 

     2 1 3 2 0y z       x  

2 2 3 2 0y z        x  

2 3 0 2 3 0y z y z          x x  

Logo, 2 3 0y z   x  é uma equação do plano 

 . 

7.3.  0, 0,  , Z z z



R ; OA A

����

 ; OZ Z

����

 

 
   

 
2

2 2 2 2 2

0, 0,  1, 3, 2

cos

0 0   1 3  2

ˆ
z

AOD

z

 

 

     

 

2

2 2 2

14 1414

z z

zz

  



 

1
2

cos 58

14

ˆ
AOD



 

   

 

 

Logo, a amplitude do ângulo AOD é 

aproximadamente igual a 58
�

. 

8.1.  , 0, 0 , A a a



R  

V  é um ponto do semieixo positivo Ox . 

Como A é um ponto da reta AV: 

     , 0, 0 2, 0, 2 1, 0, 1 ,  a k k   R , tem-se: 

     , 0, 0 2, 0, 2 1, 0, 1a k   

2   0 0   0 2a k k k         

2    4k a         

0 0k  é uma condição universal em R  e, 

portanto, em 


R . 

Logo, 4a   , pelo que as coordenadas do ponto 

A  são  4,  0,  0 . 

 0, 0,  , V c c



ℝ   

V  é um ponto do semieixo positivo Oz . 

Como V é um ponto da reta AV: 

     0, 0,  2, 0, 2 1, 0, 1 , c k k   ℝ , tem-se: 

     0, 0,  2, 0, 2 1, 0, 1c k   

0 2   0 0   2k k c k         

2    4k c        

0 0k  é uma condição universal em R  e, 

portanto, em 


R . 

Logo, 4c   , pelo que as coordenadas do ponto 

V  são  0,  0,  4 . 

8.2.  ,
ˆ

 AVB VA VB  

���� ���
ɵ
�

      4, 0, 0 0, 0, 4 4, 0, 4VA A V     

����

      0,  4,  0 0,  0,  4 0,  4, 4VB B V     

����

 

cos

VA VB

VA VB





 



���� ����

���� ����

   

   
2 2

2 2 2 2

4,  0, 4 0,  4, 4

4 0 4 0 4 4

  

 

      

 

16 16 1

32 232 32

  



 

Logo, 
1

1

cos 60

2





 
 

 

 

�

. 
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9.1. HCD // ABG. Então,  6, 2, 3n  

�

é um vetor 

normal a HCD.  

: 6 2 3 0HCD y z d   x  e  2, 5,1H HCD    

    6 2 2 5 3 1 0d          

12 10 3 0 25d d          

: 6 2 3 25 0HCD y z   x   

  

9.2.  HG ABG  e  2, 5, 1H HG     

     : , , 2, 5, 1 6, 2, 3 ,HG y z k k     x ℝ  

Ponto genérico de HG: 

   : , , 2 6 , 5 2 ,1 3 ,HG y z k k k k      x ℝ  

G é o ponto de interseção de HG com ABG. 

Então, 

     6 2 6 2 5 2 3 1 3 24 0k k k           

12 36 10 4 3 9 24 0k k k           

49

49 49 1

49

k k k       

 2 6 1, 5 2 1, 1 3 1G           

 4, 3, 2G     

 

Propostas de resolução do manual 
 

10.1.  A superfície esférica tem centro no ponto 

 2, 4, 3C   e raio 3 . 

 3, 2, 5A   

     2, 4, 3 3, 2, 5 1, 2, 2AC C A         

����

 

B C CB C AC    

���� ����

 

     2, 4, 3 1, 2, 2 1, 6, 1         

Opção (D) 

 

10.2. Se o plano   é tangente à superfície esférica no 

ponto A , então  1, 2, 2AC   

����

 é um vetor 

normal a esse plano. Por outro lado, como o plano 

  passa no ponto  3, 2, 5A  , vem: 

     1 3 2 2 2 5 0y z       x  

3 2 4 2 10 0y z        x  

2 2 9 0y z      x  

2 2 9 0y z    x  

Logo, 2 2 9 0y z   x  é uma equação do plano 

 . 
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11.1.  Por exemplo, o vetor de coordenadas  0, 1, 0  é 

vetor diretor do eixo Oy. 

 
1 1

, 0, 0 0, 0, 1 , 0, 1

2 2

   
  

   

   

 

  é o plano que passa pelo ponto de 

coordenadas  0, 0, 1  e tem a direção dos vetores 

de coordenadas  0, 1, 0  e 
1

, 0, 1

2

 


 

 

. 

Seja  , ,n a b c

��

 um vetor normal ao plano  . 

Tem-se: 

   

 

, , 0, 1, 0 0

1

, , , 0, 1 0

2

a b c

a b c

  


  

  
 
 

 

0

0

1

20

2

b

b

a ca c




  
  



 

Portanto,  2 , 0,n c c

��

 , \ 0c ℝ  

Por exemplo, para 1c  ,  2, 0, 1n

��

. 

     2 0 0 0 1 1 0y z      x  

2 1 0 2 1z z      x x  

Logo, uma equação do plano   é 2 1z x . 

 

11.2. 

1 1 1 1

2 1 1 0 1

4 2 2 2

 
        

 

 

 (Proposição 

falsa) 

Logo, o ponto de coordenadas 
1 1

, 2,

4 2

 


 

 

 não  

pertence ao plano  . 

 

11.3.      , , 1, 1,0 2,0,0 ,y z k k    x ℝ  

1 2

1 ,

0

k

y k

z

 


   






x

ℝ  

Ponto genérico da reta r :  1 2 , 1,0k   

Para que este ponto pertença ao plano  , as 

suas coordenadas terão de satisfazer a condição 

2 1z x : 

 
1

2 1 2 0 1 2 4 1 4 1

4

k k k k             

Para 
1

4

k   , 
2 1

1 2 1

4 2

k      

Logo, a reta r e o plano   intersetam-se no ponto 

de coordenadas 
1

, 1,0

2

 


 

 

. 

 

12.1. Como 6OA  ,  6, 0, 0A  

O ponto P pertence ao plano   e à reta DE 

definida por 0 6y z    

 , 0, 6P x ; 

3 4 0 2 6 18 3 6 2        x x x  

Logo,  2, 0, 6P . 

O ponto Q pertence ao plano   e à reta EF 

definida por 6 6z  x  

 6, , 6Q y ; 

3 6 4 2 6 18 4 12 3y y y             

Logo,  6, 3, 6Q . 

Assim: 

     

     

2, 0, 6 6,0,0 4, 0, 6

6, 3, 6 6,0,0 0, 3, 6

AP P A

AQ Q A

     

    

����

����
 

 
^

cos

AP AQ

AP AQ

AP AQ







���� ����

���� ����

���� ����
  

   4, 0, 6 0, 3, 6 36

16 0 36 0 9 36 2340

 

 

    

  

1 º
36

cos 42

2340



 

 

 

 

A amplitude do ângulo QAP é, aproximadamente, 

igual a 42º. 

 

 

12.2.  6, 0, 6E  

O vetor normal ao plano   é um vetor diretor da 

reta s. 

Logo,      : , , 6, 0, 6 3, 4, 2 ,s x y z k k   ℝ  
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1. Por exemplo: 

1.1. conjunto de pontos do plano equidistantes a A e a 

B; 

1.2. conjunto de pontos do espaço equidistantes a A e 

a B; 

1.3. conjunto de pontos do plano a uma distância fixa, o 

raio, de um ponto fixo, o centro;  

1.4. conjunto de pontos do espaço a uma distância fixa, 

o raio, de um ponto fixo;  

1.5. conjunto de pontos do plano, P, tais que CA

����

é 

perpendicular a AP

����

;  

1.6. conjunto de pontos do espaço, P, tais que CA

����

é 

perpendicular a AP

����

. 
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2. 0AP BP 

���� ����

 

No plano, representa a equação da circunferência 

de diâmetro [AB]. No espaço, representa a 

equação da superfície esférica de diâmetro [AB]. 

0MP AB 

����� ����

 

No plano, representa a equação da mediatriz do 

segmento de reta [AB]. No espaço, representa a 

equação do plano mediador do segmento de reta 

[AB]. 

0CA AP 

���� ����

 

No plano, representa a equação da reta tangente 

à circunferência de centro C no ponto A. No 

espaço, representa a equação do plano tangente à 

circunferência de centro C no ponto A. 

 

3.1. Seja M o ponto médio de [AB] e  ,P yx  um ponto 

qualquer da mediatriz de [AB] .  

 
2 0 1 1

, 1, 0

2 2

M

  


 

 

 

     0, 1 2, 1 2, 2AB B A       

����

  

     , 1, 0 1,MP P M y y     x x

�����

 

   0 2, 2 1, 0AB MP y       x

���� �����

 

 2 1 2 0 2 2 2 0y y         x x+  

2 2 2y    x 1y  x+  

 

3.2. Seja  ,P yx  um ponto qualquer da circunferência 

de diâmetro [AB] .  

     , 2, 1 2, 1AP P A y y      x x

����

  

     , 0, 1 , 1BP P B y y      x x

����

 

   0 2, 1 , 1 0AP BP y y       x x

���� ����

 

     2 1 1 0y y     x x+  

2 2

2 1 0y   x x+  

 

 

 

3.3. Seja P um ponto qualquer da reta tangente à 

circunferência de centro em C no ponto A.  

     2, 1 1, 2 1, 3CA A C     

����

  

     , 2, 1 2, 1AP P A y y      x x

����

 

   0 1, 3 2, 1 0CA AP y      x

���� ����

 

   1 2 3 1 0 2 3 3 0y y          x x   

1 5

3 5

3 3

y y       x x   

 

4.1. Seja M o ponto médio de [AB] e seja  , ,P y zx  um 

ponto qualquer do plano mediador de [AB].   

 

1 0 0 1 1 1 1 1

, , , , 0

2 2 2 2 2

M

      
 

   

   

 

  
1 1

, , , ,0

2 2

MP P M y z

 
     

 

 

x

�����

 

 

1 1

, ,

2 2

y z

 
  
 

 

x  

        0, 1, 1 1, 0, 1 1, 1, 2AB B A       

����

 

  
1 1

0 1, 1, 2 , , 0

2 2

AB MP y z

 
        

 

 

x

���� �����

 

 

1 1

2 0

2 2

y z      x   

 2 0y z   x  

 

4.2. Seja  , ,P y zx  um ponto qualquer da superfície 

esférica de diâmetro [AB].   

       , , 1, 0, 1 1, , 1AP P A y z y z      x x+

����

 

       , , 0, 1, 1 , 1, 1BP P B y z y z       x x

����

 

    0 1, , 1 , 1, 1 0AP BP y z y z         x x

���� ����

 

        1 1 1 1 0y y z z        x x  

 
2 2 2

1 0y y z      x x  

 

4.3. Seja  , ,P y zx  um ponto qualquer do plano 

tangente à superfície esférica de centro 

 4, 2, 0C   no ponto A.   

       1, 0, 1 4, 2, 0 5, 2, 1CA A C       

����

 

       , , 1, 0, 1 1, , 1AP P A y z y z       x x

����

 

    0 5, 2, 1 1, , 1 0CA AP y z        x

���� ����

 

    5 1 2 1 1 0y z       x  

 5 5 2 1 0y z       x  

5 2 6 0y z      x  

5 2 6 0y z    x  
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5.1. Como A , B  e C  têm a mesma cota, definem o 

plano da base ABC . 

Assim,    1,1, 2 6 1, 1, 4F    . 

     1, 1, 4 2, 4, 2 3, 3, 6CF F C       

����

 

     : , , 1, 1, 4 3, 3, 6 ,CF y z k k   x ℝ  

     8, 10, 14 1, 1, 4 3, 3, 6k      

8 1 3 3 9 3

10 1 3 3 9 3

14 4 6 6 18 3

k k k

k k k

k k k

        

  
         

  
      

  

 

Logo, L pertence à reta CF. 

 

 

5.2.      2, 4, 2 1, 1, 2 1, 5, 0AC C A          

����

 

Seja n

�

 um vetor normal ao plano AFC.  

   

   

, , 3, 3, 6 00

, , 1, 5, 0 0
0

a b cn CF

a b c
n AC

      
  

    

����

�

����

�

 

3 3 6 0 3 3 6 0

5 0 5

a b c a b c

a b a b

      

  
    

 

3 5 3 6 0 12 6 0

5 5

b b c b c

a b a b

      

   
  

 

2

5

c b

a b

 

 


 

   5 , , 2 , \ 0n b b b b  

�
ℝ  

Para 1b  ,  5, 1, 2n  

�
. 

AFC: 5 2 0y z d   x  e  2, 4, 2C AFC   . 

   5 2 4 2 2 0 10 4 4 2d d d             

AFC: 5 2 2 0y z   x  

 

5.3. Superfície esférica de diâmetro [AB]. 

M
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1. Por exemplo: 

1.1. conjunto de pontos do plano equidistantes a A e a 

B; 

1.2. conjunto de pontos do espaço equidistantes a A e 

a B; 

1.3. conjunto de pontos do plano a uma distância fixa, o 

raio, de um ponto fixo, o centro;  

1.4. conjunto de pontos do espaço a uma distância fixa, 

o raio, de um ponto fixo;  

1.5. conjunto de pontos do plano, P, tais que CA

����

é 

perpendicular a AP

����

;  

1.6. conjunto de pontos do espaço, P, tais que CA

����

é 

perpendicular a AP

����

. 
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2. 0AP BP 

���� ����

 

No plano, representa a equação da circunferência 

de diâmetro [AB]. No espaço, representa a 

equação da superfície esférica de diâmetro [AB]. 

0MP AB 

����� ����

 

No plano, representa a equação da mediatriz do 

segmento de reta [AB]. No espaço, representa a 

equação do plano mediador do segmento de reta 

[AB]. 

0CA AP 

���� ����

 

No plano, representa a equação da reta tangente 

à circunferência de centro C no ponto A. No 

espaço, representa a equação do plano tangente à 

circunferência de centro C no ponto A. 

 

3.1. Seja M o ponto médio de [AB] e  ,P yx  um ponto 

qualquer da mediatriz de [AB] .  

 
2 0 1 1

, 1, 0

2 2

M

  


 

 

 

     0, 1 2, 1 2, 2AB B A       

����

  

     , 1, 0 1,MP P M y y     x x

�����

 

   0 2, 2 1, 0AB MP y       x

���� �����

 

 2 1 2 0 2 2 2 0y y         x x+  

2 2 2y    x 1y  x+  

 

3.2. Seja  ,P yx  um ponto qualquer da circunferência 

de diâmetro [AB] .  

     , 2, 1 2, 1AP P A y y      x x

����

  

     , 0, 1 , 1BP P B y y      x x

����

 

   0 2, 1 , 1 0AP BP y y       x x

���� ����

 

     2 1 1 0y y     x x+  

2 2

2 1 0y   x x+  

 

 

 

3.3. Seja P um ponto qualquer da reta tangente à 

circunferência de centro em C no ponto A.  

     2, 1 1, 2 1, 3CA A C     

����

  

     , 2, 1 2, 1AP P A y y      x x

����

 

   0 1, 3 2, 1 0CA AP y      x

���� ����

 

   1 2 3 1 0 2 3 3 0y y          x x   

1 5

3 5

3 3

y y       x x   

 

4.1. Seja M o ponto médio de [AB] e seja  , ,P y zx  um 

ponto qualquer do plano mediador de [AB].   

 

1 0 0 1 1 1 1 1

, , , , 0

2 2 2 2 2

M

      
 

   

   

 

  
1 1

, , , ,0
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1 1

2 0

2 2

y z      x   

 2 0y z   x  

 

4.2. Seja  , ,P y zx  um ponto qualquer da superfície 

esférica de diâmetro [AB].   

       , , 1, 0, 1 1, , 1AP P A y z y z      x x+

����

 

       , , 0, 1, 1 , 1, 1BP P B y z y z       x x

����

 

    0 1, , 1 , 1, 1 0AP BP y z y z         x x

���� ����

 

        1 1 1 1 0y y z z        x x  

 
2 2 2

1 0y y z      x x  

 

4.3. Seja  , ,P y zx  um ponto qualquer do plano 

tangente à superfície esférica de centro 

 4, 2, 0C   no ponto A.   

       1, 0, 1 4, 2, 0 5, 2, 1CA A C       

����

 

       , , 1, 0, 1 1, , 1AP P A y z y z       x x

����

 

    0 5, 2, 1 1, , 1 0CA AP y z        x

���� ����

 

    5 1 2 1 1 0y z       x  

 5 5 2 1 0y z       x  

5 2 6 0y z      x  

5 2 6 0y z    x  

 

 

Propostas de resolução do manual 
 

5.1. Como A , B  e C  têm a mesma cota, definem o 

plano da base ABC . 

Assim,    1,1, 2 6 1, 1, 4F    . 

     1, 1, 4 2, 4, 2 3, 3, 6CF F C       

����

 

     : , , 1, 1, 4 3, 3, 6 ,CF y z k k   x ℝ  

     8, 10, 14 1, 1, 4 3, 3, 6k      

8 1 3 3 9 3

10 1 3 3 9 3

14 4 6 6 18 3

k k k

k k k

k k k

        

  
         

  
      

  

 

Logo, L pertence à reta CF. 

 

 

5.2.      2, 4, 2 1, 1, 2 1, 5, 0AC C A          

����

 

Seja n

�

 um vetor normal ao plano AFC.  

   

   

, , 3, 3, 6 00

, , 1, 5, 0 0
0

a b cn CF

a b c
n AC

      
  

    

����

�

����

�

 

3 3 6 0 3 3 6 0

5 0 5

a b c a b c

a b a b

      

  
    

 

3 5 3 6 0 12 6 0

5 5

b b c b c

a b a b

      

   
  

 

2

5

c b

a b

 

 


 

   5 , , 2 , \ 0n b b b b  

�
ℝ  

Para 1b  ,  5, 1, 2n  

�
. 

AFC: 5 2 0y z d   x  e  2, 4, 2C AFC   . 

   5 2 4 2 2 0 10 4 4 2d d d             

AFC: 5 2 2 0y z   x  

 

5.3. Superfície esférica de diâmetro [AB]. 
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