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5. P=36m
Pag. 9 36
Tarefa de revisiao I'= 5 6m
- = C P—3 B
1. cos(36°)= AB L Bc-—AB \ . /
BC cos(36°) \ /
BC 75 \\\ .’Jrf
< BC = , /
cos(36°) \'\ K
BC ~ 6,1803 \ 4
tan(36°) = E o AC = tan(36°)x AB .\'v/
AB 0 _
& AC =tan(36°)x5 tan(30°)=:B©%=t Pl:o
R n °
AC = 3,6327 , an(30°)
P=AB+AC+BC = O=ﬁ<:>PO=3\/§
P~5+3,6327+6,1803 ~ 14,813 3
O perimetro do tridngulo é, aproximadamente,
6x 343
14,8 cm. A[ocs] _ 5 Nk
2. tan (BAC) = % & tan (BAC) = g A{ABCDEF] =6x A{ocs] =6x9Y3~935m’
BAC =tan™ F)
3
. 5 Pag. 10
CAD =90°—tan™ (gj ~ 31,0° Tarefa 1
CAD ~ 31,0°. 1.1. Como o triangulo [ABC] é equilatero, AB=k .
PE ) M ¢ o ponto médio de [AB], logo
3. tanag ==— < tana =— 1 1 k
bc 3 AM =—AB=—k=—.
2 2 2
a=tan'| = a L a
3 1.2. Como o triangulo [AMC] é retangulo, pode-se
o ~ 33,69° aplicar o Teorema de Pitagoras.
= 45° g ~ 45°-33,69° = 11,31° e KV ——
@ ~33.69° e f~1131 AC =AM +MC <k :[Ej +MC
2 . 2
ok =K e emc -k K
a1 4 4 4
>
—— 3k —  [3k*  —— 3k
SMC =— o MC=,— o MC=——
5 4 (mc-o) 4 (k>0) 2
1.3. Como o triangulo [ABC] C
é equiatero, os seus ' ? 1
- —— angulos interno tém °': Y
A 3 D amplitude 60°. k/90% \k
3 Assim, BAC =60°. Al
cosa = ACB =60° x 60" !
a ~53,13° R 1 3 O NP 4
’ ACM = —x60°= 30° A M B
CBA ~53,13° 2
k
42, 5°=3?1h" o h"=25-9=h’=16 <= h=4 AN =
o (-0 1.4, sin(30°)=2:M=%=£:%
B+DC — 7+4
Apsco) =5 xAD="7—x4=22 cm? . Jak
cos(30°): Mic :L:@:i
A k 2 2
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1.5.

2.1.

2.2,

23.

3.1.

3.2.

_ k
AM 2 2k 1
tan(30°)=——=—%£ ="~ _—__ _
(30%) MC 3k 23k /3
2
_ 1x~/3 _ﬁ
J3x/3 3
3k
sin(60°) M:C:LZQZE
AC k 2k 2
ok
cos(60°):ﬂ:l:£:1
AC k 2k 2
3k 5
MC ~5 23k
tan(60°) = 2= = 2 _ VK _ 3
an( )AM k 2k B
2

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao tridngulo

[DEF] vem:

FE =k?+k® & FE =2k2(9)E=\/2k2
FE>0

< FE =2k
(k>0)

Como o triangulo [DEF] é isosceles, tem dois

lados iguais, logo tem dois angulos internos iguais.

Como o triangulo [DEF] é retangulo, tem um

angulo interno com amplitude 90°.
180°-90°=90°

90°: 2 = 45°
FED = DFE = 45°
Q
Kl 452k
3 45"
E A
D k E
sin(45°):£= k _1_ 12 V2
FE 2k V2 2xy2 2
DE k 2
450)——— __~ _NZ
cos(45°) FE 2k 2
tan(45°) = E k_
DE k
sin(60°) - 2tan(45°)+ cos(30°) = g —2x1+ g
N— —2=43-2
2 2
sin’ (45°) + cos® (45°) [\EJ +[\EJ :—+g
2 2
4

Trigonometria

1.1.

1.2,

1.3.

Pag. 11

A razéo trigonométrica que relaciona os dois
catetos € a tangente.

V3 x V3x+/3

tan(30°) == = X2 =L o x= _1
( )\/593 \/§<:>x 3 o

A razéo trigonométrica que relaciona o cateto
adjacente e a hipotenusa é o cosseno.

2 1
COSX =— < COSX = —
4 2

x=cos™ (%) < x =60°

a5 )
sin(45°)=z<:>£=1<:>\/§x—14<:>
X 2 x
x=j/%®x=W§® =72

Outro processo:

Como o tridngulo é retangulo e sdo conhecidos os
dois catetos, para determinar a hipotenusa pode-
se aplicar o Teorema de Pitagoras.

\/_<:>x—7\/—

X=T+7? o x? —98(c>x

Calculos auxiliares
98 | 2
49 | 7
77
1

98 =2x72

J98 =2x 7% =742

2.  Arazao trigonométrica que relaciona os dois
catetos é a tangente.
AB AB  —
tan(60°) = ———— < /3 = ——— < AB =/3x50y/3
(60%) 50/3 50/3
< AB=150m
O comprimento do lago € 150 m.
Pag. 12
31. a=60° e g=45°

2
003a+coszﬁ+2tan2ﬁ:;+[\/2§] +2x1?

:1+E+2:3
2 4
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P=AB+BC+CD+DA  AB=BC=DA
P =AB+BC+x+DA
cos(45°):£

3.2

= BC=

X+ X

w
SRR
=

P=3x§x+x<:>l3=

BC><BD 2x2 )

3.3, Ageo = 5o =2m

sin(60°) =

& h=2x

@h:\/g

N‘é‘ M\3
=

ABxh 2xf _fAm

A[ABD]
Aseco) = (2+f ) -

4. Como o tridangulo
[ABC] é equilatero,
ABC =60°.
[CD] é aaltura do
triangulo [ABC]. A D

CD @\/—

X

sin(60°) =

5.2. Seja h a altura do trapézio.

Area 14+10

x h tanx=ﬁ
4

=12h=12x4tanx
=48tanx
Anscp) = 48tanx u. a.

< h=4tanx

4 % 50m B

A

BC

tan(23°) = = BC =50xtan(23°)

tan(18°) =% & AB =50xtan(18°)

AC = AB+BC =50tan(18°) + 50tan(23°) ~ 37,5 m

a) x = 60°

Pag. 13

tan(60°) = 2 & h=4tan(60°) & h=4y3

14+10

A= X4\/§:48\/§ u.a.

b) x = 45°
tan(45°) = g < h=4tan(45°) = h=4

14+10

A= x4 =48 u.a.

7.2.

Pag. 14

20 -— 20
a) tan(70°) = < AB = W

Diametro = 2x AB = 2 ~14,6 cm

tan (70°)

O diametro da base do chapéu é,

aproximadamente, 14,6 cm.
1 1 20

b) V=-Axh=—rx
3 3t

— = _x20~1110 cm®
an(70°)

O volume do chapéu é, aproximadamente,
1110 cm®.

Quanto menor é o raio da base, mais x se
aproxima de 90° mas nunca pode ser 90°.
Quanto maior é o raio da base, mais x se
aproxima de 0°, mas nunca pode ser 0°.
Porisso, x]0°,90° .

BIONP 0110d ® IDYATTVININ
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7.3.
1 Calculos auxiliares
Veane = gAb xh Seja ro raio da
2 base do cone
=1ﬁﬁxh=1ﬂ'22 x 20 20
3 3 tan“x tanx = =—
_ 20°z _ 8000z ; 0
3tan’x 3tan’x or=
tanx
Pag. 15
8.1. tan(37°)= AD L ap- tan(37°)x 20
AB
AD ~15,071~151m
8.2. 37°+3,4°=40,4°
Aic _
tan(40,4°) = B < AC =tan(40,4°)x 20
AC ~17,021~17,0 m
8.3. CD=AC-AD=
=tan(40,4°)x20-tan(37°)x20~2,0 m
Pag. 16
9.1.
h
tan(33%) =~ @{ - xtan(33°)
tan(30°) = h (x+5)tan(30°)=h
x+5
=S
{ xtan(30°)+5tan(30°) = xtan(33°)
=
{x(tan(33°) —tan (30")) =5tan(30°)
e 5tan(30°)
B tan(33°)-tan(30°)
{x ~ 40,062
BC =x~40,1m
9.2
h = xxtan (33°) ~ 40,062 x tan (33°)
h~ 26,017
h~ 26,0 m
Pag. 17
10.1. 25°+5°=30°
tan(25° —ﬁ
( )_x h = xtan(25°)

20+h {xtan(SO") ~20+h

tan(30°) =
X

< {xtan (30°) = 20+ xtan(25°)

Trigonometria

{ tan(30°) - tan(25°)) = 20

" tan (30") tan(25°)

x~180,111
E=x~180,1m

10.2. h = xtan(25°) ~ 180,111x tan(25°) ~ 83,987

h~840m

1.

'-‘ . l’
-

oof lzmsm
L‘ 3230 'Lné“ 534° ‘

X y
tan(32,3°) = 2013
x+y

tan(53,4°) = 2013

y

2013

0,632~ 0,632(x +y)=20,13

o 2013  ©
134722013 Y= 9347

. [0.632x+0,632y =203
y ~ 14,944

- {0,632x+0,632><14,944 =20,13

{0, 632x+9,445 =20,13 {0,632x =10,685
= =

10685
& 0,632

x=17

y ~ 14,944
A distancia entre as duas amigas é,
aproximadamente, 17 m.

Outro modo:
‘2013 v
o 2 w,
L y \.l:
‘ = =
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20,13 20,13
tan(53,4°) = , Sy= fan (53.4°)

20,13 20,13
oz=
z tan(32,3°)

_ 2013 2013
~ tan(32,3°) tan(53,4°)

tan(32,3°) =

X+ty=zox=2-yYox

x~17m

12.1.

12.2.

13.1.

Pag. 18

180°-82°-58°= 40°

sin(40°) = % < h=81sin(40°)

h ~ 52,066
h = h
in(58°)= — < SG=——
sin (58°) sG sin(58°)
5G~ 22066 44395
sin(58°)
SG ~61km
h h
tan(58°) = - -
an(58%) =T = tan(58°)
52,066
XN —
tan(58°)
o x~32,534
cos(40°) = é < y =81xcos(40°)
y ~ 62,050
ST ~ 32,534 + 62,050 ~ 94,584
ST ~ 95 km

180°-98°-60°= 22°

sin(60°) = h < h=40sin(60°) < h= 40x£
40 2
h ~ 34,641
h
sin(22°) = —
( ) AC
sin(22°) ~ 24841 Ac . 34041 UG L 92473
AC sin(22°)
AC ~ 92,5 km

13.2.

008 (60°) =~ = x = 4008 (60°) = x = 40x + = 20
40 2

h

h
tan(22°)=" o y=— "
an(22°) y i tan(22°)

34,641
" tan(22°)

AB ~ 20+ 85,739 = 105,739

~ 85,739

AB ~105,7 km

14.

Pag. 19

12-x

53 =h?+x* & h?* =537 - x?

102 = h? + (12— )" & h? =10* - (12— x)’

5,32 —x* =10* — (12— x)’

< 28,09-x% =100-144 + 24x — x* < 24x =72,09

< x=3,00375

Vamos representar por C, A e T as amplitudes dos
angulos de vértices C, A e T, respetivamente.

CoOsA= x < CcosA= 73’00375 =
53 53
o A - cos [ 300375
53
A~ 555°
12— x=12-3,00375 = 8,99625
cosC = 12-x < cosC = 8,99625 N
10 10
o C = cos [ 899625
10
C~25,9°

T ~180°-55,5°-25,9°~ 98,6°
TAC ~555°, ACT ~259° e CTA ~ 98,6°

BIONP 0110d © IDYATTVININ
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1. 16.2. tanCBA =7
x+12
tan CBA ~ 6,871
13,336
o cBA~tan [ 2871 o cBA ~ 27,2500
13,336
CBA ~ 27,3°
A
277 =R +x* o h?* =2,7* - x* 17.
32 = h? +(5—x) < h?* =32 —(5—x) D x
(6= o1 =85 =,
2,7 -x2 =32 (5-x) & 7,297 =9-25+10x" y 72°/ 250
< 10x=23,29 & x = 2,329 %
Vamos representar por A, B e C as amplitudes dos /
angulos de vértices A, B e C, respetivamente.
cosA—i@cosA—z’Szgc>A—cos’1 2329 A o_790 ° g
27 X, 27 180°-72°=108
A= 30,4° cos(72°) = ﬁ & x =220c0s(72°)
5-x=5-2329=2671 < 67,084
g_5-x g 2671 _ p_ . 12671
CosB =" S eosE=y & B=00s | sin(72°) = % & y =220sin(72°)
B~ 27,1° y ~ 209,232
~ o_ o_ 0 0 _
Cf 180°-30,4 A27’1 1225 A BD = x+250 ~ 67,984 + 250 ~ 317,984
BAC ~30,4°, CBA~27,1° e ACB~122,5° ey ey, ,
AB =AD +BD < AB =y’ +(x+250)
AB ~/209,232% +317,984% < AB ~ 380,647
Pag. 20 AB~381m
16.1.
C
Pag. 21
18.
y|: VF
790 T \ 1010
A 12 B

180°-101°=79°
cos(79°) = ; & x =7cos(79°)

x ~ 1336
x+12=13,336

sin(79°) =L < y = 7sin(79°) N
! tan(62°) = < h = xtan (62°)

y ~ 6,871 X

S _ h

CB’ - (x+12)2 +y? (9 )CB = (x+12)2 +y? tan(60°) = Py h=(8-x)tan(60°)

CB>0 -

xtan(62°) = 8tan(60°) - xtan(60°)

& x(tan(62°) +tan(60°)) = 8tan(60°)
8tan(60°)

X =
tan(62°)+tan(60°)
x ~ 3,835

CB =+/13,3362 + 6,871 < CB ~ 15,002
CB ~15,0 km




Propostas de resolu¢ao do manual

tan (63°) = S’LC & PC = (8- x)tan(63°)
X

PC ~(8-3,835)tan(63°) < PC ~ 8,174

h = xtan(62°); h~ 3,835tan(62°) ~ 7,2126

PV =PC-VC =PC-h~87175-7,2126 ~ 0,9624
PV ~0,96 m

Pag. 22
Tarefas de consolidagao 1

1.1. Nao é necessariamente verdadeira, porque o
comprimento do cateto oposto pode ser 6 e o
comprimento da hipotenusa pode ser 10, por
exemplo.

1.2. E falsa, porque num triangulo retangulo, o
comprimento do cateto adjacente ndo pode ser
maior que o comprimento da hipotenusa, dai que

cosa <1 ei>1.
3

P =40cm; l:%O:S cm

360°:5=72° 72°.2=236°

Designemos por ap o ap6tema do pentagono.
4

tan(36°)

5x/xap

tan(36°):i©ap: ;ap~551cm
ap

vV x altura

visma = Ppase X altUra =

base

5x8x5,51

v x16 =1763,2 cm®

prisma "~

15 L =15 dm®=1500 cm®
Uma garrafa de 1,5 L ndo ¢ suficiente para encher
completamente a jarra, porque a sua capacidade

é, aproximadamente, 1763,2 cm®.

tan(27°) = % & BD =20tan(27°)

tan(30°) = % & BC =20tan(30°) &

V3

& BC=20x—>
3

CD=BC-BD :20x€—20tan(27°)z 14 m

D
Y
i
f 30° _
>C

8 X

_Yy
tan(30°) = . " y = xtan(30°)
y y =(x+8)tan(27°)

tan(27°) =

( ) x+8

(=1 < \/gx
\/5 7°:X+8
?x=(x+8)tan(27°) 3tan(27°)

o J3 o J3
—————x-x=8 ——F—-1|x=8
3tan(27°) 3tan(27°)

yz?xG0,0QQ {y~34,698
+~ 60,099 x ~ 60,099
CD~34,7m
Pag. 23
A
o
D
¥
/'/w
10°
80 42°
\’I \f‘,’ L al
X 22m v

_y
tan(80°) = = y = xtan(80°%)
y y =(x+22)tan(42°)

< {x tan(80°) = (x + 22)tan (42°)

BIONPY 0110d ® IDYATIVININ
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6.1.

6.2.

7.1.

= (tan(80°)
tan(42°)

—1Jx=22

y ~4,1520x tan(80°)
x~4,1520

y ~ 23,5472
x~4,1520

23,5472

— BA~ 23,5472

sin(80°) ~ W =

< BA~ 23,9105
BA~23,9m

70% = y? +(120-x)" = y? = 70? - (120 - x)’
80% = y? +x% < y? = 80% —x?

70? - (120 - x)* = 80 - »?

< 4900 - (14 400 - 240x + x* ) = 6400 - x°

& 4900 - 14 400 + 240x ~£% = 6400 57
& 240x =15 900 < x = 66,25

66, 1 66,25
cosq=——& a=C0S | ———
80 80

a ~ 34,1
BAC ~ 34,1°
cos 4 = 120—x o cos f= 120—736,25

< cosf= 5:;;5 B =co s’(si’gsj

p~398
ABC = 39,8°

ACB ~180°—34,1°~39,8°=106,1°

180°-135°= 45°

V2

COs(45°) = = < x = 11c0s (45°) > x = 11°=
11 2

7.2.

8.1.

Trigonometria

©y=11sin(45°)©y=11§

Y
11

R2=(14+x) +y? o AC=

(Ac>o)

7c- 14 AN
AT T2 T

AC ~ 23,1255
A distancia de A a C é, aproximadamente,
23,13 m.

sin(45°) =

2

(14+x)2 +y

1142

y A 2
< tan(BAC
14+ x ( ) 14+ 11\/

tan(BAC) =

12
& BAC=tan'| —2 _

: BAC ~19,6544°
14+%

A amplitude do angulo BAC &, aproximadamente,

19,65°.

SRss- 0

Yy
Ty y = xtan(73°)
=
y y =(8,4-x)tan(58°)

< { xtan(73°) = 8,4tan (58°) — xtan (58°)

< { x(tan(73°) + tan (58°)) = 8,4 tan (58°)

&4 84tan(58°)
" tan (73°)+tan(58°)
y ~2,760tan(73°) oy 9,028
x~ 2,760 x~ 2,760

_ ABxy 84x9,028
Avela_ 2 ~ 2

A area da vela é, aproximadamente, 37,9 m?.

~ 37,9176
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180°-115° = 65°

sin(65°) = % &y =Tsin(65°)

y =~ 6,344

cos(65°) = ; < x =7cos(65°)

x~ 2,958

DE’ =(12+xf +y* © DE=\J(12+x) +y?

(DE>0)

DE ~ ,/(12+2,958) +6,344” < DE ~ 16,248

A distancia de D a E €, aproximadamente,
16,2 m.

Pag. 25

Avaliagao formativa 1
1.1.
reah
x 0
2

X h X
cos| = |=— < h=rcos|—|.
(ZJ r [ZJ
. X a . X
sin| = |=— < a=rsin| =
[ZJ r (ZJ

AB=2a=2r sin[%j

2rsin (fj X I COS (fj
2 2 _

2

s [ x X
=r-sin| — |COS| — | C..M
2 2

1.2. x-180°—OAB— ABO = 180° - 60° - 60° = 60°

Area =

A pse) = I* xsin(30°)x cos (30°) =

, 1 3 rAf3

=r'x—x—=

2 2 4

u.a

10

cosa = % < OC = 4cosa

BC = \/4* —(4cosa)” =\16-16c0s> «
, ==2 =2 7 \? 2
d*=BC +AC" =(V16-16cos’«) +(4+4cosa)

< d*=16-16cos’ o +16+32cosa +16cos’ o
< d? =32+32cosa

< d=+/32+32cosa < d =,/32(1+cosa)
(d>0)

& d=\[2"x2?x2(1+cosar) &

& d=\1612(1+cosa)
& d=4,2(1+cosa) < d =4yJ2+2cosa c.q.m.

Calculos auxiliares
322
1

= N h OO
NNMNNMDDN

32=22x22x2

@:\/22x22x2

sin(60°) = LN 50sin(60°) & h = 5ox£
50 2

& h=25/3

Awreno = base x altura = 80 x 25y/3 = 2000~/3

~ 3464,1016

A area do terreno €, aproximadamente, 3464 m?.

D
50 h
r '_ Boo
A E

Seja E a projecéo ortogonal de D sobre a reta AB.

cos(60°) = % < AE =50cos (80°)

©E=5ox%=25m

EB=80-25=55m

—2 —2 —=2 — —2 —2
DB =DE +EB < DB=+DE +EB

(ﬁ >O)

- DB= (25\/5)2 + 552 < DB = /1875 + 3025

< DB =+/4900 < DB =70

AD+ AB +DB =50+ 80+ 70 = 200
A Helena precisa de comprar 200 metros de rede.

BIONP 010d ® IDYATTVININ
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Trigonometria

19.1.

19.2.

19.3.

360° _ 60°
60
a) 300°=5x60°
F é aimagem do ponto A.
b) —240°=4x(-60°)

C é aimagem do ponto A.

AOB =

Rotacédo de centro O e amplitude 60°.

Pag. 27

Rotacédo de centro O e amplitude —-300° .

4.
C
: o
7 Lo )
A 100 B
sin(35°) = _h < h=100sin(35°)
100
h ~ 57,3576 m
| —a)
ACB =180°-35°-112°= 33°
sin(33°) S 7c S .
BC sin(33°)
BC ~ 273576 _ BC ~105,3131
sin(33°)
II-c)
cos(35°) = —— < x = 100cos (35°)
100
x ~ 819152
cos(33°) = % & y =BCxcos(33°)
y ~105,3131x cos(33°) < y ~ 88,3230
AC = x+y ~ 81,9152+ 88,3230 ~ 170,2382
P = AB+BC + AC ~ 100+105,3131+170,2382
~ 375,5513 m?
Il -c)
Il > a;ll > c;lll - c
Pag. 26
Tarefa 2
1.1. Figura1: n=5; Figura2: n=12
o
1.2. Figura 1: % =72°
72°-360°=-288°, por exemplo
o
Figura 2: 360 =30°
12
30°-360°= -330°, por exemplo
o
2.1. 360° _ 2
180°
A rosacea seria composta por 2 tridngulos.
2.2. 540°=360°+180°
A rosacea seria composta por 2 tridangulos.
2.3. 990°=3x360°-90°

o
360 _4
90°

A rosacea seria composta por 4 tridangulos.

20.1.

20.2.

21.
21.1.

21.2.

21.3.

a) 45°+3x360°=1125°
b) —120°-2x 360°= —840°

Pag. 29

a) 3750°=150°+10x360°; (150°, 10)

b) -2000°=-200°-5x360°; (-200°

360°: 8 = 45°
a) 225°=5x45°

AOF = 225°

O lado extremidade & OF .
b) —-135°=-3x45°

AOF = -135°

O lado extremidade & OF .
a) 1575°=135°+4x360°;

(135°, 4)

AOD = 3x 45°=135°

O lado extremidade & OD .
b) —-1170°=-90°-3x 360°

(-90°, -3)

AOG = -2 x 45°= —90°

O lado extremidade é OG .
a) AOC =2x45°=90°

a=90°+kx360° keZ

b) AOA=0°
@ =0°+kx360°= kx360°, keZ

-5)

22.1.

~ ~ ~ ~ o
a) AOB=BOD =DOF =FOA =¥

Pag. 30

=90°

B é o transformado de A pela rotacédo de centro

O e angulo definido por (90°, 3)
b) 900°=180°+2x 360°
AOD = 2x90°=180°

D é o transformado de A pela rotagédo de centro

O e amplitude 900°.

c) AOC =COE =EOA = =120°

360°
3

AOE =2x120°= 240°

11
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22.2,
22.3.

22.4,

E é o transformado de A pela rotacéo de centro
O e angulo definido por (240°, 1).

d) -1530°=-90°-4 x 360°
AOF =-90°
F é o transformado de A pela rotagao de centro
O e angulo de amplitude —1530° .

e) AOE =-120°
E é o transformado de A pela rotacéo de centro
O e angulo definido por (-120°, 0).

f) —1080°=0°-3x360°
A é o transformado de A pela rotagao de centro
O e angulo de amplitude —1080° .

a=-90° ou a =3x90°=270°, por exemplo.
a) O lado extremidade & ocC.
b) -180°=-2x90°
O lado extremidade & OD .
a) 1920°=120°+5x 360°
EOA =120°

O lado origem é OE .
b) —990°=-270°-2x 360°

O lado origem & OF .

24.4,

24.5,

24.6.

a =820°=100°+2x 360°
100°€ ]90°, 180
Entdo, a pertence ao 2.° Quadrante.

a=p4-180° e pe1.°Q
a pertence ao 3.° Quadrante.

E

y

pe3°Q

Seja € o angulo generalizado com lado
extremidade coincidente com o de f.

0 € ]180°, 270°[ , logo,

20 €]360°, 540°[  (540°=360°+180°)
Ou seja, 26 € ]0°, 180°] .

Da mesma forma, 23 € ]0°, 1807 .

Como somando um multiplo de uma volta
completa, 5x360°, ndo altera o lado extremidade
do angulo, tem-se que

a=28+5x360° e ]0°, 180°[

a pertence ao 1.° ou ao 2.° Quadrante ou ao
semieixo positivo Oy .

Pag. 31
23. Equipa A
360° — 250 m
72 000° d,
o
- 72 000°x250 50000 m
360°
Equipa B
270°+200x 360°= 72 270°
360° 250 m
72 270° ___ dg
o
d, - 72 270°x250 —50187.5m
360°
d;-d, =50187,5-50 000 =187,5 m
A equipa vencedora foi a equipa B. Percorreu mais
187,5 m do que a equipa A.
Pag. 32
24.1. o =269°
a =3x90°=270°
269°¢ ]180°, 270°[
Entdo, a pertence ao 3.° Quadrante.
24.2. ¢ =361°=360°+1°
1°€ J0°, 909
Entdo, a pertence ao 1.° Quadrante.
24.3. o =-361°=-360°-1°

12

—-1°¢]-90°, 09
Entédo, « pertence ao 4.° Quadrante.

Pag. 33

Tarefa 3

1.1.

A abcissade Pé o cosa e aordenadade Péo
sina .

1.2. a) comprimento da hipotenusa
b) OP c) 1
d) comprimento do cateto adjacente
e) 0Q f) x
g) cosa h) sina
3.  P(rcosa,rsina)
Pag. 35
25.1. 180°< 218°< 270°, logo:
e ae3°Q
e cosa<0
e sina<0
25.2. 270°< 272°< 360°, logo:
e ae4°Q
e cosa>0
e sina<0

BI0YIPY 0110 © IDAATTVINN
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25.3. 90°<107°<180°, logo:
e xe2°Q
e cosa<0
e sina>0
25.4. -270°< -235°<-180°, logo:
e axe2°Q
e cosa<0
e sina>0

26.1. sin(0°)+2cos(-180°) =0+2(-1)=-2
26.2. cos®(-90°)-sin(-270°)cos(180°) = 0% —1x (1)
=0+1=1

cos(270°) 0
sin(20°)  sin(20°)

26.3.

27. (cos(30°), sin(30°)) = [f ;J

28.1. 180°<190°< 270°
190°¢ 3.° Q.. Entdo sin(190°) < 0.

35°¢1.° Q. Entéo sin(35°)>0.
sin(190°) < sin(35°)

28.2. sin(190°) > sin(-20°)

sin (~20°)/

& \.I

28.3. cos(-10°) > cos(-20°)

s

e

/ cos (—2}‘) cos (-10°)
I/ \y i

' 0 4 X0
\ ;

Xﬂj / =20

G

PRANE:

Trigonometria

29.

30.

Pag. 36

Acss) = ABZX %o B(cosa, sina)

AB =2y, =2sina e x, =cosa

2sinxcosa .
Aoas) = — = sinacosa

C(cosa, sina); cosa <0 e sina >0
—cosa >0
BC=2(-cosa)=-2cosa

E=yc =sina

OA = —x, =—cosa

BC+0A — -2cos —cos
A[OABC]=807;OA><AB= “;( %) sina

-3cosasina 3 .
=———— — =——sinacosa
2 2

31.1.

31.2.

a = 361°=360°+1° '
sina = sin(420°) P
= sin(60°+1x 360°) 4

\/5 \ 0 ,\')

. 1
=sin(60°) = - 75

cosa = cos(420°) s e
=cos(60°+1x360°)

=cos(60°) = %

o = 1260°=180°+3x 360° = (180°, 3)
sina = sin(1260°) oy
— sin(180° + 3x 360°) \
~ sin(180°) = 0 / "

cosa = cos(1260°) ( 0 X

=cos(180°+3x 360°)
=cos(180°) = -1 ~_ |

R

13
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31.3.

31.4.

a =-1800°=0°-5%x360°= (0°, —5)
sina = sin(-1800°)

— sin(0°~5x 360°) y1
_sin(0°) =0
cosa = cos(-1800°) '
- cos(0°-5x 360°) : = —
=cos(0°) =1

[~ W= ]
sin —-1800

cos —-1800

a =-315°=45°-360°
sina = sin(-315°)

— sin(45°-360°) ._ 0 T BE:

V2

=sin(45°) = -

cosa = cos(-315°)

321.

32.2.

33.1.

33.2.

14

= cos(45°-360°) ] ok
sin -315
J2 2
:COS(450):7 cos -315 .
2
2
[ JUNP JOELETEPMANCT] MATH
Pag. 39

Seja R o ponto de intersecdo de OP com a
circunferéncia que pertence ao 1.° quadrante.
Q é o transformado de R pela rotagcdo de meia-
-volta em torno de O.

240°=60°+180°

R (cos(60°), sin(60°)) = (

1 3
Ent ——, .
ntdo, Q[ > 2]

P(1, tan(240°)) = (1, tan(60°)) = (1, 4/3)

1ﬁ]

2° 2

Q(cos(240°), sin(240°)) = {_2, N2

V3

cos(240°) = —%; sin(240°) = —

sina <0.Entdo ¢ €3.° Q ou a4 Q
tana >0 .Entdo ¢ €1.° Q ou ¢ €3.° Q
sina <0 v tana >0

Logo, a pertence ao 1.°, 3.° ou 4.°.
tan(-a)>0.Entdo -2 €1.° Q ou —2 €3.° Q

Se —ae€1.° Q entdo x€4.° Q.

Se —2€3.°Q entdo xe€2° Q
a pertence ao 2.° ou ao 4.° Q.

33.3. P=sinaxcosaxtana

174 1°Q 2°Q 3.°Q 4°Q
sina + + - -
cosa + _ _ +
tana + - + -

B + + + +

a pertence ao 1.°,2.°,3°0u4.°Q.
33.4, Q=057
sina

174 1°Q 2°Q 3.°Q 4°Q
cosa + _ _ +
sina + + - -

Q + — + -

a pertence ao 2.°ou 4.° Q.
Pag. 40

34.1. tana < 0. Entdo —tana >0.

A ﬁxﬁzh(—tana)__tana

[OQR] = 2 2 - 2
tana
342 Agge =26 = =2
tanx
f(x)=-
(1)=-2
A area do triangulo [OQR] ¢é igual a 2 para
o~ -76°.
\\ .
\ y

W

-90° 7596 x

Pag. 41

35.1. 780°=60°+2x360°=(60°, 2)

&

sin(780°) = sin(60°+2x 360°) = sin(60°) = B3

cos(780°) = cos(60°+2x360°) = cos(60°) =

N

2
tan(780°) = tan(60°+2x 360°) = tan(60°) = v/3

BIONP 0110d © IDYATTVININ
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35.2.

35.3.

35.4.

36.1.

36.2.

765°= 45°+2x 360°= (45°, 2)

2

sin(765°) = sin(45°+2x 360°) = sin(45°) = ES

cos(765°) = cos (45°+2x360°) = cos(45°) = %
tan(765°) = tan(45°+2x 360°) = tan(45°) =1
1470°=30°+4x360°=(30°, 4)

sin(1470°) = sin(30°+4 x 360°) = sin(30°) =

N =

cos(1470°) = cos(30° + 4 x 360°) = cos(30°) = g
tan(1470°) = tan(30°+4 x 360°) = tan(30°) = ?
-810°=-90°-2x360°= (—90°, - 2)

sin(~810°) = sin(~90°~2x 360°) = sin(~90°) = —1
cos(-810°) = cos(-90°-2x 360°) = cos(-90°) =0
Nao existe tan(-90°). Logo, ndo existe
tan(-810°).

0 =60°

ou 6 =60°-360°=-300°

ou @ =60°+360°=420°

Por exemplo, 60°, —300° e 420°.

tand = /3 . Entéo 6 pertence ao 1.° quadrante ou

ao 3.° quadrante.
Se /el Q:

J3

sing = sin(60°) = > e cos@ =cos(60°) =

N| =

Se 0e3° Q:
V3

sing = —sin(60°) = -

e cosd = -cos(60°) = _%

Pag. 42

Tarefas de consolidagao 2

1.1.
1.2,

a=-96° ou a =360°-96°=264°
a) /= -2x96°=-192° ou S = 360°—192°= 168°
b) [ABC] é um triangulo isésceles (E = A70)

180°-96°

CBA=ACB = =420

COA = 2CBA = 2x 42°= 84°
[ =84° ou 3 =84°-360°= —276°
c) p=-84° ou pB=276°

180°< 200°< 270°
Logo, os lados extremidade pertencem ao 1.° ou
ao 3.° quadrantes.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

Trigonometria

Equacéo reduzida da circunferéncia
trigonométrica: x* +y* =1

A[—g, yj € um ponto da circunferéncia
trigonométrica.
3)? 9
Entdo, | -=| +y’ =1 —+y? =1
( 5) Y 257

orthor-Borfforst

y = —g ou y= g . Existem dois pontos da
circunferéncia trigonométrica com abcissa igual a
3

5
I: Verdadeira
180°< 225°< 270° . Logo, 225°3.° Q
225°=180°+45° . Entdo, 225° é uma rotacéo de
meia-volta do angulo de amplitude 45°.

sin(225°) = —sin(45°) = _g
c0s(225°) = —cos (45°) = _g
Logo, sin(225°) = cos(225°) .
II: Falsa
—-1<cosa <1, qualquer que seja o valorde « e
E >1
9
Ill: Falsa

Nos 3.° e 4.° quadrantes, sina <0.

Entdo, —sina >0.

—1<cos <1, qualquer que seja o valor de /.
I x5

< -5<5c0sf/ <5

Maximo: 5; Minimo: -5

-1<sin g <1, qualquer que seja f.
I x2

& -2<2sinf<2
-3

< -5<2sinp-3<-1

Maximo: —1; Minimo: -5

—-1<sin g <1, qualquer que seja f.
J ><(—1)

< 1>-sinf>-1

< —-1<-sing <1
I+3

< 2<3-sinf<4

Maximo: 4; Minimo: 2

—-1<sin g <1, qualquer que seja f.

Entdo, 0 <sin’ #<1.

Maximo: 1; Minimo: 0

15
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5.5. tanpe]-», +o[, qualquer que seja S . Pag. 43
Entéo, tan” >0 8.1. P(cos(30°), sin(30°))
143 NE)
~ 3 1
stan? f+3>3 Entéo, P{Q’QJ'

Maximo: ndo tem; Minimo: 3
aximo: nao tem; Minimo Q(200$(60°), 23in(60°))
5.6. —-1<cosf <1, qualquer que seja S.

Entao, 0 <cos? Z <1 Entao, Q(2><;,2><\/2§J=(1,\/§).
~L><(—1)

& 0>—-cos? f> 1 8.2. R é um ponto da circunferéncia de raio 1 e centro

5 na origem do referencial, ou seja € um ponto da
© -1<-cos” <0 circunferéncia trigonométrica.

4 +1
& 0<-cos® f<1
Maximo: 1; Minimo: 0

Entdo, R(cosa, sina) e R(—%, ij.

Logo, cosa = —i .
6.1. Se « é um angulo do 2.° quadrante, entdo 5
O<sing<1e0<1-2k <1< 0<1-2k A 1-2k <1 Equacéo reduzida da circunferéncia
1 trigonométrica: x*+y? =1

< 2k <1 A —2k<0<:>k<§/\ k>0

2
4 2 16 , 2 16
—— | +yr=le—+yr=1oyi=1-—
ke}o,l[ ( 5) Yr 25 Yr Yr 25
2 . [0 9 3
S YRFANGE O Yr=H 5 S Vr=E2
6.2. «<]-180° 0°[. Entdo, a pertence ao 3.°Q, ao 25 25 5
4.° Q ou a0 semieixo negativo Oy . Como ,‘zé um ponto do 3.° quadrante, tem-se que
-1<sina <0< -1<1-2k<0 sz—g.
< -1<1-2kA1-2k <0 1y 4 3
2k <2A—2k < -1 s " Entéo, cowg:—g e sina:—g.
1 : '
S k<iInk> 2 - 8.3. S é um ponto de uma circunferéncia de raio 2
— yo X centrada na origem.
ke E 1} N S(2cos B, 2sinp) e S(1, ys) -
Entéo, 2cosf=1< cosﬂ=1.
7. -270°< -200°< -180° . Entdo, ¢ €2.° Q 2
sinad >0, cosa <0, tana <0 Equacéo da circunferéncia: x> +y* =4

180°< B <270°. Entdo fe3.° Q
sing <0, cosp<0, tang>0

Piyl=doyl=83cy, =+/3
Como S é um ponto do 4.° quadrante, tem-se que

7. i‘i‘oﬂ‘ﬂiﬁw ys = —/3 . Entdo, 23inﬁ=—\/§<:>sinﬁ=—€.
sina —cos S é positivo. 1 _ J3
cosf=—esinf=——
7.2. tanfxcosa <0 2 2
o 91. @e1° Q.Entdo, «+180°c3.° Q
Entdo, -2tan g xcosa >0.
. - cos(a+180°)<0
—2tan fxcosa € positivo.
sina xcos(a +180°) <0
7.3. tana <0.Entdo 2tana <0. D T
sinf+2tana <0. sina x cos(a +180°) € negativo.
<0 <0
sin #+2tana é negativo. 9.2. oe1.° Q.Entdo, ¢+90°c2.° Q.
7.4. 180°< /2 < 270° Logo, cos(a+90°) <0.
< 180°-200°< —2000+ﬁ < —200°+270° ael1® Q.Entdo «-90°c4.° Q.
& -20°<a+ 3 < 70° Logo, tan(a-90°)<0.
a+ f pertence ao 1.°, ao 4.° quadrante ou ao cos(a +90°)x tan(« —90°) >0
semieixo positivo Ox . Entéo, cos(a + /)’) >0. <0 <0

cos(a + ) & positivo cos(a +90°)x tan(« —90°) é positivo.

16

EI0YIPY 0110 © IDAATTVINN



MMAI11DRGF © Porto Editora

9.3.

9.4.

10.

a-90°€4.° Q e «+90°c 2.° Q (visto na alinea
anterior)
cos(a-90°)>0 e sin(a+90°) >0
cos(a —90°)+sin(a +90°) >0
>0 >0

cos(a —90°)+sin(a +90°) é positivo.

a+180°€3.° Q e @ -90°c 4.° Q (visto nas
alineas anteriores)
tan(a +180°) >0 e sin(a—-90°)<0
tan(a +180°)—sin(a -90°) >0
>0 <0

tan(a +180°) —sin(« — 90°) é positivo.

A(cosa, sina)

cosa <0< —cosa >0 e sina >0
A[ABCD] = ADx AB
E=2x(—cosa)=—2003a

AB =2sina

Asscp) = —2C0sa x2sina = —4sina cosa

A

— 2 _
cilculo_ﬂx1 =7

Pretende-se os valores de « para os quais

A[ABCD] > 1 Ao < —4sinacosa > z
2 2
y o
n PN
2

Y

0 /\/_9°0° 115,9°

f(x)=-4sinxcosx

1541 180° X

A area do retangulo é superior a metade da area
do circulo trigonométrico, para « [116°, 154°].

Trigonometria

- P(cosa, sina); Q(1, tana)

PQ= \/(1—0030:)2 +(tana - sina )’

.

W

Seja R o ponto de intersecéo da reta PQ com a
circunferéncia.

R(-cosa, —sina)
PR=2r=2x1=2
RQ= \/(1+c03a)2 +(tano:+sino:)2

ﬁ):ﬁ+@:2+\/(1+003a)2 +(tana+sina)2

Pag. 45

Avaliagao formativa 2

1.

a =60° ou o =60°-360°=-300°, por exemplo.

P(2cos(45°), 2sin(45°)) = (2 x % 2x ‘/ZEJ
- (2. \2)

Opcéo (D)

|-c)

Il — cosa <0 . Entdo, —cosa >0.b)

MMA11DRGF-TRIG-2

Entéo, Ill - ¢)
I > c); Il > b); Il » ¢
41. AB=2x,=2cosa
Poss) = ¥a = sina
A _ABxNou  2cosaxsina — sing xcosa
OAB] - 2 - 2 -
42, A(30°) - sin(30%)xcos (30°) 13 _ 3
2 2 4
. 3 1 3
A(60°) =sin(60°)xcos(60°) = —x—=—
(60°) = sin(60°)xcos (60°) = > =,
A(30°) = A(60°)
Significa que para « =30° e para « =60°,
obtém-se tridngulos com a mesma area.
Pag. 46
1. 57,3°
2. A amplitude mantém-se aproximadamente igual a
57,3° para todo o valor do raio experimentado.
3. a) 2w b) r
c) rx360° d) 2nr
4. 7 rad
5. AOB=50° e AOC =1 rad
Pag. 48
37.1.
graus radianos
180___n x= 113850“ = %"
135 x
135°= 3—Tcrad
4
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37.2. 38.3.
graus  radianos graus  radianos ST 180
180 = v 270xm _ 3 180 = M B VY
I s
270 x 180 2 } 5n
— 4
270°= 3n rad 51
2 “Zrad = 225°
4
373 38.4.
graus  radianos graus  radianos @x180
180 = L _150xn _5n 180__n x=8_ —1125
— 1 T
150 «x 80 6 . on
- 8
150°= on rad 5
6 ?rad =112,5°
37.4.
. 39.
graus radianos
180 . _330xm 1= graus  radianos
_ - 180 - 6 180 120xm 27
330___x — = e
- 180 3
11 120 «x
330°= ——rad - o 27
6 DCB = DAB = 5 rad
37.5.
- 2w d
graus  radianos CBA=CDA = Tmy =g
450xmt 51
180__ = ===
450__ «x
Pag. 49
450°= on rad
2 8 3
37.6. 401. < ;n < Erc ; a pertence ao 3.° quadrante
graus radianos T P o
180 i e 252 1t _ E 40.2. ~3 < “5 <0; a pertence ao 4.° quadrante
- 1
252 x 00 3n 13n
7n 40.3. — <——<2mn; a pertence ao 4.° quadrante
252°= " rad 2 7
40.4. Adicionando uma volta completa a « , tem-se
38.1.
,6’=0:+27c=—ﬁ+275=—E
graus  radianos @MSO 2 2
180 . =3 ~120 a e f pertencem ao semieixo positivo Oy.
_2n n 40.5. Retirando 600 voltas completas a « , tem-se
Y—73 £ =1201-600x2n = =
2—nrad _120° a e pB pertencem ao semieixo negativo Ox .
3 41.1. o =—-30°~3x360°= 1110°
38.2. graus radianos
180 _—110xn _ 37n
graus  radianos ST 180 — 780 &
180 =« =8 _150 -110__x
s
¥ om o= 37 rad
—% 6
5
T rad = 150° 41.2. B 5,07 30 03T Ly _ar,
6 2 2 2 2

n-1=5<n=6; =3t e n=6

18
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Pag. 50

Tarefa 5

1.1.

P, =2nr=2nx3=6ncm
2nrad____6ncm 2x 61
2rad___ x T 271
O comprimento do arco de circunferéncia é 6 cm.

=6cm

Trigonometria

e}

oa=— 6
a=—=1
= 5 = {Gr 16 = 6
—xr’=36 B r=6
r
Raio 6 cm e amplitude do angulo ao centro 1 rad.

1.2. A = nr? = nx3% = 91 cm?
2nrad___ 9mcm? 2x9n )
X = =9cm
2rad___ x 2n
A area do setor circular &€ 9 cm?2.
21. P, =2nr
2nrad___ 2nr ax2nr
X = =ar
arad_x 271
O comprimento do arco de circunferéncia definido
por a € ar.
22. A= nr?
2nrad___nr? _axnr? er
arad___x 2n 2
2
A area do setor circular definido por « é ar
42. o=7?;r=10cm;
ar—147c<:>10a—14n<3a—1ﬂ<3 Erad
10 5
graus  radianos Ex180
180« x=2  _252
Tn T
X "
)
= n rad = 252°
5
Pag. 51
43. A65=4y=gmd
T
2 —=x10?
A= _2 =251 cm?
2 2
A area do setor circular & 257 cm?2.
Alternativa:
2 2
A= A0 o5 oy
4
44,
B
6cm
18 cm’
0 A
r=6
¢ . - ar==6 -
%gzm ar? =36

Pag. 52
Tarefa 6
1. E—Z —rad.
3 3
Ponto C
2. Erad—frad
12 6
T
A:a:Orad;B:a:grad;
C:a=E=£rad;D:a=3—n=Erad;
6 3 6 2
E:a:ﬂ Erad F: a_S—rad
3 6
G:a=6—n—nrad H: a—Erad
6 6
I:a=@ ﬁrad J: %=%rad;
6 3 6 2
K:a:ﬂ @rad L: a_”—nrad
6 3 6
E —rad
8 4
M:a:Orad;N:a:%rad;
P:a=E frad Q: a—@rad
2 4
R:a:ﬂ—nrad S: a_%[rad
T:a:ﬁ @rad U: a—7—rad
4 2 4
3. C cosE,sinE , C|l—= L ( N 2cos— Zsm
3 3 2' 2 4 4

(2 lgg,z ‘QZJ,IV(JE;JE)

4.1. sin T <0; cos on >0 tan on <0
3 3 3

4.2 sm( nj<0 cos(snj<0, tan 5j>0
4 4 4

19
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45,

46.

47.1.

47.2.

20

CBA=n-Z2_T_Traq:
36 2
[nj 2 3 2
S| — | == —=— &
3) AC 2 AC
oAc=-22  oac-H3.
\/g(xa) 3
(nJ CB 34— 4x2
sin| — |[=—=& —==—& AB =
3) AB 2 AB NE)
oAB=-2 oa-83.
\/g(x:i) 3
CBA:Erad; C§A=£rad;ﬁl=ﬂ;
2 6 3
@:@
3
2n_n
8 4
: 2n m_m
£n 3 4 12
* . mn h
12 sSin—=—&
%‘ : 12 5
J ; o o h=5sin~
X y = 12
: ; h ~ 1,2941
T
CoOS—=—< x=5c08s—
12 125
X~ 4,8296
tanﬁzﬂcyziey:h
4 tan—
4
y ~1,2941
A:8><7(x+y)><h:
2
4,8296 +1,2941)x1,2941
gl hl )~ ~ 31,6987

2
A area do poligono € 31,7 cm?.

. T T
sm2(tan4—005nj = 1><(1—(—1)) =1x2=2

(77{} . [ 117tj
Cos| — |—SsIn| —— | =
3 6

T . 12 =
=cos| 2n+— |-sin| —+— | =
(20 )-on 55

n . n 1 1
=cos——SiN—=———=
3 6 2 2

Pag. 54

Tarefas de consolidagio 3

1.1.

1.2

2.1.

2.2,

—gnz—in—in—ﬁz—Zn—Zn—E
2 2 2 2 2

1
O ponteiro dos minutos deu duas voltas mais 2

de volta, ou seja, passaram duas horas e 15
minutos das 4 horas. O reldgio agora marca
6 h 15 min .

21:12 = X rad
6
60min Erad
1 6
15min X
T
15x =
:J:lrad;L_}_ E:ﬁ
60 24 24 6 24

A amplitude do angulo convexo formado pelos

ponteiros do relégio as 18 h 15 min é % rad.
3
a:Eﬂ; d=30cm; r=15cm

a+ﬁ:2n©gﬂ+ﬂ:2n©gﬂ:2n<:>

c>5ﬂ:4nc>ﬂ:%; ﬂxr:%x15=12n
O comprimento da borda da piza que a Vitoria

comeu é 12ncm.

3 3 47 12n 6x
a:—ﬂ;a:—xizizi;

2 2 5 10 5
arg @X’ISZ
7;Tz424cm2

A area da parte da piza que o Salvador comeu &,
aproximadamente 424 cm?.

P

3 9 voltas completas 3

l. a=

5 3
2N < ——T<——T
3 2

n O angulo —% descreve

i 5
3
N\

\ —

y
f/ nove voltas no sentido
II A i . 57-[
( [X|  negativo e o angulo -3
\\ / v

que se situa no 1° quadrante. Logo, o angulo «

de amplitude —% pertence ao 1° quadrante.

BI0YIPY 0110 © IDAATTVINN
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II. xe}t,gn ,xe3.°Q,-xe2.°Q

x € 3.° quadrante e no 3.° quadrante, o seno é

negativo. —x € 2.° quadrante e no 2.° quadrante, a
tangente é negativa. Assim, sinx x tan(-x)

designa um numero real positivo.

4.
FZ\O:A@F:Aﬁozg
OFE-FOE="
4
Bao=_T_T
2 3 6
A@C:n_fzﬂ; COE =2 _E_E_Sl_ﬁ7
6 6 4 3 6 12
DGO = - 1% _5"
12 12
A amplitude do angulo DCO & %[ rad.
Pag. 55
51. 2n:8=—rad
a) OG b) OF
c) OA d -T-_2". o8
4
4 T
5.2. a) —n——n+——2n+——2n+— OF
272
py —on__16m 7 4 +f OE
4 4 4
c) —4n; OD
g m__12m m_ g, 2T oF
2 2 2 4

Trigonometria

X
cos ===
3 22

S x= 22cos§ =

<:>x=22><1<:>
2

< x=11

B 35 C

SinE=L<:>y=22Sin£<:>y=22xﬁ©
3 22 3 2

oy=11/3
AC° =122 4352 < AC  =1369 <

o AC=+1369:

(Ac20)
AC =y'+7’ o

=22 =AC -y* = 2 =1369-(113) =

& 72 =1369-121x3 < 22 =1006 < z = /1006 ;
Ansco] = Anse) + Aaco) =

12x35 (11++1006)x11/3
= +

2 2
A area do quadrilatero [ABCD] &,
aproximadamente, 616,9 cm?.

~ 616,93887

A\ o h= 10( 3cm

f/’ - T Vv
/a3
—>

10cm

=%Ab><h

V:%nx102><10x/§z1813,8 cmd

O volume do cone &, aproximadamente,
1813,8cm®.
_ aR? 3 ar?

coroa  — “'setor — /lsetor 2 2 -
circular maior menor

a (2r)2 —ar®  4ar’—ar® 3ar® 3a ,
= = = ="r
2 2 2 2

/ :\\._ tang — o3= 0

Pag. 57

Avaliagao formativa 3

1.

41 T
a=m—-—=—; a+c=
5 5

Opcéo (A)

21
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48.

sendo « o angulo definido pelo semieixo positivo

Ox e pela semirreta OP . Assim, atendendo a
equacao da circunferéncia, temos que:

cos’a +sina=1< sin*a+cos’ o =1
sin® o +cos? o =1
2
. 1 L,
Entéo, sina+|-—| =1osinfa+—=1<
3 9
. 1 . 8
o sinffa=1-—osina=—
9 9

Como a €3.°Q, sina <0, pelo que

sinazf\/ngﬁ.
9 3

2. xe —§Tt,—E
2 2
F 3'."(
A
- =
kX
\.\\_
n
No 2.° ou 3.° quadrantes, e em —n, 0 cosx<0.
Logo, 2cosx <0. Opcéo (B)
3. 46n = 4n+& , em que (1) representa duas
9 w 9
107
voltas completas; o e 3.° quadrante
I -b); Il-c); lll -a)
4.1.
AB = 2x ;
sind=> o x=rsind
r
h
cosf = - < h=rcosé
AB =2rsind ;
Acnos) = M = r’singcosé c.q.m.
2 2
42. % a-20;5(0)=22" -
2 2
o S(0)=2A(0); 6r* =2r*sinfcosf <
< 0 =2sinfdcosd
o fi(x)=x; f,(x)=2cosxsinx
M
y
(0,9477;09477)
f;
5@" X
2
0 ~ 0,95 rad
Pag. 58
Tarefa 7

22

A circunferéncia trigonométrica € uma
circunferéncia centrada na origem do referencial e
raio igual a 1. Entéo, pode ser definida pela

equacdo x?+y? =1 . Qualquer ponto P da
circunferéncia tem coordenadas (cos a,sin a) ,

49.

50.1.

50.2.

50.3.

Pag. 59
C pertence a circunferéncia trigonométrica. Entéo,
C(cosa,sina) . Logo, sina = % .

AC=2sing=2x2-2
3 3

sin® o +cos? o =1

2
Entao, (5) +cos’a =1 i+cos,2o: =1

2 4 2 5
& cos‘a=1-—<cos“a=—
9 9

Como o €2.°Q, cosa <0, pelo que

cosa =— §:7§.
9 3

AB -2 5| 25,
3| 3

I N
_ABxAC 3 3 45
/4‘[ABC]_ 2 - 2 - 9

u. a.

sin? x —sin* x = sin? x(1 —sin? x) =

= (1 —cos? x) x cos? x = cos? x — cos* x

CA. sinfa+cos’a =1 cos’x=1-sin’x &
< sin®x=1-cos’ x

1-cosx sinx _ (1-cosx)’+sin®x

sinx  1-cosx  sinx(1-cosx)

x(1-cosx) x(sinx)

_1-2cosx+cos’ x+sinx  1-2cosx+1
sinx(1-cosx) sinx(1-cosx)

_ 2-2cosx  2(1=eos¥) 3
~ sinx(1-cosx) sinx£1/—ges/xj " sinx
sinx(1-cosx)
(1-cosx)(1-cosx)

sinx
1-cosx

_ sinx(1-cosx)
~ 1-cos’x

sinx(1-cosx) 1-cosx

Q) sin® x

sinx

(1) sinf @ +cos’ o =1 sin’ x =1-cos® x

BIONPY 0110d © IDYATTVININ
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Trigonometria

Pag. 60 3
sina 3 N
Tarefa 8 tana = =4 -2 _ N
arela cosa _ﬂ J7 7
1. tana = Sina 4
cosa 1 1 37 4 37
. O —tan(Z:T— —T —T+7
24. tana=0; 3N% _% _g cosa N7 7
cosa -1 4
sina 4J7+3J7 7
Logo, tana = = =
osa 7 7
2.2. Seja @ umangulo do 3.° Q. P(cosa,sina), 521 1 1 1+ sinx —(1-sinx)
Q(1tana) . Como os y 1H+S§.'P)x 1zi,ﬂ)x (1+sinx)(1-sinx)
triangulos [OAQ] e tan o o Q _ 1+sinx—-1+sinx _ 2sinx _ smx 1
[OBP] sdo semelhantes, 1-sin?x (lcos’x “cosx cosx
AQ_OA _ s oo ~2tanxx - 2lanx
. N COSXx  COSx
BP OB B |0 AX ) 5 2 .2
yd sendo (1) sin“a+cos” o =1<cos”x=1-sin"x
tana 1 / A
o——-= = X sine tan® x 1
“Sihar —cosa //P ' 52.2. —tan3x=tan3x[ -1|=
sina ’ cos? x cos? x
S tana =
cosa 5 [1—C0$2x] s sinx
=tan’ x| ——— |=tan” xx =
cos“x () cos? x
Seja A um angulo do y“ _ )
4°Q. P(cos p,sinB), =tan® xx( smxj —tan® xxtan?x =tan® x
cos x
Q(1,tan B) . Como os '
( 2 sendo (1) sin @ +cos’ o =1 sin® x =1-cos? x
triangulos [OAQ] e . cos
[0BP] séo Nt > [smx] sintx
semelhantes, 0 i a2
e Smﬁ ........ _.P Q 52.3. 1 tanzx COSx COS X _
AQ OA . tanﬁ 1 1+tan® x (sme sm X
B 08" cosx) o5’
cos® x—sin’x
_ . 2 a2
- ta_mﬂ: 1 @tanﬂzs'nﬁ " cos’x :M(cos x—sin x):
-sing  cosf cos ff cos® x +sin’ x cos?x x1
cos® x
=cos? x—sin® x
Pag. 61
51 sina = 3 sina = 3. 2
.- a——4<:> a—4, Pag. 62
sin® ¢ +cos’a =1 53. 1+tan’a=—s;
, cos?a
Entéo, [gj roosa =1 2 icosa =1 Entdo 1+2 42 = LN
4 16 ' ’ cos?a
2 9 2 7 1
& cos"a=1-—ocos’a=— & 6,76 = o coslq = PN
16 16 cos? o 6,76
3t ':'Ty <:>COSZO(=E
ae}i,—a[,pelo 169
ﬁ ; : | » Como a €3.°Q, cosa <0, pelo que
que Cosa =———. { | , 25 5
4 — ol > COS@ = — | — = —— .
oo x 169 13
- 54.1. P(1tan ) Entdo, tan = 3

i 6 & 6033
\/§—tanﬂ_\/§—3_(\/§—3)(\/§+3)_

23
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_6@6+@_6@E+@_6@6+g_ﬁﬁ_3
e - -

3-9 -6
54.2. 1+tan’ g = 12
cos”

Entdo, 1+3°% =

< 1+9= !

2 2 <
0s° f cos” g

1 2
= C [ J—
s?p 10
Como p€3°Q, cosf <0, pelo que

/ J10
cos =
h= 10

sing sm,b’ . 3V10
anp = 3= sinf=-——"—
p cos f3 < _ V10 esinf 10

10

cosf—-2sing = \/_2(3\/_J =

10 10
~10+6+10 510 10

10 10 2

Pag. 63

55.1. P(cosa,sina); B(1tana); OC=1; AB=tana;

&z‘l;

A(a):TxOA:Ht:na

x1=

_T+tana
2

55.2. P(cosa,sina)

Seja x

, aabcissa do ponto P.
J10

X =7<:>COSOZ=£
710 10
1
72<3
J10J

10

tana+1=

%%—N:Mﬁa:m—kzm¥a29
100
Como « €1°Q, tana >0, logo, tana =9 =3.

A@n=1+§”“=1%§=2lLa

o tan’a =

Pag. 64

Tarefas de consolidagao 1

1. 1.°erro: O André usou valores arredondados e, na
pergunta, nao pede valores arredondados.

L 1
2.° erro: Quando calcula, na maquina, cos™ (—g ,
a calculadora devolve-lhe o valor arredondado de

24

21.

2.2,

um angulo do segundo quadrante cujo cosseno é

—% e ndo do 3.° quadrante.

Resposta certa: Usando a formula fundamental da
trigonometria, temos:

2
sin®a + A :1<3sinzoz:1—1<:>sin205:§
3 9 9

Como « €3.°Q, sina <0, logo,

sina:—\/gz—&.
9 3

Af:B:E—a; sin E—a =SinAaB=£:COSa;
2 2 BC
cos(f—aJ cos ACB = i =sina
2 BC

sin?| X |-2c08?| E— ¢ | = cos?a—2sin? & =
2 2
(7)1—sin2a—2sin2a:1—3sin2a com
(1) sinfa+cos’a =1 cos’ o =1-sin’ «
. 4

P(cosa,sina) e P —g,sma
Entéo, cosa:—i.

5
sin’ ¢ +cos’ o =1

16

2
Entdo, sin*a + —f =losinfag=1-—<
5 25

c>sin2a:2—95.Como a€3.°Q, sina <0, pelo

. 9 3
que, sing = — /— ==,
25 5

3
tana:w:izé
cos« 4 4
5
cosa + -1=0&
cos«a
4cos’a+1-4cosa (20050:—1)2
= =0 =0
4cosa 4cosa
& (2cosa—1)" =0 A 4cosa #0 <
& 2cosa-1=0 A cosa 20 <
1
C>COSO(=§ A cosa#0;
sin® ¢ +cos’ a =1
1Y 1
Entdo, sinffa+| = | =1esinfa=1-—-<
2 4
.5 3
o sinfa==.
4
3
. . sinesinfa 4 6 3
sina xtana = sina x S ===
cosa cosa 1 4 2
2

EI0YIPY 0110 © IDAATTVINN
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5. sinfa+cos’a =1
2
Entdo vk=2 + 2 2—1c>k_2+i—‘l<:>
’ k k K K
_ 2
<:>kl:r22—1=0<:>7k+i2 k =0
o -k*+k+2=0 A kK*#20 &
1+ [P —4(-1)x2
k= ANkz20s
2(-1)
1+
k= 1_\/5 ANkz0s
& k=4+3vk=:t§JAk¢O©
-2 -2
< (k=-1v k=2) A k#0.Como
sing = ~—— ,tem-se que, k-2>0k>2.
Logo, k=2.
Pag. 65
6. P(cosa,sina) e T (1tana) . Q resulta de uma
rotacdo de meia-volta do ponto P e centro O.
Entdo, Q(-cosa,-sina).
5 1 cos* o —2cos’ o +1
COS o —2C0Sa +
71. cosa _ cos« _
cosa sin®a cosa sin®a
(coszozf‘l)2 (17005201)2 (sinza)2
" coslasin’a  cos’asin’a ) cos’asina
sife (‘sina Y )
= T =|—— | =tan"«a
cos’a \cosa
Em que (1) sinfa+cos’a =1 sinfa =1-cos’ a
79 gnacosa cosa _
sina—cosa 1-tana
_ sinacosa cosa
sina —cosa 1_sina
cos«
_ sinacosa Cosa
T sing—cosa Cosa—sina
cosa
_ sinacosa cos’a
sinad—cosa cosa—sSina
_ sinacosa cos’a
sinad—Ccosa Sina—cosa
_sinacosa —cos’ a _cosaw B
sina —cosa oS
=cosu
8.1. B(2cosa,2sina); CB=2x2cosa =4cosa ;

?D:ZSina; OD=2cosa .

Seja ¢ o comprimento do arco AB .
C=ax2=2ua

8.2,

Trigonometria

Perimetro= OA+c¢ +BC +CD+DO =
=2+2a+4cosa+2sinad+2cosa =
=2a+6cosa+2sina+2=
=2(a+3cosa +sina +1)

Diametro da circunferéncia=2x2 =4

Seja fa funcdo que, a cada valor de « faz
corresponder o perimetro da regido sombreada.
Pretende-se resolver graficamente a condigéo
f(a)<2x4 = f(a)<8.

ol 134 nix
2

B [EXE]:Show coordinates
Wi=2{x+3cos x+sin x+1)
y2=8

INTSECT
¥=8 L

¥=1.33984805

1,34<0:<E
2

Pag. 67
Avaliagao formativa 4
1. 3cos€=—Z®cos¢9=—l; | —b)
4 12
sin’@+cos?6 =1
2
Entao, sin? 0+ T :1<:>sin20:1—ﬂ<:>
12 144
, 95 o~
< sin 0=m.Como 0e3.°Q, sind<0, pelo
que, sinf = — i=—@. Il - a)
144 12
/95
tang = SN0 _ 12 ::J§5;|u_>m
cosd T
12
Il—>b); ll>a); lll>b)
2.  sin’ aj+cosz(a =1
2 2

0,25- -1
4

2
Entao, 1 +cos?| L =1
4 2

2 X 1 o X 15
o cos’ | — |=1-— < cos’| — |[=—
[2} 16 (2) 16

25
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Como cos(%) >0, tem-se que cos(%)

CA. AT
, Y3

(24

a
/

: T ¢
—n<a<n—>—§<—<f %

2 2

15

cos (%) >0 0

ta”(%)— cos(aj :\/%:_x/%:_f

:4{?}15{—‘415—5]:\/%—\/%:0

-2
3. tanzx—sinzx:tanzx[1— smzx]:
tan® x
. -
=tan® x 1—sz =tan’ x| 1- anzx =
sinx sin® x
(COSXJ cos® x
; 2
=tan’ x 1—§mzjn:fXJ=tan2x(1—coszx)=)
X
=tan®xxsin® x
em que (1) sin®x+cos?x =1 sin®x =1-cos’ x
4, P(cosa,sina) Entéo, OQ=cosa e PQ=sina .
@=P7Q=sina; a=®+@=cosa+sina.
[OAB] e [OPQ] sé&o triangulos semelhantes.
Entao, 2B _ PQ AB_ _sina
oQ cosa +Sina  Ccosa
AB
——  —tanao &
cosa +sina
@@:tana(003a+sina)
Aosec) = OAX AB =
=(cosa +sina)xtana(cosa +sina) =
=tana (cosa +sin oz)2
Pag. 68
Tarefa 9
1. P(a, b)
a=cos o, b=sin
A(b, a) B(-b, a) C(-a, b)
D(-a, -b) E(-b, -a) F(b, -a)
G(a, -b)

26

2. n-a—>C; -a—>G

g—a—>A; n+a—>D

§7t+0:—>F; LN

2 2

§7:—0:—>E

2

Pag. 69

Tarefa 10

1.  4.° Quadrante. O seno e a tangente sdo negativos

€ 0 cosseno é positivo.

21. sin(-a)=-sin «

BIONP 0110d ® IDYATTVININ

2.2. cos(-a)=cos «
2.3. tan(-a)=-tan «
k4
3. Se ae€2°Q, -ae3.°Q Mt
sin(-a)=-sin a \’\
cos(-a)=cos « <0 4
tan(-a) = —-tan « A
o o y]
Se 2e3°Q, —a€2°Q
sin(-a) =-sin a \?‘;“‘“‘;\‘
cos(-a)=cos a <0l >
tan(-a)=-tan « AN ¥ 4
Se ae€4.°Q, -2e€1.°Q y“
sin (—Ot) =-sin « -
0 X
cos(-a)=cos « i
tan(-a)=-tan « qa “* .
. ~
Também se o pertence a
um semieixo coordenado, se mantém as relacdes
estabelecidas, quando definidas.
56.1. sin| -~ +27 |=sin| -~ |=—sint = —Q
4 4 4 2
56.2. cos @—E —cos|27-Z
6 6 6
-cos| - |=cos E=é
6 6 2
56.3.

tan @ = tan @—E =tan| 4n -
4 4 4
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56.4. cos[@]— sin[—gj = cos[@—gj—[— sinﬁj
3 6 3 3 6

T . T T . T
=cos| 2n—— |+sin—=cos| —— |+sin—
( 3j 6 ( 3) 6

n . n 1
=cos—+sin—=—+—=1
3 6 2 2

Pag. 70

Tarefa 11

2.1.

2.2,

23.

41.

4.2.

4.3.

n—a € 2.° Quadrante
O seno é positivo e 0 cosseno e a tangente sédo
negativos.

sin(n—a)=sin «
cos(n—a)=-cos a
tan(n-a)=-tan «
n+a € 3.° Quadrante

O seno e o cosseno sdo negativos e a tangente &
positiva.

sin(n+a)=-sina
cos(n+a)=-cosa

tan(n+a)=tan «

Se a€2.° Quadrante , n+a €4.° Quadrante e
n—a €1.° Quadrante .
sin(n+a)=-sin a yT

cos(n+a)=-cos « ~ I

i
A =~

tan(n+a)=tan « B b N

sin(n-«)=sin « T+ O

cos(n—a)=-cos a

tan(n—a)=—tan «

Se a€3.° Quadrante , n+a €1.° Quadrante e
n—a € 4.° Quadrante
sin(n+a)=-sin «

yT
cos(m+a)=-cos &
tan(n+a)=tan « U
- - >
sin(n—a)=sin « “0 X
cos(n—a)=-cos a N ___,.-/'__ o

tan(n-a)=-tan «

Trigonometria

Se a €4.° Quadrante, n+a €2.° Quadrante e
n—a € 3.° Quadrante

sin(n+a)=-sin a

~ r/ N
cos(m+a)=-cos & e \

tan(n+a)=tan « /{\/J ™
sin(n—a)=sin a \ o
m—o ~—

cos(n—a)=-cos a
tan(n-a)=-tan «
Também se « pertence a um semieixo

coordenado, se mantém as relacbes
estabelecidas, quando definidas.

57.1.

57.2.

57.3.

57.4.

57.5

58.1

58.2

Pag. 71

291 . 13n 281 © (12 =
coOSs——-—-siIn——=co0s| —+—|-8sIin| —+—
4 4 4 4

=Cos 7n—EJ—sin 37r+E
4 4

=Cos 61r+7r+E —sin 2n+n+E
4 4

T . T
=cos| n+— |-sin| 14—
( 4J [ 4)

n w) N2 2
=—Cos——| -sin— |=———+>==0
4 4 2 2

n 1 [ nj 1
. tan—- =tan| n+— |-———
27 6 b3
Cos— - cos| t——
: [=3)
:tan%— ! —3+%—§+2:6+\5
—cos ™ 3 1.3 3
3 2

. cos(—a)—cos(n—a)=cosa—(-cosa)

=COSa +COSa =2C0Sa

. M—ccs@wa) _—sina ~(-cosa)
tan(n+a) tana
—sina —sina cosa
= — +COSq =—+COS«x
sina sina
cosa

=-cosa+cosa =0
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58.3. sin(n—a)sina +cos’ (n+a)
=sina xsina +[ cos (n+ o:)]2
=sin’a +(—COSa)2
=sin’ @ +cos® o
-1

58.4. sin(-a)-2sin(3n+a)+tan(100x)
=-sing -2sin(n+a)+tan0

=-sina+2sina

=sina
Pag. 72
Tarefa 12
s
1. E_a €1.° Quadrante

O seno e 0 cosseno sdo positivos.

2.1. sin[ﬁ—aj:COSa
2
2.2. cos (g—aj =sina

3. g+ o € 2.° Quadrante

O seno é positivo e o cosseno € negativo.

4.1. sin(g+aj=cosa
T .
4.2. cos(§+aj=—sma

5. Se «a €2.° Quadrante, g—ae4.° Quadrante e

<

E+0:»53.° Quadrante . Y
. T
sin| ——a |=cosa
)
P . '
cos| ——a |=sina J
(3-4]

. I o
sm[5+aj: Cosa

i .
COS(E+OZJ =-8lina

Se « €3.° Quadrante g—aes.*’ Quadrante e

I .
COS(§+0!J= —Sina

Se «a €4.° Quadrante , I _ge20 Quadrante e

g+ a €1.° Quadrante .

4

sin(f—aj=cosa T\ Y LY
2 2 1~ 2
\\I \
cos[g - aj =sina / \.\ \
. N
sin| =+« |=cosa Ja
2 \ |

S

I .
COS(§+0!J= —Sina

Também se « pertence a um semieixo
coordenado, se mantém as relacdes
estabelecidas.

T
—+a €4.° Quadrante . A
2 3 4
T . N
sin[E—aj =Ccos« ;
0 >
s . -y | X
cos[f—ajzsma \
(T & \-E 4 oy
sin| =+« |=cosa T~ \ 9
2 9 ( A\

28

59.1.

59.2.

59.3.

59.4.

60.

Pag. 73
T . T . T T
COS| ——— [xXSIN| ——— [=SIN—XCO0S—
(5-8)=n(5-5)
1.33_V3
2 2 4

. (11n 5n . (12n = P
sin| — |-tan| — |=sin| —-— |—tan| n+—
6 4 6 6 4
=sin(Zn—Ej—tanE:sin[_Ej_»]
6 4 6

:_sin£_1:_1_‘|:_§
6 2 2
n 5n . 5n . bn . m
cos| —+— |-2sin— = —-sin—-2sin| 1——
2 2 6 2 6
=-sin ﬁ+E —23in£=—sin 2n+E —2x1
2 2 6 2 2
=-sinf-1=-1-1=-2
2
T 3
cos| —+— |xtan| ——=
(2 6) ( 4 J
LT 3 LT 4n 7
=-sin—x|—-tan| —n || =sin—xtan| ——-— | =
6 4 6 4 4
1 m 1 m
=_—xtan| n—-—|=—x| —tan— | =
2 4 2 4

( j 3 ! 3
Cos| —+a |=-= < —sina=-—
4 4
3
4

ae E , n[ < a € 2.° Quadrante
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2
60.1. sina+cos’a =1 cos’ o = 1—(2)
o cos?a = 1—3
16
2 7
& Cos o =—
16
3
sina 4
60.2. tan(n—a)=—-tana =— =
( ) cosa J7
4
_3 37
707
Pag. 74
Tarefa 13
3n
1. 7—0{ € 3.° Quadrante
O seno e o cosseno sdo negativos.
2.1. sin(?’—n—aj =—-Ccosua
2
2.2. cos[E —a) =-sina
2
3n
3. 7+0: € 4.° Quadrante.
O seno é negativo e o cosseno positivo.
4.1. sin(%”aj =—-Cosa
4.2. cos[s—;+ aj =sina
5. Se « €2.° Quadrante, 32i—ae2.° Quadrante e

37“ +a €1.° Quadrante .

Trigonometria

. (3n j yT
sin| — -« |=-cos«a Vor ’
2 =+ o /I
- _’.{’.
[37[ J . P NG
coS| — -« |=-sina /
2 ::‘
sin[3—2n+aj=—cosa —0 x)

[37: j .
Ccos ?+0{ =Sina

Se a €4.° Quadrante, 3—n—a € 4.° Quadrante e

Calculos auxiliares: 3% . 430 Quadrante
2 7 2
cos“a =—
16 sin[ﬁ—aj——cosa
J7 2
& cosa=+——
4 [37: j .
cos| ——a |=-sina
Como 2
o €2.° Quadrante, [37[ J
sin| —+a |=-cosa
cosa = —g 2

(37[ J .
COos ?+a =SIiha

Também se « pertence a um semieixo
coordenado, se mantém as relacbes
estabelecidas.

. 37[ +
sin 5 =—cos«a oA Y
cos| == -« |=-sina \ -
. [3n j 0 X
sin| ==+« |=—-cosa
2 /
[37: j .
cos ?+a =sina

Se a €3.° Quadrante, 377[—01 €1.° Quadrante e

377[+a € 2.° Quadrante .

61.1.

61.2.

61.3.

61.4.

Pag. 75

=sin£+sin 27t+E =sin£+sin£=2xﬁ
3 3 3 3 2

=- 3+2gn§= /I Ae

= 3+2§: . 2

=—/3+/3=0

29
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3 in[ 2 i cos| n+ X |+sin bn_=
62. A|cos En—a , sin En—a =(-sina, —cosa) ) s 3 3)_
(127{ Hj
tan 6 +g
D(-sina , 0)
. —cosE+sin(2n—£) —ﬁ—sinf
Ansco = ABx AD =2|-sina|x|-cosa| -6 3)__2 . 3
tan(2n+£) tang
=2cosasina 6
IRERRE]
-2 2 =£=_3
Pag. 76 BECG
Tarefas de consolidagio 5 3 3
2.3. cos 11n +sin 57[ =CO0S E—E —sin 5—“
1. |-Qualquer que seja a € R, cos(2a)=2cosa e iy 3 6 6 3
i —cos|2n-Z |—sin| 22— L | =cos| -~ |-sin| -
Seja a=mn, cos(2xm)=1 = n 6 n 3" 6 3
20081[=2><(—1)=—2 =COS— +s|nE £ \/— 2\/— \/5
6 3 2 2
L 2 2 .
°go COS( n)i cost 24. x/isin%+x/§tan%

| — Falsa \/_ 81 x \/_ T
=+2sin| —-— 3tan —
.(4 4} [3]

Il — Qualquer que seja e R ,

sin(n+a)=sinn+sina =\/§sin[2n—fj+\/§tan£
4 3
Seja a=g =—\/§sin§+\/§x\/§
. ) . (3= =—J§x£+3=—1+3=2
sin 7r+E =sin > =-1 2

3.1. P(cos 120°, sin 120°)

sinm+sins =0+1=1 1
2 cos 120° = cos(180°~60°) = ~cos 60° =
. . . 3
Logo, sin(n+gj #sinm+ sing sin 120° = sin(180° - 60°) = sin 60° = g
Il — Falsa P —1 , ﬁ
2 2
21 57 . 3 ot 4n
R R e Y 3.2. sin 300° = sin(360° - 60°) = sin(-60°)
5
_cos| n+ X |+sinSn—2tan| n+ X =-sin 60 =T
4 4 3
cos 300° = cos(360°-60°) = cos(-60°)
T . I
:—cos—+sm(n——j 2tan—
4 4 3 =cos 60°=—
V2
-5t sm——2x\/_ Alternativa:
Como 120°+180° = 300°,
% 7Z 23 =23 Q(cos 300°, sin 300°) e Q € o simétrico de P
relativamente a O , tem-se que
o o __ 1
70 51 7n 51 cos 300° =-cos 120° =—
cos———sin| =~ | cos T 4sin>"
2.2 6 8)_""6 3 J3
- 13n 13n sin 300° = —sin 120°=-—
tan? tan? 2

30
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3.3. T(1, tan 300°)=(1, tan 120°)
tan 120° = tan(180°-60°) = —tan 60° = —/3
T(1, —ﬁ)
. T
sm(E—a) sina
4.1. tan(ﬁ—aj tana = X
T cos«
cos| ——a
(5]
cosa Sina
=— X =1
sine  cosa
. T
tan(n—a)sin| —+a
2 —tanacosa
4.2. = -
[371 ) —sina
cos| == -«
2
sina y 7
_ cosa _sina _,
sina sina
5.1. sin(n—a)+cos[%—a}+23in(—a)
=sina+sina—2sina =0
5.2. tanaxsin(%+a]+sin(n+a)
=-tanaxcosa—sina
sina . .
=— x COSw —sina = -2sina
cosa
5.3. sin’ [g+ a}r sin? (51— a)
2 2
. T .
=|sin| —+ +| sin(5n —
{ (2 aﬂ [sin(5n-a)]
= (cosa)’ +[sin(4n+n-a)]
=cosza+[sin(n—a)}2
:cos,20:+(sino:)2
=cos’a+sinfa =1
Pag. 77
6.

58M[%+xj+4=0¢35amx+4=0
4
< COSXx =——
5
3n
xe |m, > < x € 3.° Quadrante

33in(3n—x)+2003[3—27[+xj—4tan(x—n)

=3Sin(21r+n—x)+2$inx—4tan[—(n—x)]
=38in(n—x)+2sinx+4tan(n—x)

=3sinx+2sinx—4tanx

71.

7.2,

7.3.

Trigonometria

Calculos auxiliares
sin ¢ +cos® o =1

25
@sinzo::i c>sino:=i§
25 5

Como oe3.°Q, sina:—%

_3
tana = sina :—5:§
cosa 4 4
5
=5sinx—4tanx
=5><[—§ —4><§
5 4
=-3-3=-6
AB .
T
X =—
2
ABx AC
A nec =szm—
C
. h
A B
ABxh
A[ABC]:T
ABxAC .
=—"""sinx
2
. h — .
sinx==— < h=AC sinx
AC
(9
h
] -
A B
ABxh
A[ABC]= 2
ABxAC .
=————sinx
2
. h . h
sin(n-x)==— < sinx=—
AC AC

< h=ACsinx

2
<:>sin2a:1—(—gj Qsin2a=1—E®

31
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8.1.

8.2.

altura=h= sin[g+ aj =Ccosua

OAxcosa _ COsaxCosa _ COS’ a

A[OAB] = 2 - 2 - 2

a €1.° Quadrante

OAxAP cosasina
A[OAP] = 2 = 2

2 .
COs" o cosasina
° AIOAB] = A[OAP] = 2 = 2

Designemos por f(x) a drea do tridngulo

[OAB] epor g(x) aareado triangulo [OAP].

:coszx . g(x):cos;c sin x

i f
Assim, f(x) 5 5

ol zo,"is o X
2

@ [EXE):Show coordinates
x)%).2

(sin x))a2

¥2=((co

L 7803981034 Y=0.28 _ °
f(x)=g(x)c>xz0,79

Pag. 79

Avaliagao formativa 5

32

A(cosa , sina)
C(-cosa, —sina)

| —-c)

B(cos[a +gj , sin(a +’2‘D = (~sina , cosa)

Il - b)

Se aordenadade A for k, sina=k

D(cos(a—gj , sin(a—;[D:(sina, —cosa)

Quer-se determinar —cos« .

cos’a =1-k?

cosa = +1- k2

Como « €2.° Quadrante, cosa = —W .
Aabcissade A & —J1-k? .

Aordenadade D é v1-k? .
Il - a)

A(1; 0,75).

ComoB(cos(;ﬂx) , sin(g+aj], quer-se

. T .
determinar cos[E + aj =-sina

tana =0,75 < tana =%

cos? «

1+tan’ o = 12 ®1+3=
cos” a 16
25 5 16
== scosfa=—o
16 cos’« 25

4
& cosa =ig

Como « €1.° Quadrante , cosa = g

16

sinfa+cos’a =1 sinPa=1-—

. 3
< sing =+—
5

Como ae1.°Q, sina:%.

25

Logo, cos E+o: =—sina=—§=—0,6.
2 5

A abcissade B é -0,6.

ae[n, 21[]

4cos(n+a)=1< —4cosa =1

& cosa -
4

a € 3.° Quadrante
tan(a —3n)-sin(-a -=

)=

= tan(—(3n—a))—sin(—(n+a)) =

=-tan(2n+n-a)+sin(n+a)=

Calculos auxiliares

1

2
sina+cos? o =1 @Sinzaz']—(—J =N

4

i 1 .5 15
oSsinfa=1-—< sinfa=—&
16 16

. J15
o sing=+——
4
Como «e[n, 2n], sina=—¥.
J15
tana:sma_ 4 =\/E
cosa

=-tan(n-a)-sina =—(-tana)-sina =

=tana-sina :\/ﬁ—(

515
4

N

4

4
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T T
tan| —+a |cos| a - |+cos(n—-a)
2 2

Cosa T
= COS(E—QJ—COSOYZ

—sina

cosa .
= ST —cosa
—simar

=—-COSa —COSa =—-2C0Sc

A(cosa, sina)

fomfpre] (o)

C(-sina , —cosa)
B(-sina , sina)

A[OABC] =2x A[OAD] + A[ODBE]

Xcowzsinoz
2

=cosa sina +sin’a

=2 +|-sina|xsina

O

Trigonometria

Pag. 80

Tarefa 14

O contradominio de uma funcdo f é o conjunto
das imagens de f.

D =[-2, 2]
f(-2)=0
Aimagemde -2 por fé 0.

Os zeros de uma fungdo f sdo os objetos cuja
imagem por f é zero.

Zerosem [0, 6]: 0,2, 4 € 6.

(B)

Maximo absoluto: 2
Minimo absoluto: -2

MMA11DRGF-TRIG-3

6. Como afuncao descreve um movimento periédico
que se repete a cada 4 unidadese 1 € o Unico
maximizantes em [0, 4 , todos os maximizantes
da fungao sao obtidos a partir da somade 1 com
um multiplo de 4 .

7. x=3+4k , keZ .

8. 1000=2x500 e 5007 . Entdo, 1000 é um
zero de f, ou seja, £(1000)=0.
43=3+4x10 e 10 Z . Entdo, 43 € um
minimizante de f, ou seja, f(43)=-2.
f(1000)+3f(43)=0+3(-2)=-6

9. il . Porque 1x4=1 .

4 4
Pag. 83
63.1. f(ﬁj = sm[ﬁj = sin(6—+—j = sm[2n+—j
3 3
3
=sin—=—
2
2n 2n . (3n =
fl — |=sin| — |=sin| ——-= |=sin| 1——
3 3
1 3
=sin—=—
2
f 7i +f Zl :§+§:27\/§:\/§
3 3 2 2 2
63.2.a) f(x)= ﬁ & sinx = ﬁ
2 2
3 _2n 3
sin—=— e sin—=—
3 2 3 2
ou seja, os objetos com imagem —, por f, em
[0, 2n] , s&o: T e @
3 3
. 1
b) f(x)=-- & sinx=——
yf\
-0 ™ x

33
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c) f(x)= \/—c»sinx——
y/\
T - 3n 1 T
pTImX
\
|
':]', 0 0 x
\
A

ou seja, os objetos com imagem - por f,

em [0, 2n], séo T e 3—“
4 4
d) f(x)z—ﬂwsinxz—ﬂ
2 2
y{'\
X
gl
2

. 57 \/5 . (77:} V2
S|n7=—7 e sin|— |=

2 4) 2

ou seja, os objetos com imagem Y por f,

em [0, 2n] , sdo o e i
4 4
e) f(x)=—ﬁ<:>sinx=—§
2 2
y{'\
o/ x
/ A
Al
]

4n \/g . 51 \/g

e sin—=—— |

Pag. 84
Tarefa 15
1.
0 B
® [:ymsenx)
- 2 — —
)" N ’ 3o
\ . / \‘; //
2
B
* Folha Algébrca * | * Folha 20 il
® 1y = senx)
t ety | ]
_\

3.1. N&o ha alteracdes. E sempre R .
3.2. Né&o ha alteracdes. E sempre [-1, 1] .

3.3. Ha alteracbes.
3.4. Nao ha alteracbes. Sdo sempre -1 e 1.
3.5. N&o ha alteracdes. E sempre 1.

3.6. Ha alteracoes.

4. Se , o grafico sofre uma reflexdo de eixo
vertical.

. . 1
longo do eixo horizontal com fator — .
c

Se , 0 grafico sofre uma dilatagéo ao

longo do eixo horizontal com fator % .

o grafico sofre uma contragéo ao

5. Se c¢=2 o grafico sofre uma contracdo ao longo

do eixo horizontal com fator % .

3 2 3 2
ou seja, os objetos com imagem —g ,
em [0, 27|, s&o 4n e @.
3 3

por f,

Entéo, o periodo fundamental & %x 2n="7 .

Se ¢ =% , 0 grafico sofre uma dilatagdo ao longo

do eixo horizontal com fator 2.
Entéo, o periodo fundamental é 2x2n=4n.
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Trigonometria

64.2.

64.3.

64.4.

Pag. 85

Frequéncia —i =—
9 _E_Zn

3

O periodo fundamental é 2—; e a frequéncia é

3

21

f(x)=0<:>sin(3x)=0

<3x=kn , kel
kn

Sx=—,
3

f(x)=1<sin(3x)=1 Yi5

kel

& 3x =24 2kn , keZ

n 2Km
Sx=—+—",

6 3
Os valores de x encontrados sdo os
maximizantes de f.

f(x)=-1< sin(3x)=-1

kel

<:>3x=3—2n+2k7t , keZ

n 2Km
Sx=—+—",

2 3
Os valores de x encontrados sdo os

minimizantes de f.

kel

Pag. 88

Tarefa 16

1.

De f para g, faz uma dilatagdo ou contracéo

horizontal (se ¢ <0 é feita também uma reflexao
de eixo Oy).

De g, para g, faz uma translacéo horizontal

associada ao vetor (d, 0).

De g, para g, faz uma dilatagdo ou contracéo
vertical (se b <0 é feita também uma reflexdo de
eixo Ox ). Para finalizar, de g, para g é feita uma

translagao vertical associada ao vetor (0, a).

65.1.

65.2.

Pag. 87

a) O grafico de g obtém-se através de uma

contracao vertical do grafico de f de coeficiente

0,5.

b) O grafico de g obtém-se do grafico de f
através de uma translacao horizontal associada
ao vetor (-1, 0) .

c) O grafico de g obtém-se do grafico de f
através de uma translacao vertical associada ao
vetor (0, -1).

a) g(x)=5f(x)="5sinx
b) g(x)

c) g(x)

f(x)+5 =5+sinx
f(5x) = sin(5x)

66.1.

66.2.

Pag. 89

f@)=—4dn(x;nj+3=—43m[%(x+n0+3

O grafico de f obtém-se do grafico de y =sinx
através da seguinte sequéncia de transformacgoes:

e Dilatacéo horizontal de y
coeficiente 2
(transforma y =sinx , 0.
0 x

. (1
em y=sin| -
g [2’“j
e Translacao horizontal
associada ao vetor (-m, 0) (transforma

. (1
y =s8sin [EXJ em y.ﬂ'-\.

sin (%(x+ﬂ:)) " >

o Dilatacao vertical de
coeficiente 4 1in
(transforma 2

y= sin[%(ch)j em y = 4sin(%(x+n)))
e Reflexdo de eixo Ox (transforma

y = 4sin[%(x+n)] em

y= —4sin(%(x+rc)))

e Translacao vertical associada ao vetor

(0, 3) (transforma y=—4sin(%(x+n))

em f(x))

35
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=—4sin(n—%j= —4sin§ =—4><£ =22

66.3. D, =R

= X+T
Se xeD; , entédo

1< sin(%)ﬂc 42—4sin("£“}2—4

e D,

<:>—4£—4sin(x;njs4

o —13—4sin(";”)+3s7

e -1<f(x)<7
Logo, D; =[-1, 7].

66.4.Como D, =R , se xeD, entdo x+4neD, .

f(x+4m) = —4sin(L2n+nJ+3

=—4sin(x;n+2n)+3

- —4sin(x;nJ+3 —f(x)
Logo, a funcédo f é periodica de periodo 47 .
66.5.
y‘1
7

66.6. frequéncia = i
4n

66.7. f(cr—40m) = -4 sin(#j+ 3

=—4sin(a;n —20nJ+3

:—4sin[—a;nj+3:f(a):k

36

66.8. f(x)=-1c —4sin[x;n)+3 -1

o —4sin(x+nj=—4
2

. [(x+m
< sin =1
[ 2 )

X+T[_TE

=—+2kr , keZ
2 2

Sx+n=n+dkn , keZ
S x=4kn |, keZ

Pag. 90
67.1. f(x) =3sin(2x+n)+sin(-2x)+cos(2n)
= 3(-sin(2x))+(-sin(2x))+1
=-3sin(2x)-sin(2x)+1
=—4sin(2x)+1

67.2. F[ 7% ) = _asin[ 2x[ 7% )| 41
12 12
= -4sin _14”J+1 — _4sin[ 2" 1=
12 6
. (-6 m . 7t
=-4sin| —-—|+1 =—4sin| -n—— |+1=
6 6 6

—4sinT it = dx i1 =24 1= 1
6 2

-1 é a ordenada no ponto do grafico de f com

abcissa ﬂ .
12

67.3. O grafico de f obtém-se do grafico de y =sinx
através da seguinte sequéncia de transformacgoes:

e Contragéo horizontal de coeficiente %

(transforma y =sin(2x) em y =sin(2x))
e Dilatacao vertical de coeficiente 4

(transforma y =sin(2x) em y =4sin(2x))
o Reflexdo de eixo Ox (transforma

y =4sin(2x) em y=-4sin(2x))
e Translacao vertical associada ao vetor

(0, 1) (transforma y =-4sin(2x) em

f(x))
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67.4.

67.5.

67.6.

Como D, =R , se xeD, entdo 2xeD,
-1<sin(2x) <1< 4> —4sin(2x) > -4

< —4<-4sin(2x)<4

< -3<-4sin(2x)+1<5& -3<f(x)<5
D-[-3. 5]

|-4|=4 . Logo, a amplitude de f & 4.

‘277‘[ = 2—; =n . Logo, o periodo fundamental de f
em.

Maximo: 5

f(x)=5< —4sin(2x)+1=5 yT
< —4sin(2x) =4

< sin(2x) = -1 0 x

<:>2x=%+2kn,ke7[] 13n

<:>x=377.t+k7t, keZ

68.

69.

Pag. 91
D=[2. 0]

-2+0

Entdo, a=

b= =
2

O periodo fundamental de f é 7 .

2
0-(-2) 2
2

Entdo, 27X =ne|o|= 2 o |o|=2 o [o]=+2
I ™

Admita-se que ¢=2 . (Para ¢=-2, obtém-se

uma expressao analitica de f igualmente correta.)

f(x)=-1+sin(2(x-d))

(5)oo-rflz -

& sin(n-2d)=1 < sin(2d) =1
Por exemplo, sing =1.

27d=2odg="
2 4

e Amplitude de f: [3)=3

e Periodo fundamental: P, = =2n

2n
-1
° b=3>0 . Entdo

D,’=[1—3, 1+3]=[—2, 4]

e Maximizantes de f:

Y12

+

K

f(x)=4<:>3sin(—x+7t)+1=4

Trigonometria

< 3sin(-x+71)=3 < sin(-x+m)="1

<:>—x+7t=g+2k7t , keZ

<:>—x=—g+2k7t , keZ

<:>x=g+2kn , keZ

e  Minimizantes de f:

: -ylk

W

3

2

f(x)=-2< 3sin(-x+n)+1=-2

< 3sin(-x+7)=-3

P sin(—x+7t) =-1

<:>—x+n=37n+2krc, kel

<:>—x=g+2k7t, keZ

<:>x=—g+2krc, keZ

y

/AR ANWAS

An_3n a0 n nN\an/2n 5n ¥
2 2

2-2

Pag. 93

70.1. f(x)= 3sin(g+x)—cos(Zn—x)—sin5?7t

=3cosx—cos(-x)- sin[%+

= 3003x—003x—sin(2n+gj

. T
:2005x—smE

=2cosx—1

;)

37
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1

70.2.a) f —EJ=2cos,(—E —1=2cos X 1=2x——1
3 3 3 2

=1-1=0
b) 1.° Processo
D, =R
-1<cosx <1< -2<2cosx<2
< -3<2cosx—-1<1
< -3<f(x)<1
D,’:[—S, 1]
2.° Processo
b=2>0 . Entéo,
D,’:[—1—2, —1+2]:[—3, 1]

. 1-(-3)
c) Amplitude: — =2
Periodo fundamental: \ZTT =2n
d) f(x)zO/\xe[O , 27t]
ya'-
' PA
o\, ! X

< 2cosx—1=0Axe [0 , 275]

<:>COSx=1/\xe[0, 27t]<:>x=va=@
2 3 3
Pag. 95
711. D, ={xeR:2x— 2% Zikn, keZ
3 2
51
= xeR:2x¢€+kn, keZ
= xeR:x¢@+@,keZ
12 2
D, =R\= x:x=5—n+ﬁ,keZ
12 2
71.2. f(x)=0©atan(2x—gJ=0
& tan (2)( —EJ =0 yT
3
™
T /
& 2x——=kn , keZ - 0
3 - —>
0] X
<:>2x:%+krc, keZ

kel

38

71.3. D, =R\{x:x=ﬁ+

71.4.

— kel

51 kn
2

Se xeD; entédo x+EeDf
2

(ool

= atan[2x+n—EJ
3

= atan(Zx—%) =f(x)

f[ﬁj:atan(ZXE—E):atanE: 3a

3 3 3 3

fl ~|-atan| 2x=-L |- atan| E_T
12 12 3 6 3

NG

T T
=atan| —— |=—-atan—=——a
[ 6] 6 3

f(ﬁj_y(%j:e o ﬁa—sx(_fJa -6

3
o J3a+3a=6 =2J/3a=6
ca-- wa-y3

2.3
72.1. f(x)=‘|+3tan(x—rc)
D; ={xeR:x—n¢g+kn , keZ}
={xeR:x¢3—2n+k‘rc, keZ}
. 3z
D, =R\ = x.x:7+k7z, keZ
72.2. g(x):tan[—x+gj
D; = xeR:i—x+~%Zikn, kel
2 2
={xeR:x¢kn, keZ}
szR\{x:xzkrc, keZ}
Pag. 96
73.1. A amplitude de d € 0,05 m e representa a
deslocacdo maxima das particulas de ar com a
emisséo do som.
73.2. B, =0,04
Fo 1 _
0,04

A frequénciade d é 25 e representa o numero
de ciclos por unidade de tempo, ou seja, 0 numero
de ciclos por segundo.

BIOYNPY 0110d © IDYATTVININ
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74.1.

74.2.

74.3.

74.4.

Pag. 97

9 horas damanha: t=9

91_3]
6 3

h(9)=4,1+14sin

=41+14sin =4,1+1,4(—cos§]

=41-14x

As 9 h damanh3, o ponto do barco encontra-se a
uma distancia de 3,4 m do fundo do mar.

_2m_2m_

P, 12

0

T T

6| 6

O periodo da funcdo & 12 . Significa que as
alturas das marés se repetem de 12 em 12
horas, aproximadamente.

~1<sin lt—ﬁ)m
6 3

N —1,431,4sin(n—t—Ejs1,4
6 3

o 27<41+14sin| L_Tl<s5
6 3

©27<h(t)<55; D, =[27; 55|

Distancia minima: 2,7

h(t)=27 < 4,1+1,4sin(%t—gj=2,7

otasin/ M- 14 osin[ EoT] o
6 3 6 3

nt ﬂ—31+2k7t , keZ

6 3 2
@n—t:m+2kn, kel
6 6

oSt=11+12k , keZ

’Y“

W

~}s
2

Como te[0, 24] ,

Se k=0, t=11.

Se k=1, t=11+12x1=23

t=11vt=23

A distancia do barco ao fundo do mar foi minima
as 11Mh eas 23h.

74.5.

Trigonometria

t =

h(t) =41 4,1+14sin l—fJ=4,1
6 3
@1,4sin(lt—ﬁj=o
6 3

& sin o =0 @n—t—ﬁzkn,
6 3 6 3

@%tzg+kn, kel ©t=2+6k , keZ
Como te[0, 24] ,

Se k=0, t=2

Se k=1, t=2+6x1=8

Se k=2, t=2+6x2=14

Se k=3, t=2+6x3=20
t=2vt=8vt=14vt=20

A distancia do barco ao fundo do mar foi de 4,1 m
as 2h, as 8h, as 14h eas 20h.

75.1.

75.2.

Pag. 98
a) 22h-14h=8h . entdo, t=8
T(8)=0,4sin(0,3x8-2,8)+37~36,8°C
A temperatura da Ritaas 22 h é 36,8 °C.
b) T(t)=37+0,4sin(0,3t-2,8)
a=37 e b=0,4>0
D; =[37-0,4; 37+0,4]
=[36,6 ; 37,4]

A temperatura maxima atingida pela Rita foi
37,4°C.

Pretende-se ver o numero de solugdes da
equagdo h(t)=37.

ol
. /N

5%

A

24t

o
2

©|
@

El. [EXE]:Show coordinates
=0.4sin (0, 3x~-2.86)+37
y2=37

i(-m.aosaoasa_ ¥=37 s - |
0,(3)x60 = 20 min

A Rita atingiu a temperatura de 37 °C duas

vezes, tendo ocorrido a primeira 9 h e 20 min
apos ter iniciado as medicoes.
14h+9h20m=23h 20 min

(333 IT I BUS.IV]
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Pag. 99 Pag. 100
76.1. T(n)=20,5+12,2sin(0,0172n-2) Tarefas de consolidagao 6
a=20,5 e b=122>0 1.1. Porexemplo, k=-— porque
D; =[20,5-12,2 ; 20,5+12,2] 2
=[8,3; 32,7] sin[a+gj=003a.
Nos ultimos 50 anos, a média das temperaturas _
maximas, em graus Celsius, registadas nessa 1.2. f(x)=0<sinx=0 yt
idade portuguesa variou entre 8,3 °C e 32,7 °C. ox=kn , keZ
Entdo, C(n, 0). n . 0,
X
76.2. T(n)=32,7 < 20,5+12,2sin(0,0172n-2) = 32,7 f(x)=g(x)
<:>12,2$in(0,0172n—2):12,2 & sinx =Cosx
& sin(0,0172n-2) =1 <:>x=%+k7t , kel y1
0,0172n-2="12kn | ke 7 /2
< 2+ " © flZ =sin£=£ v %2 /
4 4 2 25, HEN
©0,0172n=2+-+2kn , keZ <« 2 \ 02 )x
2 Entdo, A|l—, — | e P 5
- 4 2 vzl -
2+§+2kn
n=—-=%=——, kel T
0,0172 © B(; : OJ
Com neN\{0} e n>1An<365, vem que _ 2
(x)=— o sinx=-—+
2+ 2
n=00172z208 <:>x=§+2knvx=%+2kn , keZ
§1+88+¢31 +§O+531+§0:181 i 3 2 ‘.',“‘VE
Jan Fev Margo Abr Maio Jun EI”ItaO7 D _—, — . - i -
4 2 n-L 1T
208-181=27
O dia mais quente do ano tem sido o dia de ordem BC=n_-T_ 3n >
208, ou seja, odia 27 de julho. 4 4 0 X
AD_ST_m_T
76.3. 4 4 2
5.2
2
3w
_BC+AD 4= 42 2
ABCD)] 2 2 2
_5mi2 139 u. a.
16
T("C)A 2. |- A Gabriela pode ter construido o grafico com os
valores do dominio em graus.
; Il — Zeros: )
| f(x) = 0 < cos(nx) =0 M§;
: o m=ttkn  keZ
. 2 3
i 1 0 X
: > ox=—+k, keZ .
00 1 200 | 300 365 n T2 © AN
168,17 247,04
247-168=79

40

A média das temperaturas maximas foi superior a
30 °C entre os dias de ordem 169 e 247, ou

seja, durante 79 dias.

BIONP 0110d © IDYATTVININ
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—-1<cos(mx) <1 P
Maximo: 1 /
Maximizantes: \‘-_U )
f(x)=1< cos(mx)="1 0 2
oSm=2kn, keZ g
<Sx=2k, kel
yi'\.

Minimo: —1 Vs .
Minimizantes: Kf; )
f(x)=-1< cos(nx) =1 0 IEd

oSmx=n+2kn, keZ
Sx=1+2k, keZ

<:>x+sinx=x—%/\xe]0 , 27t]

<:>Sinx=—%/\xe]0, 27t]

]
/

]

\ra|=t

Pag. 101
P(a, g(a)):[a, acos[a—gj] A0, 2)
acos|a-=|-2
Myp = 6 —cos[a nj 2
AP~ A~ = I
-0 6) a
n) 2
m,, =—1<:>cos(a—gj—g=—1

2

Seja f(x)= cos[x—gj—;

Pretende-se resolver graficamente a equacgéo

y 108 .
0 ': x
-1 e
f

Trigonometria

=cos (x=(naB))-(2.x)

==1 x

g‘ [EXE):Show coordinates

0.

INTSECT
K=1.0§2276376 V¥=-1

A abcissa do ponto P €, aproximadamente 1,08 .

51. a) d(t) =50 +20$in[g(2t—3)}
a=50 e b=20>0
D = [50—20 , 50+20]
= [30 , 70]
distancia maxima de A ao solo: 70 m
distdncia minima de A s&o solo: 30 m
diametro=70-30=40 m
altura = 30+% =50m
b) raio=20 m
Ao = Tx20% 21257 m?
5.2. Pretende-se resolver graficamente a equacgéo
d(t)=50.
dfmt\
+ >
60 t/s
Durante o primeiro minuto, a altura do ponto A ao
solo é igual a altura do rotor, 20 vezes.
Pag. 103
1. 0<cos’(2x)<1< -2<-2cos’(2x)<0

< 0<2-2cos?(2x)<2
< 0<f(x)<2

D-[o. 2]

Opcéo (A)

41
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2. Seja p o periodo fundamental de g . a=3-1 a=2 §
g(x+p)=g(x) < 3f(2(x+p)-1)+4=3f(2x-1)+4 {bzg {bzg :
& 3f (2x+2p—1)=3f(2x 1) g(x)=2+3sin(cx) z
o f(2x-1+2p)=f(2x-1) Como o periodo fundamental de g é 2n, tem-se ?
Como o periodo fundamental da fungéo. )ié’2 e que 7_2n<:> \c\ -1
p € o menor valor para o qual a proposigcao & \ \
verdadeira, tera que ser 2p =2, peloque p=1 Como o gréfico de g néo é obtido a partir do de
Opgéo (A) f por uma reflexdo de eixo Oy , ¢ >0, logo,
3. Por observagédo do grafico, constata-se que o c=1
periodo fundamental de f & 3. a+b+c=2+3+1=6
f(20)=f(2+18)=f(2+6x3)=f(2)
| —b)
f(25)=f(1+8x3)=f(1) Pag. 104
f(13)=f(1+4x3)=f(1)

£(25)-f(13)=f(1)-f(1)=0

I1-a) ‘waaw"
f(8)=f(2+2x3)=1(2) . \ y”

) CMS o
1(6)=7(2x3)=f(0) ) bem

A
f(15)=f(5x3)=f(0) A
f(8)+f(6)=f(2)-f(0)=1(2)-1(15) 1.1. Como o [AMO] é retangulo vamos aplicar o
II=c) Teorema de Pitagoras.
R: I=b); ll—-a); lll-c) — — .,
OM™ =452 +6* = OM =20,25+36 < OM =56,25
4.1. Seja P o periodo fundamental de f. (oW20) OM =/56,25 < OM =7,5

f(x+P)=f(x) =

. 6 . . 4
& 1-2c0s(2n(x+P)) =1-2cos (2mx) 12. a) sina =—— < sina =08 < sina = -

-2 2 2nP)=-2 2

& —2cos(2nx +21P) cos(2nx) b) cosg o b8 3
< cos(2mx +21P) = cos(2mx) '
Como o periodo fundamental da funcéo cosseno é c) tana = % S tana = % < tana = %

21 e P é o menor valor positivo para o qual a ’

proposicéo € verdadeira, tem-se que 27P =27 , 27 27
21. tana = 30 < a=tan”

ouseja, P=1. 30
Alternativa: 4200
27 a=4ae,
0o~ ﬁ = A amplitude do angulo « €, aproximadamente,
42,0°.

4.2. f(1)=g(1)<1-2cos(2nx1)=sin(n+a)
<:>1—2><1_=—sina 2.2, sina=£©a=sin’1(gj
< —1=-sina 10 10
& sina=1 o ~ 36,9°

Como a é o menor valor positivo que verifica esta . R . .
A amplitude do angulo « é, aproximadamente,

condicédo, a :g . 36,9°.

23 8 —cos [ 8

5.  Por observacéo do gréafico apresentado, temos 9. Cosa= 8 < =008 8
que D, =[-1, 5] .

B o~ 41,4°
Entao, A amplitude do angulo « é, aproximadamente,
a—b:—1 a:b—1 a:b—1 41 40
< P 4",
a+b=5 b-1+b=5 2b=6
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90°-62°=28°

62 ‘T

Joge|30 m

=
“—x—>

tan(28°) = % & x =tan(28°)x30

x~16,0 m
O valor de x é, aproximadamente, 16,0 m.

tan(30°) = % & BD = CBtan(30°)

& BD =150tan(30°)

BD ~ 86,6 m

Como BAC = 45°, o triangulo [ABC] éisosceles.
Assim, AB =150

DA=AB-BD=150-86,6 =63,4 m

A largura do rio, DA, é 63,4 m.

5.1.

5.2.

Pag. 105

Calculos auxiliares Vv

FE-AB_
2

142

=¥=115,2m

F 15,2 E

. VF 142
tan(VEF) - E " Ties

VEF = tan'[ 142 ) L 50,95°
115,2

VE —VF +FE < VE =1422 +115,2
& VE = /33 435,04
4><AB><VE _

ateral — 2

A

=2x230,4x,/33 435,04 ~ 84 258,436
A area lateral da piramide &, aproximadamente,
84 258,4 m?.

Trigonometria

o]
64 _ 390
2

oy_ I 10
tan(32°) = —
an(32°) 10
r=10tan(32°)

1

anengbxhzgnrthz R

- %nx (10tan(32°))° x10 ~ 408,8905

O volume do cone é, aproximadamente,
408,9 cm® .

sin(55°) = 7

< h=3sin(55°)
Ansco) = (35in(55°))" = 6,0391
A area do quadrado [ABCD] é,

aproximadamente, 6,0 cm? .

360°-120°-90°-90°= 60°

= 4cm -
4

Base menor = 4—i
NG

_ Base maior + base menor
A[ABCD] - 2

4+4—i

=#\/§x3z9,40192

x altura

A area do trapézio &, aproximadamente, 9,4 cm?.
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9.1.

c
y !
3em/ 307% 45°
P TAY N
(60" | ace
A o3 ® §
A D B
CD=DB
- N o_9gno°
DEB = CBD :M — 45°
ACD =180°-90°-60°= 30°
CAD = 60°
ACB = 30°+45° = 75°
CBA = 45°
O triangulo [ABC] nao é retangulo, porque os
angulos internos do tridngulo tém amplitudes 60°,
75° e 45°.
9.2. sin(60°)= % & CD = 3sin(60°) < CD = %
CD=DB
—_—2 —2 —_—2
CB =CD +DB <
2
. CB' —CD" + 0D’ o CB' :2@5]
@@2=2xgxs©@2=§9 CB= g
4 2 (cB-0) 2
o 0B=3B oo 3B2 g 36
V2 2 2
Calculos auxiliares
27 | 3
913
3|3
1
27 =3?x3
V27 =32 x3 =27 =33
Pag. 106
10. 36cm:2=18 cm

44

e

(0.4

18cm

. (0{) 18
sin| = |=—
5 “40cm 2) 40

a . 4(18
& —=sin"'| —
2 40

& ~ 26,7440
2

S o~ 2x26,744°
< a ~53,5°

A amplitude maxima de « é 53,5°.

11. Designemos por C o centro da circunferéncia.

a =26,7°-13,3°=13,4°
BS

—

6370

< BS =6370xtan(13,4°)

tan(13,4°) =

BS ~ 1518 km
cos(13,4°):@@
CS

=3 6370
&CS=——"F——
cos(13,4°)

CS ~ 6548 km

AS ~ 6548 —6370 =178 km
A distancia do satélite ao
ponto A € 178 km.

A distancia do satélite ao ponto B € 1518 km.

121.a) « =0°

D,

(=2]

12.2.

cosa :? & GP =6cosa

12x6cosa

12.3. Apge; = 2 =36cosa

BIONPY 0110d ® IDYATIVININ
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13.

14.

tan(27°) = 25 = AB = _25
AB tan(27°)
AB ~ 4,9065
CB

tan(48°)=— < CB= Etan(48°)
AB

CB ~ 4,9065tan(48°) < CB ~ 5,4492

DC = CB-BD ~ 5,4492 - 2,5 ~ 2,9492

A altura do segundo andar, DC , €,
aproximadamente, 2,95 m.

tan(48,5°) = —¥

tan(64,2°) = ¥
X

11303 =—Y
x+10
20686 =2

X
1,1303x+11,303 = y
=
y =2,0686x
{ 1,1303x + 11,303 = 2,0686x
=

{ 1,1303x - 2,0686x = —11,303
&

{—0,9383): =-11,303
&

y ~2,0696x12,0463
x~12,0463
=
y ~ 24,9190

{ x~ 12,0463

Pag. 107

tan(55,5°) = (Ej < xtan(55,5°) =y -z
X

& z=y-xtan(55,5°)

Z~24,9190-12,0463%x1,4550 < z~ 7,4 m
A altura da chaminé €, aproximadamente, 7,4 m.

15.1.

Trigonometria

_y
tan (400) = ; y= xtan (400)
y |y =(x+3)tan(23°)

tan(23°) = 3
X+

< {x tan(40°) = xtan(23°) + 3tan(23°)

< {x(tan(40°) ~tan(23°)) = 3tan(23°)

AT 3tan(23°)
tan(40°) —tan(23°)
{y ~ 3,0713tan(40°)
x~3,0713
- {y ~3,0713x0,8391
x~3,0713
y ~2,5771
{x~3,0713
CD=y~25771
TC~17+25771~ 4,2771

A altura da torre, T7C, €, aproximadamente, 4,3 m.

15.2. RT = x

A largura do rio, RT , & 3,1 metros.

16.

sin(40°) = % < h=28sin(40°)

cos(40°) = % < x =28cos(40°)

Pag. 108

h _ 28sin (40°)

h
tan(30°) =" o y=— 1 _oy-=
an(30°) y@y tan(30°)<:>y

28sin(40°)

AB = x+y =28c0s(40°) + tan(30°)

tan(30°)

~ 52,6228

A distancia entre A e B é, aproximadamente,

52,6 m.
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17.

18.

46

A 19.

180°-39°-122°=19°

Vitor: 30 km/h

Sara: 50 km/h

Designemos por A’ a projecéo ortogonal de A
sobre a reta BC.

cos(19°) = gg

o AC= 50x cos (19°)

A'C ~ 47,276 km

sin(19°) = % & AA =50xsin(19°)

AA ~ 16,278 km

tan(39°) = ﬂ < BA = _AA
BA tan(39°)
BA ~ 18278 50102 km
tan(39°)

BC =BA + A'C ~ 20,102 + 47,276 = 67,378 km

Vitor: Sara:

30 km — 1h 50 km — 1h

50 km — x 67,378 km — y

=200 167h y = 87.378x1 435 h
30 50

Quem chegou primeiro a casa C foi a Sara, pois
demorou menos tempo a la chegar.

20.
A
" W
f . ) N —
I} 104 \\ — e
100/ X D
ih b 4
A : 14
B &

180°-84°-82°=14°
Pretendemos determinar a altura da torre, isto é a
distancia entre C e D.
sin(84°) = h < h=100xsin(84°)
100
h~ 99,452

sin(14°) = A:hC h

AC =
< sin(14°)

99,452

i < AC ~ 411,091
sin(14°)

AC =~

tan(9°) = % < CD=ACtan (9°)

CD ~ 411,091tan(9°) & CD ~ 65,110
A altura da torre é, aproximadamente, 65 metros.

Pag. 109
¢
91 h 18
’ L .
" X & 127 -x -

9P =+ > h =91 -2 (1)

1187 = B> +(127-x)" & h* =1182 (127 -x)’ (2)
De (1) e (2) vem:

91 —x? =1182 - (127 - x)°

< 828147 =13 92416 129+ 254x -~

& 254x =10 486

x ~ 41,2835

Vamos representar por A, B e C as amplitudes dos

angulos de vértices A, B e C, respetivamente.
X

cosA=—
91
cosAx 41,2835 < A~cos™ 4128351 63,0°
91 91
127 —x ~ 127 - 41,2835 ~ 85,7165
COSB:127—x
118
COSBz785’7165 B~cos™ 785’7165 ~ 43,4°
118 118

C ~180°-63,0°-43,4°~ 73,6°
BAC ~63,0°; CBA~43,4°; ACB ~ 73,6°

102 = h? +x% = h? =107 —x2 (1)

152 = b2 +(21-x)° = h? =152 -(21-x)° (2)
De (1) e (2) vem:

102 - x? =152 - (21— x)’

100 =225- 441+ 425 -5° < 42x =316

X = 316 ~7,5238
42

Vamos representar por A e B as amplitudes dos
angulos de vértices A e B, respetivamente.

cosB=i
10

BIONP 0110d © IDYATTVININ
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21.1.

7,5238
cosB ~ 0 =

< B~cos™ (0, 75238) ~ 41,2030°~ 41,20°
21-x~21-7,5238 ~ 13,4762
21-x
15
13,4762
1

cosC =

cosC ~

< C~cos™ (13’ 45762j ~ 26,0497°

A ~180°—-41,2030° - 26,0497° ~ 112,75°
BAC ~112,75°; CBA ~ 41,20° .

cos(42°) = 2—30 < x =200cos(42°)

x ~148,6290

sin(42°) = h < h=200sin(42°)
200

h~133,8261

350 - x ~ 350-148,6290 = 201,3710

CB' = h?+(350-x)" < CB=,h*+(350-x)’

(@>0)

CB ~ /133,826 + 201,371 < CB ~ 2417844

A distancia entre as duas aeronaves &,
aproximadamente, 241,8 km.

21.2. tan ABC = — 1 tan ABC ~ 1328261
350 - x 201,3710
ABC ~ tan'[ 1328261} ABc ~ 33,6070
2013710

ACB ~ 180° —42° — 33,6070°~ 104,393°
A amplitude do angulo ACB ¢, aproximadamente,
104°.

221.

Pag. 110

sin(33,5°) = ﬁ &y =4,5sin(33,5°)

Trigonometria

y ~2,4837

cos(33,5°) = TXS & x=4,5c0s(33,5°)

)

x =~ 3,7525
71-x=7,1-3,7525 ~ 3,3475

VR =y? +(71-x)
VR’ ~ 2,4837% + 3,3475°
VR’ ~ 17,3745
< VR~ 17,3745 = VR ~ 4,1683
VR = 52
22.2.

71-x=3,3475

3,3475
4,1683
3,3475

cos ARV ~

ARV ~ cosﬂ( ]@ ARV ~ 36,6°

4,1683
AVR ~180°-33,5°-36,6° < ARV ~109,9°

. R . . 360°
23. AGC=COD=DOE = EGA ==~ =90°

~ ~ ~ o
BOD =DOF =FOB =%=120°

23.1. BOD =120°
B é aimagem de D na rotacéo de centro O e
amplitude o =-120°.

23.2. FOD =120°
a=-120° ou « = —120°+ 360° = 240°

23.3. COD = 90°
C é aimagem de D na rotacéo de centro O e
amplitude -90° .

23.4. @ =90° ou o =90°-360°=-270°

24. BOC = AOC - AOB =120°-90°= 30°

C. 10 5
A A
O_.. /30
D ’F

FOA = BOC = DOE = 30°
COD = EOF = AOB = 90°

47
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24.1.a) AOD =90°+30°+90°=210°
O lado extremidade & OD .
b) AOE =-90°-30°= —120°
O lado extremidade é OF .
c) AOF =90°+30°+90°+30°+90° = 330°
O lado extremidade & OF .
d) AOD =-120°-30°= —150°
O lado extremidade é OD .
24.2. a) 960°= 240°+ 2 x 360°
AOE =120°+120°= 240°

O lado extremidade ¢ OF .
b) -1470°= -30°-4x 360°

AOF =-30°

O lado extremidade & OF .
c) 1530°=90°+4 x 360°

AOB =90°
O lado extremidade & OB .
d) -1320°=-240°-3x360°

AOC = -120°-120° = —240°

O lado extremidade ¢ OC .
e) 1200°=120°+3x 360°

AOC =120°

O lado extremidade ¢ OC .
f) —990°=-270°-2x360°

AOB = -120°-120°-30°= —270°

O lado extremidade ¢ OB .

Pag. 111

25.1. OA=0D . Entao OAD = ADO = 40°
AB = 2x ADO = 2 x 40°= 80°
AOD =180°-2x 40°=100°
BC =BOC = AOD =100°
CD = 2x OAD = 2x 40°= 80°
DA = AOD =100°

AB=80°; BC=100°; CD =80° e DA =100°

25.2. a) 540°=180°+1x360°
AOC =80°+100°= 180°
O transformado de A é C.
b) -640°=-280°-1x360°
AOB = -100°-80°-100°= —280°
O transformado de A é B.
c) 980°=260°+2x 360°

AOD = 80°+100° +80° = 260°
O transformado de A é D.

48

26.1.

26.2.

271.

27.2,
27.3.

27.4.
27.5.
27.6.
28.1.

28.3.
L]
L]

d) -900°=-180°-2x 360°
AOC = -80°-100°= —180°
O transformado de A é C.
e) 1080°=0°+3x360°
O transformado de A é A.
f) -1180°=-100°-3x 360°
AOD =-100°
O transformado de A é D.
g) 1520°=80°+4x 360°
AOB = 80°
O transformado de A é B.
h) —1440°=0°-4x360°
O transformado de A é A.

a) %x 360°=270°

P descreve um angulo de 270° no sentido
positivo.
270°

b) —l><360°: -210°
12

P descreve um angulo de 210° no sentido
negativo.
-210°

r= @ =50m
2
Perimetro da circunferéncia = 2 x50 =100 m
360° — 100w m
1200° X
_1200°x1007
~ 360°

~1047,2 m

O comprimento do arco generalizado € 1047,2 m.

-91° € ]-180°, —-90°[
o € 3.° Quadrante
a pertence ao semieixo positivo Oy

3780°=180°+10x 360°
a pertence ao semieixo negativo Ox
a € 4.° Quadrante
a € 2.° Quadrante
o €1.° Quadrante
270°< 351°< 360° . Logo:
a € 4.° Quadrante
sina <0
cosa >0
90°<147°<180° . Logo:
o € 2.° Quadrante
sina >0
cosa <0
180°<221°< 270°. Logo:
a € 3.° Quadrante

sina <0
cosa <0
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28.4.

-270°< -227°< -180° .
a € 2.° Quadrante
sina >0

Logo:

cosa <0

29.1.
29.2,
29.3.
29.4.

30.1.

30.2.

31.1.

31.2.

31.3.
31.4.

Pag. 112
Por exemplo, « = 46° .
Por exemplo, « =-10°.
Por exemplo, « =190° .
tan(46°) > 1
Logo, ndo existe « tal que sina = tan(46°).
Q(cos(130°), sin(130°))
Q(-0,64, 0,77)

ORxy,
[oor] = 2

1xsin(130°)

A = ~0,4u.a
2

BAE = BAD - (EAF +FAD) = 90°—(60°+10°) = 20°

BE = 2xBAE = 2x20°=

a) 490°=130°+360°
AOE = 90°+40° = 130°

O transformado de A é E.
b) -1190°=-110°-3x 360°

AOF = -90°—20°= -110°

O transformado de A é F.
c) 2410°= 250°+6x 360°

AOF =90°+90°+70°= 250°
O transformado de A é F.

40°

d) -1670°=-230°-4x 360°
AOE = -90°-90°-50°= —230°
O transformado de A é E.
60° ou 60°-360°=-300°, por exemplo.

a) BAF =20°+60°=80°

O lado extremidade é AF .
b) BAD =90°
O lado extremidade é AD .

32.1.

Pag. 113

a) BC =2xBAC = 2x20°= 40°
a =BOC =40° ou « = 40°—
exemplo.

b) CBA =180° —(130°+20°) = 30°

360°= -320° , por

CA =2xCAB =2x30°=60°
a = AOB = -60°-40°= —100°

ou a =-100°+360°=260°, por exemplo.

MMA11DRGF-TRIG-4

32.2.

33.

34.

35.1.

35.2.

Trigonometria

BA

R o
BDA:—:mo
2

2

Se aimagem de B é D por uma rotagdo de centro
em A, entdao AB=AD .

Entdo ABD =BDA =50°.

DAB = 180°—(50°+50°) = 80°

=50°

S =-80° ou B =-80°+360°=280°, por
exemplo.
5 cm_ < /’“\\cm
// 1 .
B 5V3 ¢ m em ©
2 2
5V3
sin ﬁ - L - ﬁ
2 5 2
§= 60°< p=120°
o =-120° ou « =-120°+360°=240°, por
exemplo.
720°=2x360°

720° representa 2 voltas completas e em cada
volta completa existem 2 valores de « para os

quais cosa =0,3.
¥y

0)0:3 X

Entéo, no intervalo |0, 720° existem 4 valores de
« para os quais cosa =0,3.

1

P 2
_sin(30°) +tan(45°) = 2
2cos(-300°) 2xcos(60°- 360°)
1 1
2 2 1 3

= +1= =—+1=—
2xcos(60°) P 2 2
2

cos® (45°) +sin®(765°)
= cos’ (45°) +sin® (45°+2x 360°)
=cos’ (45°) +sin’ (45°)

_(ﬁ]z ﬁj_z 2
== = =5+ 2=1
2 2 ) a3

49
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35.3.

35.4.

35.5.

. V3
W—Zcos(150°)=3—2x[—\/§j
sin(90°) 1 2

V3 43
=5 =

Calculo auxiliar:
cos(150°) = —cos(-30°)

=-cos(30°) :—g

cos(360°)(tan” (420°) - sin* (-270°))
=1x(tan® (60° + 360°) - sin* (90° - 360°))
~ tan? (60°) —sin® (90°) = (V3) ~1* =3-1-2

sin(0°) +cos(0°)+tan(0°)=0+1+0 =1

36.1.

36.2.

36.3.

37.1.

50

Pag. 114

AB: x=cosa, cosa <0

Seja d a distancia da origem do referencial ao
ponto de intersecéo da reta AB com o eixo Ox .
d=-cosa

_OCxy, 1xsina _sina
AIOAC]_ 2 - 2 - 2

sina .
2x?=sma

A[AOBC] = 2A[OAC] =
A posc) 2 0.5 < sina 20,5
Asosc) = Sina

A

Yl -

051

o'\

90" 150°
f(x)=sinx

A area do quadrilatero é superior ou igual a 0,5
para « € ]90°, 150°].

Graus radianos
_ 240xm ﬁ
180 3

180 — =«

240 — x

240°= % rad

37.2.

37.3.

37.4.

37.5.

37.6.

38.1.

38.2.

38.3.

Graus radianos

180 — =
210 — x
210°= n rad
6
Graus radianos
180 — =
300 — x
300°= on rad
3
Graus radianos
180 — =
315 — «x
315°= n rad
4
Graus radianos
180 — =
-288 — x
-288°= —@ rad
5
Graus radianos
180 — =
420 — x
420°= n rad
3
Graus radianos
180 — =
_
5
E rad = 252°
5
Graus radianos
180 — =
5n
x —_27
2
—@ rad = -450°
2
Graus radianos
180 — =
3n
x— 2T
8
% rad = 67,5°
8

x_210><rc_ﬁ
180 6
. _300xn_5m
180 3
x_315><7t_ﬁ
180 4
x_—288><rc__8j
180 5
x_420xrr_ﬁ
180 3
7™ 180
x=2 _ _25)
T
_9™ 180
x=—2 — 450
T
37180
=8 _675
T

EI0YIPY 0110 © IDAATTVINN



MMAI11DRGF © Porto Editora

38.4. Graus radianos

57

-—x180
180 — =t x=—18___ _ 5625
T
___5m
16
—5—7[ rad = -56,25°
16
38.5. Graus radianos
37 180
180 — = x=32____ _16875
T
3n
32
E rad = 16,875°
32
38.6. Graus radianos
07 180
180 — =t x=L_—43,2
T
__ bz
25
6 rad = -43,2°
25
Pag. 115
39, AGBoqp_/R_m_12n_7n_2n_3mn_n
12 6 12 12 12 12 4
ACB =" rad=45°
4
40. [% 3}:(452 3) = 45°+3x360°=1125°
1125°
a1. "
N
o "
! \
ar=m
Trener=L22
n
2
O raio do circulo € 2 cm
42. R 7

Yoy
L°m b
X 8-x
b1 X 1 x 5
cos|— === x==
3523523
8—x=8—§=11
2 2

43.

44 1.

44.2.

44.3.

Trigonometria

SinE X £ X@y:ﬂ
5 2
25x3

53 ) o g7 121
T2 T =

=49(ﬁ)d=m@d=7

<:>d2=$<:>d2

O comprimento da diagonal menor do
paralelogramo & 7 cm.

AC = 2—; A
//’. ""-\-.\\\ I_?

[ A \

BC =2« gf, 4n [ /in] o '
15 15 II'\".II.’ 15 .."I

B\ /

— 27: 4n 61 21 \‘*---L__ //2
AB = c 5
'3 15 15 5 3

(x5)
Logo, [AB] é o lado de um pentagono regular
inscrito na circunferéncia.

ADE = ADC -EDC =

ola

T_
3

N a

FDE = ADE+FDA—% L.

3 6 2

Logo, o triangulo [DEF] é retangulo.

Como o tridngulo [CDE] é equilatero,
CE=ED=CD.

Como o triangulo [ADF] é equilatero,

AD = DF = AF .

Mas, AD =CD, logo ED = AD = DF .

Assim, ED = DF e o triangulo [DEF] & isosceles.

DEF =% (o triangulo [DEF] & retangulo em D e
isdsceles)

CED = % (o triangulo [CDE] é equilatero)

ECB=DCB-DCE =

N3
w|a
Il
ola

CBE = BEC porque o triangulo [BCE] é isosceles,

sendo EC =BC.
T

Logo, BEC—Z(n ECB) 2( _EJ:

51
12

BEF = DEF + CED+BEC = T+ T4 97 _
4 37127

Como o angulo BEF é raso, o ponto E pertence a
reta BF.
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45,

45.1.

45.2

46.

52

Pag. 116
2n:20=% ou 360°:20 = 18°

8x18°+360°=504°
8x18°+2x360°=864°
Por exemplo, 504° e 864°.
1.° jogado 810°=(90°, 2)
Calculos auxiliares
810 (90
90 2
O 1.° jogador obteve 60 pontos (5 setores).

90:18=5

21 +—7
—

. 16n
2.° jogado — =
Jog 5 5

uma volta
completa

Calculos auxiliares

16:5=3,2
16—7{—2n=§n
5 5
9n:£=1

5 10

O 2.° jogador obteve 25 pontos (12 setores)
3°jogado7n= 61 +n

trés voltas
completas

Calculos auxiliares: w: % =10

O 3.° jogador obteve 5 pontos (10 setores)
O jogador que obteve melhor pontuacéo foi 0 1.°
jogador.
2n:12=2
6
Em cada hora, o ponteiro das horas descreve um

arco de amplitude g rad.

Entéo,
20><E
60 min — =~ rad  x=—0-T
6 60 18
20 min — x
T r_T
6 18 9
T iaxt n
9 6 9

As 11 h 20 m, os ponteiros formam um angulo de

amplitude % rad .

47.1.

47.2.

47.3.

48.1.

48.2.

tana =

YN

2BC

5l &l

1
2

-1

o = tan ~ 0,46 rad

VR
Ne—

1+tan’« =

cos’ o
1 1

Entdo, 1+tan’ o = =
4 cos’a

cos’a

5

4 cos’a

2 4
& cos’a=—
5

Como a é um angulo agudo, cosa >0, pelo que:

cosa:—\/g—i——%/g
5 J5 5

sina+cos® o =1
. 1Y ) 1 )
Entao, —5 +Cos a=1<:>§+cos a=1

<:>cosza=1—1© cosza=§
9 9

Como «a e 3.° quadrante, cosa <0, pelo que,

8 242
cosa =—, = =-2
9 3
_1
tan _sina 3 1 _Q
cosa _2\5 22 4
3

sina +cos? o =1
Entao,

2
sin® a + 1 :1<:>sin2a:1—i@sin2a:2—4
5 25 25

Como «a € 4.° quadrante, sina <0, pelo que,

. 24 26
sing =—,|— =-——
25 5
_2/6
tang =M% ___ 5 _ 56
cosa 1
5

BIONP 0110d © IDYATTVININ



MMAI11DRGF © Porto Editora

48.3.

1+tan’ g = —
cos’ a
2
Entéo,1+(—gj = 12 1+5—76= 12
7 cos” o 49 cos‘«a
625 1 5 49
& —= >— & Cos @ =——
49 cos’ « 625

J‘\

y JTT

]

Como « € 2.° quadrante, cosa <0 pelo que

49 7
cosa = —,/— =-—
625 25

24  sina
o —— = —
cosa 7 7

49.1.

49.2.

Pag. 117

T,(1 tana) e T,(1,2)

Entdo tana =2

1+tan’« =

cos’ o

1
cos’a

1422 =—— o 1+4= 5= &

cos? a cos’a

2 1
S costa=—
5

Como «a €1.° quadrante, cosa >0, pelo que,

coswz\ﬁzizﬁ
5 J5 5

. 2v5
& sing =——
5

P,(cosB,sinp) e P, (cos 5, %)
. 3

Entdo sing=—
ing 2

sin? B+cos’ f=1

Entao,

3Y , 9 7
Z| +cos? f=1e<c08? f=1-— < cos® f=—
[4) teost =l cos f=l-qg e cos f=0g

49.3.

49.4.

50.1.

50.2

Trigonometria

Como f € 2.° quadrante, cos <0, pelo que,

__ [T .7
cosﬁ——\%—— 2

3
_sing 4 __i__?:ﬁ
tanﬂ_COSﬁ__ﬁ_ N/
4

P, (cos®, sind) e P, [—g sinﬁ)

Entdo coséd = —Z

sin? 0 +cos? 6 =1
Entéo,

49

2
sin20+(—gj :1@sin29:1—§@sin20:

Como ¢ € 3.°quadrante, sind <0, pelo que,

. 32 42
sing =— |22 = -2¥2
81 9
42
sind 42
tan@ = = =

= 9 =

cos¢ 7 7
9

3

T,(Ltang) e T, 1,—Z
3
Entdo tangp=—-—
?=7%

1+tan’p = <:>25—

cos’ ¢

Como ¢ € 4.° quadrante, cos¢ >0, pelo que,

COoSp = E_i
?=\25 "5

sing 3 sing . 3 4
tanpg=—"- ——=—— < sinpg=-—x—<
cosg 4 4 4 5
5
& sin __3
=75

sin? x _1—C032x_W(1+C°sx)_
1-cosx 1-cosx 1-—€08Sx

=1+cosx

Calculos auxiliares:

sin? x + cos? x = 1< sin® x = 1-cos? x

1+Sinx=(1+8inx)(1—8inx): 1—sin? x i
" cosx cosx(1-sinx)  cosx(1-sinx)
cos? x cosx

B cosx(1-sinx) T 1-sinx

32

== <:>coszqo=E
16 cos’ ¢ 25

53
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51. Seja a o angulo formado pelo semieixo positivo

Ox e a semirreta OP .

T(1, tana) e T(1, —\/35]

Entéo, tana = —? .

1+tan’ o =

cos’a
ﬁjz B

Entéo, 1+(— = 5
3 cos” a

<~

3 1 12 1 ) 3
Slt-=—7—& —=——— cos*a=—
9 cos‘a 9 cos‘a 4

)

Como «a € 2.° quadrante, cosa <0, pelo que,

33
cosa=—, |- =—~——.
2
tang - SN @_ﬁ: sina
cosa 3 J3
2

. 3 3 . 3 . 1
S sing=-—x| —— | & sina=— < sina =—
3 2 6 2

P(cosa,sina) ={

J3 1
22

Opcéo (D)

Pag. 118
52. Seja a o angulo formado pelo semieixo positivo

Ox e a semirreta OP .

P(cosa, sina) e P[cosm —%)

Entdo, sina = —1 . 1
3

sin?a +cos? =1 /

Entéo, I:\ QB X
2 P -
[—%j +cos’a =1 \ A

1
@cosza:1—§©cos2a:

54

53.1.

53.2.

Como «a € 4.° quadrante, cosa >0, pelo que,
cose - \E V8 _2v2
9 3 3

1

tana = sina S tana —_—5@ tana ——i =
cosa 2.2 22
3
V2
S tang = ———
4
A(1,tana)=[1,—f}

Como [OABC] é um paralelogramo,
06 - AB-2 _Logo, c[0,Y2].
4 4
. 1 . 1
sina +cosa = — < sina = ——cosa
5 5

2
P2 2 1 2
sin“a+cos“ o =1 E—COSa +cos*a =1

1 2 ) 2
& —-—-—Cosa+cos“a+cos"a=1<
25 5

<:>200820(—ECOSO(—g=0<:>
5 25
2
NEEnE)
5 5
< cosa = =N
2x2
2, 14
5 5 3 4
o cosa=2—2 < cosag =—-—vCosa =—
4 5 5

Como cosa <0, Cosaz—g
. 1 . 1 3 . 4
sina =—-cosa & sinag=—-| -~ | < sina=—
5 5 5 5
. 4 3
sina =— e cosa =——
5 5
sinag >0.Entdo, €1.°Qou ¢ 2.°Q

cosa <0.Entdo, «€2.°Qou 0 €3.°Q

Logo,  €2.°Q.
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Trigonometria

. 2
1_[ Sina 55.5. cosﬂ:cos(ﬂ—ﬁj:cos[n—sz
1-tan’a  _, cosa - 4 4 4 4
541. ———+sin“a = +sin“a =
1+tan’ « 1 2
cos’ = —cos =%
4 2
sin & cos® o —sin’ «
1- _ == 11n 11n 12n =«
2 565.6. tan| ——— |=—-tan—=-tan| —-— | =
___cos a+sin2a=7;es126 +sina = [ 6 j 6 6 6
cos® «

§\

1]

~—

QO

35
VR

N

a

|

|
N

1]

|

~—

QO

35
N\

|

|
N——

a

&

= cos? o — SiFa + siFa =cosa

54.2. sinaxcosa x| tana + = . n . In . (8 =
tana 55.7. sinf—— |=-sin—=-sin| — —— | =
4 4 4 4
e sina 1 | =sin(2n—ﬁjz—sin(—Ejz—[—sinEjzsinﬁz
= sina x COSa x wosa sna 1T 4 4 4 4
cosa A
T2
. sin 1
=Ssina xCcoSa x ! a+ - = 55.8. cosﬂzcos[@—ﬁjzcos[n—ﬁjz —COSE=
cosa Sina 6 6 6 6 6
xSina Cosa
xCOSa __ﬁ
. sin? & + cos?® _ ) 2
= sinexTosa x| ——————— |=sin* ¢ + cos® =1
SinexTos & 3
55.9 tan[——j:—t n—=-—
6 3
54.3. [2— j(1—sin2a):
cos’ a
55.10.sin5§=sin[%—%)=sin[2n—§)= sin[—gj=
2
—2- 28t SN A
cos‘a cos’« 1 3
TSNyt
. 2
=2—2(1—cosza)—(1+tan2a)+[Smaj =
cos«a 1

55.11. cos I =cosE=f
3 3 2

=2-24+2cos’a-1-farfa + farf @ =

=2cos’a -1 55.12.tan[—@ =—tan=— = —tan Sn_m =
3 3
55.1. sin" = sin[ 8%+ X ) _sin[ 7+ % |2 —sin® o1
76 T \le 6) 6) 6 2 =tan[n—fj=—[—tanfj=tanE=J§
3 3 3
55.2. cos| - >~ :coss—n:cos bn_x = . T . (57 6n =
3 3 3 3 55.13. sin| —— | =—sin 5 =—sin ik

=cos|2n—— |=cos| —= |=cos— =— . ( j T
3 2 =-sin|t—-—|=-sin—=——
6
47 3n w n b1
55.3. tan—=tan| —+— |=tan| n+— =tan—=\/§ 11n 127 = b1
3 3 3 3 3 55.14. cos—— =cos| — —— |=cos| 2n—— | =
6 6 6 6
. 51 . bn . (4n =
55.4. sin| — |=-sin—=-sin| —+— |=
[ 4} 4 [4 4) =cos| -~ =cosE=ﬁ
6 6 2
=-sin L —sinE —sinE——2
- AT 4)" "4 55.15. tan[—£j=—tan§=—1
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55.16. sin[—ﬂj = —sinﬂ = —sin(
3 3

+

)
=—sin(n+gj= —(—sin3j— smg ?

wla

°n
3

56.1.

56.2.

56.3.

Pag. 119
P(cos30°,sin30°); P ﬁ 1
2 2

M (1, tan30°); M(I \f]
Q(-cos30°, -sin30°); Q —ﬁ, 1

2 2
sin210°=sin(180°+30°) = —sin30°= —%
c0s210°= cos(180°+30°) = —cos 30°= —%
R (cos150°, sin150°) ; R[—\@,q

2 2
Calculos auxiliares:
150°=180°-30°
cos150° = cos (180°-30°) = —cos 30°= —g

sin150° = sin(180°-30°) = sin30°=—

56.4. sin 330° = sin(360°-30°) = sin(-30°) =

56.5.

571.

56

=-sin30°= 1
2

cos 330° = cos(360°-30°) = cos(-30°) =
=co0s30°= g

5]

N(1, tan330°); N[1, Y

Calculos auxiliares:

tan330° = tan(360°-30°) =

=tan(-30°) = -tan30°= —g

cos(n—a)—Zsin(a—n)+cos(g—aj =

=-cosa +2sin(n-a)+sina =

=-cosa+2sina +sina = 3sina —cosa

57.2.

57.3.

58.1.

58.2.

T
cos| _+a
2

. L
sin| ~+a«a
2

-sina
cosa

tan(3n+a)+ —tan(-n-a)=

=tan(2n+n+a)+

—(—tan(7t+a)) =

sina

=tan(n+a)- +tan(n+a)=

Cosa

= tartq — tara +tana =
sin| X — g +cos(a —3n)+2sin a-T |+
2 2

tana

+3sin(n+a)xtan(g—aj=

=cosa+cos(2n+n—a)- 23in(g—aj+

+3(—sina)x sina _
cos«a

a)-2cosa - 3sia x

cosa
sima
= COS? — COS —2C0Sw —3Cosa = -5C0s

it ]3]
g5 o)
_ :sm(mgj_cos(zn_gm_tan(?_gﬂ:
:(_sing—cong{—(—tangﬂ _

=cosa +cos(m—

[_f_f] V3 __ZV3 N3 _
2 2/ 3 Z 3
=- 3x§:—

n O 5n
2 sm—+tan—+cos—
V2 4 4 2

:ﬁsin[%—%J+tan[%+gj+cos(4—;+gj:
=V2sin| 2n—" | +tan| 271+ = |+ cos| 21+ X | =
4 4 2
. T T T . T
=+/2sin| —— [+tan—+cos—=—/2sin—+1+0 =
v [ 4} 41008y = 2sing

2

=-4§x7;+1=4+1=0
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58.3.

cos( 13" Jxsin - j

\/ESIn g+\/700$

COS(3TE—TEJX|:—Sin(TE+j:|
4
J§x1
cos[27c+n—E —| —sin®
V2
:cos(n—ijsing:_cos:xsing_
V2 V2
NP
2% N2 2 1
J2 42 4x2 4
(+2)
58.4.
1Mn 47

2cos—— +tan—
3 3

3tan(—mJ+2 11“
6 6

12n = 3t ©
2cos| — —— |+tan| —+—
B 3 3 3 3)_
—3’[an1+23mm
6 6

2cos| 4n—— |+tan —
(-3 Jrn{+ )

—3tan[ﬁ—3j+2$m[&—ﬁj
6 6 6 6

2cos| -~ |+ tan Ej

B 3 3
—3tan[2n——)+23m(2n n]
6 6

58.6. sin? 8+S|n — —tan

Trigonometria

58.5. sm(—ﬁj cosm—tan(—@j:
3 6 4

2n 18t = 5n
=-sin—-cos| — —— |+tan— =
3 6 6 4

. (37: ch ( ch [47: nj
=-sin| ——-—|-cos| 3n—— |[+tan| —+— | =
3 3 6 4 4
. T T Y
:—sm(n—fj—cos(ZrHn—fj+tan(n+fj
3 6 4

. T T
=-sin—-cos| n—— |+tan— =
3 [ 6) 4

=—£— —cos ™ +1=—£+cos£+1=
2 6 2 6

e

231 T
4

R IR ESHIE
a2 (22T Junzn-2]] -

2
59.1. cos? % + cos? Z—T;+ [cosﬁj +cos? — =

3 Z
(1+J—)(J§+1) (J§)2+2X1XJ§+12 i
(ﬁ 1)(J§+1) (@)2_12

34243 +1 4+2\F 342
3-1

+
tan"-2sin™ g, V3 18-
6 6

T
2003§+\/§ ) 1+\/§ 1 \/5_
1

Pag. 120

12

10m ) , T 7n Y
=|cos—— | +cos®’ —+| cos— | +cos® —
12 12

1M = \[ , T r =\[
=|COS| — —— +COS™ —+| COS| —+— +
22 22 22 2 12

12

r o \[ s T Y
=|cos| ——— || +cos® —+|-sin— | +

2 22 22 12
+cos’ — =

2

= sin" | +cos? ™ +sin? "~ 4cos? ~ =

22 22 22 22
=sin2?’;+cos2?’;+1=1+1=2

57



Propostas de resolu¢ao do manual

59.2. sm4—+sm@+smﬂ+sm@
9 9 9 9

.4t . 5n . (9n bm . (9 4n
=sinN—+sin—+sIinf —+—|(+SIN| —+—
9 9 9 9 9 9

. 4n . b5n . 57 . 47
=SIN—+SsIN—+SsIN| T+— |+SIN| T+— | =
9 9 9 9

o

11n 14n 15n
59.3. sm—+cos—+cos— =
13 25 25 26

.o 11n 2571 11n
= SiN— +COS — +COS| —— ——— |+
13 25 25 25

13n 2n
+COS
26 26

. 11n
= sm—+cos—5+cos T—

11 T
+cos =
5} (2 13}
R P
= sip“— + co - co - sipe =
13 13
2
60.1. {sin(g+xj+sin(x—n)} 1=

)] -1

= [cow—(—sinx)]2 —1=(cosx+ sinx)2 1=

= [COSx—(—Sin(Tc—

=cos? x+2sinxcosx+sin®>x—1=
=cos? x+sin?x—1+2sinxcosx =

=/ —A+2sinxcosx = 2sinxcosx

60.2. 003(5—; + xjx sin(m+x)xtan (g - XJ =

= COS[%+xJX(—COSx) =-sinxx(-cosx) =
=sinxcosx

61. 1+Cos(x—n)xsin[x—%j=

=1+cos(n—x)xsin{—[3;—xﬂ=
:1+cos(7t—x)>{—sin(32n—xﬂz

58

62.1.

62.2.

= 1—cos;c><[—(—c03x)] =
=1-cosxxcosx =1-cos? x = sin? x
Calculos auxiliares:

sin? x +cos? x =1< sin? x = 1-cos? x

T 12 . 12 . 12
CoOS| —+x |=-—— & —sinx=— & sinx=——
2 13 13 13

5
xe |m,—
2
13sm(x—§J 5tan(20+x)=-13cosx—5tanx =

Calculos auxiliares:

sin x+cos’x=1< cos’ x =1-sin*x &

Como x€3.°Q, cosx<0.

5
CcoSx=——
13
_12
tanx = <:>tanx=£©tanx=—
x _5
13
xe]O, n[

osn(s-2) 2000 3-1]]-2-0

< 3(—cosx)-2=0« -3c0osx =2« COSx = —g

tan(n—x)+cos(g+xj:—tanx—sinx:

(f] V5_V5 5 _\5
2 3 2 3 6
(x3) (x2)

Calculos auxiliares:

sin x+cos’ x =1 sin* x =1-cos? x &

2
osintx=1-[-2] asinx-1-2 o
3 9

L, 5 5
S siN“x=—& siNx=+—
9 3

Como x € |0, nf, sinx >0

NG

sinx =—
3

EI0YIPY 0110 © IDAATTVINN
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63.1.

5
tanx = al ctanx:i@tanx:——
S X 2
3
. (3= 5
sin| —-x |=—
2 8
™
Yy
./ \‘. A
xe[—Zn,—n]

x €1.°Q ou 2.°Quadrante

sin 3—7[—)( =§<:>—COSX=§<:>COSX=—§—))C€2.°Q
2 8 8 8

3n 3
cos —x—? +tan(-x) = cos x+7 —tanx =

:sinx—tanx@—[_@J:@Jr@: 13739

8 5 8 5 40
(+5) (=8

Calculos auxiliares:
sin? x+cos?x=1< sin x=1-cos? x <

2
o sinfx=1- 5 <:>sin2x=1—§<:>
8 64

39

<:>Sin2x=§<:>sinx:i—
64 8

Como x € 2.° quadrante, sinx >0

39
siny =——
8
39
tan S tanx:L@tanx:_@
08 x 5 5
8
. BC_ 4 2 25
a) sinf=—s=—+==——=—
E 25 5 5
()
b)cosa=cos(n—,b’)=—cosﬁ=—§

Calculos auxiliares:

sin? f+cos’ f =1 cos? f=1-sin’ f <
2

2\5/5] < cos? ,b’=1—@<:>

< cos’ f=1-
/ [ 25

Trigonometria

5 1 1
< cos’ f=— < cos’ f=— < cos =i\/i©
A 25 p 5 p 5

V5

Scosf=1—
d 5

Como f é agudo, cosf>0.

5
cosff=—
s 5
c) 1.° Processo
2 1 2 1
tan“a+1= —etan‘a+l=——— o
cos” o J5
5

<:>tan2a+1=%©tan2a+1=5©
25

stan’a =4 o tana = +2

Como a é um angulo obtuso, tana <0.

tana =-2

2.° Processo

25
_sing __ 5 _
tanﬂ_cos,b’ ﬁ 2
5

tana =tan(n- f)=-tan g =-2

a+f=nsa=n-0

3 ) .o, 25
d)cos(7—ﬂ]_—smﬁ_ 5

. T . T
e)sin| —a——=|=-sin| —+a |=-cosa =
[ 2) [2 J

=_[_J3JJ3

5 5

f) 1.° Processo

tan(—ﬁ)—Zcos[—a+gj =—tanf-2sina =

=—M—23ina =
cosf}

2.5
_ 5,25 25 a5, 45
J5 5 5 5 5

5

Calculos auxiliares:

NG

cosq = ——
5

tana = -2
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sina .
tana =— < tanacosa =sina <
cosa

2.5

& -2x —ﬁ =sina < sina =——
5 5

2.° Processo

tan(—ﬁ)—2cos[—a+gj =—tanf-2sina =

=—2—23in(n—ﬁ)=—2—23inﬁ=—2—2x¥=
PG
5

63.2.

B 4 c

EC’=BC +BE <:>(2\/§)2 -4 4BE o
©20=16+BE «BE -4 & BE =2
Os triangulos [BCE| e [ADE] séo

geometricamente iguais.

T
+y==
B+y 5
CED=n-f-y=n-2=2
n-fB-y=m 5=3
ED=CE
tanH:E:&ﬂ
CE 2.5

O=tan" (1) = G:Erad

Pag. 121

64.1. sin I +COoS I +cos@=a—sinﬁ<:>
6 6 3 3

LT T 6n T« (3t 0w
< —-SIN—+C0S—+COS| ——— |[=a-SIN| —+— | &
6 6 3 3 3 3

@—1+£+cos 2n-tloa-sin|n+l e
2 2 3 3
<:>_1+ﬁ+cos Iloa-|-sinll|e
2 2 3 3

o fi2i fea e

60

©a=7\/z—7\/z<:>a=0

2 2

64.2. tanE—Ztan I =2a-2cos —@ =
3 3 6

= tan(@+ﬁj+2tang = 2a—20035€ﬁ =

@tan[2n+gJ+2x\/§=2a—2xcos(;;_%j<:>
<:>tanE+2x/§=Za+ZCosg©

RS 3+2\/§=26+2x§<:>

of3+243=2a+V3 =2y3=2ac=a=+3

64.3. acos _3n =tan _In +sin _1in PN
4 4 6

4n ¢ 8t =w (12 =
& acos| ——-—|=-tan| ——-—|-sin| —-—- | &
[4 4) (4 4) ( 6 6)
& acos ‘rc—E =—tan 27:—E —sin 211—E =S
4 4 6
T T . Y
& al-cos— [=—tan| —— |—-sin| —— | &
[-eos )t -5)-n( 5]

2

T . T
& —ax—=tan—+sin— <
2 4 6

@—ga:H%@—Qa:%@—ﬁa:S@

3 32

Sa=-—oas=
2

By

x

64.4. a sin(—%j +acos(-m) = tan(—%} + cosz—; =N

3n

. 5 3n m
& —asin—+acosnt=-tan—+cos| ——— | <
6 4 3

3

. (6n = 4n ¢ m
< —asinl —-—|-a=-tan| ——-— |[+cos| 1—— | &
6 6 4 4 3

BIONPY 0110d © IDYATTVININ



Trigonometria

MM . (12n = . T oom Seja h a altura do triangulo [AQP] relativamente
65.1. sin—=sin| ——-—|=sin|t—— |=sin—=a
12 12 12 12 12
abase [AQ].
65.2 sin@—sin @+£ =sin n+l ——sini—
T2 T 12 T12) T 12)7 12 h=1-cosx
—_a AQxh tanxx(1—003x)
A[AQP] 2 =
65.3. cos%=cos[%—%)=cos[g—%j=sin%= sin x
tanx—
4 tanx-tanxcosx mm_
2 2
n 6n = T T T .
65.4. cos—=cos| —+— |=coS| —+— |=-sin—= tanx—sinx
12 12 12 2 12 12 ==
=-a

68.2. AP=0P =1

66. cosa= 4 n
5 O triangulo [AOP] é equilatero e x = 3

20— =37T[<:>—,B=——2 S f= ——+2a a)
. . tan ™ —sin~ J3- \/g ﬁ
sin(a - B) = sin a— ——+2a A(E _ 3 3_ 2 =L=—3u a
3 2 2 2 4 7
. 3n 4 _ _
=sm[a+?—2aJ sm[——aj —cosa—g b) AP =1; AQ=tang=\/§
67. Designemos por « o angulo AOB. ~ OA 1 1
cos§=7 i =— < 0Q=2
sin(ﬁﬂxj oQ oQ
tan| X+ & :—2©#:—2@ PO -00_0P
2 [n j PQR=0Q-0P=2-1=1
cos| —+a S
P:AP+AQ+PQ:1+\/§+1:(\/§+2)UC
CO§a =-2& cosa =2sina T )
—-sina 68.3. sin(5+xj—cos(n—x):g@

sinffa+cos’a =1< sin2a+(23ina)2 =1o g
) <:>cos:c—(—cos;c)=g©
o sinfa+4sinfa=1<5sinffa=1osinfa=—<
5 8 8 4
< 2C0SX=—<>COSX=—<>COSx =—
5 10 5

. 1 . 5
& sing =+—= < sina =i?

G sin® x +cos® x =1« sin® x = 1-cos® x &
2
Como « é angulo agudo, sina=?5. <:>sin2x=1—[fj <:>sin2x=1—E<:>
5
V5 9 3
Ix— in?x=— inx=+>
5 5 < sin®x 25<:>smx 15

A[OAB] =T =ﬁ u.a.

Como x e 1.°quadrante, sinx = g

MMAI11DRGF © Porto Editora

Pag. 122
68.1. A(1,0); P(cosx,sinx); Q(1, tanx) _ 3
y ’[anx=smx=§=§
yT Q cosx 4 4
/""_"_""x P__ 5
/ \ 3 3 3
' A 4 5_20_3
]l-. 0 X A[AQP] “ 2 T 40 u.a
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69.1. A(1,0); B(01 1) cosH=£<:>0089=

< cosf(r+d)=re
. r+d (r+d>0)
P(cosx, sinx); Q(1, tanx)

< rcosd+dcost=r < dcost =r-rcost <

- r(1-cosé
o golmreosd ( )
cosd cosé
70.2. d=r
* cos@=L©cose=%
Como ee}o,g[, ezg
AIPQB] = A[OQB]_A[OPB] =
2 2 70.3. r=1; d=2
_1x1 1xcosx 1 cosx _1-cosx P(cosd, sind)
’ ’ 202 2 1(1-cos0)
2=———~- & 2co0sf=1-cosl <
1-cosx cosd (cos0>0)
A(x)= >

4:)30030=1<:>cos¢9=1
69.2. Qsin(n+x)+8005(g+xj+15:Oc» 3

sin®0+cos?f =1< sin’0 =1-cos’
< -9sinx-8sinx+15=0<

2
o —17sinx=-15 < <:>Sin29=1—(%j <:>sin2¢9=1—%<:>

. 15
siny =—
< snr=17 osinto=8 osing=+B o sing=+ 22
9 3 3
sin? x+cos’x=1<cos’ x =1-sin’x <
22
) Como # €1.° quadrante, sind =——.
, 1 , 225 3
< cos x=1- 17 < Cos” x = —@@
1 242
64 Pla7s
o cos’x=—— < Ccosx=+t—
289
70.4.
Como xe 0,E ,COszi. a)
2 17 R
8 17 8 9 y
1.° H_° 9 ~—P(rcos9,rsin0)
Ao 17 _17 17 _17_9 , . / :
2 2 2 34 7o \\
[ 1 \
2R | ] ?
69.3. cos L =L o —=— =0Q=2 ' O P JAdQ
3 0Q 2 0Q /
PQ=0Q-0OP=2-1=1u.c. 1

Seja P’ a projecéo ortogonal de P sobre Ox .

Pag. 123
70.1.
A Célculos auxiliares:
TP sin¢9=i; sin¢9=PP
/ OP r
7
[ o | PP’ =rsing

W

| O r JAdQ d_r(1—cos¢9)
/ Y

62
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Trigonometria

AQxPP' _dxrsing 72.2. D, =R
A[AQP] = 2 = 2 =
. T
Assim, se D_entao —eD,.
r(1-cosd) siné ! e Y55
—————=xrsin@ r(1-cos@)xr—-
cosf 0s6d

_ cosf _
2 2 g[x+£}:sin 4l x+Z|-X|=cos 4x+2n—EJ:

2 2) 5 5
_r(1—cos@)xrtan¢9_r2

= —(1-cos@)xtand = .
2 2 = cos(4x—g] =g(x)

= %rz (1-cos0)tand

Logo, g é periddica de periodog .

b) r=2

) ) 72.3.Se xe D, entdo x+3neD,
tan“ o =tana < tan“a-tana =0 <

o tana(tana-1)=0< h(x+3m)= tan(x+33nj = tan[%ﬂrJ = tan[%)= h(x)

©tane=0viana-1=0< Logo, h é periodica de periodo 37 .

S tang =0vtana=1< 2
72.4. D, =R . Assim, se x D, entdo x+-—eD

Como ae}o, g[ tana >0 logo, tana =1 e \a\
. 2n 2n
b1 i|x+— |=cos|a|l x+— |+b|=
= [ aJ [ { a] J
4
COSEZQ = Cos ax+2ni+b =
4 2 El
A(a)=%r2(1—cosa)tana= =cos(ax+2n+b)=cos(ax+b)=i(x)
. e 2n
Logo, i &€ periédica de periodo— .
=1x22(1—\/§]x1=2(1—ﬁj=(2—\/§) u. a. a|
2 2 2
73.1. 1.° processo:
c) r=1

f & uma fungéo da forma f(x) = a+ bsin(c(x-d))

A(H)zZ@1(1—cosa)tan9:2©0z1,37 rad ,
2 b=-2<0.Entéo, D; =[3+(-2),3-(-2)]=[15]

[EXE):Show coordinates 0 .
E‘i ={122){1-cos x)tan x 2.° processo:
V=2
j D, =R.Se xeD,entdo =D,
2

MW —133in[%)£1<:>22—23in(%)2—2©

<:>—2s—23in[%js2©1s3—25in[%js5c>

71.1. A funcéo g néo é periddica.

71.2. Periodo fundamental de f: 8 e1<f(x)<5; D; =[1,5]
Periodo fundamental de h: = 73.2. D] =[1, 5]
721. D, =R

Entdo, O ¢ D} , ou seja, 0 ndo pertence ao conjunto

Assim, se x e D entéo x+me D, das imagens de f. Logo, f ndo tem zeros.

f(x+m)=sin(2(x+m))=sin(2x+2n) = 73.3. 1.° processo:
=sin(2x) =f(x) y =sin(cx)
Logo, f é periédica de periodo . P, = %‘ - ZTT‘ =45
c
2
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73.4.

2.° processo:
D, =R

Assim, se x e D, entédo x+mne D,

f(x+4n)=3—2sin(L24“j= 3—23in(%+2nj=

:3—23in(%):f(x)

Logo, 4n € o periodo de f.

f(a)=3—2$in[gj

N ©

f(-a)= 3—23in(—gj= 3+2sin( j

f(a)+f(_a)=3_§a@+3+§w@=

=3+3=6

74.

751.

75.2.

64

Pag. 124
O grafico de g obtém-se do grafico de y =sinx

através da seguinte sequéncia de transformacgdes:

Translacado horizontal associada ao vetor [g Oj

. . s
(transforma y =sinx em y = sm(x—Ej )
Dilatacao vertical de coeficiente 2 (transforma
. s . T
=sin|x——=| em y =2sin| x——
g ( 2) g (’“ 2) )
Translagdo vertical associada ao vetor (0, 1)
(transforma y = 2$in(x —gj em g(x))

b=2>0.Entao D, =[1-2,1+2]=[-1, 3]
Seja P, o periodo fundamental de h.
D,=R.Se xeD,,entdo x+P, €D, .

VxeR, h(x+R,)=h(x) =

P
<:>1+200$(x+3 OJ:HZCOS(;J@

x PR x
< COS| —+— |=CO0S| —
3 3 3

27 é o periodo fundamental da fungéo cosseno.

=)
Ent&o, ?0=27t<:> B, =6n

O periodo positivo minimo de h é 6r.

75.3.

76.

77A1.

77.2.

77.3.

O grafico de h obtém-se do grafico de y =cosx

através da segunda sequéncia de transformacgdes:
Dilatacdo horizontal de coeficiente 3;
Dilatacado vertical de coeficiente 2;

Translagdo vertical associada ao vetor (0, 1).

2_(-
k22,
2
P, = 4n. Entéo @=4n@\t\=@:1
1 4n 2
Opgao (B)

Seja P, o periodo fundamental de f.
Se xeD;, entdo x+ PR, € D,

vxeD,’ f(x+Po)=f(x)<:>

©1tan E—2(x+F’0) :1tan T 2v|e
2 6 2 6

PN tan[f—zx—zpoj = tan[f—zxj
6 6
n € o periodo fundamental da fungdo tangente.

Entso, 2Po=7t<:>Po=g.

Logo, f & uma funcéo perioddica de periodo positivo

P . s
minimo igual a —.
2
F(x)=0e rtan[ *-2:|=0
2 6
<:>tan[%—2xj:0<:>

@%—2x=0+kn,keZ<:>

<:>—2x=—g+k7t,keZ<:>

x=l+ﬁ,keZ
12 2

f o =1tan E—2><E =1tan z_om)_
12) 2 6 12) 2 6 6
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78. f(x)= 4sin(3x—§); D, =R

b=4>0, entdo, Dy =[O—4,0+4]=[—4, 4]

g(x) =2tan? [Z?MJ

Calculos auxiliares:

2—m=g+kn,keZ<:>
5 2

<:>4Ttx=57c+10krc,keZ<:>x:%+§k,keZ
2nx T
Dg= xeRi—#—+knkel; =
5 2
<:>Dg=]R\ x:x=§+§k,keZ
4 2

’[anz(%UCJZO@Ztan2 (Z?MJZOQQ(X)ZO

D, =R,

79. h(t)=12-4cos(2t)

79.1. h(t+m)=12-4cos(2(t+m))=
=12-4cos(2t+2n)=12-4cos(2t) = h(t)
Logo, h & uma fungéo periédica de periodo T .

79.2. a=12 e b=-4<0
D; =[12-4,12+4] =[8,16]

8 é 0 minimo da funcao h.
Entao, a distancia do ponto do casco do navio ao

fundo do mar no momento da maré baixa é 8 m.

Pag. 125

t+9
80. f(t)=24,5+2’5608{n(1; )}
13+9
80.1. f(13)=24,5+2,5co{“(12+)}:

= 24,5+2,5cos[%) ~ 26,7 °C

MMAI11DRGF © Porto Editora

MMAI11DRGF-TRIG-5

80.2.

81.

81.1.

81.2.

81.3.

Trigonometria

As 13 horas desse dia, a temperatura no interior
da habitacédo é de 26,7 °C .

a=245¢e b=25>0

D} = [24,5 -2,5,24,5+ 2,5] = [22, 27]

A temperatura minima e maxima no interior da

habitacdo sdo de 22 °C e 27 °C, respetivamente.

f(t):4cos(%tj

a=0¢e b=4>0

D =[0-4;0+4]=[-4, 4]
4 é o maximo da fungéo f.

A altura maxima que o nivel da agua atingiu foi 4

metros.

f(t)=0 4cos(%tj =0 cos[gtj: 0=

o t=g+kt,keZ<:>t=3+6k,keZ

z
6
Como t€[0,24], y
Tem-se que: /|2

Se k=0, t=3. o

Se k=1 t=3+6=9. e

Se k=2, t=3+6x2=15.

Se k=3, t=3+6x3=21.

A altura da agua no porto esteve ao nivel médio
da agua domaras 3 h,as 9 h, e as 21 h, ou seja,
4 vezes.

D; =[-4,4]; -4 é minimo da fung&o f.

Entéo, a altura minima que a agua atingiu foi

-4m.

81.4. f(t)>3

.

\\ //\\ /fy‘
0138\ /1062 1 627 t (horas)
1338 %

f(t)
4
3
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Propostas de resolu¢ao do manual

0,38x60 ~ 23 1-sin(4
83, £(x)= 5" =1 M gin(an)

1,38 h=1h 23 min 2 2
13,38 h =13 h 23 min 831. a=teb--1co

2 2
0,62x60 ~ 37 min

111

10,62 h =10 h 37 min D =|5 55" 2 =[0.1]

22,62 h=22h 37 min 83.2. D, =R

Foi possivel o Julio entrar no posto das 0 h as
T
1 h 23 min, das 10 h 37 min as 13 h 23 min e das Se xeD;, x+§

22 h 37 min as 24 h do dia 21 de janeiro.
b 1 1. b1
flx+=|==—-=sin| 4| x+=||=
2) 2 2 2

Pag. 126 11 11y _
> 28In(4x+2‘rc) > 2sm(4x) f(x)

e D,

82.1. h(0)=0Q = 4cm

Logo, f é perioddica de periodo g

BI0YIPY 0110 © IDAATTVINN

h[gj 0Q+raio = 4+2 =6m
1-sin(4(n+«a 1-sin(4n+4a
h(n)=0Q =4m 83.3. f(n+a)= (4(x ) _ ( )_
2 2
h ﬂj 0OQ-raio=4-2=2m _1-sin(4a)
2 T
h(ZTc ( ) 4m o B .
1 sm(4(n a)) 1-sin(4n-4a)
f(n—a)= 5 = 5 -
a 0 Tlnx 3—n 2n
2 2 _1—sin(—4a)
he) |46 | 4| 2 | 4 2
f fln—a)=—
B B (n+a)xf(n—a) 25<:>
. BP . BP —-— .
82.2. sma=$©sma=7©BP=23ma @1_Sin(4“)x1+5in(4a)=i©
o 2 2 25
PR =BR+BP
— 1-sin®(4a) 4 16
h(a)=0Q+2sina = 4+2sina & = e cos ?(4a) = 25
i 2 i 16
sin’ (4a)+cos® (4a) = 1o sin’ (4a) =1-— <
82.3. h(a)=5< 4+2sina =5 25
N .3
@23ina=1©sina=% < sin (4“)—£@s'n(4“)—ig
y" Calculos auxiliares:
L T y
M 4 2
e X.
0 ; o 4xt cdxa<dxl o 3
4 2 0 :
Sn<a<2n
Como « €0, 2n]
azﬁ,\azn_Ec)a:E,\a:@ Como 4ae]n,2n[,sin(4a)=—§.
6 6 6 6 S
5 . 3) 8
Quando a:geazg,opontoPestaaS f(a)=1—3in(40!)=1_(_5):5:8:4
2 2 2 10 5

metros do solo.
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84.

84.1.

84.2.

f(x):2[1—2cos%j©f(x):2—4cos%
a=2e b=-4<0

D; =[2-4,2+4]=[-2 6]

D, =R

Se xeD,, x+6¢eDb,

f(x+6)= 2|:1—ZCOST[(X3

+6)}=

=2{1—2cos[zx+27tﬂ - 2[1—2005%} = f(x)

Logo, f é periédica de periodo 6.

84.3.

85.

85.1.

Pag. 127
f(x)=4< 2[1—2003%) SR

@1—2003%:2@

X X 1
o -2cos—=1cos—=-—&
3 3 2

@%:@uknvﬂz%ukn,kez@

S x=2+6kvx=4+6k keZ

A+

=

o=

Como x |0, 6], tem-se que: x=2vx=4

BC=4-2=2
Altura =4

_ BCxaltura 2x4

Ansc) = > > =4 u.a.

f(x)=3cos [%) ; g(x)= %sin (3x)
D, =R

Se xeD;, x+4neD;.

f(x+4m)= 3cos[x+24nJ= Scos[%+2nj =

= 3cos(%) =f(x)

Logo, fé uma fungéo periddica de periodo 4r.

85.2.

85.3.

86.1.

Trigonometria

Seja P, o periodo positivo minimo de g.
D, =R
Se xeDg, entdo x+F, eDg
g(x+Po)=g(x)<:>
= 1s,in(s(x+P )= 1s,in(e,x) =

3 °)3

< sin(3x+3F,) = sin(3x)
2 é o periodo da fungdo seno.

Entéo, BRJ:Zn@IDO:Z?n.

Logo, g € uma fungéo periédica de periodo

positivo minimo R, = %
Alternativa:
B

f(n—2a)=1©3cos[n_22aJ=1©
T 1 . 1

< COS| ——a |=—<=SsSha =—
2 3 3

2
. 1
snn2a+cosza:1@[§ +cosla =1

) 1 , 8 242
& Cos a=1—§©cos a=f<:>cosa=4_rT
yf\“
0 X
n 3n 2.2
Como a e |-,—| , tem-se que cosa = ———
2 2 3
T oo 1 . T oo 1. (3=n
gl=+—=|==sin|3| —+—||==8iN| —+a |=
2 3 3 2 3 3 2
1 1 [ 242) 242
=——CO0S=——X| ——— |=——
3 3 9
P(cosa, sina); B(cosa, 1)
0C =1
CB =cosa
BP =1-sina
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Propostas de resolu¢ao do manual

C+BP — _1+1-sina y 2 o
A[OPBC] 2 xCB > xCcosa = 41~ /
LY g r |
1 3 A S
[1—53“16!])(0036! cosa—ESInacosa 2 ‘\\ /
86.2. OC=0P =1 o' 083 129 Jzt x X
~ A ~ T
Entéio, OCP =CPO = 3" ._ [EXE):Show coordinates
=J (x#+(3cos (2x+n)-1}%)
2 "2'2

POC=n-2xT=31"21_T
3° 3 3 -

LAETa.L)

m om_3n-2n_°
“=5737 76 & ' INTSECT
k=1.28731088  y=2 E
AlZ cosﬁ—lsln cos ™ = V3 1><1x—3: f(0,63)=3cos(2x0,63+m)-1~-19
6 6 2 6 6 2 2 2 2
ﬁ §_4\/§_\/§_ 3\/5 " a f(1,29)=3COS(2X1,29+T[)—1%1,5
2 8 8 8 A(0,6;-19); B(1,3;15)
87. f(x)=3cos(2x+c)-1 Pag. 128
871.a=-1e b=3>0 88. h(x)=2tan(%+gj

D, =[-1-3,-1+3] =4, 2]
X Y Y
. 88.1.Dh={xeR:—+—¢—+kn,keZ}=
2 € maximo de f. 2 2 2
f[gj:2c>3cos(2g+cj—1:2<:> =R\{xix = 2kn ke 7}
Calculos auxiliares:
< 3cos(n+c¢)=3< -3cosc=3 < cosc=-1<

f+E E+kT[,kEZ<:>1=th,kEZ<:>
S c=n+2kn, keZ 2 2 2 2
Logo, o menor valor positivo de c é = . ©x=2km kel
I 88.2. h(n-x)=2tan| *> %+ 7 |=2tan| T |-
e 2 2 2
|8 5 X X d
> =2tan| 7-= |=2tan| -= |=-2tan—
0 /X [” 2} [ ZJ 2
/
h(n_x)xh(x):_ztanﬁxztan LAY
2 2 2

87.2. f(x) = 3008(2)( + T[)—1

X T
Seja P um ponto do grafico de f cuja distancia a A sin= sm(5+§j , ) > X C >
=-4x = Xt =
origem é igual a 2. cos™ cos(£+EJ o x i
5 _cog® ad
P(x, f(x)) 2 2 2
=—4x(-1)=4
OP =2 & /x* +(f(x))2 =2&
88.3. D, = R\{x:x=2km, ke Z}
2
<:>\/x2+(3cos(2x+rc)—‘l) =2 Se xeD,, x+2neD,
Seja g a funcéo definida por
g ¢ P h(x+2n)=2tan[x+227c gj 2tan(2+g+nj=
g(x)= \/x2 +(3cos(2x+ 7r)—1)2
X T
Pretende se resolver graficamente a equacéo =2tan 2 + 2 = h(x)
g(x) =2 Logo, h € uma fungéo periddica de periodo 27 .

68
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89.2.

89.3.

90.1.

90.2.

. SO SO ==
sinx=—=—=S
AO 1
cosx=A _SA_ga
AO 1
g(x)= SPxSO _5AxS0 _
2 2
cosxxsinx 1 .
=—————=—sinxcosx
2 2

g(x)=1><23inxCOSx =1><sin(2x)
4 4
T
0<x<5©0<2x<n
Entdo, 0 <sin(2x)<1<0< %sin(Zx) <

or-Jo.]
4

A area maxima do tridangulo [OPS] é % u. a.

IR

AS =cos(x)=0,8

sin’ (x)+cos? (x) =1< sin’ (x)+0,8? =1
< sin’(x)=1-0,64 < sin® (x) =0,36 &
< sin(x)=+0,6

Como xe }0, g[ , tem-se que: sin(x)=0,6

1 . 1
A[OPS] =§sm(x)cos(x)=§x0,6x0,8 =0,24 u. a.

[ABP] € um tridngulo inscrito numa
semicircunferéncia de didmetro [AB]. Entdo, € um

triangulo retangulo em P.

sin[X]=PB & sin[ 2= PB < BB = 25in[ &
2 AB 2 2 2

cos| 2= 2P o cos[ X =AP o AP - 2c0s[ X
AB 2 2 2

Trigonometria

90.3. f(n-2a)=1¢e 2sin(“‘22“j=1@
. (m 1
@23|n(§—aj:1©20030::1@(:030: ZE

Como « €0, 7 , tem-se que « = g )

Nw(a

-5 T L V3
AP=qglZ|=2 =2 ZlzoxX2 /3
g[ j cos COS( J X

Pag. 129

f(x)= 1—2005(2x;3nj:1—200s(x—3—2nj:

91.1.
=1—200$[x+gj= 1-2(-sinx) =1+2sinx

91.2. f(x):2c>1+23inx:2c>23inx:1c>sinx:%

Como x € |0, 2x[ , tem-se que: ngvxz%n
A= Elsl
6 6
91.3. COS(—Tc—a)zﬁ@—COSa:ﬁ@cong:_ﬁ
3 3 3
2
sin2a+cosza=1©sin2a+(—\§] =1

i 5 - 4 . 2
osinffa=1-—osina=—< sina=+—
9 9 3

Como « € |-=, 0[ , tem-se que sina = —% )

fa)=1+2sina =1+2 2y 41
3 3 3
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92.2.
91.4. f[ Fl=142sinf=1s2x1=2: A[Z 2
6 6 2 6

(n )_ 1+sina
1+ cos E_a

sin(E—aj
fEE_ajz 2 cos«a

r:y:%x+b e Aer

2=1><E+b©2—£=b
0 12 sin E+a
T 2 cosa
: _1x+2_1 ' EHI ) T " 1-sin
V=3 12 1+cos(§+aj a
Pretende-se resolver graficamente a equacéo
! 1 Z g |xfl Eva =
f(x):—x_}_z_l 2 2
2 12
T _ Cosa  cosa _
’ 1+sina 1-sina
_ cos® -
(1+sina)(1-sina)
7 _ cos’a _COSza_1
1-sina  cos’a
of n 277 T % .
sin(x+ i
- 92.3. f(x+1):f(x)_|_1<:> (x+1) _ sinx

1+cos(x+1) " 1+cosx

E [EXE]:Show coordinates
=]1-2cos ((2x-3x).2)
F2=(1.2)x+2-

Sejam g e h as fungdes definidas por

sin(x+1) sinx
=—— 7 e h(x)=——+1
9(x) 1+ cos(x+1) e h(x) T+cosx
INTSECT .
respetivamente.

¥=2.0580026832 V¥=2.767232028 .=

Pretende-se resolver graficamente a equagéo

9(x)=h(x).

xg =~ 2,06

sinx
92. f(x)= 1+ Ccos x

o, (%) () (=)

57 T
1+cos| — | 1+cos|m——
6 6
LT 1 1
sin— - —~
= 6 2 _ 2 _ 1 _ ;
1—cos™ 4 V3 2-Y3 2-\3 0 0,99 X
L LEonraTs
= + + +
_ 2+43 _ 2+43 _ yz:tfufu *)a(1+com N+
e E)(erB) 25
2++/3
~4_3 =243 INTSECT

894380873 Y¥=1.530466113 .=

x, ~0,99
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93.1.

93.2.

93.3.

93.4.

Pag. 130

COSa=$<:>COSa=%C>@=I’COSa
r

sing = 2P & sina = AP & AP = rsina
r

OPxAP rcosaxrsina r?

Aosp) = > Esmacosa
37P = J30P & AP B3 tang - 3
opP 3 3

Como « € 0,E , tem-se que a:E.
2 6

@=rcos[ =rx V3 _ £
6 2

Qutro processo:

3AP =/30P < AP %F

\/5 2
OAZ=OP2+APQ<:>r2=()PZ+[SOP] -

or =@2+g@2 o1 :@h%@z o

<:>r2:i07P2c>@2:§r29 oP-2r o
3 4 (oP-0) 4

op-3,

(r>0) 2

OP=£C>I’COSC¥=£<:>COSC¥=1
2 2 2
ae |02 Entdo el
2 3

’4[OAP] s|n Cosf L ﬁ 1 £
3 3 2 2 2 8
Seja B a projegéo ortogonal do ponto P em Ox.

Os triangulos [OBP]e [OAQ] s&o semelhantes.

3
Entdo, — BP OB BP _4 L Bp-3tana
AQ OA tana 1 4
OAxBP

1 .
S|nacosa<:> =Esmacosa<:>

A[OAP]

3 .
= 1><Ztana =sinacosa <

Trigonometria

) . )
3sina _ o §=§Mcos a
4cosa 4 sina

@coszazﬁacowz:i\ﬁacowz:iﬁ

4 4 2
y'\
20
0| gAY
i 3
Como « = |0, —| , tem-se que cosa = —
2| 2
Entdo, a =—
ﬁzﬁtanﬁzﬁxﬁzﬁ
46 4 3 4

NG

a= g e a ordenada do ponto P é ik

Outro processo:

OB oP
COSx === ACOSQ = — &
oP OA

< Cosuo = /\COSO{=T<:>

< OP =

o Qo

AOP =cosa < cosa =

4cosa 4cosa

< 4cos’ ¢ =3 < cos? a——<:>cosa +[ =

(cosa#0)

3
< COS«x =i7

Como «a e }0, g[, tem-se que: cosa = g

Entéo, azg. @:cosazg

PB T
Sing =— & sin— =

6 ﬁ
2

B =

B =

N‘é‘
»|&

N\—\

V3
2

a= g e a ordenada do ponto P é

93.5. OA=r: AQ-=rtana

OA><AQ rxrtana r’*tana
’4[OAQ] 2 = 2
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2 2
r-tana r° .
A[AQP] = A[OAQ] _A[OAP] = T—Esmacosa =
r? [sina ) j
=— —sinacosa |=
2 \ cosa

r’(sing—sinacos’ a |
2 cosa

. 2 . .
2 Slna(1—COS 0() r’sinasin’ a
=—X =

2 cosa 2cosa
2 aind
_I"sin a:A(a)
2cosa
93.6. tana =+/8
) 1
1+tana = &
cos” a
<:>1+\/§2: 12 9= 12 =
cos’ a cos’ a
s 1 1
& C0s°a=— & CcoSa =+—
9 3

Como «a = }0, g[ , tem-se que cosa :%

sina sina
tana = @f: =
C

os o 1
3
. 8 242
& sing =— < sinag=——
3 3
3
(Zﬁj 16v2
2 aind 3 I
A(a)=1sm a _ _ 27 =Qu.a.
2cosa 2 1 2 9
« <
3
8v2

ATOAF’] :T u. a.

93.7. Pretende-se resolver graficamente a equagao
a3
Ala)=1e 0% _4
2cosa

Sejam f e g as fungdes definidas por

i3
f(x)= SN2 ¢ g(x)=1, respetivamente.

2cosa

t

y

72

94.1.

& [EXE]:Show coordinates
=((sin x)*(3))a(2cos x)
¥2=1

a~12rad

Seja Q a projegao ortogonal de O sobre [AS] .

Como [AOS] & um triangulo isosceles
(A0 =08S), Q é o ponto médio de [AS].

AQ

cosa == < AQ=rcosa
AO

AS =2AQ =2rcosa
P=AO+0S+AS=r+r+2rcosa =

=2r+2rcosa =2r(1+cosa)

94.2.

94.3.

Pag. 131

@JFSTL\:T:@BTSJF%BTS”@@:%‘

P=3r < 2r(1+cosa)=3r < 2(1+cosa) =3 <
©2+2cosa=3©2cosa=1©cosa=%

Como «a = 0,E , tem-se que a=2.
2 3

BOS = 20 = 2*
3

27 . 2n
S| rcos—, rsin—
3 3

yszrsinz—n:rsin - =rsin5=ﬁr
3 3 3 2
0 r 3r
_onys _ X7 _\/§ 2
A pos) = 5 T _Tr u.a.
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94.4.

94.5.

95.

P=2+3 o 2x1(1+cosa)=2+3 =

N‘é‘

<:>2><COSO!=\/§<:>COSa=
Como a = 0,E , tem-se que a=2
2 6

BS=2BAS=20-2xE-T
6 3

Comprimento do arco BS=2axr= gx 1==u.

wla

0oQ

a)tana = — < OQ =rtana
AO

S(rcos(2a), rsin(2a))

OQxxs rtanaxrcos(2a)
A[OSQ] = 2 = 2 =

= 1rtano:><rcos(20:) = 1r2 tana cos(2a)
0 2

(r>0) 2

b) A(x)= %x 3% tanxcos(2x) = gtanxcos(Zx)

Pretende-se resolver graficamente a equagéo

A(x)=1

y/\
'I .

A
0 0,25 063 x

Ei_ [EXE]:Show coordinatas
={012)(tan x)
¥a=1

0.8308107338  Y=1

a~0,25radva ~ 0,63 rad

v(t)=3+0,5sin 2nt
5
N

V (litros)]

351
25

1

Trigonometria

8,75-3,75=5seqg.

6,25-3,75=2,5seqg.

6,25-2,5 =1litro

Durante os 10 segundos que durou o exame,
houve 2 processos de respiracao (inspiracéo e
expiragcédo) com a duracéo de 5 segundos cada.
Cada inspiragéo e cada expiragdo de ar dos
pulmdes teve uma duragéo de 2,5 segundos. O
volume maximo de ar nos pulmdes do paciente foi
3,5 litros e o volume minimo foi de 2,5 litros.
Em cada processo de respiracéo, o paciente

inspirou um litro de ar.

0l 125 375 625 875 t(s)

N

Maximo On
Pag. 132
Tarefa 1
11. 0(0,0), A E,Q Bl 2], ¢c @,Q e
4’2 2 4’2
D(n,O)
_ 2 2 :
1.2. OA= (f—oj +[—oj ~ 1,057
4 2
2 > 2
AB = (E—Ej +1-Y2| ~0,838
2 4 2

co:\/[n—ij‘jz +[o—*/2§j2 ~ 1,057

OA+OA+OA+OA ~
~1,057+0,838+0,838+1,057 ~ 3,79

2. a)E
n

b) delta
c) sin(x2)

d) J(x2-x1) +(y2-y1)
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Pag. 133 3.4. Pelo resultado da questao 3.3.b), conclui-se que
31. para valores grandes de n, que é a forma de
termos o valor de delta cada vez mais pequeno,
i 0 1 2 3 tem-se que o comprimento da linha poligonal se
. . 3 aproxima de 3,82.
oL I e B
2| Bl R3], Pag. 134
4 2 4 Tarefa 2
J2 J2 1.1. Por exemplo:
ybp o —1 1= a) A3;G,45,A2G,135,A,4
2 2 b) G,90;A,2,G,-90;A,3,G,-120;A,3
y2 | = | 1 |-—=1]0 A~
2 2 y

3.2. a)

Numero de divisdes do intervalo?1@
0 comprimento arredondado da sinusoide é: 3.815283

X
O comprimento da linha poligonal é 3,815283 .
b) 1.2. a) cos(30°)= g < a=2cos(30°)
Nimero de divisdes do intervalo?2@ Abci de P: 0+2 30°) =2 \/5 —\/5
0 comprimento arredondado da sinusoide é: 3.818967 Cissa de - U+ COS( )" X‘E{’_
O comprimento da linha poligonal &€ 3,818967 sin(30°) _ b < b=2sin (300)
2
3.3. a) 1

Nimero de divisdes do intervalo?4 Ordenadade P: 0+ ZSin(3OO) =2x E =1

0 comprimento arredondado da sinusoide é: 3.79@e91

Nimero de divisdes do intervalo?5
0 comprimento arredondado da sinusoide é: 3.808655

Logo, as coordenadas de P sdo: P(\Ej)

G

Diferenca entre os comprimentos das linhas (P
poligonais quando n=4 e n=5 \
3,800655 —3,790091=0,010564 > 102 = 0,01 E

Nimero de divisdes do intervalo?6 b < E 4
O comprimento arredondado da sinusoide é: 3.806608

Diferenca entre os comprimentos das linhas 135°
poligonais quando n=5 e n=6 \

~

L';\/

0 2
~
Logo, o valor minimo de n para o qual a diferenca a

entre os comprimentos das linhas poligonais & b)
inferiora 102,é n=6. e cos(135°)=—cos(45°)

b) Para n=1305, tem-se:

3,806608 - 3,800655 = 0,005953 < 10 = 0,01 \

cos(45°) = % & a=4cos(45°)

Nimero de divisdes do intervalo?13e5 .
0 comprimento arredondado da sinusoide é: 3.820197 Abcissa de P:

2-4cos(45°)=2+4cos(135°) =

Para n=1306, tem-se o valor do comprimento
arredondado 3,820198 que se mantém inalterado _ 2_4X£ —2_2J2
para valores de n ainda maiores.

e sin(135°) =sin(45°)

Nimero de divisdes do intervalo?1386
0 comprimento arredondado da sinusoide é: 3.820198

sin(45°) = % & b =4sin(45°)

74
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Ordenada de P:
0+4cos(45°) =4cos(135°) =

=4x§=2\/5

Logo, as coordenadas de P sao: P(2 -242, 2\/5)

Pag. 135

2.1. a)Etapa2
b) Etapa 1
c) Etapa 3
d) Etapa 4
2.2. a) Comainstrucdo G,180, o rob6é muda o seu

sentido de movimento - passa a andar no sentido

do semieixo negativon  Ox .
Com a instrucdo A,5, anda para o ponto de

coordenadas (-5;0) .

Com ainstrucdo G,120, muda apenas a sua
direcdo, nao alterando a sua posicao.

Coordenadas da posig&o final do robé: (-5, 0) .

b) direcdo=180+120 = 300

23.

Trigonometria

L L S SR S
2 2 2 2

g— 0 € 4.° quadrante

@—9 € 4.° quadrante

2

Quantas instrug¢des deseja dar? 5

Instrucado 1:
Tipo (A para andar, G para girar):
Valor: 1@

Instrucdo 2:
Tipo (A para andar, G para girar):
Valor: 7@

Instrucdo 3:
Tipo (A para andar, G para girar):
Valor: -1

Instrucdo 4:
Tipo (A para andar, G para girar):
Valor: -120

Instrucdo 5:
Tipo (A para andar, G para girar):
Valor: 15

Posigao final: (19.3, -12.43)

Coordenadas da posi¢&o do robd: (19,3; -12,43) .

Avaliagao global 1

Pag. 136

1. —1785°=-345°-4x 360°
-360°< —345° < -270°
—345° € 1.° Quadrante
—1785° € 1.° Quadrante
(A)

D)

a+f=na=n-0

cos[g+a)=—sina =-sin(n-p)=-sinpg

5
cosf=—-—
o 7

sin? f+cos’ f=1< sin? f=1-cos’ f &

. 57 25
sin? f=1-| -= sin? f=1-"=
& sin® g [ 7) S sin® f 49¢3
. 24 2.6
sin f="— <o sinf=+"—"—
= o) 49¢: g =

N
\1‘%‘

Como S é um angulo obtuso, sinf =
b1 . 2.6
cos| — =-sinf=-—"—
(2 +ﬂ ) r=—=
(D)

ae }—3—; - ‘rc[ ; a € 2.°quadrante

sinaxsinf <0
>0 <0
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sinf+tana <0
<0 <0

cos f—tana >0
>0 <0

sinaxcosa <0
>0 <0

©

5. A(0,-1); B(1,0); C(0, 1); D(cosa, sina)

_ACxh ACx(-cosa) -2cosa
Aueo) =5 = 2 2

B s
I 'I’
Pag. 137
6 f(x) =sinx
_|x 2r
"l 3
F L\\y _
: "\ 6,
0 I x”
.o 1
sin—=—
2
sinE =1
sin— = sm(3—7t —j = sin(n——j = smE = ﬁ
3 3 2
1 <sinx <1
2
1
D =|—,1
' [2 }
©)

7. f(x)=cos(3x)

D=1

76

cos0=1; cosg=0; cosm=-1

A fungdo f(x)=cos(3x) é decrescente em

o3

3

f(x+PR)=f(x), xeD,e x+P, eD,

f(x+Py)=cos[3(x+PR,)]=cos(3x+F,)
2n . .

3R =21 R, =3 (2m é o periodo

fundamental da fungéo cosseno)

3x € 2.° quadrante
cos(3x)<0

f & negativa.

B)

f(x)=2k+acos(ax), a, keN\{0}
-1<cos(ax)<1< -a<acos(ar)<a <
& —a+2k <2k+acos(ax)<a+2k
Como D; =[-2, 8],

{ a+2k=8 { a=8-2k
=

—at2k=-2" |-(8-2k)+2k=-2

a=8-2k a=8-2k
= =
-8+2k+2k=-2 4k =6
a=8-2x— a=>5
= = 3
3 k=—
k==
5 2
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10.

ﬂﬂ:2x2+5am@ﬂc¢ﬂﬂ=3+5am@ﬂ

f(x+R)=f(x), xeD,, x+R, D,

f(x+PR)=3+5cos(5(x+PR,))=3+5cos(5x+5FR,)

5P =2n< P, = 2?7[ (27 é o periodo fundamental

da funcédo cosseno)

Alternativa:
_2n_2n
°olg 5

(D)
f(x) = cos(nx)

1

Se a abcissa de A for % a de Btem de ser %+§.

——cosE——Q
4 2
3 1 5 5n b1
fl—+—|=f —J=cos—=cos[n+— =
4 2 4 4 4
n N2
=-C0S— =——
4 2
Como f 3 =f §+1 ,aabcissade Aé §.
4 4 2 4
©)
f(x)=cos’ x
9(x)=1

f(x)=g(x) e cos’ x =1 cosx = +1

[0, 10007]

e

y -

R

cos0=1; cosm=-1
No intervalo [0, 2n [ a equagdo cos®x =1 tem
duas solugdes x=0vx=m7

[0, 27| a equag&o tem duas solugdes
[2m, 47| a equagdo tem duas solugdes

[4n, 67 a equagdo tem duas solugdes

Trigonometria

[9987, 10007 a equag&o tem duas solugdes
Em cada um dos 500 intervalos, [0, 2n[,

[2m, 4n[ , ..., [9987, 10007| a equagdo tem duas

solugdes.

cos? (1000m) = cos’ 0 =1

10007t também é solucdo da equacao.
Logo, o numero de solugbes da equagao
cos’ x = 1no intervalo [0, 1000x] é
500x2+1=1001

(D)

Avaliagao global 2

1.1.

1.2,

21.

2.2,

Pag. 138
P=2nr=2nx7x10° =14x10°n ~ 43 982 km

O comprimento da érbita do satélite &

aproximadamente 43 982 km .

120 minutos — 14x10%n
10 minutos — x km

_10x14x10°n _ 35007

120 3
_3500m o oo 3500m
3
35007
= =
21x10°

<:>a=£rad
6

O satélite descreve um anglo de g rad em 10

minutos.

A(cos45°, sin45°) A[\f ?]
M (1, tan45°) < M (1,1)
C(cos(180°+45°), sin(180°+45°)) <
V2 2 ]

< C(-cos45°, —sm45°)@C[_ Y

B(cos(180°-45°), sin(180°-45°)) <
V2 2 J

< B(-cos45°, S|n45°)<:>B[— 3

N (1, tan(-45°)) < N(1, -tan45°) < N (1, -1)
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3. tan(-a)=2 < -tana =2 & tana = -2
1+tan’ o = — ©1+(—2)2= 12 =N
cos’ cos® a
< 1+4= & Cos a—l
cos’ a 5
< cosa = +\/7© cosa = +\/5§
y}
.’/.'I
0 X

Como «a e E 3—;[ tem-se que cosa <0.

Logo, cosa = —ﬁ .
5
tana = sina —2—Sma<:>sina —
cosa J5
5
yl‘\
710 X

cos(a—n)—cos[%—aj =-cosa —(-sina) =

=-Ccosa +sina = — —ﬁ &:§+&:
5 5 5 5
35
5
sin®
4.1. tanza—sinza:tanza[1—2j:
tan® o

2 sin® & ) siF e cos? a
=tan“a| 1-— =tanaz1—7
sin“ o
cos’ a

=tan? 0:(1—(:032 a) =tan? a xsin®*

78

]:

4.2,

5.1.

5.2.

5.3.

sina 1

sina 1
1-cosa

1-cosa tana

sing
cosa

Cosa

sina
(x(1-cosa))

sina

1-cosa
(xsina)

- sin® & —cosa (1-cosa) -

sina (1-cosa)

_sina-cosa+cos’a —eosa 1

sina (1-cosa) B sinaw " sina

f(x)=2—-4sin| X

(x) sm[sj

a=2e b=-4<0
—[2-4,2+4]=[-2 6]

D, =R

Se xeD;, x+6neD,.

f(x+6m)=2- 4sm[x+36nj

:2—4sin[%+2nj:2—4sin(%j:f(x)

Logo, f é periddica de periodo 67 .

3ol
ol

fa+6m)=r(a)=2- 4s.n[aj
f(-a)~F(a+6r) =2+ 4sin ( j (z 4(3D
~Z+4sn( ) 2+4sn( 2| -sn

Pag. 139
Sejam, respetivamente, A, e A, as areas dos

triangulos [AOC] e [OBD] que néo estao contidas
no circulo e sejam A, e A, as areas dos setores

circulares correspondentes aos arcos GA e EF,

respetivamente.
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Trigonometria

tan60°— o 3-AC C_ e~ Br = cos’ (0°)+sin® (0°) + cos? (1°) + sin” (1°) +

o G G +cos? (43°) + sin’ (43°) + cos? (44°) +
AOxAC rx~3r +/3r?

A=A = - -
ol teer] 2 2 2 +sin2(44°)+g=1+1+1+...+1+1+1=

T 4 45 parcelas 2
o_
60 3 rad. =45%x1+0,5= 45,5

ot s 8.1.C| 2cos| = 2sin| -
A3= 3 =l . Ccos §+a , 281N §+a f=—4

2 6

< C(-2sina, 2cosa)
J3r2 qr? (3\/5 7[)

A=hpoq~ A= —g T B(-2sina, 2)
EA = 2EBA = 2x60°=120° BC=2-2cosa

EOF =120°-90°= 30°= g rad. OA=2

AB =0-(-2sina)=2sina
BOE =90°-30°= 60°

BC+OA -— 2-2cosa+2 .
[OBE] é um triangulo equilatero, uma vez que Aossc) = xAB = 5 x2sina =
todos os seus angulos internos s&o iguais a 60°. =(4-2cos a) xsing =2(2-cosa)xsina =

Seja h a altura do triangulo [OBE] . 2sina(2 )
=2sina(2-cosa

sinB0°= /L £ _hpY3,
OE r 2
8.2. 3tan(n-a)=4<3(-tana)=4<
V3
rx——~r 2
A OBXh 2 :\/ﬁr o 3tana =4 o tana = -+
oBE] ~ 2 4 3
Tr? 1+tan’ o ! <:>1+[ 4j2 ! =
n . - A
A =8 _TxXI cos? 3) costa
2 12
3t 3t 1410 12 2. 5 o costa =
r r-m_ 9 cos‘a 9 cos’a 25

A, = A[OBD] _A[OBE] A= 2 4 12

A
B 6/3r% — 34312 — nr? ~ (3\/§—n)r2

12 2 12 /OL\ ,
L OO apssir N

12 Como « e E n[ , tem-se que cosa <0
2 0° 2 10 2 89° 2 90°) = LOgO CcCosa = \/E
cos? (0°)+cos” (1°) +...+ cos® (89°) + cos® (90°) = 5
=cos? (0°)+cos? (1°) + cos? (2°) +...+ cos® (45°) + tano - sina o 4 sina o sing 2
cosa 3 3
+cos? (90°-44°) + cos® (90°-43°) + ... 5
...+cos’ (90°-1°) + cos’ (90°-0°) = Acnsey = Ala) - ng(z_(_gn _
2 2 2 \/E ’
=cos” (0°)+cos® (1°) + cos® (2°) +...+ Y + _§[2 §j_§ E _104
5" 5) 55 25

+sin® (44°) + sin? (43°) +...+ sin? (1°) + sin* (0°) =
79
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9.1.

9.2.

80

Considere-se a figura que representa a base do

prisma triangular (caleira).

D . Ab-10sin%
2
AC = 2x AD = 2x10sinZ = 20sin&
2 2
cosgziacosg:%@@:mcosg
2 AB 2 10 2

20sin%x10cosg

2 .o a

= =100sin—cos—

A‘oase 2 2 2

V(a) = Abase x altura =100 Sin%cos%x 60 =
= 60003ingcosg
2 2

2,51=2,5dm® = 2500 cm®
Pretende-se resolver graficamente a inequagao
v (a) > 2500

M

y
2500 ,

0,99rad<a <2,16rad.
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