== Propostas de Resolucao caderno deFichas

Funcoes

Vamos recordar

Ficha 1
.
1. a=5Ac=-2, logo f(x)=5+x+2.
Como (0, 3) pertence ao gréfico da fungdo f, entdo f(O) 3e
b __ b__ - __4
5+0+2—3c>2— 2 & b=-4,logo, f(x)=5 +2
2. Por exemplo, considerando x; <c<x,, tem-se que f(x,)<f(x,), logo f ndo pode ser decrescente
em R\{c}.
f é decrescenteem ]—oo, c[ eem ]c, +oof.
120x+ 18000 18000
=421 O - 120x + 18 000 | x + 300
BT x+300 ~1 x+300 120x+36 000 :C;o
Como y=120 é a equacio da assintota horizontal ao graficode A, ittt
tem-se que lim f(x)=120. —18000
Atendendo ao contexto do problema, isso significa que, quando o nimero de visitantes aumenta
muito, o consumo médio diario de dgua por visitante tende a aproximar-se de 120 litros.
.,
_ex+ 1 _
4.1. f(x)—x_1 —2+x_1 2x+1 |x-=1
—2x+2 2
4.2. a) D;={x€R:x-120}=R\{1} 3
x-1=0 & x=1
b) x=1 éaequacao da assintota vertical ao grafico de f;
y =2 éaequacao da assintota horizontal ao grafico de f.
©) Eixo Ox: f(9=0 & Z2*1o0 & 2+1=0Ax21 & x——%—><—%, o)
Eixo Oy: f(O)—M -1-(0,-1)
4.3. Ozerode f é —%.
4.4.
y f
______________ ;
1 i1 X
2 Y1
4.5. D;=R\{2}
Iim f(x)= Iim fx)=2
4.6. I|m f(x)=—o00, limf(x)=+o00 € I|m f(x) f0)=-1

x— 1

N&ANQNKDlZ’ ‘I Eg%&a
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== Propostas de Resolucao caderno deFichas

4.7.

4.8. [

f é estritamente decrescenteem ]—oco, 1[ eem ]1, +oof.

— 00 — 1 + oo

N|=

X
l f + 0 - N.D. + I

[U]1 , +oo[ e é negativaem ]—% 1[.

f é positiva em ]—00, —%

Ficha 2 Continuidade de uma funcao

1.1.
1.2,

3.1.

3.2.

D,=R\{-1}

a) xli_n:lof(x) =2
b) inLn1f(x) =-1
c) lim f(x) =5
d) lim f(x) =0

e) Ilim f(x) =+oo

X — +00

f) Iim f(x) =+o0

xX— -

lim £(x)= |irr;7(x2—1)=22—1=3; lim f(x)= lim 2x-1)=2x2-1=3

x—2" x—2"

Como Iirr;f(x): lim f(x), existe Iimzf(x) e éiguala 3.

x— 2"
lim [f(x)+2g(x)] = lim f(x)+2 lim g(x)=+%.o+2x(—1)=0—2=—2

lim
lim g - x—»1*g(X) _+oo
e (2-20F(0) T _ _y_ 1 -1
Jm =253

= —00

4.1.

4.2,

5.1.

5.2.

f(2)= lim f(x)=3x2-1=5

x— 2"

lim £ (x) = Iirr;_(x2+ 1)=2°+1=5

e Como f(2)= lim f(x)= Iirr12_f(x), f é continuaem x=2.

x— 2"
* f(0)=2
o Iimf(x)= lim (x*+1)=0+1=1
x— 0" x— 0"
e Como lim f(x)#f(0), f ndo é continuaem x=0.
x— 0"

© g()=limg)=1"-4=-3
« lim g(x)= lim (ky = 2)=k-2

x—1 x—1

e Para g sercontinuaem x=1, quer-seque k—2=-3 & k=-1.

e g(k)= lim g(x)= lim (x>~ x+3)=k*>—k+3
x—k*

x—k*

« lim g(x)= Iin)(_(x2—1)=k2—1

* Para g ser continuaem x =k, quer-se que k’-k+3=k>-1 <& k=4.

A2

Porto
Editora
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

6. —1¢D;, oqueexcluiaopcio (A). Iim1_f(x)= Iim1_x=1 ., lim f(x)= lim [cos(x—1) - 1]=cos(0)-1=0.

x— 1" x—1"

Como Iirq_f(x);t lim f(x), f ndo é continuaem x=1, o que exclui as opcdes (C) e (D).

x— 1"

Como f é continua em todos os pontos de ]— oo, — 1[, a opcéo correta é a (B).

Operacoes com fungdes continuas e fungcao composta

1. * Em ]-oo, O[, afuncdo f é continua por ser, neste intervalo, definida por uma funcéo

racionale x— 1#0 paratodo x<0.

* Em ]0, +oo[, afuncdo f é continua por ser, neste intervalo, definida por uma fungao polinomial.

* Em x=0:
f(0)=-2
lim 3x—2)=3x0-2=-2
x— 0"
; _0+2
=512
Como f(0)= Iirrz)f(x)= lim f(x), f é continuaem x=0.
x— x— 0"

Logo, f é continua.

2. *Em]-o0,2[ eem ]2, +o0[, afuncdo f é continua por ser, nestes intervalos, definida por uma

funcdo racionale x — 20 paratodo x#2.

e Em x=2:
f(2)=a
) 0
. o xP =40 . (x=2)(x+2)
XIE»an(x)_xl[»nZ xX-2 _XIE»nZ xX-2 =4

Para que f seja continua:
Iim2f(x) =f(2)
Entdo, a=4.
3. D;={x€R:x-220}=R\{2}
x-2=0 & x=2
D,=R
Dr.g={xER: xEDy A g(x)ED;}
gx)=2 & x*-3x+2=2 & x*-3x=0 & x(x-3)=0 & x=0Vvx=3
Dy.,=R\{1, 3}
Logo, afuncdo fo g ndo esta definida para x€ {1, 3}.

4.1. (fog)(0)=f(g(0))=f(3x0+2)=f(2)=2x2+1=5
(g-f)0)=g(f(0)=g(2x0+1)=g(1)=3x1+2=5

4.2. Como as fungbes f e g sdo polinomiais, D;, ;=D . =IR.
(feg)x)=f(g(x))=f(Bx+2)=2(3x+2)+1=6x+4+1=6x+5
(gef))=g(f(x))=g(2x+1)=3(2x+1)+2=6x+3+2=6x+5

Assim, (feg)(x)=(g-f)(x), VXEIR e, comotambém D;.,=D,.,, asfungdes f e g sdo assim

permutaveis.

A2

Porto
Editora

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW



= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

5.1.

5.2.

6.1.

6.2.

g(x) =(fef)(x)=f(f(x))
Para que g sejacontinuaem x=1, f terd de ser continuaem x=1 eem x=f(1)=2.
*Emx=1:

im_f(0)= im (x+1)= lim f()= lim <%+1>=2=f(1)

x— 1"
f écontinuaem x=1.
* Em x=2, f é continua por ser ai definida por uma fungao racionale x#0.
Logo, g é continuaem x=1.

A\ _ X+1—2_ 1(4+) _ — i L—_' —_ ==
D)= lim 275521 e (1) = lim = lim —2o=— lim ~=—1

Logo, f ndo é derivavelem x=1.

Por exemplo:

Como afuncdo f ndo é continuaem x=1, entdo nao é derivavel nesse ponto.

Derivadas

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

3.1.

3.2.

|=

L | '
2 =l(x2—1) X 2X= 2x = X

2 2(—1)

N|=

P =(Va2—1) = [(x2 - 1)2]I

—_—
—~
=
[N)
|
-—
~
—
=
N
|
-—
~

2

2
3

2

3v(2x + 1)

F )= (v 2x+1)l= [(2x+1)%] =%(2x+1)%_1 x(2x+1)'=%(2x+1)_ X2 =

f'(x) =[sin (2x — 3)]' = (2x — 3)' cos (2x — 3) =2 cos (2x — 3)

F(x)=[cos (x)] = = (x?)'sin (x2) = — 2x sin (x?)

, 1
e N N 2 Y S
Fx) =ltn (V)] = cos’(vx) cos’(vx) cos?(vVx) 2vxcos’(vx)
£ (x) = [sin? ()] = 2sin?~ " (x) x [sin (x)]' = 2 sin (x) cos (x)

=cos (2x)

o [sin (2x)]'_ 2 cos (2x)
Pl = [ 2 |7 2
Como f'(0)=cos(2x0)=1, odeclive daretatangente & 1, o que faz com que a reta seja paralela a
bissetriz dos quadrantes impares, que é definida pela equagao y=x.

gx)=Ff2x-1)x2x-1)=[3(2x-1)-1]x2=(6x-4)x2=12x -8

g'x)=0 < 12x-8=0 & x=% = x=%

A reta tangente ao grafico de f é horizontalem x=

wWIN

’2 ' Porto

Editora
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

5.1.

5.2.

g'(0)=(-x?+k) =—2x. m=tan120°=-/3

g =-vV3 & -2x=-V3 & x=§. A abcissa do ponto P é ?

Seominimode f é 0,entdo k=1. Assim, f(x)=sinx+1 e gx)=—x>+1.

Como (fog)(x)=g'(x)x f'(g(x)) etem-se g'x)=(—x*+1) =—2x e f(=x*+1) =cos (=x*+1),

entdo (fog)(x)=—2xxcos (—x*+1).

Em alternativa, podia-se calcular (f- g) (x) da seguinte forma:
(feg)X)=Ff(g®) =Ff(=x"+1) =sin(=x"+1) +1

e (fog)(x)=(sin(-x?+1) + 1) =(=x*+1) cos (=x*+1) =— 2xcos (= x*+1)..

2
O declive da reta pedido é igual a (fo g)'(?) =-2 x@cos (—(?) + 1) =-+V3cos (%) .
f'(x)=(x+sinx)=1+cosx
fl(x)=1 <& 1+cosx=1 < cosx=0 & x=E\/x=3—TE
x€l[0, 2n] 2 2
As retas tangentes ao graficode f em x =2 eem x= 3n sdo paralelas a bissetriz dos quadrantes

2 2
impares de equacédo y=x.

f'(x)=0 < 1+cosx=0 < cosx=-1 <& x=n. Em x=n, aretatangente ao gréficode f é

x€[0, 2nx]

horizontal e f' ndo muda de sinal, logo, como é sugerido na figura, ndo existe um extremo relativo

nesse ponto.

Segunda derivada

1.1.

1.2.
1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

’2 ' Egirttgra

Fo)=(x® - x2+mx) =3x2 - 2x + 1

F'(x)=(3x2 = 2x+m) =6x — 2

9'(x) = <x3x ) (3x)'><(x—1)—3;c><(x—1)':3x(x—1)—23x><1: -3
(x=1) (x=1) (x=1)
g"(x)= ( ) 3x2x(r=Dx =1 _Su-1__ 6 :
(=Y ) @-1" (=1

2 _ 1

| _ )2 l _ 7% — 1= —
h'o0 = ((2x 1)) R I e

h(x) = 1 '_1'x\/2x—1—1x[(2x—1)%] __(2x—1)% - (2x _1)% 1
‘(m)‘ 2x—1 T T T =1 m
i'(x)=[sin(2x+ 1] =(2x+1)'cos (2x+ 1) =2 cos (2x+ 1)
i"x)=[2cos(2x+N]'==22x+1)'sin(2x+1)=—4sin(2x+ 1)

j'(x) =[x cos (x)] = cos (x) — x sin (x)

j"(x)=[cos (x) — x sin (x)] = — sin (x) = (sin (x) + x cos (x)) = — 2 sin (x) — x cos (x)

2 tan(x) _ 2 sin(x)
cos’(x) cos’(x)

Kk'(x) = [tan(x)] = 2 tan (x) [tan (x)] =

. 2sin(x)]" 2 cos (x) cos®(x) - 2 sin (x)[cos’®)] 2 cos*(x) + 6 sin? (x) cos?(x) _
K= 2250 - : _ 6 _
cos’(x) cos’ (x) cos’ (x)
_ 2cos’(x) + 6 sin’ (x)
B cos” (x)
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

1.7. I'(x) =[x%sin (x)] = 2x sin (x) + x* cos (x)
I"(x) =[2x sin (x) + x%cos (¥)] = 2 sin (x) + 2x cos (x) + 2x cos (x) — x2 sin (x) = 2 sin (x) + 4x cos (x) — xsin (x)

1.8. m'(x) =cos?(x) — sin’(x)
m"(x)=—2 cos(x)sin(x) — 2 sin(x)cos (x) = —4 sin(x) cos (x)

2. g'(=("—4ax*+6x>—5x—m) =4x*—12x>+12x -5 T ] T
g"(x)=(4x> = 12x*+12x - 5) = 12x — 24x + 12 ” N 5 .
g"(¥)=0 & 12x°-24x+12=0 &

g ~— g(1) ~—

244V/(-24) —4x12x12

= 2x12 A
O gréfico de g tem a concavidade voltada paracimaem ]—oo,1[ eem ]1, +oo[, ndo tendo
nenhum ponto de inflexdo.

= X x=1

3. Como f é estritamente crescente em IR, tem-se f'(x) >0, o que exclui as opcgdes (B) e (D).
Além disso, f'(x)<0 se x<0 e f'(x)>0 se x>0, logo f' é estritamente decrescenteem IR™ e
estritamente crescente em R*.
Opcéo (C)

Avaliacao intercalar 1

Ficha 6 Avaliacao intercalar 1

1.1. h(0)=f(g(0)) =f(0°~0) =f(0)=0°=0

iim h(x)= lim (f(g(x)) = m_(f(xs_x))< = im (2(x*~x)°) =2(0°~0)°=0
se x>0"

lim h(x) = lim (F(g(x)) = lim (f(xa—x))( = | im ((x*-x)*) = (0°-0)*=0

x—0* x—0* x—0* x'=x<0,) x—o0*

Como h(0)= Iin"(lrh(x): lim h(x), h écontinuaem x=0.

x— 0"
1.2. As coordenadas do ponto de tangéncia sao:
(2, h(2)=(2, f(g(2))=(2, f(2°=2))=(2, f(6))= (2, 2x6%) =(2, 72)
Como h'(x)=g'(x) f'(g(x)) e g'(x)=3x>—1, tem-se que g'(2)=3x2°-1=11
e f(g(2)=F(2°-2)=f(6)=4x6=24, porque, para x>0, f'(x)=(2x?) = 4x.
Assim, h'(2)=11x24=264.

A equacao reduzida é daforma y=264x+b. Daquiresultaque 72=264x2+b < b=-456 ea
equacao reduzida da reta tangente ao graficode h em x=2 é y=264x — 456.

2. f'(x)=cos(x)—-sin(x)
f'(x)=0 < cos(x)—sin(x)=0 & cos(x)=sin(x) & x=%+kn, kez

3. Como f'(x)=f"(x), VxE€R, em cada ponto as duas derivadas tém o mesmo valor, logo o mesmo
sinal, ou ambas nulas.
Na opc¢ao (D), a funcéo é estritamente crescente e o seu grafico tem a concavidade voltada para
cima, peloque f'(x)>0 e f'(x) >0, Vx€IR. Nas restantes opcdes existem valores de x para os
quais f'(x) e f"(x) tém sinais diferentes, ou até apenas uma delas se anula, pelo que ndo se pode
verificar f'(x)=f"(x), VXE€R.
Opcéo (D)

’2 ' Egirttgra
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== Propostas de Resolucao caderno deFichas

f'(x) = 4x° +2x
f'(x)=12x*+2>0, Vx€R
Entao, o grafico de f tem a concavidade voltada para cimaem R.

O grafico de f tem de ser uma pardbola com a
concavidade voltada para baixo.

O gréfico de g tem a concavidade voltada para
cimaem ]-oo,1[ eem ]2, + oo e voltada para f" - - - - -
baixoem 11, 2[.

g + 0 - 0 +
Existem dois pontos de inflexdo, com abcissas q — o] —~ oo —
x=Tex=2.
Pl Pl

Tem-se h'(x)=g'(x) f'(g(x)) .

Como o gréfico de g é uma reta que passa nos pontos de coordenadas (0, 0) e (1, 2),tem-se que
gx)=2x e g'(x)=2>0, VxER.

Assim, o sinal de h'(x) coincide comode f'(g(x)) .

Oszerosde f' sdo —1 e 2,

logo f(gx))=0 & g)=-1Vgx)=2 & Xx=-1V22x=2 & x:—%\/x=1 .

Assim, h'(x)>0 em ]—00,—%[ eem ]1, +oo[.

Entre os intervalos dados, isto verifica-se em dois intervalos, ]—oo,—1[ eem ]2, +oo[, que estdo
contidos nos intervalos referidos.

Opcio (C)

Ficha 7 Regrade L'Hépital

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

Iim3(2x—‘l) =2x3-1=5

. X 1

lim =—=—00
r—1X—=1 0

lim 2 =£=+oo
—11-x 0

lim —— -_1_
x—+0oX+1 +o00

im —3_ -3 _po
x—+o0o 1 =X —o00

. 2026

lim x2026=(— 00) =+ 00
X — — 00

lim (x+x?) =+o0+o00=+00
X — + 00
2
lim =2 — jim = 1==1_ 400

x— 0" _x3 x—0 X 0

lim (x®+x) “= lim x’=(—o00)’=+00

X— — 00 X— —o00

r
lim —X _ = 2+ =400
. cos(x) 0

’z ' Egirttgra
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

2 oo
X 43X e o 2x4+3
2:1. xﬂvnjoo 2X+1 RLHy —hoo 2 stee
22, lim =4 =4 -0
x—+o0 14+X 400
2.3. lim ( _ —x>: lim —%— Jim x £ lim —-— lim x=—1 — (—00)=0+o00=+00
x—-oo\ x“ 4+ 1 x—-o0 x“ 41 ¥——00 RLHy L _ 002X x——oo — o0

2.4. lim (xX*+x)7=" lim x*=(-o00)’ =400

xX— - X —

0
2x—2 0 lim 2

2:5. x|[>n1 xz_ 1 RUHx—-1ﬂ=1
xX’-4_0
2.6. lim =—=0

2.7. lim = im VX4 i T -1 o
x—+o0  x RLH x — 400 2x x4»+oo4_x\/x_—4 + oo

28 lim*X—-=1__o
x—0 x 0

sin(1-x) _sin1_

2.9, lim S0 1 oo
x—0 X 0
_sin’(x) 6 . 2sin(x)cos(x) o .  2cos’(x)—2sin’(x) 2x(=1)°=2x0
2-10- I|m > = — . = = =’|
x—'ﬂf(x_n) RLH x — 2(X—TC) RLHx — 2 2

[1+sin (x)] %x cos (x)

N|=

| olo

. AV 1+sin(x) -1 ) , cos (x) 1
2.11. Im ——— = |lim = lim =—
x—0 X RLHx — 0 1 x—024/1+sin(x) 2

3. O Tiago aplicou incorretamente a regra de L'Hbpital, pois derivou o quociente.
Pela regra de L'H6pital deve derivar-se o numerador e o denominador separadamente
€ ndo o quociente.

4. f(0O)=k-1
. 0 1 0 ) 0 ]
. _ i X—Sinx 0 . —cosx 0 . sinx o . cosx_1
xlinof(X)_xlinO X3 RL'HXIE»nO 3x2 RCH, o 6X RHilo 6 6
Para f ser continuaem x=0, k—1=% R k=%.
145x3+225 _ _145x0+225
5.1. f(3)_T_16,5, f(O)_—0+1 =225

f(3)-f(0)=16,5—-22,5=—6. Nas trés primeiras semanas houve uma redugéo de 6 mil coelhos.

5.2. lim f()= lim J22t+225 = .. 145

t— +o00 t— +o00 t+1 RLHt & yoo 1

=14,5

Com o passar do tempo, o numero de coelhos tende a aproximar-se de 14 500.

lz ' Egirttgra
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Assintotas

)

»

* D;=IR\{1}
f é continuaem ]—oo, 1[ eem ]1, +oo[ por ser uma funcdo racional cujo denominador ndo se
anula no respetivo intervalo.

Se existir assintota vertical, é areta de equagédo x=1.

0
2 =

. e X=1 0 . 2x

x@*f(x)_xM*x—‘l REHXIET}’ 1 =2¢€R

. T 2x _2_

lim f(x)= lim P —2—1 €R

x—1* x— 1t X 1

Logo, ndo existem assintotas verticais ao grafico de f.

2 =
I T X' =1 = 2x _

xﬂ»n—]oof(X)_xﬂ»rr—]oo x-1 RUHX—»—ooT—_Oo
im f)= lim -2 = |m 2=2€R

X— 400 x—+o0 X+ T RLHx 1o 1

y=2 é aequacgao da Unica assintota horizontal ao gréafico de f.

e D;={x€R: x-120}=R\{1}
f é continuaem IR\{1} por ser uma fungao racional.
Se existir assintota vertical, € a reta de equacdo x=1.

2
Iin'}_f(x) = Iin’l_ % = §= — oo, logo aretade equacdo x=1 é assintota vertical ao grafico
de f.

2x*—x+3 ;
. f(x . - . - - -1 =
° lim Q= lim A= lim M = 4x 1 =
x—too X X — too X X — too x(x—1) RLHy 400 2X — 1 RLH

4_
2—2

2
2x —x+3_2x>=

lim 2x° —x+3-2x"+2x _
x—=1 h

xlngoo(f(X) a 2X)=xln2°°< X— too x-1
— lim X+3 = . 1 1

x—to0o X — 1 RI—_'H X — too 1 -

Aretade equacdo y=2x+ 1 é assintota ndo vertical ao grafico de f quando x — t oo,

lim (F() = (2x—1))= lim <2x—1+x;1—2x+1>= im X1 =4
X —> too ¥ too

xX—too X

Como Iirri1 (f(x) = (2x—=1))#0 ,aretade equacdo y=2x— 1 ndo é assintota ao gréafico de f.

_3-2_..
m=3_o- "

Opcéo (D)

lim (fx) —2x+1)=2 < lim (f(x) —2x)=1, logo aretade equagdo y=2x+1 é assintota

obliqua ao gréafico de f quando x — + oo,
, o) .

N =

As coordenadas dos pontos de intersecdo com os eixos sdo (0, 1) e <—

Opcéo (B)

Editora

’2 ' Porto
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Propostas de RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Ficha 9 Estudo de uma funcao

11. a) D;={x€R:x-120}=R\{1}

1.2.

b)

c)

d)

e)

f)

E continua no seu dominio por ser racional.

2
Iirr}f(x) = ””LX{—1=% =—o00, logo x=1 é aequacao da Unica assintota vertical ao gréafico de f.

o f(x , 2 ) = .
lim Q= im —*—— 2 |im 2x = = |im 2=1
Xx—too X x—»:tOOX(x—1)RL'Hx—>t<x>2x—1 RLH y s +o0 2

2 2 2 oo
_ o X\ X =x"+x)_ X R PO
xlTw(f(X)_X)_xlToo<x—1 -x)—xlrgoo( x-1 >_xlr?oo<x—1> RL—'HXE»TOO’I =1

Aretade equacdo y=x+1 éaequacao da Unica assintota ndo vertical ao grafico de f.

818

f(0) =% =0, logo o grafico interseta os eixos coordenados na origem do referencial.

\ 2X(x—1)-x"x1_2x°—2x— x> _ x*—2x
fi(x) = 2 = 2 2
(x-1) (x-1) (x-1)

x®—2x _
(x—1)°

& x=0Vvax=2)Ax=1

f(x)=0 < 0 & x*=2x=0Ax-1#20 & x(x-2)=0Axz1 &

X |—o0 0 1 2 + o0
f' + 0 - N.D. - 0 +
| f / f(0) N N.D. N\ f(2) /
Max. Min.

Afungdo f é estritamente crescente em ]—oo, 0] eem [2, +oo[ e estritamente decrescente
em [0, 1[ eem ]1, 2]. Existe um maximo relativo iguala 0 para x=0 e um minimo relativo
iguala 4 para x=2.

2 ! _ _ 2 _ 2 _ _

f..(x)=<x —2Jg>=(2x 2)(x-1) Z(ic 2)(x-1)__ 2 _+0, VxeR\({1)
x=1) (x=1) (x-=1)

Se x>1, f'"(x)>0 e, se x<1, f'(x)<0, pelo que o grafico de f tem a concavidade voltada

para cimaem ]1, +oo[ e voltada para baixo em ]— oo, 1[, ndo tendo pontos de inflexao.

lz ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

2 2 2
21. f"(x)=x +1—-2x _ =X +1

2

(x2+1)°  (x*+1)
2
=0 & =X+ 0 & -¥’+1=0 & r=-1Vx=1
(x2+1) (x**+1#0)

X — oo -1 1 + oo

" - 0 + 0 -

f! N f(=1) / (1) N
Min. Max.

O minimo relativo de f' tem abcissa x=—1 e o maximo relativo tem abcissa x=1.

2.2. Equacao dareta r, tangente ao graficode f em x=2:

y=f2)x-1 &

Como mszi:—
m

y=—§x+b, com; ——

2

Logo,aequacdodareta s é y=— 5

5 ,24

Como —2x+24-0 & —25x+48=0 « x=28

.0).

2 5

48
coordenadas (E

_2
Y=3

1
5

3. f'(x)=cosx-sinx

f'(x)=—sinx—cosx=-f(x), Vx€R, logo, se f(x)=0, entdo f'(x)=0.

—g e f(2)=

2

x—1,porque f'(2)=

§x2—1

_2424b &

22

2

+1

2 _p

2
c

5

25

, 0 ponto de intersec¢ao pedido tem

1, a equacao da reta perpendicular s, é daforma

Nos pontos em que o grafico de f interseta o eixo Ox, verifica-se f"(x)=0. Nesses pontos, a

segunda derivada anula-se e, como f"(x)=-f(x), Vx€R, e f muda de sinal nos seus zeros, como
se observa na figura, também f" muda de sinal. Logo, nesses pontos, os zeros de f correspondem
aos pontos de inflexdo do gréfico de f.

A2
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== Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 10 Funcao inversa

pég.26
1. Apenasasfuncdes g e h, porque “passam” no teste da reta horizontal.
2. Pretende-se determinar x tal que f(x)=-10.
$°-2=-10 & x°=-8 & x=v—-8 < x=-2,logo f '(=10)==2
3. (F+f )@ +(F o)D) =F@)+f'@+1=1-2+1=0
4. A(-1,-3),B(-3,-1),C(2,5 eD(5, 2
5.1. D;=R=Dj}-
y=3x-1 & 3Ix=y+1 & x:%
Logo, f‘1()c)=x;1 e D;=R.
fF':R—R
5.2. D;=IR\{0}=D;-
1 -1
y—x = x-y
Logo, f"1(x)=% e D, =R\{0}.
f~': R{0} — R\{0}
X+
X
5.3. D;=R\{-2}=D;
_x-1 —y— —x—
y=177 © Ya+2)=x-1 & yx+2y=x-1 &
-1-2y
S yx—x=—-1-2y & x(y—-1)=-1-2y <& x= =
“1en_—1-2x _
fl() === e D1 =R\{1}.
1 R\{1} — R\{-2}
X -1-2x
x -1
6.1. g2)=f"(FR)+1)=Ff"B+1)=f"(4)=3
6.2. F(g(x)=F(F "(F(x)+1)) =f(x)+1

Aplicando a derivada da fungdo composta, tem-se: [f(g(x))]' =g'(x) f'(gx))
Por outro lado: [f(x)+ 1] =f'(x)

f'(x)
f'(g )

Entdo: g'(x) f'(g(x)) =f'(x) & g'(x)=

’z ' Egirttgra
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Avaliagao intercalar 2

Ficha 11 Avaliacao intercalar 2

1.1. f écontinuaem x=0 se Iimof(x)=f(0).

. 2y O 2
e lim f(x) = lim S'”(f) 2 Jim 2xcos(x?) _ Lo cos(x?) =1
x—0 x—0 X RUHx —o0 2x x—0
e f(0)=2k
. k= _1
2k=1 & k—2

—f(1 - —x2sin (L
1.2. g(x)_f<x)+x_ T +x=x°sin <x2>+x

X
) X sm(1 )+x
m= |im g—= lim d = |im [xsm<1>+‘l]
X — too X X— too X X— oo X

sin A 0 icos A 2 cos A

. X2 ° . x3 x2 . x2
=1+ lm ———— =1+ lm —~=1+ lm ————=1+0=1

X — too l RL'H X — too _ X — too X
X _xz

b= lim_ [g(x)—1x]= lim [x sm();I )+x x] lim [xZSin <%>]=

X —too
2 1
—-2cos(—
(@), o)
a1
x2

|l olo

= lim

X — too

) _ 1 _
RLH)HM 5 —xllrgwcos (x ) cos(0)=1

3
X

A equacéo da Unica assintota ndo vertical ao graficode g é y=x+1.

2. lim a(t)= lim 8t+1 = =8

t— 400 t— +o0o t+4 RLH t—>+o<>T
A altura da arvore tende a aproximar-se de 8 metros com o passar do tempo.

3. Porexemplo:
Lf)=x; f'x)=x;f'2)=2¢e — =1

f(2) 2
. f(x)=2x-1e gkx)=x-1;
im T im 2= e im LW 2= 2,
x—>1’g(.x) x— 1" X—1 O x—»'l’g'(x) x— 1" (_x_1) x—>1’1
4. Opcao (D). Iimow=f"(0)<0 e lim [g(x)—x-1]=0.
ax’+bx+1 . N _
5. dm W gy AT gy axtrbred o 2ax+b = i 28_,
Xx—too X X — too X X — too X(X+1) RLH y oo 2X+ 1 RLUHy L +00 2

Como o declive da assintota ndo vertical é 2, a=2.

2 2 2
lim (F(x)—2x)= lim <2x +bx+1 —2x>= lim 22X +bx+1-—2x"—-2x _
Xx—too x— x+1 X—too x+1

)

— iim (b-2)x+1 =

X—to00 x+1 RLHX—»*W

m(b-2)=b-2

Como a ordenada na origem da assintota ndo verticalé —1, b-2=-1 < b=1.

Logo, a+b=3.

A2
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= Propostas de Resolucao

Ficha 12 Func¢Oes exponenciais

Caderno de Fichas

1. 1—f 2—h 3—g
2.1. a) 100°C
b) 24,4°C
2.2. Com a calculadora, obtivemos o valor aproximado de 4,8 h.
@ [EXEl:Mostrar Coordanadss
TR LECE T
v2=23§\
L —
INTERSEGAD
K=&, BOIBEELGT Ye=2E.1 x
0,8 x 60 min =48 min
Entdo, 48h=4h 48 min
2.3. Dado que , lim f(t)=22, vem y=22.
3. m0)=10 < ax4°=10 & ax1=10 < a=10
_ —k(t+1) _ —kt 47k"% 125
mt+1)=0,125xm(t) < ax4 =0,125xax4™ " & ~2% 7000
N 4—kt—k+kt=% PN 4—k=§ PN (22)"‘: 273 ey K23 oy k=3 k=§
4
4.1. 15000 x <‘I + 0'(3121 > ~15317,49; 15317,49 €
4
4.2. 15000 (1 + 0'%21 ) ~15639,99; 15 639,99 €
5. f(0)=30000 x 1,25°=30 000
f(x)=2xf(0) < 30000x1,25"=60000 < 1,25"=2
Recorrendo a calculadora, obtemos:
X~ 3,106 h~3h6min
?1._ JEEL s ar Cosrdane fas
ya=p
—-’_’_’_ﬂ_l,’_ INTERSEGAD
=3 IDEZ2BE3T2 =2
6.1. T(0)=65e *"*°+25=65x1+25=90; 90°C
6.2. Recorrendo a calculadora, resolvemos a equagdo T(t)=35, tendo obtido t~ 18,72 min.
XEl:Mestrar Cosrdenadas
—
INTERSEGAD
A temperatura do cha atingiu 35°C cercadas 17:19.
6.3. Im T(t)= lim (65e °"+25)=65x0+25=25
t— +oo

t— +oo

A temperatura ambiente era 25°C.

A2
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Funcées logaritmicas

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW

) [pég-32

1. log,, V10 +2l0g,16 - 1 log (%) =10g;010 +210g, 2" ~ 1 10gs5™ ' =

_1 1=

—2+2><4 2><( 1)=9
2.1. log,(x-3)=1 ¢< x-3=2" <& x=5
2.2. log,(logx)=1 < logx=2" < x=10"° < x=100
3. In (%) 109541992 _ 1y~ Z10"°9®) = _jnx — 2x
4. Opcao (C)

(2% =20 - 2°

5. 2'-1=20x2" < 2*—22—9—1=o o 0 e

& (2)-2°220=0 ¢ 2=1EV1+80 V;+80 & 2°=5V 2°=—4 & x=log,5

impossivel

6. a"’-bp"=0 < a"’=b" < In(a"°)=In(b"°) < InbxIina=Inaxinb
7. log50=log(2x25)=log2+log5°=log2+2log5

D,=IR". Afuncdo g écrescenteem ]0, +oo[.

IN(6x-3)=0 < 5x-3=1A5x-3>0 & x=¢

26" -4=0 & 28'=4 & €'=2 & x=In2¢7Z

f8)=3-4In3~-1,4<0

Afirmacdes verdadeiras.

log50=Ilog2+2log5

INnbx-3)=0 & x=g

A funcao f definidapor f(x)=3 —4Inx é negativapara x=3.
8.1. y=f(x) & y=log;x—1 & y+1=logsx < x=3"": f'(x)=3"" e D,- =R
8.2. f(x)=0 < log;x—1=0 & logzx=1 <& x=3
8.3. (fog)(x)=0 < f(g(x))=0 © g =38 & log,x=3 & x=2° & x=8
9.1. f(x)=0 < 3log,(2x+4)-9=0 < log,(2x+4)=3 &

& +4=2° & 2x=4 & x=2

f(14)=3log,(2x14+4)-9=3109,32-9=3x5-9=6

A2, 0) e B(14, 6); Ayop=20x0MdCN0deB_2X6_g 5
9.2. Afuncdo g talque (fog)(x)=x, Vx€D, éafungéoinversade f.

9 y+9
y=f(x) < y=3log,(2x+4)-9 & %:Iogz(2x+4) & x+4=23 &
X+2
3T

v,
& 2=23"_4 & x=2 2.

Logo, g(x)=2°""-2 e D,=R.

lz ' Egirttgra



== Propostas de Resolucao caderno deFichas

Ficha 14 Derivadas de funcdes exponenciais e logaritmicas

1.1. F(0)=(-2+5e"%)=0+5x%x(-2)e"*=-10e"*
1.2. ()= (=26 " +e¥) =—2x (= 1)e " +3e¥=2e """ + 36>
(= (5_1 o1 11
1.3. h (x)—(S 5 In(x)) =—mX =50
T} _ _ I__ __l
1.4. i'(x)=(1-In10logx) = |n10xxln10_ x
2. F)=(e"+x)=ke“+1;
f(0)=2 & ke®+1=2 & k=1
3.1. f'(x)= (2xe%) =(2x)e2+2x (e%) =2e?+ 2x%e7=(2 +x)e?
F(X)=0 < (2+x)eZ=0 ¢ x=—2
f — o0 -2 + 00
f' + 0 -
f N\ f(-2) /
Min.
_2 4
f(-2)=2x(-2)e 2=_E
f é estritamente decrescente em ]— oo, — 2] e estritamente crescente em [— 2, + oo].
f tem um maximo relativo igual a —g, para x=-2.
3.2. f(0)=0¢e mOA=f'(0)=(2+0)e°=2. Logo, OA: y=2xe A(1,2).
f(1)=2+Ve, peloque B(1, 2ve). A[OAB]zABxabci;sa de A=2\/€2_2=\/§—1 )
A medida da area do triangulo [OAB] é (Ve — 1) u. a.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

6.1.

= 2x 2x 2x X
e

PO = (x_2> _ (e’ -x*(e) _2xe'—x%e'_xe'2-%) _x(2-%)
3 e e e

x(2-x)

f(x)=0 & =0 & x2-x)=0 & x=0Vvx=2

P(0, 0) ou P(2, 4e7?)
g (0)=(2"+4) =2"IN2+4IN4=2"IN2+4"In2°= (2 +2x4") In 2
Como g'(x)>0, Vx€R, g é estritamente crescente.

Como g é estritamente crescente, passa no teste da reta horizontal, logo admite inversa.

T 2=y & 2=g(y) & 2=2+4 & 24127 -2-0 & (2)+2-2-0 &

-1+v1+8
2

& 2= & 2=-2Vv2'=1 & y=0. Logo, g '(2)=0.

impossivel

m=g'(-1)=(2"+2x4")In2=In2

f(x)=0 < log,(25-x%) —4=0 < log,(25 -1 =4 <
& 25-x’=2*Ax€]-5,5] < x=-3Vvx=3

’z ' Egirttgra
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

6.2.

6.3.

. ' —2Xx
f(x)=llog, (25 = x?) — 4] = — =2
log ] (25 -x)In2
1 — 3 1 — _3
F(-3)=gnz € F@=gm3
F0=0 & ——2X___0Ax€]-5, 5[ < x=0
(25 - x?)In2
-5 0 5
f' N. D. + 0 - N. D.
f | N.D V £(0) \ N. D.

Max.

f é estritamente crescente em ]— 5, 0] e estritamente decrescente em [0, 5] .

Ficha 15 Estudo de funcoes exponenciais e de funcoes logaritmicas

2.1.

2.2,

X oo X
(A) lm f(x)= lm £*X = jjm € +1 oo
x—>+00 x—+o0o @ ¥ _ x RlHx—400 _ g7 _ 1
x oo x
. . ) . 1
(B) lim f(x)= lim £¥X = gm €*1 1 _g
X — — 00 X—-o0 @ - X RLH)(—»—oo_e _’I — 0

€)@ _icE &=

(D) Opcéo (A)

f(1)=e1;1=e —1, logo (1, e — 1) sdo coordenadas do ponto de tangéncia.

(ex—1)'=exx—e"+1
X x2

A equacao reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1 é:

y—-(e-1N=1x-1) & y-e+1=x-1 & y=x-1-1+e & y=x+e-2

, logo f(1)=1.

Como odominiode f é IR e, para x<0 e x>0, afungdo é continua por ser o resultado de
operag0Oes entre fungdes continuas nos seus dominios, a Unica possivel assintota vertical ao grafico
de f éaretade equagdo x=0.

e’ —1 e’ —1

=1 é um limite notavel.

e lim f(x)= lim

x— 0" x— 0"

=1€R, porque lim
x—0
o lim f(x)= lim e**"=e€R
x— 0" x— 0"

Logo, ndo existem assintotas verticais ao gréafico de f.
Como D,=IR, podem existir assintotas ndo verticais ao grafico de f quando x — — oo e quando
X — 400,

. fx . 2
e lim Q: lim £

X — —o00 X— —00

-9 o
— oo

e lim f(x)= lim e**'=0

X— —o00 X — — 00

Deste modo, areta de equacdo y=0 é assintota horizontal ao grafico de f quando x — —oo.

. f(x) . e’ -1
e lim —= lim > .= — = ==
x—+o0 X Xx— oo ) RLHx 400 2X RLHx 400 2

oo

818

X

+ 00

Entdo, ndo existe assintota nao vertical ao grafico de f quando x — +oo.

lz ' Egirttgra
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

3.1. * Se x— +oo:

X

e
im O nle'+1) S etk L e = e'_,
x—+00 X X —» +00 X RLHx — o0 1 x—»+ooex+‘| RL'Hx—»+ooex

ETm[f(x)—x]= En;\m[ln(e"+1) —x]7=" Ergw[ln(e"+1) —In(eY)]=

= lim [m(e t1>]= lim |n<e—x+lx>]= lim [In(1+e)]=In1=0
X — +00 e X — +00 e

e X — +00

Logo, areta de equagdo y=x é assintota obliqua ao grafico de f quando x — +oco.

* Sex— —oo:
lim f(x)= lim In(e*+1)=In1=0

X — — 00 X— —00

Logo, areta de equacdo y=0 é assintota horizontal ao grafico de f quando x — — oo,

(e+1) ¢
e'+1 e'+1

3.2. F(0)=[In(e"+1)] =

Como €"'>0 e €'+1>0, paratodo onimeroreal, f'(x)>0 em R, pelo que f é estritamente

crescenteem R.

' X (X x) 2 x (X X X
3.3, f"(x)=<xe )ze(e +1) 2(e) e'(e'+1 2e) e
e +1 (e"+1) (e"+1) (e"+1)
o grafico de f ndo tem pontos de inflexao.
3.4. Pretende-se resolver a equacdo g(2x) — g(x)=0,8x. y

Designando g(2x) — g(x) por y, e 0,8x por y,, obtém-se os
graficos e a abcissa do ponto de intersecao desses graficos, de
onde se conclui que x~ 0,94, ou seja, a condigao é verificada
quando sao produzidas, aproximadamente, 94 unidades.

= = >0, Vx€IR, pelo que se conclui que

Avaliacao intercalar 3

Ficha 16 Avaliacao intercalar 3

3

1. Im f)= lim 2X*€" = |y 2=€ _o

X —» +00 x—+00 X+ 1 RLHx — 40 1

logo areta de equacdo y=2 é uma assintota horizontal ao grafico de f.

—-X 1
lim f(x)= lim 2X*te _=2+e _

x— 1" x— 1" x+1 O+

logo areta de equacdo x=-—1 é uma assintota vertical ao grafico de f.

Como (A) é verdadeira, lim [f(x)—2]=0.

2x+e "
. f . . -x 2 A
lim _(x)= im —2*1 — im 2x2+e =i 2-e__ 2 _g
x—+oo X X— +00 X x—+o0 x“4x RHx— 1o 2x+1 +oo
Opcao (C)

2.1. Como o dominiode f é R e f é uma funcdo continua, por ser o resultado de operagdes entre
fungdes continuas nesse dominio, a Unica possivel assintota vertical é a reta de equagédo x=0.

lim f(x)= lim (2x+Inx)=0—-oco=—o00

x— 0" x— 0"

Logo, areta de equacdo x=0 é a Unica assintota vertical ao grafico de f.

A2
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= Propostas de Resolucao

2.2. D,=R*

Caderno de Fichas

2.3.

lim @

lim [f(x) = 2x]= lim 2x+Inx—=2x)= lim Inx=+4o00

X — +00

— lim (M)=2+ lim MX_240=2
X X

X— +00 X — + 00

Logo, ndo existem assintotas nao verticais ao gréfico de f.

voN | 1
f'(x)= (2x+|nx)—2+;

1

f'(x)= (2 +;> =0- lz= - i2< 0, Vx€IR", pelo que se conclui que o graficode f tema
X

X
concavidade voltada para baixo em RR".

e D={xeR: x*-1>0Ax-1>0}={xER: x—=1>0}=]1, +o9[

e log(x?*=1) —log(x-=1)=1 < log(x*-1)=log10+log(x— N AX>1 &
& log(x*=1)=1og(10x—=10) AXx>1 & x*=1=10x-10AX>1 &

++/ _

& X2 10x+9=0Ax>1 & x=10% 1020 A4X9 \x>1 &
& Xx=1Vx=9)Ax>1T & x=9
+ 5=1{9}
, e 1_kx 0 . keM—k o . KK
x||—>n.(].)’f(X) = xll—>rr(13’ 2 Rfo“—»n’(])’ 2 Rfo“—»n’(])’ 2 - ?

1. =1

0 - 0 2
. L In(x+1)-x\ o ox+1 0 . x+1)
Jim )= tim (<D L ST 2 i
f(0)=a
Como f é continuaem x=0:
Iinz)_f(x)= lim f(x)=7(0)
x— x— 0"
50 a1 o K21

Entao, a—2 e 5 =7
K> 1 2_ _ _
-2 o k=1 k=1Vk=—1
2 2
Afuncgdo f é continuaem x=0 para a=1e ke{-1,1}.

2

2" —e'-1__e'-1
2(e*+1) 2(e"+1)

' _ X _ﬁl_ ex _
f(x)_[ln(e +1) 2]_e"+‘| 5=
F)=0 & —&=1_
2(e"+1)

X — oo 0 + 00
- 0 +
f N\ f(0) /
Min.

f é estritamente crescente em [0, +oo[ e estritamente decrescente em ]— oo, 0].

Tem um minimo absoluto em x=0 que é f(0)=In(e’+1) — %= In2.

A2

=0 < e°—-1=0A2(e"+1)#20 < e'=1 < x=0

Porto
Editora
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Teorema dos valores intermédios (Bolzano-Cauchy)

2.1.

2.2,

fF0)=1-0+IN(0+1)°=1; fX)=f(0) & 1—-x+In(x+1°=1 & —x+In(x+1)°=0

Seja h afungao definida por h(x)=—x+In(x+1)>.

h é continuaem [2, 3]CIR", por ser o resultado de operagdes entre fungdes continuas nesse
intervalo.

h(2)~0,20 e h(3)~-0,23

Como h écontinuaem [2, 3] e h(3) <0< h(2), podemos concluir, pelo teorema de Bolzano-
-Cauchy, que a equacao f(x)=f(0) admite pelo menos uma solugdo no intervalo ]2, 3[.

f é continuaem [— 1, 0]C IR, por ser o resultado de operacdes entre funcdes continuas nesse
intervalo.

f(-1)~-0,86 e f(0)=1

Como f écontinuaem [-1, 0] e f(—1)<0<f(0), podemos concluir, pelo teorema de Bolzano-
-Cauchy, que a funcdo f admite pelo menosumzeroem ]-1, Of.

f'(x)= (e2x+x)' =2e¥+1>0, VxER
Dado que f'(x)>0, Vx€IR, f é estritamente crescente em IR, pelo que tem, no maximo, um zero.
Logo, 0 zero que se provou existir é unico.

Temos de garantir que f é continuaem [0, 2] e, em particular,em x=1.

0
. . — . - 0.
lim f(x)= lim 1x71+2 = lim 1x71+2 = lim ;
x—1" r—1\g = r—1" e "¥_1 RLH x—1- _ @'~

lim F(x)= lim ()l”x +k>=0+k=k

x— 1" x— 1 +1

lim f(x)= lim f(x)=f(0) < 1=kne'=1 & k=1

x—1*
f é continuaem [0, 1[ eem ]1, 2], por ser o resultado de operacdes com fungcdes continuas
nesses intervalos.
g écontinuaem [0, 2], por ser uma fungdo polinomial.
Para k=1, f écontinua, peloque h, com h(x)=f(x)—g(x) < h(x)=f(x) —x, é continua em
[0, 2], sendo h(0)~ 1,42 e h(2) ~—2,77, peloque h(2)<0<h(0). Logo, se k=1, peloteorema
de Bolzano-Cauchy, o gréfico da funcéo f interseta o gréfico da fungdo g num ponto cuja abcissa
pertence ao intervalo [0, 2].

Pretendemos provar que a equacdo f(x)=—x < f(x)+x=0 tem pelo menos uma

solucdo no intervalo [0, 1].Seja h definida por h(x)=f(x)+x.

h é continuaem [0, 1]CIR, por ser o resultado de operacdes entre fungdes continuas nesse

intervalo,e,como D;=[-1, 0], —1+x<h(x)<x, Vx€[0, 1].

h(0)=f(0)+0<0e h()=f(M)+1>-1+1>0

* Se h(0)=0 ou h(1)=0, 0 ou 1 éuma solucdo da equacao.

* Se h(0)20 e h(1)20, entdo h(0)<0<h(1), pelo que, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, h admite
pelo menos umzeroem ]0, 1[. Entdo, a equacdo f(x)=—x tem pelo menos uma solugcado em [0, 1].

f é continuaem [0, 1]CIR, por ser polinomial; 0 1

f(0O)=—ae f(1)=a-1 - -d

f(O)xf(1)<0 < —-a(@-1)<0 < a<0va>1

Logo, como f é continuaem [0, 1] e, para a€]—oo, O[U]1, +oo[, f(0)x f(1) <0, podemos
concluir, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, que, para estes valores de a, afuncdo f admite pelo
menos um zero em ]0, 1[.

]z ' Egirttgra
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

fx)=0 & 2xInx=0 < x=0Vvx=1

00, 0), A(x, 2xInx), B(1, 0); A_O>=(—x, —2xInx); ﬁ=(1 -x, —2xInx).

AD -AB=0 & —x+x2+(=2xInx)’=0

Pretendemos provar que a funcdo h definida por h(x)=—x+x?+ (- 2x Inx)*> tem pelo menos um
zero no intervalo ]0,5; 0,9[.

h é continuaem [0,5; 0,9]CIR", por ser o resultado de operagdes entre fungbes continuas nesse
intervalo. h(0,5) ~ 0,23 e h(0,9)~-0,05.

Logo, como h(0,5)x h(0,9) <0, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a fungdo h admite pelo menos

um zero em ]0,5; 0,9[. Assim, podemos concluir que existe pelo menos um valor de x pertencente
aointervalo ]0,5; 0,9[ para o qual o tridngulo [OAB] é retdnguloem A.

Método da bissecao

2.1.

2.2,

Usando uma folha de célculo, foi obtido o resultado

. a fia) b fib) m f(m)
parcialmente apresentado na tabela ao lado.
A solucio d R int o [1, 2] & 1 1,000000 - 2,000000 + 1500000 +
SO ggao aequagao nointervalo L1, <1 & 2 1,000000 - 1,500000 + 1,250000 -
aproximadamente, iguala 1,44 .
9 1437500 - 1441406 +  1,439453 -
10 1439453 - 1441406 + (1.440430) -

Seja f afungdo definida por f(x)=e ™" —x. f é continuaem [0, 1]CIR, por ser o resultado de
operacdes entre funcdes continuas nesse intervalo.

f(0)=1 e f(1)~—-0,63.Logo, como f(0)xf(1)<0, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a funcdo f
admite pelo menos um zeroem 10, 1[.

Dadoque f'(x)=—e " —1<0, VxER, f é estritamente decrescente.

Logo, a solugdo da equacao que existe em ]0, 1[ é Unica.

O intervalo inicial é 1,=10, 1]. a f(a) b #(b) m f(m)

1-0_1 1 0,000000 + 1,000000 -  0,500000 +
n n

2 2 2 0,500000 + 1,000000 -  0,750000 -

Pretende-se que l,,<‘|0’2 < 2">100 3 0500000 + 0750000 -  0,625000 -

] 27 4 0,500000 + 0625000 - 0,562500 +

Como 2°=64 e 2°=128, temos n>7. 5 0562500 + 0,625000 - 0,593750 -

Em alternativa, como 2">100 < n=log, 100 e 6 0562500 + 0,593750 - (0,578125) -

log, 100 ~ 6,64, entdo n>7. 7 0562500 + 0,578125 - 0,570313 -

Sao0 necessarias sete iteragcdes que se apresentam na
tabela ao lado.

A solucao da equacao é, aproximadamente, iguala 0,57 .

O erro cometido quando se aproxima a solucdo da equacdo, com intervalo inicial [- 3,5], pelo
5-(-3)_ 8

meétodo da bissecéo, ao fim de 20 iteragdes, é inferior ouigual a —om T om <6, logo o valor
minimo de & é i=;.
220 131072

ag. 43
Seja f afungdo definida por f(x)=e*—2. In2 é o Unico zero de f.
f é continuaem [0, 1]CIR, por ser a diferenca entre uma funcdo exponencial e uma constante.
fO)=-1e f(1)~0,7.
Logo, como f(0)xf(1) <0, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a solugdo da equacdo f(x)=0
pertence aointervalo ]0, 1[.

’2 ' Egirttgra
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1270 <10 & 2">10°

Como 2'=10"% < n> log 2(1 08) e log 2(1 08) ~ 26,6, a f(a) b i(b) m f(m)
pretende-se que n> 27, ou seja, sdo necessarias 27 1 0,00000000 - 1,00000000 +  0,50000000 -
iteragées, pelo menos. 2 050000000 - 1,00000000 + 0,75000000 +

Usando uma folha de calculo, foi obtido o resultado
parcialmente apresentado na tabela ao lado. Podemos

26 069314715 - 0,69314718 +  0,69314717 -

27 069314717 - 0,69314718 + '0,59314?‘:8' -

concluir que a solucdo da equacgao nointervalo [1, 2] é
In2~0,693 147 18.

5.1. sin0=%, logo h=CM=sin6 e cose=%, logo OM=cos @,
pelo que OA=1+2cos8.
A(@)zwxh JEN A(e)szc#xsine PN
< AB)=(1+cosb)sinb
5.2. Seja S(0)=A(B)—1=(1+cosh)sinfd—1. S é continuaem [% % , por ser o resultado de
operacdes entre fungcdes continuas nesse intervalo.
T T T T
s(E)N—om e S(Z)Nom, logo s(g)xs<z)<o.
T_n
Pretende-se que 42,,6 <10 2 > 1_3 &= 2> 2530n_ a fa b f5 m fm)
17 10 1 05236 - 07854 + 06545 +
2 05236 - 06545 + 0,5890 +
Como 2”:2530n & n=|ogz<2530n> e Iogz<2530n) ~ 8,03, entdo 3 05236 - 05890 + 0,5563 -
4 05563 - 0,5880 + 05727 -
n>9. 5 05727 - 05890 + 05809 +
Para obter a aproximagao pedida sdo necessarias nove iteragdes que 6 05727 - 0,5809 + 0,5768 +
se apresentam na tabela ao lado. 7 05727 - 05768 + 05747 -
N 8 0,5747 - 05768 + 05758 +
0N0'575 rad 9 05747 - 05758 + '0,5?52'4«
Método de Newton-Raphson
1.1. f(0)=-1 e f(1)~0,63. Como f é continuaem [0, 1], por ser o resultado de operacdes
entre fungdes continuas, e f(0) x f(1) <0, f admite pelo menos um zeroem [0, 1].
1.2. f(x)=(x>—e ") =2x+e™"
f(xo) f(1) 1-¢" »
X1=Xo— % =1—-—5=1- ~0,7330436; |f(x,)| ~0,056908 > 10
T F(x) (1) 2+e”" 7Gx
f(x1) f(0,7330436) .
= -~ ,7 4 Y ~ '7 7 ; f ~U 47>1
X=X = mes 07330436 ~ === 023 ~ 07038078 |f(x,)| ~0,0006 0
f(x,) f(0,7038078) 4
=X, — 2~ 0,7 78— ————""_~0,7034675; |f(x5)| ~ O, 15<1
X3=X, Fx,) 0,7038078 £(0,7038078) 0,7034675; |f(xs)| ~ 0,00000015< 10
O zero de f é, aproximadamente, iguala 0,7035.
2.1. Seja f afuncdo definida por f(x)=x"—5x+1.

lz ' Egirttgra

f'(x)=5x*-5
f'(1)=0
Deste modo, o método ndo converge para x,=1.

f(x
X1=Xp— (Xo) nao esta definido se f'(x,)=0.

f'(xo0)
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2.2,

Observe-se a aplicagcdo do método de Newton-Raphson numa folha de célculo:

x(n) f(x(n)) f(x(n)) ®(n+1)
1 1,500000 1,09375 20,3125 1,446154
2 1,446154 0,094405 16,86895 1,440557

Ao fim de uma iteracao, obtém-se x, ~ 1,45.
Ao fim de duas iteragdes, obtém-se x, ~ 1,44 .

Assim, foram precisas apenas duas iteragdes deste método para se encontrar o mesmo valor
aproximado que o obtido com dez iteragdes pelo método da bissegao.

4.1.

4.2,

12 P ESitor

Se f(x)=x*—2, oUnicozerode f é V2.

f(1)=—1 e f(2)=6. Logo, o zero de f pertence ao intervalo [1, 2].
f(x)=3x", peloque f(x)=0, Vx€[1, 2].

Tomando para valor inicial x,=1, obtemos, apds trés iteragdes, x;~ 1,25993.

x(n) fx(n))  Fx(n)  x(n+1)  xi"3<10%(-4)?
1 1,0 -1,0 3 1,33333 FALSO
2 1,33333 0,37037 5,33333 1,26389 FALSO
3 126389 0,01896 4,79225 (1,25993) VERDADEIRO

Este valor satisfaz o critério indicado: |x,* — 2| ~[1,25993° - 2| ~ 0,000043 < 10™*
Logo, V2 ~1,25993.

f(M)=-1¢e f(2)~ 1,47
Como f é continuaem [1, 2], por ser o resultado de operagdes entre fungdes continuas nesse
intervalo, e f(1) x f(2) <0, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, f admite pelo menos um zero em
1, 2].
FX)=5xL_1=2=%

X X
fx)=0 & 5-x=0Ax20 & x=5

Dado que f(x)>0, Vx€&€[1, 5], f é estritamente crescenteem [1, 2].

Logo,ozerode f em [1, 2] é Unico.

[x(n+1)-x(n)|  [f(x(n+1))|

x(n) f{x(n)) f'{x(n)) x(n+1) <1076 2 10767

1 2,0000000 1,465736 1,500000 1,0228427 FALSO FALSO
1,0228427 -0,909914 3,888337 1,2568538 FALSO FALSO
1,2568538 -0,113796 2,978187 1,2950635 FALSO FALSO

1,2950635 -0,002265 2,860814 1,2958552 FALSO VERDADEIRO

2
3
4
5 1,2958552 -0,000001 2,858456 (1,2958555) VERDADEIRO VERDADEIRO

Apdés cinco iteracdes, obtemos o valor x; ~ 1,295 8555 que cumpre as condi¢cdes de paragens
definidas:

|Xs — X4 #3x 1077 <107° e |f(xs)| 2.6 x107°<107°
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Avaliacao global do tema a pensar no Exame

Ficha 20 Avaliacao global do tema a pensar no Exame

BIONPF OMOd © AVITZLYWW

-

1.1. f'(x)= ( 1 _x> -_ 3¢ >0, VxER, peloque f é estritamente crescente em IR.
1+3e (1+3e™)
f nao tem extremos relativos.

f'(x) = ( e ) -3 (1+ 3e%)° = 3e‘:[(1 +3e9)] )
(1+3e™)

1.2, .
(1+3e7™)

—3e*(1+3e) =3 *x2(1+3e ) x (=3e™*) (1+3e)[=3e*(1+3e) +18e %]

(1+3¢)° (1+3e™)"
_—3e"-9e*+18e”* _-3e "+9e ™
(14367’ (1+3e™)°
—-X —2x
Fl1)=0 < =3¢ +9€° 5 o _3e+9e¥=0A (1+3e7) 20 <
(1 +3e—x) condigao universal
& -3¢ (1-3e%)=0 & -3e'=0Vv1-3e'=0 &
%/7/ X — o0 In3 + 0o
Impossive!
= e"x=% = —x=|n<%) & x=—|n<%) & x=In3 f ’ ° _
| f - |fn3|
1 1 P.1.

1
(in3) 1+3e™™® 1+43x3" 2

O gréafico de f tem um Unico ponto de inflexdo que é o ponto de coordenadas (In 3, %) .

2.1. a) D,={x€R: |x|>0}=R\{0}

b) Se x<0, [xl=—x e f(x)=[In(-x)] = __—l =% <0, logo f é estritamente decrescente em

]—o00,0[.

Se x>0, |x|=x e f'(x)=[|n(x)]'=%>0, logo f é estritamente crescente em 10, +oof.

. oy INX e x0T 1 oA
2.2 xllnjmg(x)_xlln?mx+1 REHXE.njoo 7 —xlr’rij——Jroo—O, pelo que areta de equagao y=0 é

assintota ao grafico de g, provando que o eixo Ox é uma assintota ao graficode g.

SR

818

’z ' Egirttgra



= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

g"(x)=f"(x)+2 )
(A) g"(1)=2x1-2+2=2%0 r |-oo 1 oo
(B) g"(1)=2-2x1+2=2%0 o B o .
(C) 9"(1)=-2x1+2=0, noentanto, g" é positivaem , )
: 9 \ g'(1) /

]- o0, 1[ enegativaem ]1, +oo[, porque g"(x)=—2x+2. § —
(D) g"(1)=2x1-4+2=0 e g" énegativaem ]—oo, 1] e

positivaem ]1, +oo[, porque g"(x)=2x—-4+2=2x—-2.
Opgéo (D)

Ordenadade P: sinc. Ordenadade Q: f(a)=¢e “.

Pretende-se determinar uma solugcédo aproximada da equacao

T

2

Como g é continuaem [0,5; 0,6], por ser o resultado de operacdes entre fungdes continuas no seu

dominio,e g(0,5)~-0,13<0 e g(0,6)~ 0,02 >0, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe solucéo

da equacao no intervalo dado.

0.5+0,6
2

sina=e™® & sina-e“=0 < g(w)=0,em [0,5; 0,6]C]0, [ com g(a)=sinoc—e “.

Como g ( > =g(0,55)~ — 0,05 <0, onovo intervalo no inicio da segunda iteracdo é

[0,55:; 0.6].
0,6+0,55

5 =0,575.

A solucdo aproximada procurada é o =

lz ' Egirttgra
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Probabilidade

Vamos recordar

Ficha 21 Geometria analitica

1.1.

2.1.

2.2,

3.1.

determinista 1.2. aleatério
S ={sol, nuvens, chuva, trovoada}

S={(A,C),(A D), (A E),(B,C), (B D) (BE)}

C—(AC)
A D—(A,D)
C D E

E—(AE)

A (A, C) (A, D) (A, E)
C—(B,C)

(B, C) (B, D) (B, E)
B D — (B, D)
E — (B, E)

B={1,2,3, 4,6} 3.2. B={1, 4, 6, 8}

A: Acontecimento composto
B: Acontecimento elementar
C: Acontecimento impossivel

5.1.

5.2,

a) MUAUR=S

Significa que a reunido dos temas estudados pelos trés é o conjunto de todos os temas a concurso.

b) MNA={Geografia}
Significa que a Mariana e a Ana estudaram ambas apenas o tema “Geografia”.

c) R={Histéria, Geografia, Ciéncia, Arte}
Significa que o Rafael ndo estudou os temas "Histéria”, “"Geografia”, "Ciéncia” e "Arte”".

M e R séao disjuntos porque MN R=@ . Nao sdao complementares porque MUR=S.

1.1 1 1 3
—+=+p=1 =1-——= ==
gTatP=1 @ pP=l-5-35 & P=15
[ Menos de 10 minutos Entre 10 e 20 minutos Mais de 20 minutos
- 1 1 3
Probabilidade 5 5 10

12 P ESitor

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW



= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Ficha 22 Definicao frequencista e propriedades da probabilidade

1.1.

1.2,

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

f ("Concretizagdo da Ana") = % =0,35

1
" o x oy _ 12

f ("Concretizagdo da Beatriz") = 598 = 0,32

A frequéncia relativa de concretizagao das duas jogadoras foi muito préxima no treino, no entanto,

como a probabilidade de concretizacdo é maior para a Ana, é mais provavel ter sido ela a concretizar

o lancamento por apresentar maior frequéncia relativa.

Nao é possivel porque ndo sabemos quantas pecas Lego existem na caixa. Designando por N esse
valor, uma estimativa do niumero de pecas vermelhas é 0,28N.

f(V)=1-f(V)=1-0,28=0,72

216 _ 79 o No216

N 072 & N=300 300 — 216 =84 pecas vermelhas

A frequéncia relativa oscila porque cada repeticdo é influenciada pelo acaso, produzindo pequenas
variacdes nos resultados. Mesmo com muitas repeti¢cdes, essas flutuagcdes ndo desaparecem
totalmente, apenas se tornam menores.

3. A: “Sair um nimero impar."
AU B: "Sair um nimero par ou maior que 5."
AN B: "Sair um nimero par maior que 5."
AN B: “Sair um niimero par menor ouiguala 5."
4.1. P(B)=1-P(B)=1-0,61=0,39
P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB) < P(ANB)=P(A)+P(B)—P(AUB)
P(ANnB)=P(A)+P(B)—-P(AUB)=0,46+0,39 - 0,70=0,15
4.2, P(ANB)=P(A) - P(ANB)=0,46—0,15=0,31
4.3. Como P(AUC)=P(AUC) e AUC e AU C sdo acontecimentos complementares,
entdo P(AUC)=P(AUC)=0,5. Como A e C sdo disjuntos, P(ANC)=0, pelo que,
de P(AUC)=P(A)+P(C), tem-se P(C)=P(AUC)-P(A)=0,5-0,46=0,04.
5. P(a)=P@)=06; —
6P(ANB)=06 < P(ANB)=0,1; AN(AUB)
_P(A) _06 .
P(B)‘T‘T‘°'3 ;

P(AN(AUB))=1-PAUB)=1—(P(A)+P(B)-P(ANB))=
=1-(0,6+03-0,1)=0,2

’2 ' Egirttgra
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Ficha 23 Regra de Laplace

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW

_4_1
1.1. P(A)= 5°3
B) =10_5
1.2. P(AUB) = =8
AnB)=2_-1
1.3. P(ANB) = 58
c)=10_5
2. P((ANBUC)= 89
3.1. N.°de alunos que vao aos Acores ou a Madeira: 420-80=340
N.° de alunos que disseram ir aos Agores e & Madeira: Agores Madeira
270+190-340=120
N.° de alunos que sé vao aos Acores: 270 — 120=150 @
N.° de alunos que sé vao a Madeira: 190 — 120=70
80
_120_12
3.2. b= 190 19
4. n: soma de lanternas verdes e roxas
ANB=A
_2 1500 +n _2 -
P(AﬁB)—3 = 1200+900 + 150013 < 3(1500+n)=2(3600+n) <

& 4500+3n=7200+2n < 3n-2n=7200-4500 &
< n=2700
A soma do numero de lanternas verdes e roxas é 2700.

12 P ESitor



= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Ficha 24 Regra de Laplace com combinatdria

2.1.

2.2,

2.3.

3.1.

3.2

3.3.

p__5x4 _20_4
5+5x4 25 5
-2_1
P_6_3
p=2x2x2x3!_2
6A3 5
3 4
p_ Cix'Cx3! 72 3
B A, 120 5
p=1X6A3=@=l
A, 840 7
P=5C2x4!=24o=2
A, 840 7
P=1 - P("nenhuma de comunicag¢do”)=1 — 74—!=3—4
A, 35

5.1.

5.2.

sz*c1 x°C,x°C, _1 ., P=”c1 x21x°C, _1
°A, 7 °A, 7

N.° de arranjos classicos: dos 6 tipos de flores escolhe 3, sem interessar a ordem, por isso, 6C3 .

N.° de arranjos compactos: podem ter ousé 1 tipo de flores, ousé 2 tipos de flores, ousé 3 tipos

de flores ou 4 tipos de flores.

Sé com 1 tipo de flores: °C, .

Com 2 tipos de flores: dos 6 tipos de flores escolnemos dois, sem interessar a ordem, e depois ha

trés formas de as distribuir, 3+1, 2+2 ou 1+3: 6C2 x3.

Com 3 tipos de flores: dos 6 tipos de flores escolnemos trés, sem interessar a ordem e depois ha

trés formas de as distribuir, 2+1+1, 1+2+1 0ou 1+1+3: °C,x 3.

Com 4 tipos de flores: dos 6 tipos de flores escolhemos quatro, sem interessar a ordem, 6C4 .
°Cs _20 _10
°C,+°C,+°%C,x3+°C,x3+°C, 146 73

°C,x3 45
146~ 146

a) P=

b) P=

lz ' Egirttgra
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Ficha 25 Probabilidade condicionada. Tabelas de contingéncia

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW

1.1. P(D)—TOO=% 1.2. P(D) %=%=1—P(D)
1.3. P(M)—TOO=% 1.4 P(M)=%=l—1—P(M)

15, P(DuM)=18+12020+32 % 1.6, P(BUM) 32+12080+18 gg
1.7. P(DUM) = 18+12020+28 i 1.8, P(DUM) = 32+12080+22 a
1.9. P(DmM)=%=% 1.10. P(DNM) = 13020 285

1.11. P(DNM) = 12020 ;g) 1.12. P(DNM) = 12080 275

1.13. P(D|M)= 50 295 1.14.P(5|M)=%=%=1—P(DIM)
1.15. P(D|M) = 50 ;; 1.16. P(DIM) = gg ;g —pP(DIM)
1.17. P(M|D)= lg 290 1.18. P(M|D) = 421c2) ;g 1-P(MID)
1.19. P(M|5)=%=% 1.20. P(MI5)=%=1L=1 —P(M|D)
2. Quer-se determinar a probabilidade de o segundo cartdo ndo ter um nimero primo

sabendo que o primeiro cartdo foi amarelo e com o nimero 1 por ser o menor divisor da idade do
Méario (1 é o menor divisor de todos os numeros naturais).

Assim, depois da primeira extragao, restam 20 — 1=19 cartdes — nimero de casos possiveis —dos

quais 3 vermelhos (nimeros 1, 4 e 6) e 7 amarelos (nimeros 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14) ndo tém
um ndmero primo — nimero de casos favoraveisé 3+7=10.
Assim, P(ElAmB):%.
3.1. P(R)=3P(R); P(TIR)=0,25; P(TIR) =2 - ‘
3] R | R |Total
PRI+P(RI=1 & 3P(R)+P(RI=1 & P(R)=1 = PR)=1-7= % I R
3 3 16 | 10 | 80
3 3 9 16 | 20 | 80
P(RNT)= “4716 16 Total % % 1
2, ,1_1 X
P(RNT) =gx5=1
1 1_3
P(RNT)= = 27630
(Fn7) _ 10
- P(RNT) 70 _8
3.2. P(RIT) TG 25 =23
80
Porto

A2

Editora
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Ficha 26 Probabilidade condicionada. Arvore de probabilidade

1.1. Problemal: P(ANB)=0,2

Problema ll: P(ANB) = P(A)xP(BIA)_% % %
_ _P(BNA) 02 2
1.2. Problemal: P(B|A)= PA) ~03-3
Problemall: P(B|A)=+=
_ _P(ANB) 02 1
1.3. Problemal: P(A|B)—7P(B) =06°3
1 1
Problema ll: P(A[B)= " ANB) _ PANB) _ ___ 8 8_1
P(B)  pBNA+P(BNA) %Jr%x% % 3

2.1.
2.2,

P(A1 ﬂA2)=

P(A)xP(A,]A;)=0,2x (1 —0,8)=0,04 = 4%

De um saco com bolas amarelas e brancas, indistinguiveis ao tato, tiram-se, ao acaso,
sucessivamente e sem reposic¢ao, duas bolas.
Sabe-se que a probabilidade de a primeira bola ser amarela é 20%,

a da segunda bola ser branca,

sabendo que a primeira foi amarela, ¢ 80% e a da segunda bola ser branca se a primeira também foi

branca é 25%.

Calcule a probabilidade de as duas bolas retiradas serem amarelas.

3.
05 B
A —
1-05=05 B
1-0,70=0,30
1-04=0,6"\_ _ B
A —
0,70 B
P(B)=P(BNA)+P(BNA)=
=0,4%0,5+0,6 x0,7=0,62
4. P(B)=036;: P(B|A)=04:P(BNA)=0,1: P(BIA) = - = T 7o)
P(BIA) =04 < P(BNA)=04P(A)=0,4k 2 o2 |oax |«
P(ANB)=0,36 —0,1=0,26 —
A 0.1
k=0,4k+0,26 <> 0,6k=026 < k_%_P(A) o | 036 ;
)1 _k—1_13_17 17 _ L ‘
P(A)=1-k=1- 30 3OeP(BmA) 30 01=1%
(BnA) 75
p(la)=PBRA)_15 _14
p(A) 11 1
3
WANYINE© Porto
ARG Editora
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Ficha 27 Acontecimentos independentes

1.1.

1.2.

2.1.

2.2,

2.3.

pag. 62
Como ha reposicao da primeira bola, a composicao do saco mantém-se inalterada na
segunda extracdo. Assim, a probabilidade de a segunda bola ser vermelha ndo depende do resultado
da primeira extraggo.

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW

BlA) =p(B) =2 -1
a) P(BIA)—P(B)_1O_2
_ _5,5_1
b) P(ANB)=P(A)xP(B)=a5x=5=7
_ 5.5 _ 1.3
) P(AUB)=P(A)+P(B)~P(ANB)=-5 470~ 7=7

P(ANB)=P(A) —P(ANB)=P(A) —P(A)xP(B)=P(A)[1-P(B)]=P(A) xP(B)
Como A e B sdoindependentes, P(A|B)=P(A) e P(AIE) =P(A), logo:
PAIB)+P(AIB)=1 < PA+P(A)=1 < 2P(A)=1 & P(A)=%

PANBE . p(ang) =PAXPEL | b(AnB)=Pa)+PA)xP(B)=PA)|1+P(B)] =

P(B) P{R)
=PA[1+1-PB]=P(A)[2-P(B)]

3.1.

3.2.

3.3.

P(ANB)=P(A)xP(B)=0,85x0,70 = 0,595
P(A|B)=P(A)=0,85

P(C|A)=P(B)=1-07=03 e P(C)=1-P(ANB)=1-0,595=0,405.
Como P(C|A)#P(C), osacontecimentos A e C ndo sdo independentes.

4 4 2 4 2 4
—C1+6C2X Cild 6 payxP(B)=1 X—Cz><6C1+ G _
Cs 5 C
logo,como P(ANB)=P(A)x P(B), os acontecimentos A e B sdo independentes.

P(ANB)= 4
5
n épar < (ANB) ou (ANB)

PANB)=P(A)xPB)=2x1=1¢ P(ZmE):P(AT)xP(E)=(1 —%>x<1 —%)=%x%=%

wIN

X

PN

P(né par)=P(ANB)+P(ANB) ==+

=2
12

o=
NN

lz ' Egirttgra
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Ficha 28 Modelos de probabilidade em espacos finitos

1.
x; 1 2 Dado azul
1 2 3 4 5 6
P(X=x) 24_2 12_1 ol 1 -1 2 | -1 ] =1 2 | -1
‘ 36 3 36 3 S 2 [ 2 |11 2 [ -1 -1
§3-1-12-1-12
L4 -1 2 [ -1 -1] 2 |-1
8| 5 2 | -1 -1 2 | -1 1
e 6 | -1 [ -1 2 [-1][-1]2
2.1. P(X=3)=1-0,15-0,45-0,30=0,10.
Significa que a probabilidade de receber 3 chamadas nesse intervalo de tempo é 0,10.
22.a) PX>1)=1-P(X=0)=1-0,15=0,85
b) P(X<2)=1-P(X=3)=1-0,10=0,90
3 02+a+b+0,1=1 a=07-b a=07-0.2 a=05
) a+2b+3x%x0,1=1,2 07-b+2b=09 b=0,2 b=0,2
P(X>12)=P(X=2)+P(X=3)=0,2+0,1=0,3
41. x;€{1, 2, 3}
4.2,
[ X; 1 2 3 |
l P(X=x) 0.2 0.6 0.2 l
P(Xx=1)=2%3!_05;
As
4 2 |
P(X=2)=M=O,6 :
As
P(X=3)=1-0,2-0,6=0,2
5.1. Processo A: 0x0,25+1x0,50+2x%x0,25="1
Processo B: 0x0,1710+1x0,80+2x0,10=1
5.2. Processo A: V(0 —1)*x0,25+(1 - 1)?x0,50 + (2 — 1)°x 0,25 ~ 0,71
Processo B: V(0 —1)’x0,10+(1 - 1)>x0,80+(2 — 1)>x0,10 ~ 0,45
Como o desvio-padrao é inferior no processo B, conclui-se que este é mais regular, isto &, apresenta
menor variabilidade no niumero de defeitos, por semana.
6. x€{-2,-1,1,2,4)}

Como X >0, s6 sao possiveis os produtos positivos,isto é, 1, 2 e 4.
Ha 2x3=6 pares com produto 2 (=2x1) e °C,+°C,+ 6+ >C,=20 pares com produto positivo,

Iogo,P(X=2|X>0)=2_60=%. —l;g;ggﬂtgg

L Sproduto 1

’z ' Egirttgra
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Ficha 29 Modelo Normal

1. X~N(12;15) P

P(X<10)~ 0,091
2. X~N(u; o)

P(X>p-0)="% 105~ 0841
3. X~N(5;0)

8=15-7

22=15+7

P(X<8VX>22)=2P(X<8)=2%x(05-0,3)=0,4

pela simetria da curva

41. X~N(u; o)

P(X¢u-ou+20])=P(X<u-oVX>u+20)=

—05— 0,6827 £ 05— 0.9545 0182

2 2

4.2. P(|X-u|>30)=P(X-u>30cVvVX-u<-30)=

=P(X>u+3cVvX<u-30)=1-0,9973~0,003

3 1 1 3 X

5. Como P(u-o<X<u+o)=~09545, tem-se que Hooo H prse

P(X>u+o)~ % =0,02275=2,275%, por exemplo.

Logo, o intervalo pedido pode ser Ju+0,+oo[ (ou ]— oo, u—of, por exemplo).
6. X~N (30 ' 5) B {CPTHFE1:EdiuViem Valua

Quer-se determinar o valor de k talque P(X>k)=0,1. e ey

Recorrendo a calculadora gréfica, verifica-se que k ~ 36 minutos. A
7. X~N(20; 0)

_P(ANnB) P(20<X<23) 05-0,16_0,34 _
PAIB=—5® =~ px>200 - 05 05 0% 016
0 23 X
8.1. a) X~N(82; 3) b) P(79<X<85)~0,683
P(X>85)~0,159
o M O R

8.2. P(X>80)~0,7475 T

0,7475x 500 ~ 374
Prevé-se que cerca de 374 habitantes da regiao vivam s ‘

pelo menos 80 anos com boa saude.

12 P ESitor
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Avaliacao global do tema a pensar no Exame

Ficha 30 Avaliacao global do tema a pensar no Exame

BIONPF OMOd © AVITZLYWW

-

1. A partir do gréfico, conclui-se que P(C)~ 0,25, logo, aface 4 é aface com maior
probabilidade de sair. A probabilidade de sair qualquer outra face &, aproximadamente,

% =0,15, logo, a probabilidade de sair um niimero superior a 4 é, aproximadamente,
0,15%x2=0,30.
Opcao (C).

2. 2P(AUB)+P(ANB)-P(ANB)-2P(B)=
=2(P(A)+PB)-P(ANB))+P(ANB)—(P(A)—P(ANB))-2P(B)=
=2P(A)+2P(B)-2P(ANB)+P(ANB)-P(A)+P(ANB)—-2P(B)=
=P(A)

3. X~Nuo)

Como P(u—20<X<u+20)~0,9545, entdo, por simetria da curva Normal, a probabilidade nas
suas duas caudas € 1 —0,9545=0,0455 e, por simetria, P(X>u+20) ~ 0'0;55 =0,02275, logo
a=u+2o.

Opcao (D).

4. 0°=25, logo, 6=V25=5 § [OFTNI[F11Edit/View Yalus
X~N(75; 5) ol
P(X>70)~0,8413
600 x0,8413 ~ 505
Estima-se que cerca de 505 utentes do centro de salde, de entre
0s 600 vacinados, apresentem um nivel de imunidade de pelo
menos 70 no indice padronizado.

- -

5.1. P(A)=0,7; P(B)=05; P(AIB) =038 B | B |Total
P(AIB)=08 < PIANB) ,g A |03]04]07

B P(B) B A | 02]01]03
< P(ANB)=08x05 < P(ANB)=04 Total| 05 | 05 | 1
P(ANB)=0,7-04=03 ‘
Como P(A)xP(B)=0,7%x0,5=0,35=#P(ANB), osacontecimentos A e B ndo sdo independentes.
— P(BNA) 02 2
52. P(B|A)=———"-2<2_<
p (A) 03 3
6. Como A_B>=B—A=(2,1 ,0-(1,-1,-2)=(1,2,2) e A€o porque 1+2x(-1)+2x(—-2)+5=0,

o coincide com o plano ADE, logo, sao quatro os vértices do cubo que pertencem ao plano dado.
x,€{0, 1, 2}

4 4 4
S C2_ 3 Ay C, x C1_4 A\
P(X—o)—z—ﬁ, P(X—1)—T—7eP(X—2)—8—(:2—1—

—0x3 4 3 _
/,t_0x14+1><7+2><14_1.

Ovalormédiode X é 1.

4C2_ 3

lz ' Egirttgra
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Forma algébrica de um nimero complexo

1. z—C,z-2i—A,-z-2i—De|zz— B
2, +*Seo=p=0, z=1i=i que é um imaginario puro.
*Se a0 A B#0:
_(a+D(1-Bi) a+B+(1-0of)i a+/3+1—oc/3i
(1+pi) (1 - Bi) 1+ p° 148° 1+p8°
Logo, z é imaginario puro se e sO se:
1-—
Re(z)=0AIMm(2)20 & a+/32=0/\ O‘/jio & o+f=0NT1-0f20 &
1+ﬂ 1+ﬁ 1+p%#0
S oa=—-BAof#1 & a=-8
3.« (1+)'=[1+0T = (1+2i+?) =) =2 x*=—4
4 . ) ] ) 1+iP=1-1=0
JAa+D -4 -4(2+2) _-8-8i_-8-8i_-8-8i__,_;
2-2i 2-2i (2-2)2+2i) 4-(2i) 4+4 8
R i7=i4+3=i3=—i
C(a+)t 4 _— .
2_2—2i+| =—1-i—-i=—1-2i
e Im(z)=Im(= 1 = 2i)=—2; Re(iz) =Re(i(- 1 - 2i)) =Re(—i—2i®) =Re(-i+2)=2
. Im(z)—i—_‘|
Re(iz) ™ 2 =~
4. Seja z=a+bi, a, beR.
z+z=a+bi+a-bi=2a. Como z+z=2¢2a=2, Iogo,a=%=1.
De |z—1|=|1+bi—1|=|0+bi|=V0*+b*.
Como |z—1|=2<:>\/E=2,tem-seque b*=4, logo, b==%2.
Existem assim dois nimeros complexos z nas condi¢bes pedidas: z=1-2i e z=1+2i.

5. Sejam z=a+bi, a, bER e z=a-bi.
Z+kz=a+bi+k(a—-bi)=(1+ka+(1-k)bi.
Como z+kz=1+i= (1+k)a+(1 -=kbi=1+i
(T+ka=1 k#—1
{(1—k)b=1 = {k¢1

1 1 1

__1 - =
kelR\{_1'1}'3_1+k'b_1—kez_1+k+1—k

+ _ .2_
6. z°-2iz=-5 < 2°-2iz+5=0 & z=2l_\/( 2)" —4x1x5

2x1
AT T
<:>z=2|_\/ 24 20 C>2=2|_\/2 24 puN
= z=%\/gl & z=itV6i & z=(1£V6)i

lz ' Egirttgra
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Seja z=a+bi, a, bER.
z-2i _a+bi—2i_a+b-2) (a+b-2)i(1 -0

T+i  1+i O 1+i T (1+)( =)
_a+(b-2)ji-ai+(b-2) a+b-2+(b—-a-2)

- 12 -2 - 2

e Z+i=za—-bi+i=a+(1-b)i

De a”’%:aﬂ’”%ﬂ—b & a=b-2A3b-(b-2)-2=2 &

& a=b-2A2b=2 & a=1-2Ab=1 & a=—-1Ab=1vemque z=-1+i.

z°-132*+57z-85=0 < (z-5)(z2-82+17)=0 <

& z=5V 7 -87+17=0 < T-18 57 -8

5 5 -40 85

+1/(- 8)° -
= z=5\/z=8_\/( 8;)(14X1X17 & 7=5Vz=4+] |1 -8 17 o
A4, -1),B5,0), C4, ).
] OB
Area:2><o ;y°=5x1=5 u. a.

Forma trigonométrica de um nimero complexo

7n

cIn
i7n
5 Logo, z=exe ©.

p=e e 06=90°4+120°=210°=

_2V3 .
|z|=p=\/22+(2\/§)2=\/4+4><3=4e tan6 =" =V3 :}arg(z):— Logo, z= 4¢3
(2, 2v3)e1°Q

: 5 e _ad(54E) _ i
Assim, zxw=4e3x2e6=8e =8e?.
—+2k1t

T, 2kn
Logo, u= VZxw V8e2—2e -3 —2e< %) . ke{0, 1, 2}.
(1( 21t> ;5m (n 47[) 31t
Assim, uy= 2e6 u,=2e'6"3/=2e"6 g y,=2e"6"3/=2¢ 7
i3n
O Unico numero complexo com parte imaginaria negativa é o de argumento 3r 2=-2i.

5 D uy=2e

Seja z=pe”. De |z|=4 tem-se que p=4.
p

De Z2Z_ (pe®) x (pe™) _4xe’xaxe™  eo-o_ o

= e’.
12f° P’ 4°

{51 . 51

Como Zl—f e <=e’=e f, tem-se que 9=%, por exemplo.
z

51[

¥ =a(cos( ) wisin(F))=a( -2 +i3) =
Logo z=4e 4<cos<6 +isin(F) ) =4 - +is) = 2V3+2i.

: - pag. 75
|

§=;F=pe‘ . Como pe i"—2><2e6 tem-se que p=4/\—9=@+2kn keZ.

6
Como 6=-— 56n 2kn, keZ NOE]-7, «t], para k=0 obtém-se 9——%
izl =|z| = |zI=

Como a multiplicagdo por i corresponde a uma rotacdo de 90° no sentido positivo, como o afixo de
iz pertence ao semieixo negativo Oy, o afixo de z pertence ao semieixo negativo Ox.

Logo, z=—2=2e".

lz ' Egirttgra
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6.1. £=kx% = n=12k, k€IN\{0}, ouseja, n podeser 12, 24, 36, ...

6

6.2. Para n=12, os afixos das raizes de indice 12 de w estdo sobre uma
circunferéncia de centro O eraio 2, formando um dodecagono regular.

Designando por M o ponto médio de [AB], a area do poligono é dada por:

A_BxM_O_ 2me_O_

Im(2)

12 % =12x 82 — 12X MAX MO = //
2 2 )
. T T A Iv?e(z)
—12x23|n(ﬁ)x2cos<ﬁ>—12 + B
MA MO
n — _
Oa=b8 _ T . n(m)_MA MA =2 sin( ) - )\ _MO MO = (L)
MOA = 5 =75 sm<12>—m = MA—2sm<12>, cos(,lz)—a & MO=2cos 15

Conjuntos definidos por condi¢cées na variavel complexa

1. (1-Dz=(1-Dx+y)=x+yi—xi—yi’=(x+y)+(—x+y)i,
logo,Re((1=1)2)>2 <& x+y>2 & y>—x+2.
Assim, y=—x+2 é aequacao cartesiana, ou reduzida, da reta que

delimita o conjunto A, que se encontra representado na figura ao lado,
sendo A o semiplano definidopor y>—-x+2.

2. Sejaz=x+yi, x, yER.

Im(2)

A

AN

y=—x+2

0 Re(2)

Acondigdo |z—1+il=|z+1+i] & |z=(1-1i)|=]z-(-1-1)| define os pontos que estdo a mesma
disténcia dos afixosde 1 —i ede — 1 —i, pelo que o conjunto B define a mediatrizdo segmento de

reta que une esses pontos.

Como esses pontos tém a mesma ordenada e abcissas simétricas, a mediatriz é definida por x=0.
Acondigdo |z—1+i|=2 & |z-(1-1)|=2 define a circunferéncia centrada no ponto de
coordenadas (1, — 1) eraio 2, que também pode ser definida por (x — 1)’ +(y+1)°=4.

x=1°+({y+1°=4Ax=0 & (—1)’+(y+1)1=4Ax=0 &

= (y+1)2=3/\x=0 & y+1=2V3Ax=0 & y=—1+V3 Ax=0 &

= (y=—1+\/§\/y=—1 —\/§)/\x=0
Assim, BNC={(-=1+v3)i, (-1-v3)i }.

3 - : 2kn : 2k
3. z=1V8e*°=v8e3 =2¢" 3, k{0, 1, 2}.
Os afixos das solug¢des da equacao formam um tridngulo equilatero
inscrito numa circunferéncia centrada na origem e de raio 2.

21
Do esquema ao lado tem-se que BOA = %= %
. T\_X _ (T _
Como sm(3>—2 = 23|n<3> V3,

o comprimento do lado do tridngulo é 2x=2+/3 e o perimetro do

N
0

triangulo cujos vértices s3o os afixos das solucdes da equacdo dada é 3x (2v3) =63 u.c.

A2

Porto
Editora

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW



= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

4.1. Argiz- 1)=Arg(1+v3+i—-1) =Arg(+/3 +i) €1.°Q.
tan(Arg(v3 +1)) =—= A Arg(v3 +1) €1°Q.

V3
— Arg(vV3+i) =tan™’ A \-Ie T X' logo, z€D.
V3) 6162
4.2. Im(2)
D
.3

2 T
] 6

0 1 Re(2)

5. Raio da circunferéncia:
A0, -1)e BB, 1)

AB=1(0-372+(=1-17%=V13

Condicdo que define E: |z+i| <V13 A —%g Arg(z+i) <%/\ Im(z) < 1

6.1. F é areuniao dos pontos da circunferéncia de centro no afixo de i e raio

2 com os pontos da semirreta com origem no afixo de i e que forma
T

com a parte positiva do eixo real um éngulo de amplitude 3

6.2. A2, 1) —>z=2+i

n\_AB . ag5_ T\ _
tan<§)— > & AB_2tan<3)_2\/§.

logo, B(2, 1+2v3) — z=2+(1+23)i.

A

.

2
_/ 7 Re

Os elementos de F com partereal 2 sao, naforma algébrica, z=2+i e z=2+ (1 +2V3)i.

7.1. Condicdo pedida: Re(z) >0

7.2. O afixo de z pertence a mediatrizdo segmento de reta [AB], com A(0, 2), que é o afixo de 2i e
B(1, —1), que é o afixode 1—i, excetonareta AB, paraformar o tridangulo [ABP], sendo P o

afixode z.
Im(2)

A

* Mediatrizde [AB]: |z—2i|=|z—-1+]]

* Ponto de intersecdo da mediatriz de [AB] com areta AB é o ponto médio de [AB] e que tem

0+1 2-1\_(1 1 . ' _1,1.
coordenadas P(T' T) = <2, 2) que é o afixo de z= 5 + 2|
1

Condicao pedida: |z—2i|=|z— 1 +i] AZEL4 L]

2 2
A2

1

' Porto

Editora
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== Propostas de Resolucao caderno deFichas

Avaliacao global do tema a pensar no Exame

Ficha 34 Avaliacao global do tema a pensar no Exame

1. =8P =_i— (0, — 1) éum ponto apenas do quadrilatero.
Opcéo (B)

2. Seja z=pe®. Como |z|=2, entdo z=2¢€".

z_ 2e"” i0+0) _ _2i
; 27|0 eo.
Assim, 29=§+2kn, keEZ & 9=%+kn,k€Z.
Se k=0,9=%,entéozo=29%=2<cos +isin > 2<§+i%>=\/§+i
=1,0=7%, entdo z,=2¢'% =2(cos(2E) (Ln)) <_ﬁ_-1)__ _
Sek—1,9—6,entaoz1—2e6—2<cos 3 +isin 3 2 5 |2 =—V3 i

Nao existem mais solugdes.

— = +)T A+ iR+ i x (=41 +D)
(1 —i)? T=2i —-2i B Im(z)

=2(1+)=2V2e's

3.1. w=

Equacéo da circunferéncia de didametro [AB]:

e centroem O;
e raio: lw|=2Vv2;
¢ |z-01=2V2 & |21=2V2

3.2, Arg(w")=Arg(2 V2e'h) =Arg<(2 \/f)nei%)=%.
Para w" ser um nimero real negativo,%=n+2kn, keZ < n=4+8k, k€Z eassimomenor
naturalé n=4+8x0=4.

4. z=(-"-V3i)e®=(1-v3i)et=2¢ 3xet=2¢ ¢

Como z éumaraizde indice 4 de w, entdo: [1-V3l=p=V1*+ (_\/§)Z=2
_irL 4 _|@
w=z4=(2e 6) =16e tan@:“/g=—\/§ .
i 1 = arg(1-v3)=-1
1 _ 1 1 _ 1 g 3
w2 iz S5 16° (1. -v3)escq
gix 16e 3 16e ©
5. |z—1|=|z+i| define a mediatriz do segmento de reta de extremos (1, 0) e Im@)
0, -1).
Arg(z — 1)=% define a semirreta com origemem (1, 0) e que fazum
T
angulo de amplitude % com o semieixo positivo real. Os dois lugares 4
geomeétricos ndo se intersetam. O < Re(2)
Opgao (A) ~1¢

’z ' Egirttgra
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== Propostas de Resolucao caderno deFichas

6.1. Em cada termo, o afixo resulta de uma rotacao de % ede

uma dilatacdo de razdo V2, relativamente ao termo
anterior, com centro na origem.

Z iz , - L. . iT
6.2. ;—”=\/§e 4, logo (z,) é uma progressdo geométrica de razdo v2e “.

n

6.3. Sabemos que (z,) € uma progressao geométrica.

n n-1 o
Do termo geral de (z,) definido por z,=z, x <\/§elz) -(v2)" e ®

100 §190% oy o 50
Zi=(V2) e 4 =2"xe®"=_2%,

=
Im(2) :
) P4 q P3 g
oPZ -:;
Py Py
0 Re(2)
i(n— N
tem-se:
e25i7t — e(24+‘|)i1t — ein =1

' Porto

Editora
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= Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

1. Mandatos atribuidos: ) X
elistaA: 3 Divisor Lista A ListaB ListaC
eListaB: 2 1 720 540 300
*Lista C: 1 2 360 270 150
A diferenca entre o nimero de mandatos das listas Ae B é
3_2-1. 3 240 180 100
Opgcéo (B)

2, Sejaz=a+bi, a, beER.

Z+Z=2 & a+bi+ta-bi=2 & 2a=2 & a=1-z=1+bi
1-D1+b)=(1+)(1=bi)=8i < 1+bi—-i+b-1+bi—-i—-b=8 &
& (2b-2)i=8i < 2b-2=8 < b=5
z="1+5i
3. 2-2V3i=4e®
4
_i% Jorm )¢ }
z=w'=(% ) = (4¢'(-3-3)) = 2566 = 256
et
iZ =i256 = 256i
4. 1-b)
] GiEnl HERE Sl
I1-a) 1-Variable 1-Variable
o-padrio & infer - gl 29
lll - a), porque o desvio-padréo € inferior. $E0 P Hgd -3
IV -b), porque 3+2+8100=28x100=40%. |5 22771 maxx -1

51. (x—1P2+0+2°+(0-3°=17 & (x-1)V°=4 & x-1=2Vx—-1=-2 ¢ x=3Vx=—1

Como o ponto D pertence ao semieixo positivo Ox, asuaabcissaé 3.

Opcgéo (C)

5.2,

Vetor normal ao plano BCH: EL\’:B—A:(—S, 4,3 -1, -2, 3)=(-4,6,0).

Como BEBCH, de —4x+6y+d=0, vem —4x(-3)+6x4+d=0 < 12+24+d=0 < d=-36,

logo, BCH: —4x+6y—-36=0 & —2x+3y—18=0.

Seja r areta perpendicular a BCH que passa na origem do referencial.

r:(x,y.,z)=k(-4, 6, 0)=(—4k, 6k, 0), kKER.
Seja P o ponto de interse¢céo de r com o plano BCH.

Como —2x(—4k)+3x6k—18=0 < 8k+18k—-18=0 & k=

de P sdo P<—4><i 6x -2 o>=(_@ 54

13° 13° 13'13'0>'

18
26

_<:>k:

A distancia da origem do referencial ao plano BCH ¢é a distanciade O a P e é

op_1/(_36) <E)2~
OP—\/(—13> +(23) ~499 uc.

A2

9
13 as coordenadas
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= Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

n-1
6. - Ladodoquadradodafigura n: a,=1x <%) = (%)
* Area do quadrado da figura n: Aq = ((%) ) = <%>
* Raio da circunferéncia da figura n: r, %
a 2 n-1
« Areado circulo dafigura n: A; =nxr,’=mx (7”) = % X (%)
+ Area da regio dafigura n: A,= (l) Ty (l) =(1-7) (1) — progresséo geométrica
"4 47 \4 4)\4
derazéo % e primeiro termo 1 — %
* A soma das areas de todas as regides consideradas ao longo da construgédo, como |%| <1,
1. 4-m
_1 3 3
4 4
7. a temde sermaior que 5, pelo que a Unica opgao possivel é a (D), com a=6.
Opcéo (D)
8. O professor de Matematica A escolhido ou leciona também ensino profissional ou n&o.
Se tal ocorrer, existem 300 x (50 + 299) = 104 700 formas de selecionar os dois professores.
Sendo, existem 250 x 350=87 500.
No total, existem 104 700 + 87 500 =192 200 formas diferentes de selecionar os dois professores.
Opcéo (C)
9. A: "praticaraulas de " — )
..p " gripo M M Total
M: “ser mulher
e 2 3
P(M)=60%=2; P(AIM) =1 P(MIA)=2. P(MNA)=? A | 2| 3 T
S ANM A 1 a1 3
P(Alf\/7)=l = P(AQM)=1 = A 5 10 10
4 P(M) 4 3 5
(_ ) 1 2 (_ _) 1 Total 5 5 1
2 1_3
PANM) =5 -45=15
2 p(MiA) =1-2_1
Como P(M|A) = =3 P(M|A) =1 3°3
P(IA) =) o PMOA) 1 b(3) _3p(1ind) o PA)<3xL o p(A)=2
3 P(A) 3 10 10
—1-p(A)=1-3 _T7
P(A)=1-P(A)=1 16=10
PMNA)=PA) - P(ANM) =-L — 3 -04=40%
10 10
MG ’2 ' Porto
Editora
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= Propostas de Resolucao

Iin!)_g(x)=k+0xe2=k

lim g(x)= lim

x— 0" x— 0"

Para g ser continua terad de ser também continuaem x=0 e, paraisso acontecer, tem de se ter:

lim g(x)=_lim g(x)=g(0)

x— 0"

ouseja: k=

_3
- k=3

9'(X)=<

g'(x)=0 & xe
& x=0Vx=-2 & x=-2

Em ]J-oco, O[: g(x)=

2_x+2
~tXx e
2

. 0
sin(3x) o
RLH, |

3

2_x+2
~FtXx e
2

10.1. Afuncdo g, para x>0 e x<0, é continua por ser o resultado de operagdes entre
funcdes continuas no seu dominio.
g(0)=k+0xe’=k

3cos(3x) 3

1
> =2xe" 2+ x%e 2 =xe " 2(2 +x)

2+x)=0 < xe'"’=0V2+x=0 &

3

2

X -2

g' + 0 -

g / 9(-2) N\
Max.

A fungdo g admite um Unico maximo relativo no intervalo ]— oo, O[, que éiguala

g(- 2)=%+(— 20%e =24 4e°=

s|a

A2

11. L.Se a=b=-1, existe Iog(
isto é, log(-1).
I.Se a=—1 e b=2, log (a°) =log ((= 1)°) =log (1) =0, mas n&o est4 definido o valor 2log (- 1).

) =log (%) =log 1=0, mas ndo estdo definidos loga nem logb,

12. Asraizesindice n de z sdo z,=+/pe
. . . ~ . . n
inscrito numa circunferéncia de raio +/p .
Dividindo o poligono em n tridngulos isGsceles e subdividindo-os pela sua altura, obtemos, no total,

2n tridngulos retdngulos em que um dos angulos internos tem de amplitude

Caderno de Fichas

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW

, n—"1, que formam um poligono regular

=T radianos.
n



= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Designando por b e h abase e a altura, respetivamente, desses tridngulos retdngulos, como
()= < o=pen(3) o os(£) - o niicos(z)
sm(n)—%@b—\/ﬁsm ) e cos \,,/E<:>h \/p cos =)
a area de cada um desses tridngulos é
n . T n T
\/p sin (n) X v/p cos (n)
5 .
Como o poligono é composto por 2n tridngulos iguais, a sua area é:

Josin (%) xpeos(Z) (%) cos (%) -

5 =np" p"sin -

2
=np"sin <%> cos (%)

2nx

13.

1
2
que a equacdo h(x)=0 épossivelem ]0, 1[, com h(x)=f(x)—x—%.

Quer-se verificar que a equacdo f(x)=x+

h é continuaem [0, 1] por ser o resultado de operagdes com fungdes continuas no seu dominio.

h(0)=e‘°+0—0—%=%>0

h()=e"+1-1 —%z—0,13<0

Como h écontinuaem [0, 1] e h(1)<0<h(0), pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, existe pelo
menos uma solucdo da equacdo h(x)=0 em ]O, 1[, ou seja, existe, pelo menos, um ponto do

1

grafico de f cuja ordenada é igual a abcissa acrescida de 5+ ho intervalo 10, 1.

é possivelem ]0, 1[, o que é equivalente a verificar

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

1. Ocircuncentro O, o baricentro G e o ortocentro H sao colineares, formando a reta
de Euler, e verifica-se:

oG 1

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW

—_ == 0,5
GH 2
Logo, P é o circuncentro, Q é o baricentroe R é o ortocentro.
Opcao (B)
2. Recorrendo as capacidades estatisticas da calculadora, obtém-se W Fakesl Goen
o ~ . LtrmurR{rgfax+b}_
a equacéo da reta de regressdo: y=1,935x + 14,849 n T%ﬁﬁﬁﬁ?:ﬁ
y=1.935x 13 + 14,849 ~ 40 minutos r, 0. 89884282
Estima-se que o tempo médio de entrega nesse dia tenha sido 40 e 0+ 2055002
minutos. L
3-1_1
3. mAB=m=§, logo, Mmyc=-2.

Como A€EAC, de y=—2x+b, tem-se 1=-2x2+b <& b=5.

AC: y=—2x+5

Como AB=\(6 — 2)*+(3 - 1)’ =v/20, quer-se determinar x#0 tal que C(x, — 2x+5) e AC=v20,
ouseja, (x— 2\ +(-2x+5-1°=20 & (x-2°+(-2x+4)°=20 &

& 1-27+4(x-2°=20 & 5(x-2°=20 & (x-2°=4 &

& x-2=2Vx-2=-2 & x=4Vvx=0

Comoaabcissade C ndoénula, x=4, asuaordenadaé y=—2x4+5=-3.

Opcéo (A)

4. Quer-se determinar a disténcia de V ao plano ABC.
Ponto genérico da reta perpendicular a ABC que passaem V:
(x,.y,.2=(6,0,0+k(1,1, =1)=(6+k, k, —k), KER
Intersecédo com o plano ABC:
6+k+k—(-k)=0 <& 3k=-6 < k=-2.P(6-2,-2,2)=(4, -2,2)
Como PV=v(6 — 4)? + (- 2)*+22=2+/3, o comprimento da aresta do cubo e a altura da piramide
sdoiguaisa 2V3:2=V3.

2
Assim, o volume do solido é (\/§)3+%x(\/2§) x\/_=7\2/§u.v.
5. I-b),porque (1, 1)-(k, 2)=0 & k+2=0 & k=-2
Il -c), porque 15=% & k=2
” (1'1)'(1'2) 3 3 ” -1 o

Il - a), porque cos (U, 7) logo (U, V) =cos

3
- - -3 —3_~18
VIZ+ 12 xV12422 V2xV6 V10 V10

IV -c¢), porque m=%=tan(135°)=—1 & k=-2

6. Numero de resultados possiveis: 36
X=4:(1,4),2,2e@,1). PX=t)=S =]

36 12
Opcéo (C)

’2 ' Egirttgra



= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Numero de cédigos sem caracteres 0: 1

Numero de cédigos com um caracter 0: 6, que € o numero de posi¢gdes para esse caracter no
codigo.

Numero de cédigos com dois caracteres 0: °C,=10, porque dos 5 espacos entre os 4 caracteres
1, antes e também depois de todos esses caracteres, escolhnem-se 2.

Numero de cédigos com trés caracteres 0: “C,=4, porque dos 4 espacos entre os 3 caracteres
1, antes e também depois de todos esses caracteres, escolhem-se 2.

Como nao pode haver cédigos com mais do que trés caracteres 0 sem que dois fiquem seguidos, o
ndmero total de codigos é 1+6+10+4=21.

Opcéo (A)

A "A caixa escolhida € a caixa X." A 075 —8

B: "A pecaretirada é azul.” o o7

PA)+P(A)=1 & PA+IPA)=1 & ' '

& 10P(A)=1 < P(A)=0,1

Apesar de ser verdade que é mais provavel retirar uma peca azul da caixa

X do que da caixa Y, a conclusao do aluno esta errada porque: 0.9 _ 05_~B
_P(ANB)_ 0,1x075 A<_

PAIB) =5 B~ =51x075+09x05 ~ 014 <05 05 B

ou seja, a probabilidade de ter sido escolhida a caixa X, sabendo que se retirou uma peca azul, é
inferiora 0,5, pelo que é mais provavel que se tenha selecionado a caixa Y nas mesmas condicoes,

istoé, P(A|B)>P(A|B).

10.

Us+2u,=21 Uy +4r+2(u,+r)=21 3u, +6r=21 o
Uy X Ug=54 (uy+2r)x (u, +5r)=54 (U +2r)x (u; +5r)=54
N u1=21§6r {u1=7—2r - {u1=7—2r -
(Uy +2r) % (U, + 5r) =54 (7-2r+2r)x(7 —2r+5r)=54 7x(7+3r)=54
u=7-2r u=7-2r u1=7—2x% u_g
Sl S et Cls  Cls
21 21
Termo geral:
137 )2 44,5
Up=—57 +(n 1)x21— 7 +57 N
=72 & L 2n=72 & 132+45n=1512 < 5n=1380 & n=% & n=276

72 éotermode (u,) de ordem 276 .

Ca i S bt m - 13n
w=21_3e 12_e'(‘ﬁ‘§):e-'ﬁ
Z, is

3e

Quer-se determinar o menor nimero natural n>1 talque w"=1"=1, ou seja,

_i13m\" _ilsnm
(e 24) =1 < e * =" kez.
13nm _ _13n_ _ 48k
De - 54 =2k, k€ Z vem que >4 =2k > n——13 L keZ.
Como m.d.c.(48, 13)=1, o menor nimero natural n>1 é 48, quando k=13.

Logo, o nimero minimo de vértices desse poligono é 48.

]z ' Egirttgra
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= Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

11.

12.

Seja z=pe”.
3,360 _

=87 < (pe’)’=8(pe ) < p’e*=8pe”
Assim, pretende-se que:

«p’=8p & p’-8p=0 & p(p’-8)=0 & p’=8

z#0

«30=—0+2kn, KEZ < 40=2kn, kEZ 9=%",kez
6,=0.0,=%, 6,=n e 0,=F

Solucdes: z,=2v2e*°=2v2, z,=2v2e =221,

. ;3n
z,=2V2e""=-2V2 e z;=2V2e 2 =-2/2i

& p=2V2
p>0

Os afixos das solugdes da equacao formam um quadrado

centrado na origem e de lado x tal que:

=2v2)'+(2v2)’ & x*=16 & x=4

x>0

A area do quadrado é 4°=16 u.a.

Pretende-se resolver graficamente a equacdo P(t) = 2P(t—1).

—_————

Y
y
Y

i

0 1,3I71 X
t~ 1,371 horas

Yo

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW

Im(2)
V2
W2
_2\/2— 0 Re(z)
V2

13.1. ') =(3x%+1)e " —2x (P +x)e ¥ = (3x2+1 - 2x" = 2x?) =

—e (- 2x"+x°+1)

f')=0 < e (m2x*+x2+1)=0 < e " =0V -2x"+x*+1=0 &

- 1xy/1-4x(-2)x1
=

& — 2 +x2+1=0 & x2=

2x(=2)
2 _ 2_ 1 _
& x=1Vvx =5 & x=11
x — o0 -1 1 + 00
f" - 0 + 0
f ~~ f(=1) ~— f(1) —~
Pl P.1.

O gréfico de f tem a concavidade voltada parabaixoem ]—-oco, —1[ eem ]1, +oo[ etema

concavidade voltada paracimaem ]-1, 1[.

O gréfico de f tem dois pontos de inflexdo,em x=-1 eem x=1.

A2

Porto
Editora



= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

13.2. « g)=e*F(x)=e*(x*+x)e "=

X2

=(x*+x)e*'xe "=
=(x*+x)e* = (x®+x)e”

¢ Como D,=IR e g € oresultado de operagbes entre fungbes continuas no seu dominio, ndo

existem assintotas verticais ao seu grafico.

 Como:
3 x°
im 99~ jim (Prxe”_ lim [(x®+1)e"]=+coxe"™=
x—too X X—to0 X — too

=+ooX(+00)=+00 &R
nao existem assintotas nao verticais ao graficode g.

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW

14. f'(x)=2ax+b

A primeira coordenada do vértice da parabola é o zero da primeira derivada.

F()=0 & 2ar+b=0 < x=-2
A segunda coordenada é aimagemde x= —% por f, ou seja,

f<_g)=a<_£>2+b<_£>+czb2 b? b’ _2b° dac__b’—4ac__ A
2a 2a 2a

b A

42 22 °T4a 4a  4a 4a 43’

Assim, as coordenadas da parabola sao, tal como o Igor afirmou, <— 22 " 4_a) , com A=b’ —4ac.

A2
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

1. Pontuacodes iniciais com o método de Borda a atribuir 1 ponto a 3.2 opgao, 2 pontos
a2.8opcgadoe 3 pontosa 1.2 opgao:
P=8x3+5x1+3%x2=35
M=8x2+5%x3+3x1=34
E=8x1+5%x2+3%x3=27
Pela troca da Catarina, M ganha mais 2 pontos e passa a totalizar 36, P mantém a pontuacéo, 35,
e E perde dois pontos, passando a totalizar 25. Assim, a op¢ao mais votada deixa de sera P,
Primitivas e integrais, e passa a ser M, Matrizes. A afirmacao da Beatriz é verdadeira.

2. |-Db), porque énaclasse [200, 300[ que afrequéncia relativa acumulada da classe
ultrapassa, pela primeira vez, 50% .
Il - b), porque é na classe [300, 400[ que a frequéncia relativa acumulada da classe
ultrapassa, pela primeira vez, 75% .
Il - c), porque 10% + 20% + 30% = 60% .
IV - b), porque x ~50x 0,10 + 150 x 0,20 + 250 x 0,30 + 350 x 0,25 + 450 x 0,15 = 265 kWh.

3. Fixa-se umlado do poligono.
O terceiro vértice nao pode ser:
* nenhum dos dois extremos desse lado;
* nenhum dos dois vértices adjacentes a esses extremos (para evitar que um segundo lado do
poligono seja também lado do triangulo).
Assim, excluem-se 4 vértices na escolha do terceiro vértice e restam 12 - 4=8.
Para cadaum dos 12 lados, had 8 escolhas possiveis do terceiro vértice.
Logo, o nimero de tridngulos é 12x8=96.

—
4, Cc={1,2,3,5,6,7,9,10, 11,13, 14, 15, 17, 18, 19}

Dos 15 elementos de C, apenas a planta com o niimero 1 pertencea AN B, ou seja, é uma planta
aromatica ou aquatica com um nimero quadrado perfeito na etiqueta, pelo que

——= = _15-1_14
P(ANBIC) = = =Te-
Opcéo (A)

5. Como adistribuicdo é aproximadamente Normal com média 40, a curva é simétricaem relacaoa 40.
*A: P(X>45) —valor mais a direita da média
*B: P(X>55) - mais afastado a direita que o anterior, logo tem menor probabilidade
*C: P(X<35) —simétricode P(X>45)
Logo, P(B)<P(C)=P(A).
Opcéo (A)

6. [2+2i|=V2°+2*=2V2

Reta OA: Im(z)=Re(2)
Condicdo: |z|<2V2 A |z=2 = 2i| <2V2 Alm(2) <Re(2)
| —

|z (2+2i)

Opcéo (B)

’2 ' Egirttgra

©101Ip3 01104 6 AYIZ LYWW



= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

7. Aplicando aregra de Ruffini:
1 -2 5 -10
2 2 0 10
T o s [ o
7°-27°+5z-10=0 & (z-2)(2°+5)=0 &
& z=2VZ2°=-5 & z=2Vz=%V5i
8.1. Coordenadas do ponto genérico dareta CD:
x,y,2=(1,1,3)+k(1,1, 1)=(1+k, 1+k, 3+k), KER
Intersecdo dareta CD com o plano ABC:
T+k+1+k+3+k-3=0 & 3k=-2 & k=-2
2 1.2 4 2\_c(1 17
Logo, C<1 3173 3‘§>‘C<3' 5 3)-
AC=C-_a=(1 1 7)\_ _(_2 _2 4
8.2. AC=C A—(3, 5 3) 1,1, 1 ( 2, -2, 3)
AB=B-A=(2,0,1)-(1,1, )=(1, -1, 0)
Como AC - A_B>=—%+%+O=O, a base [ABC] é um triangulo retangulo de area
@l 1 2B) @)
Iacll < 281 2x(3) +(5) xV17+1 2V3
2 - 2 T3
- 2 2
A altura do sélido é DC=\/2(1 —%) +<3—%) =¥, logo o volume do sélido é:
2v3_ 2v3_4
3 3 3
9. P,.,=P,+4,¥neN\{0}, logo, (P,) éuma progressao aritméticacom P, =20
erazdo 4 comtermogeral P,=20+(n—-1)x4=4n+16.
S,,=Wxn=18n+2n2.
Pio=4x10+16=56, P)y=4x20+16=96, S;,=18x 10+ 2 x 10°=380
e S,,=18x20+2x20°=1160
Opcéo (D)
10. Seja Q(t)=P(t)— S(t). Quer-se determinar t talque Q(t+1) = Q(t).
y Ya Y2
Y
)
12,828 pazzos
0 1,250 X

t~1,25=1h15min
A condicao é verificada ao fim de, aproximadamente, 1 h 15 min.
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== Propostas de Resolucao caderno deFichas

11.

12.

f(0)=k
lim F(x) =k
0 1 1 0 - 1
. o o In(+x)—x0 . T4x 0 . (1+x)2_ 1
xm+f(x)_xm+TRUme+TREme+f__§'
Logo, como se quer que:
lim f(x)= lim f(x)=f(0)
x— 0" x— 0"
-_1
k= 5
. a _
F(x) = (In(ax)) _ ax < Bx bln(ax)_b—bln(ax)_1 —In(ax)
bx (bx)° (bx)° bx?
1—1In (%)
o(2)-0 e T o s 1 n(2)0 o ()1 > 2 o 0m2

o(5)
In(2x)
bx

e\ 2 Ine) 2 2 2 _
(5)-% = be ~3e < be 3¢ & P73

2
Logo, a=2Ab=3.

f(x)=

13.

14.

Aplicando a férmula da iteragdo para x,=1, sendo f derivavel e com f'(x) = 3x° -3,
como f(1)=—-1 e f'(1)=0, daaplicacdo do método vem:
f(xo) _ -1

X1=Xo— o =1 — —— e esta expressao nao esta definida.
1 0 f (xo) 0 p

1
<1.
x2+1

Paratodoo x€R, tem-se x>0, logo, x’+1>1 e

Por outro lado, como x*+1>0, tem-se que 21 ] >0.
X°+
]

X241

Assim, 0< <1.
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Seguranca Social: 1501x0,11=165,11€
IRS: 1501 x0,126=189,13€ - 189 €
Vencimento liquido: 1501 — 165,11 — 189+ 6n=1266,89 < 6n=120 <& n=20

Opcéo (A)

(u,) éasucessdo do volume diério de dados armazenados, em GB, e é uma progressao aritmética
com u; =40, r=8 edetermogeral u,=40+(n—-1)x8=8n-32.

S,=" 2" xn ¢« 40481432, 1008 & 4n”+36n-1008=0
_36+ 2_ _
o po36%V36°-4xax(-1008) _ .,
2x4 neN

Foram considerados n=12 dias.

Equacao dareta de regressao obtida com a calculadora grafica: & s e
|ILinearReg (ax+h)

y=—2,429x+ 32 [ a f,ﬁ 4285714

Se x=55, y=-2,429x55+32~ 18,6 ' _‘aﬂjgégg_}'g‘j
= .‘-iSc"l 65714285

Opcéao(A) [y=nxth

|5¢1° = BE - BE = (4C - AB) - (AC - AB) -
~AC-AC —2AB -AC + AB - AB =
_AGl + 1281 - 228 . a¢
Daqui decorre que:
18I =llacll + 1281 - 248 - a€ =
e 248 . ac =lacl + 128" - I1B81°
—_— — 1( —>(|2 —|2 — 2)
& 28 - ac =3 Iacll + 1481 - 1]

pag. 108
8 8 8 8
i jsn < _ix isl) ( iﬂ) ;56n j14n ;8n j2n
z“=<u e o £—£| xe's) =(e"xe?) =(e7) =& =e *=e%=e?,

2n
4 on 3 + 2kn

logo, Ve'® =z=¢ @ =ei(5+7>,k=0,1,2,3.

iL i2n i In ;51
Assim, z,=e®%, z,=e 3, z,=e % e z;=¢€ ° .

i2n
A solucdo pedida é z,=e 3 =cos <%n> +isin <%n) = —%+§ i, uma vez que o seu afixo é o Unico

que pertence ao segundo quadrante.

Acondigdo |z—1-il=]z-3+i| & |z—(1+i)|=|z- (3 -1i)| define a mediatrizde [PQ],
com P(1, 1) e Q(3, — 1) de equagao:

x-1’+y-1)°=x-3’+(y+1)° &

S X2+ 1+y? =24+ 1=X"—6x+9+y°+2y+1 &

& —4y=—-4x+8 & y=x-2

A circunferéncia definida por |z—1-i|=2 < |z—(1+i)|=2 pode ser definida

por (x—1)°+(y—1)"=4
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Intersetando os dois conjuntos, como:
=1 +(x-2-1°=24 & *—2x+1+x*-6x+9=4 &
_4+£v/16-12
B 2

& xX*-4x+3=0 & x & x=1Vx=3
ey=1-2=-1Vvy=3-2=1, respetivamente, as extremidades do segmento de reta séo

R(1, —=1) e S(3, 1), cujadistancia é ES:\/U —3+(=1-1)°=V4+4=2V2.

I-a), porque '°C,=210.
210-°C,x"C,
210
Il - a), porque 210 -°C,=195.

IV -b), porque °C,=84.

Il -b), porque x 100~ 57%.

A condicdo P(X>50)> P(X < 35) significa que a area definida pela curva Normal a direita de 50 é
maior do que a drea a esquerda de 35.

Isso s6 é possivel se 50 estiver mais préximo da média do que 35.

Entre as opcdes, apenas 43 satisfaz esta condicao.

Opcéo (D)

9.1.

9.2,

10.

|l clo

lim (o) = lim Smn{(@%)
x—0 x—0" ex_‘| R

., acos(ax)
= |im ———=a
Hx—0 e’

=

lim f(x)= Iirrz)i[ln (1+e™) +x+1]=|n2+1
x—0" x—

Para existir Iimof(x), Iirr}f(x)= lim f(x), peloque a=In2+1.

x—0"

me tim Ty MO+eexe1 L in(re™) 1] 0 11 g, q,021
(%) + oo

X — +00 X — +00 .x X — + 00 x +

b= lim [fx)=x]= Iim In(1+e ™) +x+1-x]= lim [In(1+e ) +1]=N1+1=0+1=1
A equacgao da assintota obliqua ao grafico de f quando x — +oo0 é y=x+1.

2n_ 7w
L. 7 =9 T
Il. O gréafico ndo é obtido por uma dilatagcao horizontal mas sim por uma contracao horizontal (seguida

de uma dilatacao vertical e de uma translacao vertical).

11.

A(t+1)=0,4A(t)
Yi Yo

Yi

)

0] X
Sao trés os instantes em que se verifica essa condicao.
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

12.

f(0)=e’=1, logo, A(0, 1). e'=2 < x=In2, logo, B(In2, 2).
f(x)=e". f(In2)=e"?=2. De y=2x+b, tem-seque 2=2In2+b < b=2-2In2,
logo, C(0, 2-2In2).

(1-2+2In2)xIn2

5 ~0,13.

Como 0<2-2In2<1, aéareado tridngulo
Opcéo (D)

13.

Da analise da figura, tem-se que:
s f(a)<a
s f(b)>b
Pretende-se provar que:
dc€la, b[: f(c)=c
ou seja, que:
dc€la, b[: g(c)=0
Afuncdo g é continua nointervalo [a, b], por ser definida pela diferenca entre duas funcdes
continuas em [a, b] (afuncdo f, uma funcao polinomial, e y=x, afuncao identidade). Logo, g é
continuaem [a, b].
g@=f(a)—a<0, dadoque f(a)<a.
gb)=f(b)—b>0, dado que f(b)>b.
Como g écontinuaem [a, b] e g(a)<0<g(b), pelo teorema de Bolzano-Cauchy, podemos
garantir que existe pelo menos um namero real ¢ nointervalo la, b[ tal que:
g(c)=0
ou seja, que
f(c)—-c=0 < f(c)=c
Da anélise da figura, tem-se que:
s f(a)<a
e f(b)>b

14.

Fx)=——L
X

Sejam a e b dois nimeros reais nao nulos.
1

Os declives das tangentes séo f'(a)=—— e f'(b)=- # .
a

Se as tangentes fossem perpendiculares, teria de se verificar:
1

' (b = — A (o -
F@xfb)=—1 < a2><< b2> 1 & 1

o0 que é impossivel, porque a’h”>>0.

Conclui-se que ndo existem dois pontos distintos do grafico de f cujas tangentes sejam
perpendiculares.
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Lista Divisor 1 | Divisor 3 | Divisor 5

A 4200 1400 840

B 3100 1033,3 620

c 1700 566,7 340
Distribuicao: Lista A, 2 mandatos, Lista B, 2 mandatos, Lista C, 1 mandato.
O_A>- O_B>=—2,4 & 2x2xcosa=-24 & cosa=-06.
sino+cos’a=1 & sina+(-06)°=1 < sina=1-0,36 < sina=08

a€2°Q

cos <%—a> =-sine=-0,8
Opcéo (B)

Opcéo (B), porque rg~—1.

Como A e B pertencemao plano «: ﬁ-(t -2,2)=0.
Se §4>=(a, b,c), a>0, tem-se:

BA-(1,1,0=0 {a+b:0 {az—b {az—b a=-b
. R N &= P = 3b
{BA-(1,—2,2)=0 a—-2b+2c=0 -b-2b+2¢c=0 -3b+2¢c=0

BA = (— b, b, @> e como a primeira coordenada de BA é positiva, bER™.

2
”BA”—\/b +b? 7 b \/17b =5 |b|. Como “BA”—\/ , entdo, ~—— |b| V17 &
& Ibl=2 = b=-2e BA=(2, —2,—3).
A BA.-BC _(2,-2,-3)-(1,-1,0) 4
cos(ABC)=cos(BA BC) = = , logo,
MR VIT x V17 +12 VI7xV2

A . 4
ABC=cos™’ (—) ~47°.

V17 xV2
Como:
i11=i4x2+3=i3=_i
4bi'' _ —4bi_—4bi(2-0) —8bi-4b__4b_8b,
2+i 241 (2+)2-i) 4+1 5 5
Por outro lado, \/fei%=\/§<—§+§i>=—1+i.

4b 8b 4b 8b .
Logo, z_—?—?|—1+|_(———1> (—?+1)|,b€IR.
De Re(z)=Im(z), vem que:

—%—1_—%+1 © -4b-5=-8b+5 < 4b=10 < b=2
Assim,

4x2 8x2
2 2 . . . _j3rn _i3n
z=-— 5 -1+ \-—5+1)i=-2-1+(-4+1)i=-3-3i=V9+0e +=3v2e "4
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

. s |7 19n|_=w
A diferenca dos argumentos é 2 " 12176
Como os vértices sdo consecutivos: % =% < n=12.

6 x5 — escolher um elemento do sexo masculino e um do sexo feminino

2! — trocar os elementos anteriores pelos dois cargos: presidente e secretario

9C2 -°C, — escolher dois vogais em que dos 9 alunos restantes, sem o presidente e secretério,
escolhemos 2, semrestri¢des, retirando o niumero de pares formados apenas por elementos do
sexo masculino e garantindo assim que pelo menos um vogal é do sexo feminino.

1-a)
I1-b)

Il - b), porque P(A|B)="A0E _P(A)

P(B) P(B)’
IV - ¢), porque P(BIA)=P(PB(2)A)=§2§=‘I .

10.

A: "Escolher destino de praia”
B: "Escolher destino de montanha”

B B Total

A 0.2 0,45 0,65

A 0.2 015 035
Total 04 0,6 1

P(A)=0,65;: P(BNA)=02; P(A|B)=05; P(AIB) =2

P(A|B)=05 < %=0,5 & P(ANB)=0,5k, com P(B)=k.
k=0,5k+0,2 < 05k=0,2 < k=04
= P(ANB) 045
P(A|B) =22 =222 _ 750,
P(B) 0,6

v,=8 & v xr=8 & v1=%
Vy=V,Xr=8r
Logo, v, +v,;=20 < %+8r=2o & 8+8r7=20r &

& 22— Bri2=0 & r=2EV25-4x4 35)(—24><4 = r=2\/r=%.
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Como a progressao é crescente e v, =% >0, r=2.

Assim, como v1=%=2 er=2,
Vs=V,xr'=4x2'=64.

11.

12.

13.

Afuncdo f ndo esta definida quando x> —4=0 < x=+2.
Logo, (feg)(x)=f(g(x)) ndo esta definida quando:
gr)=2vgx)=-2 & x*’-1=2Vvx’-1=-2 & x’=3Vx’=—-1 & x=+V3

impossivel

Opcéo (A)
g(1)=1

Inx ©

0
0 .

= lim
X—TRMH -

1
lim = lim =
xl—>1’g(x) xl—>1’ 1
0
ex—1 -1 z . ex—1 0
X—1 RHx—1- 1

lim g(x)= Iim1_

x— 1"

Como Iirr}ig(x)= lim g(x)=g(1), g é continuaem x=1.

x—1

5-1

2k

Apés k iteragdes, <001 & %<o,o1 & 227%<0,01.

Para k=6, 2°°°=2"%=0,0625>0,01.
Para k=7, 2°°"=2"°=0,031 25>0,01.
Para k=8, 2°°8=2"°=0,015 625> 0,01.
Para k=9, 2°7°=2"7=0,007 812 5<0,01.
Opcéo (D)

14.

f'(x)=2a(x—-b)
f(-1)=0 < a(-1-b’+c=0
Declive da reta tangente:

_4-0__4__2
M=1-7="6""3

Logo, f(3)=-2 < 2a(3-b)=-2 < a@-b)=-
De y=- %x+ b, vem que a ordenada é:
-_2 _14
4= 3><1+b & b= 3
x L 2. .14
Equacao da reta tangente: y=— §x+ 3
Coordenadas do ponto de tangéncia: y=—

logo, f(3)=% = a(3—b)2+c=§

1

w|

X3+

WIN

14_8 8
33 (3'3>'
3

1 _ 1
3(3-b)

1 _ _ 2
a(-1-b’+c=0 & —mx(—1—b)2+0=0 =3 M+c=0 =

8 1
§ -
33-b)

a(3-b)=— a=

w|=

a(3-b’+c= ><(3—b)2+C=8 3-b,._8

3 73 3
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= Propostas de Resolucao

Caderno de Fichas

___ 1 ___ 1
4="33E<b) 4="33B<b)
(-1-b)° (-1-b?% 11-p
PR B Gl el PN AP _0 &
3G-p) 0 3G-pn 3 °
_11-b 11-b
c=—3 c=—3
1 1
a=——-— -
3(3-b) 4="3@3E<b)
S 1= (=1-b2+B=-b(11-b)=0 & 1-b>*-2b-1+33-14b+b’=0 &
_11-b _11-b
___ 1
4="33B<h) a=—%
c:—113_b c=3

A expressao analitica que define f é f(x)=- %(x - 2)2 +3.

15.

Considere a funcao f, definidaem ]0, + o[, por f(x)=x—1-Inx.

Tem-se f'(x)=1 I el .
X X

Assim:

e f'(x)<0 se 0<x<1;
e f'(x)=0se x=1¢e

e f'(x)>0se x>1.

Logo, afuncdo f é estritamente decrescente em ]0, 1[ e estritamente crescente em ]1, +oof,
pelo que admite um minimoem x=1 queé f(1)=1-1-In1=0.

Conclui-se, assim, que f(x) >0 paratodo x>0, ou seja:

X-1-INnx>20 & —lnx>2-x+1 & Inx<x-1, Vx>0.
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

6

1. Como a questéao se refere a circunferéncia dos 9 pontos, o raio da circunferéncia é §=3.
Opcéo (A)
2. Opcao (A), porque o desvio-padrao das classificacdes da turma A é inferior ao daturma B.
3.1. Verificando que o centro da superficie esférica C(1, —2, 3) pertencea s, fica provado que
contém o didmetro.
1,-2,3=@B,2,9+k(1, 2,3) &
1=3+k k=-2
&S —2=2+2k & (k=-2
3=9+3k k=-2
3.2. r=V14
Determinar as coordenadas de B:
B-1’+(1+2°+(z-3°=14 & (z-3)’=14-4-9 &
& (z-3P-1 & z-3=%1 & z=4Vz=2
Como acotade B ésuperiora 2, B(3, 1, 4).
CA=A-C=(-1,-5,2-(1,-2,3)=(-2, =3, = 1)
CB=B-C=(3,1,4-(1,-2,3)=(2,3, 1)
CA.-CB=(-2,-3,-1)-(2,3,1)=-4-9-1=—14=—1
4. I1-b) porque u,=2x1+1=3, U3=2%x3+1=7 e u,=2x7+1=15.
Il-b), porque u,,,=2u,+1 < u,,,—2u,=1,n>1.
lll-c¢), porque u;=2x15+1=31.
IV-b), porque u,,,=2u,+1.
5. P(A|B)=P(A)=04
P(BIA)=P(B)=0,5
P(ANB)=0,4%x05=0,2
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=0,4+05-0,4x05=0,7
Opcéo (D)
6. Seja x>3 onumero deraparigas e x — 2 o nimero de rapazes do grupo de alunos.

x! _xx(x—2)!
(x-3)!Ix3! (x—4)!x2!
x(x-1x-2)(x-3)! xx(x-2)(x-3)(x—4)!

(x—3)Ix6 B (x—4)Ix2
x—1_x-3

6 2
O numero de raparigas é 4 e o numero de rapazes é 4 —2=2. O numero total de alunos do grupo é
4+2=6.

Cy=xx"7%C, & &

& x-1=3x-9 & 2x=8 & x=4

f=—
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

Como a ordem das bolas retiradas é registada, os resultados possiveis devem ser contados com
arranjos.

Assim, o niimero de resultados possiveis é A, e o nimero de resultados favoraveis é *A,, pois
existem 4 bolas com numero par.

4A 1
Logo, P(X=3)=r—"=——.
p, 14
Conclui-se que o valor da probabilidade estéa correto, mas o raciocinio do aluno nao, pois nao
considera que a ordem de saida das bolas seja relevante.

Sejam z=a+bi e z=a—bi, com a, beR.
47°+7=3(1-2) < 4(a+bi)’+a—bi=3(1 —a+bi) < 4a’+8abi—4b*+a— bi=3 — 3a+3bi

Daqui resulta que:

{4a2—4b2+a=3—3a {4a2—4b2+a—3+3a=0 PN

8ab-b=3b b(Ba—-4)=0

2 2 _ 2 2 —
o 42’ -4b +4a—3—0\/{4a ~4b*+4a-3=0 .,
b=0 8a—4=0

2 _ 4x
PN 4a+4a-3=0,, PN
b=0

<1)2—4b2+4xl—3=0
2 2

1

)

—41\4 - 4x4ax(-3) [b?=0
a

SRk 2x4 Vi._1 <
b=0 2
1 _3
P e IV
b=0 a=0
~ 2 amnn 5] _ 3
As solugdes da equacdo sdo: z=5ez=-3

A condicdo |z- 1| <2 representa o circulo de centroem (1, 0) eraio 2.

A condigao T arg(z-1) <% define um setor angular com vértice em (1, 0) e amplitude %— %=%
Logo, a regido é um setor circular de raio 2 e amplitude %
Como mnx2° — 2nrad
A — %rad
a area do setor circular, A, é:
L

A 47 X 3 =E .

2n 377
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= Propostasde RGSO'UQéO Caderno de Fichas

10.

11.

ex— e:x=§ & 5(e'—e)=3(e"+e™") < Be'-5e "=3e"+3e &
e'+e* 5

& 2e'=8e" & e_x=4 & e¥=4 & x=h4 & x='”74

Como:

_In4_In(2%) 22 _

=5 -3 — 3 -~z

a solugdo, na forma pedida, é x=In2.

Como f"(x)>0 paratodoo x€R, entdo f' é estritamente crescenteem RR.

Além disso, como f'(0)=0, se x<0, entdo f'(x)<0, pelo que f é estritamente decrescente em
]_ oo, 0[ ;

se x>0, entdo f'(x)>0, peloque f é estritamente crescente em ]0, +oof.
Assim, tem-se que f(x) >f(0)=0, paratodoo x€R.
Opcéo (D)

12.

13.

Como f é continua em IR\{0O} por ser o resultado de operagdes entre fungdes continuas,
a existir alguma assintota vertical ao seu gréfico, sera areta de equacédo x=0.

sin(x) —x o cos(x)—1 o sin (x) o cos (x)

. . - 0 . - 0 . - 0 . -

lim f(x)= lm ——— = lim ——— = |Im ——— = lim CoSY _ _1eR
Ot O X RLH | g 3x RLH g 6x RUH ot 6 6

Logo, o grafico de f ndo tem assintotas verticais ao seu gréfico.

Comprimento do intervalo na 4.2 iteragao: 5 — % =0,5
Comprimento do intervalo na 3.2 iteragdo: 2x0,5="1
Comprimento do intervalo na 2.2 iteracdo: 2x1=2
Comprimento do intervalo inicial: 2x2=4

Logo, b—a=4 e,como b éodobrode a, b=2a.

Destas duas condi¢des vem que:

{b—a=4 PN {Za—a=4 o {a=4

b=2a b=2a b=8
Intervalo inicial:
la. b]=[4, 8]

14.

[sin(x) + cos(x)] = 2 sin (x) cos (x) — 2 cos (x)sin (x) =0,
logo sin®(x) +cos’(x) é igual a uma constante, Vx €.
Como sin*(0) + cos’(0)=0+1=1, fica provado que:

sin®(x) +cos’(x)=1, VxXER.

lz ' Egirttgra
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