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Propostas de resolucao do manual

Questio 1

11. z,=-1+i; z,=-3

1.2. Re(z)=0; Re(ze):—\/g; Im(z,)=0
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1.3. z, é o transformado de z, por uma reflexdo de

eixo real.
Imizi]
Tyl
1 0  Reizi
z.* -

1.4. -z, é o transformado de z, por uma rotagdo de

centro O e amplitude 180°.

. o
Imi(z)

1.5. a)|z,|=+/(-1) +(-1)" =V1+1=+2

b) |z5| =V =1

c) |z,| =ﬂ/(—x/§)2 =3

Relz)

Questio 2

z,=5-2i; z,=3+4i; z, =-6i

2.1. a)
-1
Imiz)
] £
24--- ___;_______h_h_h.“_ ) +Z;
=5 \
0 317 8 Rel
_2 .
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2.2,

23.

a) z,+2,=(5-2i)+(3+4i)=
=5+3-2i+4i=8+2i

b) z, +z, = (3+ 4i)+ (-6i) =
=3+ 4i-6i=3-2i

21—Z+z3=(5—2i)—(m)+(—6i)=
=5—2i—(3—4i)—6i=5—2i—3+4i—6i=
=2-4i

Questio 3

3.1.

3.2

3.3.

3.4.

3.5.

z,=-1-2i; z,=3-i; z, = 2./2i

Z,%X2, =(—1—2i)><(3—i)=

=-3+i-6i+2° =-3-5{-2=-5-5i
2,+2,x2,=3-i+(3-i)x(-1-2i)=
=3-i+(3+i)(-1-2i)=3-i-3-6i—i- 2 =
=3-3+2-i-6i-i=2-8i
ngz(ﬂ)x(ﬁ):

= (—1+2i) (-2v2i) = 2V2i - 427 = 412 + 2V2i
7z, -2(z,)" =-1(3-1)-2(22i) =

= A(3+i)-2x4x2% =-3-i+16=13—]
3(2)2 xiz,2, = :a(ﬂ)2 xi(zﬁi)(ZTEi):
= 3(—1+2i)" x2V2" x(-2+/2i) =
=3(1-4i+4P) x(-242) x (-2v2i) =

= 3(1-4i—4) x 4x 2i = 24i(-3 - 4i) =

= —72i- 96> = 96— 72i
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NUmeros complexos
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Pag. 150 Questéo 6
Questio 4 z=-3+6i< -3z, =-3(1-2i)
Z,=-2+i; z,=-3+4i Entéo, z, =1-2i.Logo, z, =1+2i.
41. 2, +2,=(-2+)+(-3+4)=-5+5i (2 =(1+2i)° =1+ 4i+ 4P =1- 4+ 4i= -3+ 4i
Imiz)
z+2,= G+ Questiao 7
Ko, 5 7.1. Seja z=a+ bi um nimero complexo, com b 0.
BN 4 z=a-bi
N, 1 z-z=a+bi-(a-bi)=a+bi—a+bi=2bi
z, 1 Re(z—z):OMm(z—z):Zb;&O
: ! > Logo, z—Zz & um nimero imaginario puro.
-5 -3 -2 0 Reiz) . : RS
7.2. Sejam z,=a+bi e z, =c+di dois nUmeros
complexos.

4.2, z,-2,=(-2+i)-(3+4)=-2+i-(-3-4i)= z,+2,=(a+bi)+(c+d)=(a+c)+(b+d)i=

= 2+i+3+4i=1+5i =(a+c)-(b+d)i=a+c-bi-di=
Im{z)| =(a-bi)+(c-di)=2z+z,
2-F= 145 N
1. Im(z)
i ----------J.}T: e 2+

B
I

43. -z,-z,=—(-2+i)-(-2+i)=2-i-(-2-i)=
=2-i+2+i=4

Imiz}
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Questio 8
z,=32i; z, =2 +i; z, =3
Questéo 5 g1 4 3./2i _ 3x/§i(x/§—i) _
2,=-4+3i; z, =2z, z, J2+i (\/§+i)(\/§—i)
2, =-2(-4+3i)=-2(-4-3i) =8+ 6i _6i-3V2¢ =6i+3\5=3(\/§+2i):\/§+2i
Im(z]] V2t 2+ 3
“ 0= 8+6i '
E.._____________ -
Z S S

EIFL

P rEs

_a 0 4 8 Reiz)

-




Propostas de resolu¢ao do manual

. (T : . Questao 10
Z1X22_3\/§|(x/§+|)_3\/§|(x/§—|)_ 3.3 343 (3+3i) (1+1)
82 — T 10.1. 8ix 2 2 _gin 2F 9 _gjy _
s 3 3 T+ 1-i (1=0)(1+1)
_6|—3x/§i2_(3\/§+6i)(_\/§i)_—3\/€i—6\/§i2_ g, 3F38i-3 o o
N V3ix (~3i) - (V3 1+1
_ 102 12 V2 x3 _2Y3_2_2x(-)_
_6&—3@_3(2\/5—\/5')_ . B WB W3 i ix(-)
= = _2\/5—\/@
3 3 -2
:_7i2:—2|
Pag. 152
Questéo11
| 1.4, @ =i*®" =" =
C.A. 25
8.3 £_3(‘/§+i)_3x/§+3i_ 1
g, J3i —J3i
. - 112 i20 i1 :i30:i4x7+2:i2:_1
_(3v2+30)(V3i) _3Ei+3yae CA 20 | 4
_\/§i><\/§i _(\/gi)z 5 7
3(V6i-+/3
:g:—\/gﬁ-\/gi 11.3. i301+i302 :i4x75+1+|4><75+2 :i1+i2 :—1+i
° CA. 301 | 4
1 75
302 | 4
B 2 75
B
({8 11.4. 2+ +i® +7% =
| :i4><5+0 +|4><9+1 +|4x10+3+i4x505+1 :i0+i1+i3+i1 —
=1+i—i+i=1+i
Questao 9
z,=1-i; z,=-3+2i CA. 20 | 4 37 | 4
9.4. iz, =i(1-i)=i-P =1+i 0 5 9
Re (iz,) =1 43 | 4 2021 | 4
9.2. (i) =[i(3+2)] =[i(-3-2)] = 310 Tos0s
=(-3i-27) = (2-3i)" =412+ (3i)’ = 11.5. (2-i"°) (" -i"") =
— 4_712;_9 - _5_12| - (2_i4x27+2)(i4x2+3 _i4><29+0) - (2_|2)(|3 _ IO) —
Im(iz,) =-12 =(2+1)(<i-1)=3(-1-i)=-3-3i
93 Zi_ =i _ (1-i)(-8-2i) CA | 110 | 4 1 | 4
Tz, -3+2i (-3+2i)(-3-2i) 2 27 3 2
_-3-2i+3i+2f _3+i-2_ 5 1. 116 | 4
(_3)2 _ (2i)2 9+4 13 13 0 29
e [jJ ) _% 11.6. (2" —i1°)2 (37 - 4P°) =
2

( j<4+3 4><2+2) (—3+4i)=(2i3 —i2)2 (—3+4i)=
=( 2|+1) 3+4i)=(4i2—4i+1)(—3+4i)=
=(-4i-3)(-3+4i)= 121 +16+9- 121 =25

®IONPH 0310d © YATIVININ



NUmeros complexos

C.A. ‘ 19 | 4 10 | 4 Questio 16

3 4 2 2 2 +i é solugdo da equacdo. Entao,
2(2+i) +b(2+i)+c=0e
M7 S= 3P =14+ 4. 475 ©2(4+4i+F)+2b+bi+c=0e
k=0 . .
Trata-se da soma dos 516 termos de uma <:>2(3+4|)+2b+c+b|=0<:>

progressdo geométrica de razdo i =i, cujo ©6+8i+2b+c+bhi=0<
1—p < (6+2b+c)+(8+b)i=0=
primeiro termo é i =1. (Sn =a ]

<6+2b+c=0A8+b=0<
c=-6-2bAb=-8&

1-(=i)*"® 1_p18  q_je1zes0
S=1x (1) == = oc=-6-2(-8)ab=-8<

MMAI12DR © Porto Editora

1—(-) 1+ A+
Y oc=10Ab=-8
- 1-1
= —=—= Outro processo:
1+i 1+i S = = . .
Se 2+i é solugdo da equacdo, 2 -i também é.
CA 516 1 4 S=(2+0)+(2-i)=4
0 129
P=(2+i)(2-)=22-2=4+1=5
X -4x+5=0=2x*-8x+10=0
Pag. 153
Questdo 12 2 Pag. 155
z,=(x=i) =(y=1)i; z, =—1+i Questao 17
2 2
21:(X—i)z—(y—1)i:X2—2Xi+i2—yi+i: 17.1.2 +4:0C>Z :—4C>
= A= 2xi-yiri= (¥ 1)+ (-2x -y + i ©z=t4ez=tticz=12
S = {-2i,2i}
z1:zzc>(x2—1)+(—2x—y+1)i:—1+i<:>
17.2. 2 +102+26=0 <
2_ = — - — = 2: -V =
Sx -1=-1r-2x-y+1=1ex"=0r-y=2x & 104107 —4x1%26 1044
Sx=0Ay=-2x0x=0Ay=0 = %1 QZ:fQ
Questdo 13 -10+2i
D\6 N2 oz= —— o z=-5-ivz=-5+i
z:(|) —(i+1)"; w=(x+yi)P
S={-5-i-5+i
z=(-1)" - (P +2i+1)=1-(-1+2i+1)=1-2i { }
(e )P = (x5 yi) < () o, _ 17.3.162° +8z+5=0
w=(x+y)i®=(x+yi)x(-)=—xi—-yiZ =y —xi
1o ot ) @Z_—Si\/82—4><16><5@Z_—Si\/—256<:>
Z=we1-2i=y-xicl=yr-2=-x& 216 32
ey=Trx=2 C8x16 . 1 1. 1.1
Questao 14 o zZ= 2 @Z_—Z—sz_—erE.
3z-1=4iz o 3z-4iz=12z(3-4i) =1 s _1_1__1+1
1 1(3+ 4i) 4 2" 4 2
& zZ= -7z = - — &
3-4i (3-4i)(3+4) 17.4.2° +162=02(22 +16)=0 &
4i 4i 4.
‘:’Z:le‘:’zzzﬂ I‘:’Z:iﬂ‘*l ©z=0vZ*+16=02z=0v’=-16
32—(4i) 9+16 25 25
< z=0vz=+y-16 ©z=0vz==4i
Pag. 154 § ={0,-4i,4i
Questao 15 17.5. 22 +62° +13z=0 =

Se 3-i é solugdo da equagéo, entdo, 3+i é
solucdo da mesma equacao.

= —i i) = — 2 _
S=(3-i)+(3+i)=6 616" —4x1x13 _

<:>z(zz+62+13)=0<:>z=0v22+62+13=O<:>

&z=0vz= on ]

P=(3-)(3+)=32-=9+1=10 x
oy, 8N o B4
Logo, uma possivel equacdo & x* —6x+10=0. =z=U0vz= 5 cz=lvz=—o—<

=z=0vz=-3-2ivz=-3+2i
S:{O,—3—2i,—3+2i}



Propostas de resolu¢ao do manual

17.6. Z+§ E ﬂZOQ
z Z z

o 72+43=0rz207%=-3

S z=t/-3 o z=+/3i
= {-V3i, 3}

Questédo 18
7*-27-3z+10=0
18.1. (-2)° -2(-2)" -3(-2) +10=0 &
<:>—8—8+6+10:0c>0:0(V)
Logo, -2 é solugdo da equacéao.
18.2. 22 -2 -3z+10=0
CA

-
|
N

-3 10
-2 -2 8 -10

<:>(z+2)(22—4z+5)=0©

<7+42=0vZ?-4z+5=0<

4+.,/(-4)° -4x1x5
R4

2x1

&z=-2vzZ=

A

4+ 4+2i
&

&z=-2vzZ= Sz=-2vZ=

2
&z=-2vZz=2-ivz=2+i
S={—2,2—i,2+i}

Questido 19

19.1. 72 -822-9=0
Fazendo w = z? e substituindo em z* -8z22-9=0,
vem:

8+ 2 _4x1 9
w2 -8w-9=0ow-= \/ kel )<:>

2><1
=w©W=$©W=—1VW=9©

(<:>2)22:—1v22=9c>Z:i\/?1vZ:i\/§<3

& z=+ivz=13
S={i,~i,-3,3)
19.2. 7* +322+2=0
Fazendo w = z? e substituindo em z* +32> +2=0,
vem:

2
W2+3W+2=0<:>W:_3i 3 —4xix2 RN

2x1
-3+ —3+1
Sw= Sw= =N
2 2
<:>W=—2\/W=—1(<:>)Z =2vZ:=-1o
<:>Z=ix§v2=i\m<:>z=i\/§ivz=ii
S= {—ﬁi, J2i i, i}
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Tarefas de consolidagao 1

1.

21.

2.2,

23.

2.4,

3.1.
3.2
3.3.

3.4.
3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

4.1.

P=-1eR; -*=igR
(1—i)+(i—5)=1—i+i—5=—4eR
(1-)(1+i)=1-2=1+1=2€eR
Opcéo (B)

3. 3 3 . 3 .
—+i|-|—=-i|==+i—-—+i=
(F-( )%

=6_3+2i=3+2i
10 10

1—2i - —1—1i :1—2i+1+1i:
2 3 2 3

_1+2 641 3 5
T2 3 2 3

(HC-i5

—(1-i)+(2=3i) =—1+i+2+3i= 1+ 4i

(3+i0)i=3i+i* =-1+3i

i (1-3i) = —i(1- 3i) = i+ 3% = -3 -1
(a+ bi)(c+di)=ac+adi+ bci+ bdi* =
=(ac-bd)+(ad + be)i

(-2+i)’ =4-4i+%=4-1-4i=3-4i
(i1’ =(i-1)(-1) = (-1 (7 -2i+1)=
=(i-1)(-1-2i+1) = (i- 1) x(-2i) =
=21 +21=2+2i

(a-bi)* = a? - 2abi + (bi)* = a - b* - 2abi
1 12+ 240 2+ 2 1
2-i (2-i)(2+1) 2°-F 4+1 55
1+3i=(1+3i)X(—i):—i—3i2=E:3_i
i ix (i) 2 1
4 4i(-1+2) ~
—1-20 (-1-2)(-1+2)  (<1)° - (2)°
8-4i_ 8 4

1+4 5 5

1:i—3<:>‘|:(i—3)z<:>z: .
z -3 +i

1(-3-i -3-i
SzZ= ( ) =34+ 8-

(-3+i)(-3-1)

-3-i 3 1.
= SZ7= |

®IONPH 0310d © YATIVININ
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4.2,

5.1.

5.2,

5.3.

@:2—i®2+i:(2—i)z<:>z=2—+!<:>
z 2-i
. . ..
:(2+f)(2+f)©Z:4+4|4.r|
(2-i)(2+1) 22 2
4-1+4i 3
Sz=
4+1 5

=>Z=

z,=k-1+(2k* -k -1)i; z, =%—%i; W =2 x2,

:((k—1)+(2k2—k—1)i)x[;—;ij:
=%(k—1)—%(k—1)i+
+—(2Kk? k- 1)i—%(2kz—k—1)i2:

N
(k 1+2k? - k—1)+%(2k2—k—1—k+1)i:
=

2k* -2)+ (2/(2 2k)i:k2—1+(k2—k)i

N\—x I\)\—\ N\

w é imaginario puro <> Re(w)=0Alm(z)#0 <
Sk?-1=0rk?*-k#0= k> =1rk(k-1) =0
Sk=t1Ak#0rk =1
weR\{0} < Im(w)=0ARe(w)=0<
SkP-k=0AK -120
Sk=0vk=1Akz-1rk#1=k=0
=0-1+(2x0°-0-1)i=-1-i

27 = (i) =142+ =142i-1=2i

z?=2i
i80 + i82 — i4><20+0 + |4><20+2 iO + i2 — 1 _1 — 0
CA. 80 | 4
0 20
82 | 4
2 20

(2+3i)" =4+12i+(3i)" =4+12i-9=
=-5+12i

Entdo, 2+ 3i € uma raiz quadrada de z .
Seja z, =a+bi uma raiz quadrada de z .
zl=zo(a+b) =-5+12ie

& a® + 2abi+ (bi)’ =-5+12i

oa®-b?+2abi=-5+12i<

6 2
a’-b*=-5 [5} ~bT=-5
= = =

{ 2ab=12 6
a=—
b

8.1.

8.2.

NUmeros complexos

—2—b2— -5 36 - b* =-5b?
b
= & 6
b
x*-5x-36=0
= =
(.\-:bz) a=§
b
5+/(-5) —4x1x(-36) [ _5+169
= e 2x1 = 2 o
6 a8
a:B b
x=5i13 x=-4vx=9
=S 2 o =S
6 a=— (x=b%)
a=—
b
b*=-4vb*=9 b=4+3
=
(x=b%) a:§ (ﬁ;) a—§<:>
b b
- b=-3 b=3<:> b=-3 (h=3
A\ A\
a=£ a=§ a=-2 |a=2
-3 3

2,=-2-3ivz,=2+3i

A outra raiz quadrada de z é -2-3i.

Seja z=a+bi
z-2iz=3 < a+bi-2i(a+b)=3<
a-bi-2ai-2b° =3
< (a+2b)+(-b-2a)i=
a+2b=3 a+2(-2a)=3
= <~
-b-2a=0 b=-2a

3+0ie

a-4a=3 -3a=3 a=-1
= = L=
{b:—Za {b:—Za {bzz
z=-1+2i
S={-1+2i}
Re(z)]
= 1+2.'| 7
i ] Imiz)

23+4z=0<:>z(22+4)=0<:>
©z7z=0vZ+4=0c2z=0v:i=4d <

©z=0v2=i\/1<:>z=0vz=i2i
S={O,—2i,2i}
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Im(z)

7 =1

O z=0 Re{z},

Pag. 157

6:+/(-6)" —4x1x 25

91. 22-6z+25=0=2z=
2x1

664 6+ 8i
2

o z= & z=314i
2

z,=3-4ie z;=3+4i
AB=4-(-4)=8
@xRe(zA)_sxs

OAB]: 2 :12ua
9.2. OA=[z,|= 3" +(-4) -

=J9+16=25=5

OB =|z,|=|z,|=5

P . =OA+OB+AB=5+5+8=18u.c.

101.2° ~ 23122~ 4z=-0
<:>z(22—2\/§iz—4):0<:>

&7z2=0vZ-2f3iz-4=0&

<z=0vz=

24/3i + \/(—2J§i)2 —4x1(-4)

2x1

23i+/-12+16 -
2

24/3i+2
> =

< z=0vz=

<z=0vz=

<:>z=0vz:—‘|+\/§ivz:1+\/§i

2,=0; z,=1; z; =1+/3i; z, = —1+/3i

BC=1-(-1)=2
OA=1
AB=+3

BC +0OA
A[OABC] = Y x A

2+
AB = 3=

(=4

f=—1

—ua.

10.2. OB =|z,| =\ +/3" =4 =2
%:‘ZC‘:‘ZB‘:Z
BC=2
=0OB+0OC+BC=2+2+2=6u..

Roscy
11. Naopgao (A):
2(1-3i)" -4(1-3i) =
&2(1-6i+(3)")-4+12=5c
©2(1-9-6))-4+12i=5&
©2(-8-6i)-4+12i=5&

& -16-12i-4+12i=5 <
< -20=5(Falso)

Na opgao (B):

(1-3i-1)’ =9 (-3) =9
o 9% =-9 o -9 = -9(Verdadeiro)
Na opgao (C):

(1-3i)° +2(1-3i)+10=0 =

<1-6i+9°+2-6i+10=0<
=13-9-12i=0 <=
< 4-12i=0(Falso)

Na opggo (D):

1-3i)’
u+1—3i:10<:>

2
-
12697 4 sic10e
2
12970 sis10s

< -4-3i+1-3i=10<
< -3-6i=10(Falso)
(B) é a opcéo correta.
12, f(x)=x>+x"
g(x)=x*+3x*+4x+2
h(x)=x*+3x"+3x+1
i(x)=x*+3x*+2x
121.f(x)=0e=x*+x* =0’ (x+1)=0=

ox*=0vx+1=0x=0vx=—1
f =1l
g(x):0©x3+3x2+4x+2:0c>

C.A. 1 3 4 2
-2 2
1 2 2 0

@(x+1)(x2+2x+2)=0<:>

®IONPH 0310d © YATIVININ
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Sx+1=0vii+2x+2=0
2++22 —4x1x2 -

2x1
2++/-4

2

[
ImpossivelemR

g(0)=0°+3x0°+4x0+2=2%1

oSx=-1vx=

Sx=-1vx=

g—l

h(x)=0=x*+3x*+3x+1=0<

C.A. 1 3 3 1

<:>(x+1)(x2+2x+1)=0<:>

Sx+1=0vx’ +2x+1=0&
ex=-1v(x+1) =0

Sx=-1vx=-1

h(0)=0°+3x0%+3x0+1=1

h—ll

i(x)=0=x*+3x*+2x=0<
<:>x(x2+3x+2)=0<:>x=0vx2+3x+2=0<:>
—31\/m©

2

-3+1
<:>x=0vx=T<:)x=0vx=—2vx=—1

<x=0vx=

-1V

12.2.0 polindmio que tem dois zeros n&o reais é o

polinébmio definidor de g .

2+ /-
x3+3x2+4x+2=0<:>x=—1vx=%<:>

—2+2i
[ =

Sx=-1vx=

Sx=-1vx=-1-ivx=-1+i

(=1, =1+, - 1=}

Pag. 159

Avaliagao formativa 1

1.

\1 - i\ representa a distadncia do nimero complexo
1-i a origem. Logo, € um numero real.

%1% =1xi*20 =1x® =1x1=1eR

JEx(H) =v=F =7 =y =J1=1eR

( 1 j 1(-8) -3 -3 1.
Tl e e L
3i) 3ix(-3) -9° 9 3
E um imaginario puro.

Opgéo (D)

5.2.

NUmeros complexos

Seja z=a+bi

z-4z=F -2 a+bi-4(a+bi)=-1-2c
e a+bi-4(a-bi)=-1-2ie

o a+bi-4a+4bi=-1-2i<

< -3a+5bhi=-1-2i<

1
a=—

-3a=-1 3

5h=—2 2

_ .2

5
1 2.
z=—-Zji
375

Sejaz =a+ bi

|2 —zz=a b7 —(a~+bi)(a+bi)=

=a’ +b’ —(a+bi)(a-bi)=a" +b’ —(a2 —(bi)z):
=a’+b’—(a"+b*)=0

Entao, z\z —zz=0

Se z é um imaginario puro, € da forma z =ai,
ae]R\{O}.

w=2z? -2z~ = (ai)’ - 2ixai+1=

=a% -2a* +1=-a*+2a+1eR

Logo, w & um numero real.

7 -322+4z-12=0

Mwwegsr Ciloula

s i

ke Th

Tere =1 fiagen
Se z=3, 3*-3x3’+4x3-12=0<
=27-27+12-12=0&
< 0=0 (Verdadeiro)

Logo, 3 ¢é solugéo da equacéo.

2*-3722+4z-12=0&
C.A. 1 -3 4 -12
3 3 0 12

1 0 4 0

<:>(z—3)(22+4)=0<:>
©7z-3=0vZ?+4=0 z=3vZ¢=4s

<:>z=3vz=ix/1<:> z=3vz=12i
S={3,—2i,2i}
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6.1. Calcula as poténcias de i, para expoentes de 1 a 4. 13 z,-2z, -Bi-6i —12i(8 + 6i)
6.2. Para k=1, z« 1xi=i oy T 8-6i _(8—6i)(8+6i)_

272,

k=2, z<ixi=—1 02 081 72(A ,
K=3. 7 —Axiz—i _-96i-727 -96i-72(-1) -96i+72 _

= i
k=4, z« —-ixi=1 64 — 36i 64-36(-1) 64+36
6.3. i,—1,-i,1 —E—ﬁi—ﬁ_ﬁi
100 100 25 25

o 2.4, 12014100 B2 ST 40 2 =
oo e A
1> c) iR i 10 7
Il : (i)
W= -iz=-i(a+i)=-ai- =1-ai :%_1:_14
W] =7+ (—a)2 =\1+8° z,: parte real e parte imaginaria negativas
II— a) z,: parte real positiva e parte imaginaria negativa
- z,: parte real e parte imaginaria positivas
OA= (a, 1) z,: parte real negativa e parte imaginaria positiva
OL = (1-a)

S 2.2. 2z, e 2z, s&o numeros complexos simétricos,
OL-OA=(1-a)-(a1)=a-a=0

logo 2z,+2z,=0.
- c)

AVA
LOA = 90° porque OL-OA=0.
Entao, o tridngulo [LOA] é retangulo, pelo que

z, € z, s&o numeros complexos simétricos, logo
z,+z,=0.

Assim, 2z, +27,+22,+2,=0.

néo podera ser equilatero. Opgéo (B)
Como [LA] é a hipotenusa do tridngulo,
3. z,+z
7 a2 a2 ~7 2 Tl 2 2 . « g
LA =0A +0OL <:>HLAH =|7|" +|w| z,: parte real =0 e parte imaginaria =0
IV —b) z,: parte real =0 e parte imaginaria =0
Se as partes reais forem simétricas, z, + z, pode
Pag. 160 representar um namero imaginario puro.
Tarefa 2 Z+2Z4
1. P-40 z, e z, sdo simétricos em relagéo ao eixo real.

‘21 _ 23‘ =12 2, =-6inz, =6i Adicionando z, e z,, a parte imaginaria anula-se e

- [z]lf a parte real é a soma das partes reais de z, e z,.
Clz, z, + z, representa um numero real.
10 Z,+ 2,
i 6 X B > z, e z, nao s&o simétricos em relagéo a origem.
D D/Z-' Relz) Adicionando z, e z,, nem a parte real nem a parte
10 imaginaria se anulam. z, + z, representa um
1A numero complexo, mas ndo um imaginario puro.

Aplicando o Teorema de Pitagoras vem:
102 = x2 +6% & x2 =100-36 < x? =64(©0)x=8

zZ,+2,
z, e z, tém parte real negativa e parte imaginaria
z,=8n2,=-8 com sinal contrario, mas n&o simétrico, logo

11, ©xz, =i x8=ix8=8i adicionando z, e z, nem a parte real nem a parte

) . imaginaria se anulam.
z,-z| 10 10 10i 5.

——i z, + z, representa um nimero complexo, mas nao
z

1.2. —=—=—=
6i () 67 -6 3

3 - P
um imaginario puro.

Opgéo (A)
10

®IONPH 0310d © YATIVININ
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4. z,+z,+2z,

z, € z, s&o numeros complexos simétricos.
2,+2,=0
z, + 2, + z, = z, que representa um nimero

complexo com parte real e parte imaginaria
diferentes de zero.

z,+2,
z, + z, nado tem parte imaginaria nula pelo que néo
€ um numero real.

z,+2,

z, + z, nao tem parte imaginaria nula pelo que néo
€ um numero real.

z,+2,

z, e z, tém parte imaginaria simétrica e partes
reais iguais logo, z, +z, € um numero real que é a

soma das partes reais de z, e z,.

NUmeros complexos

tanezi:ﬁ -
V3 3 :>arg(z)=g
(V3.1)e1°Q.
20.4. 7= -3+/3i

|2|=p= (—3)2+(\6)2:\/QT:

=12=+22x3=23

Seja 6 um argumento de z .

Opgéo (D)
Pag. 161
Questao 20
20.1. =2+ 2\/3i
2] =p=\22 +(2V3) =V4+12=+16=4
Seja 6 um argumento de z .
tanezﬁzﬁ P
2 :>arg(z)=§
(2.243)c1°Q
20.2.2:—£+£i
2 2
2 2
2) (V2) 22
‘Z‘sz — | | —| =.]=+==1
2 2 4 4
Seja 6 um argumento de z .
V2
2
tang=—-==-1
2 :>arg(z)—ar—£—ﬁ
2 4 4
22 5eq
22
20.3. z=/3 +i

2= p={(¥3) +7 =B¥1=2

Seja 6 um argumento de z .

21.1.z=2+2/3i

2] = p=22 +(243) =Va+4x3=\16-4
Seja O um argumento de z .

243
5 =3

tang=—— 3

(2, 2J§)e1.°Q.

=arg(z)=

wla

i
z=4e?d

21.2. 7= -3/3 + 3i

2= p= (_3J§)2+3Z -J9x319=36=6

Seja 6 um argumento de z .

y 4 1 3

tang = -——=

—5\/52 V3 _?:arg(z)=n—

(—3\6, 3)62.°Q.

5n

I
z=6e°®

213. z=1-i

== T+ () =2

Seja 6 um argumento de z:

tan0=_—1=—1 b
1 :arg(z):—z

(1,—1)64.°Q.

2=zl

21.4. z=2J3 +2i

|z|=p= (2\/§)Z+22 =J4x3+4=16=4

Seja 6 um argumento de z:

oA

tan@zﬁ:_ﬁ - 51_[
-3 3 :>arg(z):7r—g:E
(—3,J§)ez.°Q.
Pag. 162
Questao 21

11
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tane——2 13
23 V3 3 Sag(z)=2
6
(2v3,2)e10Q.
z 4ei6
21.5.z=—/2 +/2i

2= p=(~V2) +2" =2+2=V4=2

Seja 6 um argumento de z:

V2
tang=——= =-1
-2 :>arg(z):7t—§:37ﬁ
(—\/5,\/5)62.°Q
3
z=2e*
21.6. z */—' __1,.¥8,
4 4
- B -
P= 4
_ /f+f=\ﬁ=f
16 16 4 2
Seja 0 um argumento de z :
3
tang=-4 -3
- :arg(z):n—ﬁzﬁ
4 3 3
13 €2.°Q
4 4
2n
z-1e
2
21.7. z=—/2 - /6i
2 2
df=p=\(~V2) +(-V6) =V2+6 =B~
=N22x2=22
Seja 6 um argumento de z :
tana—i \f .
- :arg —‘rr+§=
( 2, \/_)63.°
)
z=2/2e" ®
218 7= 2V3-5__5V3 5,
2 2 2
53 ( 5V [25x3 25
lzl=p=,|-——| +|-=| = + ==
2 2 4

75 25 f‘lOO 10
=, [—+— = 7:—:5
4 4 4 2

12

Seja 6 um argumento de z :

5

5 1
53 53 3

21.9. z=(

tang=—2_=—> - _

(3-i) 9-1
_12+10i+2(-1) 10+10i

-(-1) 10
2| =p=vP+1? =42

Seja 6 um argumento de z:

1
tan9_5_1 =arg(z)=

(1,1)e1°Q.

z=2e*

Nl

21.10.
z=2+(1+i“3)2 =
=2+12+2><‘I><i43+(i43)2=
=2+1+2x (i) +i%
:2+1—2i+(—1):2—2i
C.A. 43 | 4

22 (2) =B -

=22 x2 =22

Seja 6 um argumento de z :

2__

tand =

2
(2,-2)e4r°
(-

z=2J2e' * )

4+2i) 12+4i+6i+2°

:arg(z):—%

3
3

=1+

=

®IONPH 0310d © YATIVININ
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Questio 22

221

22.2.

22.3.

22.4.

22.5.

22.6.

22.7.z=

.z=-5i; |z|=|-5i=

arg(z) =arg(-5i)=-—

z= 5ei[7gj _ 56

z=-5i=>5e 2

z=20; |z|=|20/=20
arg(z)=arg(20)=0
z=20e"°
z=20=20e"°
z=-100

|z| =|-100| =100
arg(z)=arg(-100)=n
z=100e"
z=-100=100€"
z=3 =3*™ =3j' = 3j
2|=J3i-

arg(z)=arg(3i)=

N A

z:3eig
7=3=3¢"
2=2.4_2_ 4
i P
A-12i-2
. T
arg(z) =arg(-2i) = -3

z= 2ei[7gj = 2e7%

7=-2i=2e 2

2| =21 =

. T
arg(z) =arg(2i) = >
z=2eig

7=2=2¢2

(1+i)° =1+ 2+ =1+ 2i-1=2i

Pag. 163

228. 7 =[1+{=VE+ ¥ =2 ; |7 =[2| =12

arg(z)=arg (\/5) =0

z=+/2e"
z=+2=12e"°

NUmeros complexos

22.9. 7 =[1+i|xi=V2i; 7| =|V2| =2

arg(z)=arg (\/EI) =

z=+/2¢2
z=12i=/2¢?

T
2

Questio 23

231.2z=3 cos"+isin”):3{@+ix;}

6 6
_ié

2

23.2. z= 5e. 5{003[ %)Hsm[ ﬂ:
A5
2
23.3.z= 3x/§eiT = 3x/—(cos—+|sm—J

-2 Z)tsnn- 3]

=3\f( cos4+|sm ) S\f[ \/_ \/—]

3242 3ff

=- i=-3+3i

2
&
23.4.z=/3e' ¢/ =

- ()i 5]

—\/_[ S—|smEgEJ
= 3{cos[n—g)—isin(n—gﬂ
=V3|-cosZ-isinZ|=/3
[~cong-isnz)- 5
3 B
2 2

51[
23.5.z7=2¢e 3 —2(cos—+|sm—j

_2{@3(%_3]“3.{% 3}}

Pag. 164
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SR Gl G R

23.6. z=+/2¢? =\/§(cosg+isingJ=\/§(0+ix1)=
-3

23.7.z=2e" =2(cosm+isinm)=2(-1+ix0) =-2

23.8. z=2e™
—2(-1+ix0)=-2

239, 7-3¢\ 2 _3 {cos (— g) +isin [— Zﬂ -

=3[0+ix(-1)]=-3i

X 19
23.10. z= 2e[ 8 jzz{cos(—?njﬂsin[—?nﬂ:

19 . .19
=2|cos—m—isin—n |=
( 3 3 j

:2[005 ) +isin( ]_

CA. | 19 n
—mn=67+_—
3 3
.. T 1 V3
=2 ——isin—- |=2| —- 1-
[cos3 ISInSJ [2 ix 2] Jai
13n
23.11. z=2y3e °© =2x/§(cos%+|sm%j
CA. | 13n o
— =21+
6 6

_2f[0036+|3|n j 2[[‘/_+IX;]
=Z\/§\E+Zfi=3+\/§i

23.12. z:\/ie‘(’% _
=x/§{cos(—2:tj+isin(—2:tﬂ:

C.A.
ﬁ=5n+5=4n+n+ﬁ
4 4 4

=ﬁ{cos[n+2}—isin[n+2ﬂ:

=x/§{—c032—ix(—sin2ﬂ=\/§(—2+\/§iJ=

2 2

=—1+i

14

Pag. 165
Questao 24
=l
241.z,=2e % ; z,=2e"*
‘21‘:‘22‘=2
AL P PPN LI P O
4 4 4
©31=-1+8k = 32=8k < k=4cZ
Como |z,|=|z,| e 3%{Tcz——+8k entdo z, = z,.
121': i(’ﬂj
24.2.z,=¢5 ; z,=¢' °
‘21‘=‘22‘:1
1z—ﬂ=—@+2k1t<:>2=—§+2k<:>
5 5 5
=12=-8+10k ©20=10k o k=2€¢Z
Como |z,|=|z,| e 127n__@+4n entdo z, =z,
5 5
24.3. 2, - NASIIPWAS)
137
z,=2\2e 7
2| =|2,| = 2v2
BT ke 1B s
77 7 7
S -1=13+14k o -14=14k s k=-1€Z
Como |z,|=|z,| e —E—@—Zn entdo z, = z,.
7 7
24.4. 7, =26 ; z, = 2¢"
21| =z, =2

—m=n+2kno -1=1+2ko 2=2ksk=-1€Z
Como |z,|=|z,| e -n=n-2n,entdoz =z,.

[ 5 [ _13n

24.5. z, = 2el[77) ; Z, = 2el[ 2 j

|2 =|z,[=2

O B ke -2 Ble

2 2 2 2

& -5=-13+4k & 8=4k > k=2¢cZ
5n 13n

Como |z,|=|z,|]e ——

—-——+4n,entéo z, =2z,
2 2

Questao 25
T
251.2,=3e ¢ ;z,=3e" °®
|zi| =z| =3
L S TESL A NP TN
6 6 6 6

<:>13——5+12k<:>18—12k<:>k—%<:>k—§

Nao existe ke Z tal que % = —5—; + 2kt .

Logo, z, = z,.

®IONPH 0310d © YATIVININ
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i37r 187!
252.z,=e7; 2 —e i
|z =|z,|=1
3 187 ke 218 k3184 14k o
7 7 7 7
o - 15—14k<:>k——EeZ
14
Nao existe k € Z tal que 3; g+2k
Logo, z, # z,.
- (A7
25.3. z, =4e[ 8); z, =4e( 3
|z =[z,|=4
LY £, PRI N LSNP PO
8 8 8 8
& -1=-17+16k =16 =16k < k=1 Z
17
Como |z,|=|z,| e —g= ?n+2n z,=2,
25.4. 7, =5¢" ; z, =5¢*"
|z]=]z|=5

—n=4n+2kn < -1=4+2k < -5=2k &
5

ok=——¢Z
2

Nao existe ke Z tal que —n=4n+ 2kx.
Logo, z, # z,.
[ 31[] 71[
255.z,=5e"' °/; z, =3e5
|z[=5; |z,|=3

Como |z,| #|z,|, z, # z,.

Questao 26

T

el[ﬂ:eiﬁ <:>1:1/\—f:%+2k7t,kez<:>

1

—+2kkeZ<:> -3=a+24kkeZ <
4 12

= a=-3-24k
Se k=-1, a=-3-24x(-1)=-3+24=21e7"

Pag. 166
Questao 27

271.z,=€°

[ 27
27.2.2, = 2l 5]

An

NUmeros complexos

27.3.z,=2¢ ¢
Jn i( ) A7n
—z,=—/2e 5 =2¢'°® —J2e's —«Eee
CA. | 17xn 5n
L, W 2
6 6

([ Tn
27.4. 2, - 3¢l )

Questao 28

28.1. 7, - 26 pole) _

28.2.7, - 26" =26

71!
=2

[ 4n

28.3.z, = _33( 3] 36{7?*"

Questao 29

29.1. 2, = 2%, z, - 3¢l

z,=3e

2 =[z:|=3
E=—&+2kn<:>1
6 6 6

4n

] = 3ei(%] = 3eig
(%]
= 23 +2k &
6

©1=-23+12k < 24=12k o k=2¢€Z

T

237

Como ‘Z‘:\zz\ e 5=~ *4m entdo z,=2,

6

29.2. 7, = 3ei(%]

-z|=|z|=3
—@ 5—n+2k
6 6

< -10=12k < k=

5:§+2k<:>—5:5+12kc>
6 6
10 k- 5.g

12 6

51 bm

Nao existe k € Z tal que “5-6 +2kn

Logo, -z, # z, .

15
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Pag. 167

Questéao 30
30.1. (1+i)"

Seja z=1+i
|z| =V + 7 =2

Seja 6 o argumentode z.

1
tand = - =
anv=q =arg(z)=
(1,1)e1°Q.
z=+/2¢
L 10 1
iz 10 i10xZ
210:(1+i)10:[\/§e4] =42""" =

NG

INE

1 10 L L L ud
:(22] e? =2%2 =32e 2 =32e2 =32

CA. | 5n T
—=2n+—
2 2

8ix(2) 8ix256x1 20481
10T {57 (5%)
(3-1) 1024e[ 5) 1024e[ :)
CA. 8 |4
0 2
=i =1

Seja z=+/3-i:

4= (s3) + (-1 =3 +1-2

Seja 6 o argumentode z:
tanez—i:—ﬁ
V3 3 Sarg(z)=-
(v3.,-1)e4°q

30.2.

ola

-2 - 2e55 ool U gli ¥ g
e'(’?) e'[*?]

's n,oom)_ (31 _

=2eb :2[cos6+|sm6j:2[2+|2J:J§+|

CA. | 13n T

16

Seja & oargumentode z:

-1

tanf =—=-1

ane= :arg(z):—rE
(1,-1)e4°Q

AL

= 8ei(_%)
_ el[T(f? } _ ei[gﬁ?n] — g2t g0 _
=cos0+isin0=1

Questao 31

3LL(J§_02+2g@9:

=3—2J§442+2{cos(—gj+ign[—gj}:

. m .. T
=3-2J3i—-1+2| cos——isin— |=
& [ 3 3J

=3—2J§—1+2[;-4xf§J:3—2J§—1+1—J§:

=3-33i

Seja z=3-33i:

|| =43 +(—3\/§)2 =/9+9x3=136=6

Seja 0§ o argumentode z:
tanezéz—\@
(3,-3V3)c4°Q

:arg(z):—g

PG
Outro método:

(ﬁ - i)2 + 2ei(7g) = [Zei(g) ]2 + 2ei(7g) =
CA. Seja z= J3-i

2] = (V3) +(-1) =2

Seja 6 o argumentode z:

tam‘)z_—1=—ﬁ
V3 3 :H:—g
(\/5,—1) ed.lqQ.
z=2ei[%]

(@ T

= 4(3{_gj + Zei(_gj = 6ei[_§)

— iﬁ F—
31.2. 1+i+2\/§e 6 Xe[ 12] _
| 5m
6

IRTOY AL IPRTY Ao
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97 .3
=1-i+2y/2e"2 =1-i+22e * =
=1—i+2x/§(cosezc+isinTJ=

:m4+2J§{am[n—Zj+mm(n—ZH=

—1-i+ 22| —cos E+isin” |=
[ 4 4

=1-i+ 2f[ V2 |‘/2—]= —i-2+2i=-1+i

Seja z=-1+i:

|z| = ./(—1)2 +12 =2

Seja 0 oargumentode z:
1

tan@=—=-1 n 3n
-1 :>arg(z):7:—2=7

(-1.1)e2°Q.

z=+/2e*

31.3. (2-2i)x NN AN A

C.A. | Seja z=2-2i:

|z| =427 + (—2)2 =8

Seja 6 oargumentode Z:

tan0=_—2=—1 P
2 :>arg(z)=—Z
(2-2)e4. Q.
AL
( nm 5n
=\/6—4€[ ) 8e[ j
Pag. 168
Questao 32
4
4 2e°
G (B[]
321.z= il . 2_4: =
(2+2i) [Zﬁel“j
C.A. Seja z1=x/§+i
|z,| = (\/§)Z+12=2
Seja 0, argumento de z,.
tan01:i:ﬁ .
J3 3 :>arg(z1)=g
(V3.1)e1°a
z, _2eg
Seja z,=2+2i

|z,| =22 +2? =B =22

MMA12DR-NUMCOMPLEX-2

NUmeros complexos

Seja 0, o argumento de z,:

2
tané, _5_1 = arg(z,) =

(2,2)e1°Q.

2, =2\2e"%

N|a

4 |ﬂ
2*J2'e
1) i —i—1)* i
:;fgj PO SN k) P 3

++/3i -

CA 19 | 4

32.2. z= (

M9 _ 3

Seja z, =-1-i:

2= + (1 -2

Seja 0, o argumento de z,:

=—=1
tan?, -1 =arg(z)=

(-1,-1)e3°Q.
z, _fei( <)
Seja 22=3+\/§i.

|2,| =3 +(\/§)2 =23

Seja 9, o argumento de z,:

Ne

tang, =—

(s,ﬁ)e1.°o.

=arg(z,)=

ola

2, =23e"

4
[&k{iq
923 x

_ 3 _
= x6e? = an

4
{zﬁeiej 2'x3%?

i(-37) i i
- —x6e? = ie(
i 36

22 x3%¢ 3

_A s 1 ) 1 5
6

2n

1 1
6 6
+4n=—
3

2n

]><6e3 =
C.A. _&

4><2e 2

31)\2
) 4 \/EeI4J 31[
323.z2=— = LA

Mt =—-—

17
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CA. | Seja z,=-1+i:

|| =2
Seja 6, o argumento de z,:
tang, = -1 (z,)= n_3m
(-1, 1)e20Q. = a9A) =T =7
z, =2e*
5| 4
1 1
Seja z, =—V3 +i.
|z,|=2
Seja 0, o argumento de z,:
tané, :i:—E
3 3
(-V3.1)c2°Q
51
:>arg(22):rc—g=F
51
z,=2e°t
((3n 107 [ 1n
R o o O D B -
2 2 2
C.A.
L PN

3-5i+2("" 3-51+2i 3-3i

32'4' zZ= 4 4 A T
(\S/EeimJ (\8/5 ) e’ 2et
CA. 17 | 4
1 4
i17 — i1 =i
Seja z, =3-3i:

|z, =3 +(—3)2 =J18=3.2
Seja 0, o argumento de z,:

tang, = — = -1
anch= :>arg(z1)=—%

(3,-3)e4.°Q.

Z, = 3\/56{%j

ESNER NG

J2e
32.5.z:1+ei5=1+cosE+isin£:1+1+ﬁi=
3 32 2
3 3.
==+
2 2

18

|- mﬁ] °3_ 5

2 2

Seja 6 oargumentode Z:

3
tan9=i—§
3 3 n
a ==
2 = arg(z) 5
343
—,—let1.fQ.
z=+/3e"
Questao 33
cosf+ising e e

cosf—ising cosO+isingd e ?

_ (D) _ i)

Questio 34
.3n
Z_( i—1 ] |2t
i-V3 Ze%
C.A. | Seja z, =—1+i

2= (- +F -2

Seja 6, o argumento de z,:

n

tang, = -1
(<1,1)e20q,= 29(2) =7

3
Z, = J2e'

Seja z, =—V3 +i.

2, = |(V3) +7 =2

Seja 6, o argumento de z,:

tané, 1 e

NI
(—£,1)e2.°0.

Y
:arg(zz)—n—g——

iSTL
=Jp 6
z,=2e

s ;
= Z= = Z= 7 e

o

Pag. 169

3n

4
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34.1. ZGR<:>_1—n;=O+kn,keZ<:>

o

Iml[z]T

TN

0 Re(z}

@—%:k,keZ@—nzmk,keZ@
on=-12k,keZ
k=0,n=0gN\{0}
k=1n=-12¢N\{0}
k=-1n=12eN\{0}
34.2. z imaginario puro de coeficiente negativo <
Imzil

) Reiz}
ol ¥
-nm n 1

o e I dknkelo——r=——+2kkel S
12 2 12 2

S -N=-6+24kkeZ <n=6-24k keZ
k=0,n=6¢N

ol

Questao 35
z,=2i= 267 2z, = 2ei[7gj
z, =1+ J3i
|z,| =NT V3 =2
Seja 0, o argumento de z,:

tano, =3
(1,\/§)€1°Q

=arg(z,)=

wla

@—E—ﬂzﬁ+kn,keZ<:>

2 3 2

NUmeros complexos

Im(z)

I
z
LY

0]/ & Reiz)
2

<:>—1—ﬂ=1+k,keZc>—3—8n=3+6k,keZ<:>
2 3 2

6 + 6k

< -8n=6+6kkecZ <n=

kel s

<:>n=_3;3k,keZ

—3—3><(—5)

k=-5,n= -3eN\{0}

Questéo 36
z,=1-i; W:(ixZ)n
z, =1+i
-2
Seja 6§ o argumento de Z:

tanf =1 -\
(11)etoa.=29(5) =4

7, = 26"
we [ei;‘ <26 J _ [ﬁe‘(?i) ] _ (ﬁeii" ] _

3nm
=J2"e*
36.1. w & um numero real negativo <
Q;T:n+2kn,keZ<:>377:1+2k,keZ<:>

4+ 8k

<3n=4+8k,keZ < n= keZ

Imi{z)]

0  Rez

19
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36.2. Re(w):lm(w)ARe(w)>0<:>
ST oknkeze ok ker o
4 4 4 4

1+ 8k

<3n=1+8k,keZ & n= kelZ

3eN

k:1,n:1+8X1:
3

A
Imiz)

4 s
0 Relz)

Pag. 170

Questio 37
z=2z'xe" <:>2+4i:(—x/§+3\/§i)e‘° o
- 2+4i o
~2+3V2
(2+4i) (-2 - 3V2i)

T V2 3vE)(2-342)
N2 -6\2i-42i-122
Ad 2 2 =€ <

() -(o2)
2\2-6V2i-42i+122
= =€ &

2-9x2P

10v2-10v2i ., 1042-10v2
o——————="o————=e"o
2+18 20

V2 N2
=€

2 2

i0

w= el(f4

eHj —e® > 0=-"12knkeZ

20

Questio 38

z, =2e": z,= 4[cosg+isingj

38.1. z, = 4e?

n T

z,x2, = 26 x 4ei[75) = Se{%gj _ge®
i i[Lnj 5 ,[,ﬂj
38.2. -z, = —2e4 =2e'* /=2¢4 =2¢' *
C.A. 51 _ 37

T 2 .2m T
z)? =[4esj ~16e ® =16e*

[ 3n [ 3n

—z,x2,2 = 26l %) 166 _azel ¢4 _a9el %)

Pag. 171

Questio 39

39.1. z:ﬁ—li

(2] (5]

Seja § oargumentode z:

1
tan9=—2=—i= \/5
V3 V3 3

3 :arg(z):—%

. . -3 .
O afixo do numero complexo wz € a imagem do
afixo de w pela rotagédo de centro O e angulo de

T .
2 logo situa-se no 3° quadrante.
Entre os pontos no 3° quadrante, z, e z,, 0 que
N ~ T
corresponde a rotagcdode — éo z,.
2

Opgéo (B)
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Questéo 49 Imi(z)]
Z1 =e|0 .
z o T
2i(1+i i+2° -2+2i ' e
5 (1+1) _2i+2r 2+2|:_1+i -

2o(-i)(1+i) 1-7 2

2 2 - :ff ¥
Iz, = (1) + 7 =2 ] o | Req

Seja § oargumentode z,:

| o —
A

tand = i =-1 T 371 Z Iy
-1 :>arg(zz):n—2=T
(-1,1)e2°Q. ]
12 2kn
J26'¢ AR B
z,=~2e 42.2. 4i=\1e?2 =¥1e =1e'® 2) k=0,1,2,3

. iﬂ i6+3—“ iZ
z1xzz=e'°xx/§e“=x/§e( ‘) Se k=0, z,=¢?

Como z, x z, é um ponto do 3.° quadrante: i[gz)
Se k=1,z,=e®*?=e?

b1 3n n 37n
_ﬂ<6+7<—§<:>—ﬂ:—7<6 —E—TQ i[ﬁwz ig—"
; . Se k=2, z,=e'® '=¢e?
-0 e Tionco<-Ti 2t i[gﬂ] J13n
4 4 Se k=3, z,=e® ?/=e?®
= % <0< % Os afixos das raizes quartas de i sdo os vértices
de um quadrado inscrito numa circunferéncia de
centro O eraio 1.
Pég. 172 A
Imiz)
Questao 41 Zy .
i 2 2 i[EJrknj
Ji=V1e? =te -1e'* k=01
Se k=0,
z,=1e* =€+ =cosE+isin£=£+£i
4 4 2 2
Se k=1,z =1el[z”) =cos(%+n)+isin(%+n)=

T . . T \/E \/E
=—cos— —isin—=—--= 2%
4 2 2 Pag. 174
Questéo 43
Pag. 173 431. w=1=¢"°
(0 2kn 2kn
Questao 42 Yo = 3fa - iﬁe{?Tj e
iz, 2kn _
42.1.4‘/——=\/“1e‘"=<‘ﬁe(4 4],k=0,1,2,3 k=012
o Se k=0, z,=€"
Se k=0, z,=1e* =e* .
i(gﬁ) ar Se k=1, z,=€?
Se k=1, z,=1e'\* */=¢* 4x

4n

Se k=2, z,=e3

As raizes cubicas de w sao:
i(zﬂ) 7 _ 2n ian

Se k=3, z,=1e'* */=¢* z,=€%,z,=e3 e z,=e?

Os afixos das raizes quartas de —1 séo os vértices

de um quadrado inscrito numa circunferéncia de

(n 4n .
Se k=2, z, =1el(7Tj =e54

Os afixos de z,, z, e z, s&o os vértices de um
triangulo equilatero inscrito na circunferéncia de

MMAI12DR © Porto Editora

centro O e raio 1.

centro O eraio 1.
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43.2.w=27e 2

T
| 72+2kn

> } _ 3ei(%+%j

Yw =27e 2 =327e

k=0,12

Se k=0, z, = 3ei[%j

i[7£+ﬂ) i3—n iz

Se k=1,2,=3e ° */=3e® =3e?
i[—l+ﬂ) i7l

Se k=2,2,=3¢'° */=3e*

As raizes cubicas de w séo:

i[%] i i
z,=3e' %,z =3e2ez,=3e°
Os afixos de z,, z, e z, s&o os vértices de um
triangulo equilatero inscrito na circunferéncia de
centro O eraio 3.

. -
Imiz)

Questio 44

441. w=-i= ei(’g)

k=0,1,2,3

_r
_2,2kn
4 4

Se k=0, z, =ei[%)

S m 2n 3n

Se k=1, z1=el(78 4j=e3

n Tn

Se k=2, z,= ei[igﬂj —es
3n

o 7[
i| ——+—

Se k=3, zsze( 8 2)261;7[

22

44.2. w

As raizes quartas de w séao:
3n Tn i111r

i[7£) "8 "8 8
— 8 — 8 — 8 — 8
z,=e' ¥, z=e%,2z,=€% ez =¢

Os afixos das raizes quartas de —i s&o os vértices
de um quadrado inscrito numa circunferéncia de
centro O eraio 1.

Im(z)]
z; -
.'/ ’ .-"f -
- ".-1
e g ] .
I:t I:r' RE‘[Z]
Zy .-"le.
#3143,
2 2 2

oo (2]

Seja 6 oargumentode w:

NG
tan9=—%=\/§
D) :arg(w)=n+5=ﬂ
2 3 3
1 3
-——-——e3.°Q.
[ ! 2]6 Q
j4n
w=1e?3
ﬂ
|l+ﬂ
4n (4n kn (n kn
Yw :\/4 1e'47:<‘ﬁe o :el(ajj:el[??)
k=0,1,2,3

Se k=0, zozei5

i 5n
i

Se k=1, z, =el(g+%j et

%+2—2n) _ ei(%ﬂz) _ ei%“

Se k=2, z,=¢

=~

i(l+ﬂj iﬁ
Se k=3, z,=e"® 2/ =¢e "

As raizes quartas de w sao:

i izl iﬂ iﬂ ig
z,=e*=e®, z=e°,2z,=e3=e% ¢
z,=e"t
Os afixos das raizes quartas de w sao os vértices
de um quadrado inscrito numa circunferéncia de
centro O eraio 1.
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Questio 45
451. w=—-1=¢"

4w =5fe" =Giels +)
k=0,1,2,3,4,5

Se k=0, zozeig.

i[n 2n

T
iz

e*e):ez_

Se k=1, z,=e

(n 4n 51
Se k=2, z, =el[gTj =e'%.

+2

i[ﬁe") i

Se k=3, z,=e'® ®/=e" .
i(gﬂ) 3n

Se k=4,2z,=e"% %' =e2.

i(fﬂi") i

Se k=5, z,=e'® * /=g & .
As raizes sextas de w sao:
i i i5l
z,=e%, z,=e2,z,=€°

7= 2n it
z,=e®,z,=e2,z, ="

Os afixos das raizes sextas de w séo os vértices
de um hexagono inscrito numa circunferéncia de

centro O eraio 1.

i
Imiz}

45.2.

Sw = \ Sei(%] =$8e
T 2km

I ARS Y k=0,12345

Se k=0, z,= x/iei(%)

(o ,2n 5
Se k=1, z1=x/§e( 8 6)=\/§e15

57

6 6 _ 6 23 ei(f +

NUmeros complexos

4n 31n
6

Se k=2, z, =x/§ei(%+ )zﬁelﬁ :

47n

'LJrﬂ 2T
Se k=3, z3=\/§e( 8 Gj=ﬁe 8

i7l+8—" i&
Se k=4, z4=\/§e[ 8 szx/ie .
i(,iﬂﬂj AL
Se k=5,25=\/§e w8 6)_ o

Os afixos das raizes sextas de w sio os vértices
de um hexagono inscrito numa circunferéncia de

centro O e raio /2 .
ImizyT

i2n i
z,=2e % =2e3 :2(cosg+ising):2[

=1+4/3i

5n
z,=2e° =2[cos%+isin5—6nj

zz{cos(n—gjﬂsin[n—gﬂ:

3

2

)

23



Propostas de resolu¢ao do manual

2| —cosE+isint|=2 —ﬁnl =3 +i
6 6 2 2

8n ix
z,=2e% =2e3 =2 cosﬂ+isinﬂ =
: 3 3

Il

N
1

Q

o]

w
7/ N\
a
+
wla
N—
+
2
>
7~ N\
3
+

w |

N—

| I
Il

=16| cos —E +isin —E =
3 3
:16{c052n—|sin2njz
3
=16{cos(n—nJ—|sm(n—ﬂ—
3
=16 —cosE—lsinE =
3 3
1 3
=16| —-——i— |=-8-8/3i
Pag. 175
Questéo 47
47.1.823:27<:>z3:g<:>23:§ei°<:>
8 8
{0, 2kn
oz= ge“’ <:>z:,3/§e[3 3]<:>
8 8
3 &
z=—e ® <k=0,1,2
2
27 47
<:>z=§e‘°vz=§el7vz=—e'7
2 2 2
2n 4
S= §e“’,fe3,§e 3
2 2 2

24

As imagens geométricas das solugdes da equacgéo
definem, no plano complexo, um tridangulo
equilatero, centrado na origem, com vértices numa

circunferéncia de raio 2

Im(z)]

47.2. O triangulo equilatero [z,z,z,] é composto

por trés tridngulos isdsceles, com os dois lados

iguais de medida g .

N
Imiz)
Z|______...-- _—

b

i

0055:2@—3:@@4b:3\/§©b:—3\/§
6 3 2 3 4
2
sin—_£<:>1=2—<:>4h=3<:>h:E
3 2 3 4
2
AT =3><th><b:3><§><@:@u.a.
2071z Z 4 4 16
P[ ]=2bx3=2x@x3=@u.c.
20242 4 2
Questao 48
z,=-1-i3; z,=1-iW3
2
48.1.|z|=(-1)" +(—V3) =2
Seja0, o argumento de z,:
tan91=£=\/§ n_ 4n
-1 :arg(z1)=n+§=?=2n——
(—1,—\/§)€3°Q
4n -z
z,=2e3 =2e( 5]
2 =F +(~3) =2
Seja 6, o argumento de z,:
tan92=—ﬁ=—\/§ -
1 :>arg(zz)=—5
(1-V/3)e4°Q
22:26(75]
Seja n o numero de lados do poligono:
ar (z)+2—n=ar (z )@—@+@=—E<:>
9(Z n 9(2Z; 3 " 3
2n_ m 2m 2% M Gren=6

+
n 3 3 n 3
Logo, o poligono € um hexagono.

BIONPY 0110d 6 YATTVININ
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2t m

482. 27T

6 3
Os argumentos dos afixos que séo vértices

. . . . T
consecutivos do hexagono diferem entre si —

radianos.
z, PRSP —2(cos0+isin0) = 2(1+ix0) =2

i[0+Z
z, =Ze[ ;) =2(cosg+isingj=2[1+iﬁ]=1+£i

2 2

(T 2"
zs=2e( j =2 —2(cos%+|sm2—;J

=2(-1+ix0)=-2

As coordenadas dos vértices do hexagono séo:
(4.-33). (1-33). (2.0). (1), (-1.48)e
(-2.0)

48.3.2° =64

Logo, z°® =64, por exemplo.

Pag. 176

Questio 49
49.1.z4=z<:>z4—z=0©z(23—1)=0<:>

&z7=0vZ-1=02z=0v=1z=0vz=

0 2kn

<z=0vz= \/ﬁ<:>z Ovz= \/—e(3 3j<:>

2kn

2kn
<z=0vz=e? k=012

. i2r i4r
<z=0vz=e""vz=e3 vz=e3

S:{O,te 3. ed }

z=|z|e"

=7 (2| )4 = (\z\ e )2 =
ol e <[ ¢ o

oz =|7° A 40=—204+2kn ke Z &
ol7' |27 =0A66=2knkeZ o
ol (12 ~1)=0n e_% keZ o

& (|7 =0v[7*=1)r6- Kt kez o
3

& (jz=0v|zg=1)r0= Kt ez o
3

km
ke
<z=0vz=e? keZ

49.3.

49.4.

NUmeros complexos

Se k=0, z=€" =1
Se k=1, z=¢?3

Se k=2, z=e?3
Se k=3, z=¢€"

an
Se k=4, z=¢e3

57!
Se k=5, z= es

ks ) :
Se k=6, z=e 3 =e? = =1

i" 27: |47r 57!
S=1:0,1e? e3e e3e3

2=(1- i)3 o= 2«/§ei[7i“nj o

S 0 D T

[ 3m 2kn

4

([ m 2kn

oz= JEe'WT] oz= \/Ee'(TT),k 012

C.A. | Seja w=1-i

w| =T + (—1)2 =2

Seja 0 o argumento de w :

tano= 1 =1 n
1 :arg(w):—z
(1-1)e4°Q

wze ¥
wd = (\/5)3 ei[%n]

Se k=0, z= \/Eei[%j

+

-:m\r—!
w"\’

j \/—e 2
13m

( n 4n
Se k=2, z= x/Eel[TTJ =J2e' 12
_ {ﬁem 3, JE}

Se k=1, z:x/zei(

?—z=0<:>z=\z\e“’<:>23=\z\3e‘3°<:>
@ZT‘:‘Z‘S e
;—z=0<:>273=z<:>\z\3ei(’3°)
oz’ =|2|A-30=0+2knkeZ &
&z -|z|=0n-40=2kn ke Z &
o2 ~1)=0r0="2" kez o
2
<:>\z\=0v\z\:1/\6:_—12m,kez<:>

—km
<z=0vz= e( )keZ

=|zle" &

25
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Se k=0, z=€" =1

Se k=1, z=e{7§)=—|
Se k=2, z=e(" —¢g" = 1

i(—ﬁ) ir
Se k=3, z=e' 2/ =e2 =j
S ={0,1,~1,i,~i}

49.5. Z4+i:1C>Z4:1—i<:>Z4 :\/Ee{izjb

CA | w=1-i
jw| =
T
arg(w) = 2
W= ﬁe‘(’z)

uk«}
=

Y X Py AN

oz= J}(ézjk 0123

Se k=0, z,- 42|

Se k=1, z,= %e‘{’%%] e

Se k=2, z,= E/Eei[—%ﬂ] i %ei%
251

i l+ﬂ j£en

Se k=3, z, =§/§e[ e 2)=§/§e 8
i[,l) In 157 B3

S={§/§e ) 3% o5e % Yae }

Questao 50
J3-i
Z=— z=2z"
50.1.z0:§-l
4 4

PN A Y B NN
0 4 4 16 16 2

1
_Ta_ B
tan(0,) = 53 ]
4 =arg(z,)=- 5
3 1),
(‘1,—-‘1J S 4 ()
e
4 4n 2n
2t = (%j e'[’?j _ % '[’T)
zZ= 1 ei[’zanj
16

26

([ m kn

- 1e'[??],k -0123

2
Se k=0, zO:;ei(g]
Se k=1, z, =;ei[g*;) _
Se k=2, z, =;ei[g+nj =

1 (% :
Se /(:3,23:§e(6 2 —§e3

As raizes quartas de z sao:
T 5m 4n
Tl s 1s 1%
2 27727 2
Questao 51

(z+1)4=1©z+1={‘ﬁ©z+1=4e‘° =

(0 an)
sz+1=41e" <:>z+1—e2 k=0,12,3

Se k=0, z+1=e" @ z+1=1=2=0

Se k=1, z+1=€2 <> z+1=i<> 7= —1+i

Se k=2, z+1=e" o z+1=-12z=-2
3x
Se k=3, z+1=e? o z+1=-iz=-1-i

S={0,~1+i,-2,-1-i}

Pag. 177

Questao 52
V5 -12i

Como néo se consegue determinar, sem recurso a

calculadora, o valor do angulo cuja tangente é
12 ~
5 vamos resolver a equacgéo efetuando os

calculos na forma algébrica.

As raizes quadradas de 5-12i s&o as solucdes

da equacdo 22 =5-12i.

Seja z=x+Yi

2 =5-12ie (x+yi) =5-12ie
o2+ 2xyi+ Yy =5-12i

oS xP+2xyi-y?=5-12i
(¥ -y?)+2xyi=5-12i=
ox* -y =5 2xy=-12

<:>x2—y2=5/\y=—§<:>
X
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NUmeros complexos

, 62 6 Questao 55
<X _[_;] :5/\}/:_;@ z° +3iz° -7z-5i=0
A (Hi) +3i(=i)’ -7 x(~i) - 5i=
<:>x2—§=5Ay=—§© 55.1. (—i)" + 3i(-i) x(-i)-5i=0 <
X o +3ixP+7i-5i=0<
<:>x4—5x2—36=0/\y=—§<:> o —(-)+3ix(-1)+2i=0<
X
5 +\/ o ax] % <i-3i+2i=0<0=0
o 32 :‘(‘ )E£4(=5)" —4x1x(- )/\y=—§@ Logo, —i & solucdo da equac&o.
2 x 55.2. 2% + 3iz2 7z -5i=0 =
zzﬁwz_ﬁﬁ CA. 1 3i 7 -5i
u —i - _op—_2 5i
{ —9v 2 ]Ay—_‘a@ 1 2i 5[ 0
impossivel X
6 c>(z+i)(zz+2iz—5):0<:>z+i:0vzz+2iz—5:0c>

e (x=-3vx= )/\y——;

Se x=-3,y=2 e z=-3+2i ey iy, 2EN) - 4x1x(-5)

Se x=3,y=-2e z=3-2i 2 x1
—2it4
<

&S z=-ivz=
Questao 53
&SzZ=-ivz=2-ivz=-2-i

47> —4i=3 =47 =3+4i 72 :§+i<:>
4 S={-i,2—i-2-i}

, 03 11, 1
S =—tit——— 2 =1+ti—— &
vl 24 42 Pag. 178
; : 1.
Szt (EIJ 7= [E' * 1] < Tarefas de consolidagéo 2
1. 1. . -
<:>z=§|+1vz=—§|—‘| 1. wepe': 7= 42 4y2e"

1. 1. (1+i)2><w2 (’|2+2i+i2)><w2 (1+2i—1)><W2
S={1+=i-1-—i il (2 _(1+2 i
2 2 i° -1 i—1 i—1

C.A. 5 4
Questao 54 1 :
_ 53 52 f
A(z)=2°+iz* +2i oo

54.4. A(z)=(2-1)(2* + 2z-2) Aot (22 (s 2w

T (-1-) T e 1-()

i € um zero de A(z).

1 i 0 2i
i i o2—_2 -2 :(_2i+2)XW2:(_i+1)xW2:\/§ei(7%jXW2=
1 2i -2 0 2
Logo, A(z)= (Z_i)(zz +2iz—2) Seja 6 o argumento de 1-i:
54.2. A(z)=0e(z-i)(Z? +2iz-2)=0 tanf = -1 a_.x
( ) (17_1)E4OQ:arg(1 )= 2
<z-i=0vz?+2iz-2=0<
—2i+,/(2i) —4x1x(-2 [
oz=ivz= : (|)2 xIx( )c> :\/Ee'[’ﬂ ( ) \/_pe( Qe)
@Zzi\/zzwg Z:\/Epzei[ )@4\/—62_\/—p el( +29]<:>
<:>Z=iv2=_2i2+2\/z=_2i2_2<:> <:>4\/§=\/§p2/\g=—£+26+2kn,kez<:>
®z=ivz=1-ivz=-1-i opt =4+ T o204 2kn kel &
S = {i1—i,~1-i} 2 4

5 0= 2A37-2k =20keZ

(p>0)

27
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21.

28

<:>p=2/\3—;—kn=9,keZ

Se k=0, 9=ﬂ¢]n,2n[

Se k=1, 6—%—n=—%e]n,2n[

3n

Se k=-1, 6—?+ —Tce]n,Zn[

Outro modo:

w=pe’; z=42i= 4262

1+i=y2e
P =i
i-1= x/_e[ ) \/_37

(1) xw? [ ] Ze%xwz_
o fe“ ﬁeii“n i
= % ei[gi%] xw? = \/Eei(f%j x

z= \/—e[ j><w ©4J—e2—fe( jxw2<:>
. 4fe
B

3
<>w

3n
j 4y B
3n Zz
Sw= \/4e4 o w=1/4e =
i[a—n#{n)
ow=2e'% k=01
o it
sSw=2e8 vw=2e
ﬂeE]Tc,Z‘ft[
me]‘rc 211[
Kk—(1-2i)xi*"?  k—(1-2i)xP
v= R R
J2e™ J2e'«
_k=(1=20)x(-1) _ k+1-2i _
il 3n 3n
J2e™ V2| cos == +isin="
4 4
B k+1-2i _
\/E{cos[n—“jﬂsm(n—ﬂ}
B k+1-2i B k+1-2i B
ﬁ(—cos%ﬂsin%) ﬁ(-fﬂf}
C(k+1=2))(1-0)  —k—1-ki—i+2i+27
(=1+i)(=1-1) (_1)2 i

2 '(g*%j 2 e
w* =4e Swi=4et o

2.2,

3.1.

3.2

—k—1-ki+i-2 —k-3+i(-k+1)
2 2
Para ueR, _k2+1:0<:>k:1.

Se o afixo de u pertence a bissetriz dos

quadrantes pares, a parte real e a parte imaginaria

sdo simétricas.

Assim,

k=3 K k3o k-1e2k=3-1e
2 2

o -2k=2<k=-1

u:—k—3+i(—k+1)

2
u_—(—1)—3+i[—(—1)+1]_1—3+i(1+1)_
= > = > =
1-3+2i -2+2i
= = =1+

2 2
ﬁ=2<:>\z1\=2,arg(z1)=%
Como B pertence a bissetriz do 1.° quadrante,
arg(z,)=-

s s s
arg(zz)—arg(z1)=z—a=8
arg(z)=£+ﬁ+5:@

12 6 6 12
Im(z)|
B

Ci

b A'.

0 L Re{z}’

@:&6‘21‘:‘22‘

A 5
AOC = arg(z,) - arg(z) = 21 - % -

Como OA=0C, O@A=C2\O=g.

Logo, OA=0C = AC e o triangulo [OAC] é

equilatero.

BIONPY 0110d 6 YATTVININ
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3.3.

Imiz)]
B
C
X
T
6 A
2

0 Re(z)

T X \/5 X
COSE—E©7—E© —\/5
OB=|z,|=2V3

oo V2 2
22—2\/5[cos4+|sm4j—2\/§[2+|2]—

G A
=T ey =Yede

_L' elz)+im\z)=
- B Re(e) )0
N N _i<\/§‘i)=1+\/§i=

Telk(1-i) e x(2) 2" 2

CA- | (1=i) =P -2i+ =-2i
i(V3-i)=Bi- =1+ /3
Seja w = 1+/3i

w| =T 35 =2

Seja 0 o argumento de w :

tan6 = \/5
[y =t

wla

i
w=2e?

z:cos(n—ejﬂsin(n—e]
3 3

Como Re(z)+Im(z)=0:

cos E—(9 +sin E—6 =0<sin E—e =
3 3 3
:—cos[n—ej
3

Dividindo os dois membros da equacao por

cos [n - e) vem:
3

tanl F—o :_1<:>E—9:—E+kn,keZ<:>
3 3 4

5.1.

5.2.

NUmeros complexos

<:>—6=—£—£+kn,keZ<:>
3 4

<:>6=£+£—krc,keZ<:>
3 4

<:>6=7—n—kn,keZ
12

n
k=0, 0=—¢2°Q
12

k=-1, 9=ﬁ+n=&62°Q
12 12
7,=26% e 2, =3 +]

3
2} = [Zele] =22 =8e2 =8i

Z,=—3 +i

|2, =2

Seja 6, o argumento de z,:

1B

-3 3 :>arg(zz):7t—E:5—Tt
6 6

(-V3.1)e2°Q

5

z,=2e°t

tan0, =

57\ 151 5n )

2} = [26'6] =2°e'6 =8e? =8e? =8i

C.A. 5n T
—=2n+—
2 2

LT
Ly .
2z} =2,"=8e2 =8i
Logo, z, e z, s&o raizes cubicas do mesmo

numero complexo.

5

z, 2ef

(5 m

= 2el[

(ZFJ =(2ei3] —2ne
|

z,Y . ,
Para | = | ser um numero real negativo,
i

e 75] = 2eig

%=n+2kn,keZ<:>

<:>g:1+2k,keZ<:>

on=3+6k,keZ
Se k=0, n=3eN

29
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71.

30

Pag. 179
Seja z, o vértice do poligono que pertence ao eixo
imaginario.
z,=e?

O poligono regular inscrito na circunferéncia de
raio 1 € um heptagono.

R - . , 21
O angulo entre os vértices consecutivos =

[z, 2kn
Logo, todos os vértices sdo do tipo z, = e[2 7 j

k=0,1,2,3,4,5,6.

my=F@Tq:JTng@L

z' =i
Na opggo (A), z7+i:%<:>z7+i:—i<:>z7:—2i
(F)

Na opggo (B), z7—i:g<327—i:—2i<327:—i

i
(V)

Naopgéo (C), z' +i=1< 2" =1-i (F)
Naopgdo (D), z' +i=2i<z" =i (F)

QOutro modo:

Como a circunferéncia tem raio 1 e um dos
vértices pertence ao eixo imaginario, um dos
vértices do poligono € o afixo de z=i.

2= o7 =P =-i

Na opcdo (A),z7+i=1<:>z7+i=—i<:>z7=—2i
[
(F)
- ;. 2 7. . ..
Na opgdo (B), z —|=T<:>z —i=2iez =i

(V)
Naopgdo (C), z' +i=1< 2" =1-i (F)
Naopgéo (D), z' +i=2i< 7z’ =i

NTR

w=i=e

i
2 2kn
373

! n 2kn

=e'[6+ 3 j,k:0,1,2

Yw =ve? =31e
Se k=0, zozeig

i[l+ﬁ) isl
Se k=1, z,=e'\® */=¢ "

Se k=2, z, = ei[g%n) = el[%ﬂj = e%n

7.2.

8.1.

Os afixos de z,, z, e z, s&o os vértices de um

triangulo equilatero inscrito numa circunferéncia de
centro O eraio 1.

. o
Imiz)

w=-2-2i

= (-2 + (-2 =B

Seja 0 o argumento de w .

tan9=_—2=1 n 5m
-2  =arg(w =nh=
(-2-2)e3°Q
w=+/8e *
£
|4 2kn
5 33 (5, 2kn
%/W=3J§e'7=%e :6236[12 3):
(2
=27 3 k=012
5
Se k=0, z,=+2e"
|[5J+ﬁj imJ
Se k=1, z,=+2e'"? 3/ =\2¢

.(51[ 4n

i| —+— iﬂ i-Z
Se k=2, z,=/2¢'" 3j=x/§e 12 :\/Ee[ g
C.A. 21n T

—2n=—
12 4

Os afixos de z,, z, e z, s&o os vértices de um
triangulo equilatero inscrito numa circunferéncia de
centro O eraio /2 .

Imiz)]

w=1=g"

(0 2km [k
G =i ) —el%) 0123

Se k=0, z,=€° =1

BIONPY 0110d 6 YATTVININ
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NUmeros complexos

i i| Zin i7l
Se k=1, z,=e? =i Sek=3,23=2e[6 j=2e6

n, 8n 9n 37

Se k=2, z,=€"=-1 i[—+—) jon 3n
Se k=4,2z,=2e"% ®/=2e® =2e?2

3
Se k=3, z,=€2 =i i(zﬂﬂj Jn
Se k=5, z,=2e"® ®/=2e 5

Os afixos de z,, z,, z, e z, s&o os vértices de ) B
Os afixos de z,, z,, z,, z,, z, € z, s80 0s

um quadrado inscrito numa circunferéncia de

centro O e raio 1. vértices de um hexagono regular inscrito numa

circunferéncia de centro O eraio 2.

o
Imiz) s
A1 Imiz}

9.2. w=i=e?

2n
8.2. w=16e?3
2n | g 2kn
2 i%*% 21 _kn n_kn 8 it |6+6} i[i+ﬁj
Yw ={16e™ = 4f16e _ el %) _ pels7%) Y =Ye? =t =e'? 7/ k=0,12345
k=0123 Se k=0, zoze%
_oa's (.= 51
Se k=0, z,=2e* Sek=1,z1=e[12 s):e'a
Se k=1 2 (52) 26’6 _ 26 (Bt) o o
er=1 zn=ze =6 =ce Se k=2, z,=¢'? ° —el2-g4
i Tn
= = '[g*"j = s i Zn imJ
Se k=2, z,=2¢"° '=2e° Sek:3,23:e(12 ):e“
i[gﬁ?ﬂ) e & n 8n 17
Se k=3, z,=2e =2e ¢ =2e°3 Sek:4,z4:e{5+?j:eiﬁ
Os afixos de z,, z,, z, e z, s&o os vértices de i[lﬂ"ij 2
um quadrado inscrito numa circunferéncia de Se k=5, z,=e'? ®*/=e2 =4
centro O eraio 2. Os afixos de z,, z,, z,, 2,, Z, € z, S&0 0S
L)
Im{z} vértices de um hexagono regular inscrito numa

circunferéncia de centro O e raio 1.
o

; A
Imiz)

9.1. w=-64=64e"

(n 2kn (n 2km
8w = 64" = %_4e'(?Tj - 2el[g+7),k -0123,45

] 10. z,=pe",0e3°Q.
Sek=0,20=266 3 3
() & (1+i)z* —16v2e * =0 (1+i)2* =16V2e * o
Se k=12=2e'® ®/=2e°® =2e? ,
(n 4n - i ,iﬂ 7‘7
Se k=2 7 _26'(5*4?)_29‘% o264zt =1642e ¢ <:>z4=%<:>
v 2 T - )Z/ iZ
e4
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([ 3n ¢

o7 :16e{

777] ozt =16e o

iz, 2kn
= z=416€" @z:f/ﬁe( 4 4jc>

( m 2kn

<:>z=2el[ “a ),k:0,1,2,3,4

Se k=0, zzze’ii,—§e4.°Q.

n 2n

Se k=1, z= 2ei[77] = 2ei[%j, % c1°Q.

i(—ﬁﬂrj iﬂ 31
Se k=2, z=2e'* =2e4,762°Q

i(—l+@) iﬂ 57[
Se k=3, z=2e' * 4 =2e4,763.°Q.

4

Y .. Y m™ .. T
=2|cos| t+— |[+isin| t+—||=2| —cos——isin— |=
{ [ 4) [ 4H [ 4 4J

2[—‘/254?]:—\5—«@

5n
z,=2e* =2(cos@+isin 5nj=
4

.2, =-2i

Zz=\/§—i

‘22‘ = \/\/52 +(_1)2 =2

Seja 9, o argumento de z,:

tané =_—1=—ﬁ
) 3 :arg(zz)=—g
(V3.,-1)c4cQ
CA. Imiz)
] 1 Reiz}
X 5
1
2
A

Aplicando o teorema de Pitagoras:

2=1+x* ox =3(<:g)x=\/§
22=2e[7gj

o s 6
7 = {Ze{ej} =2°e" =64e ™ =

=64[ cos(—n)+isin(-m)]|=64x(-1)+64ix 0 =-64
ix2,° =ix(-64) = -64i
Opcéo (A)

1.2. 7, =-2i; z, =3 i

32

12.

2,2, ==2i(3 =) =—2/3i+ 2 =2 - 2/3i
2, x2,| = (-2)" +(-23) =Va+12=\16 -4

Seja 6 oargumentode z,xz,:

tan0=ﬁ=\/§ 4n

= arg(z, x22)=n+E=7
3 3
(-2.-2v3)e30qQ.

4
z,xz,=4e3
4
(z,x2,)" =4"e 3
Para (z,xz,)" ser um namero real,

4—;"‘=0+kn,kez@

@%:kn,keZ@%:k,keZ@

<:>4n=3k,keZ<3n=%,keZ

Se k=0, n=0 (F)

3
k=1,n="(F
Se L n=y (F)
se k=2,n-2-2 ()
4 2
Se k=3, n=" (F)
4
Se k=4,n:3:4:3 (V)
(z+i)’ =8i

Sejaw=z+icz=w-i
3 . 3 ir 3 il
w'=8icow’ =82 ow=\8e? <

n
i l+2kn
3

3

n 2km

ow=138e }©W=2ei(6+3j,k=0,1,2

Se k=0, W0=2ei5=2 cos X +isint |=
6 6

=2{@+i;J=\/§+i

2

zozwo—i=\/§+i—i=\/§
Se k=1,

iﬁ+ﬁ iﬁ
w, =2€[6 5 =2 =2[cos5—6n+isin@)=

oo ) sinn- 2] - 6

=2[—cosf+isin5j=2 —ﬁﬂl =3 +i
6 6

z, =W, —i=—/3+i-i=—/3

.[n 411] on 3n

Se k=2, w,=2e'® */ =2¢'® =2e2 =

®IONPH 0310d © YATIVININ
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3n .. 3mn . .
:2(0032+|sm2J:2[0+|x(—1)}:—2|

Z, =W, —i=-2i—i=-3i

Pag. 181

Avaliagao formativa 2

1.1.

1.2,

z, € z, s4o numeros complexos simétricos,
logo z,+2z,=0.
z, e z, sdo numeros complexos simétricos,
logo z,+z,=0.

Assim, z,+z,+2,+2,=0.

Opgéo (C)
z,=1+/3i=2e>
mzT Az

Re{zf
DZL
Cz.
arg(z,) =g+g=%t
A(1.43)
Z,=-2,
c(-1-3)

E:J(—1—1)2+(—\/§—\/§)2 =J4+4x3=4
ou OA=|z|=2; AC=2x0A=4

AC = diagonal maior =4

D=4
Alosango:4<:>DXd:4C>DXd:8c>4d:8c>
od=2
Diagonal menor=2

2
z|l===1
-2

o 5 5n

5 T ..
22:e :COS€+|S|n€:

s .. T
=cos| n—— |+isin| n+= |=
( BJ [ BJ

J3 o1,

mT .. T
=—-cos—+isin—=——+—i
6 6 2 2

MMA12DR-NUMCOMPLEX-3

NUmeros complexos

Determinar z, de outro modo:

z, =%z1xi=%(1+\/§i)xi=1i+§i2 =—@+%i

2 2 2

i \/Eeiﬁ) _ x/EeiH%j _

ORRS

BN AR
o7 - J3el ) s 7 [ AR Je ~(v2) %)

[ m

26l P gelZ g
C.A. | Seja w=1-i
w| =2

Seja 6 oargumentode w:

tané = -1 _om
(1-1)casq=29W)="7
_ -3 i-V3 i3 _
izzﬁ{gj Sir(H) -2
_P-VE_-E 1 V3L %
27 2 2 2
CA. 23 | 4
3 5

A3 (-] -3

Seja § o argumento de V :

tanG:\/g 4
T T
=>0=n+-=—
—l—ﬁ €3.°Q 3 3
2 2
4
v=e?
1 l
|i+ﬁ
4n 2 2
P=veoz=Jvoz=Ve? oz=¢ AN
i[ﬁ#ﬁr)
oz=e'® k=01
27
Se k=0, z,=e® =cos a-Zl4isin| n-Z|=
3 3
no..T 1 x/§
=—COoS—+isin—=——+—i
3 2 2

Ty .. T n .. n 1 \/5
=CoS| —— [+ISIn|—— |=coS——ISIN—=————1
3 3 3 3 2 2

Se k=1, z,= ei[%m) = ei%n = el(mgj = ei(%) =

33
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1 V3. 1 3 Se k=0, n=2
127 2" 272 Il a)
Sl
L , “ |26\ 4| —2ta) — 166l =
4. z=-i+\2e* +1; z,=1-i; z, =¢€" z {26 } ze 16e
41. 21:—i+\/§(cosfzt+isin5;j+1: =16[ cos (-m) +isin(-m)|=16x (1) +16xix0=-16
IV —b)
. T .. T
=—i++V2| -cos——isin— |+1=
2| o tan]
Pag. 182
=—i \/E[—\/E—i\/fJ+1=—l—/(—l+/{——2l 49.18
Tarefa 3
z, =20 =2i(1+1i) _—2i—2i2_—2i+2_1_i_Z 1.1. O conjunto de pontos é definido por trés retas:
z, 1-i (1-i)(1+i) P-4+ 7 y=1
x=-2
42. 2B 5 —z, %z, - s
z z
2 : Condigao que define o conjunto:
:\/Eei[j)xe‘”:\/zei(jwj Y<lAax>-2Ay>2x
CA. | z,=1-i

1.2. O conjunto de pontos € definido por quatro retas:

|2, =B +(=1)" =2 y=1

Seja 0, o argumento de z,: y=-1
tang, = -1 p T y=x
=—— =-X
(1-1)e4°Q~ 2" 2 e . .
Condigao que define o conjunto:
ZZ:x/Eei[%j (yS’I/\ny/\yZ—X)v(yz—’l/\ny/\yS—x)
Z,x2Z, L . .
Para B ser um imaginario puro positivo, Pag. 183
2
T T T T Questao 56
g ti=yrtAdnel=2+o+2ns 56.1.0 conjunto de pontos ¢ definido por trés retas:
Re(z)=1
<:>H=E+2kn,keZ ( )
4 Im(z) =-2
Se k=0, 9= "
e k=0,0="- Im(z) =Re(2)

Condicao que define o conjunto:

5. Um argumento do numero complexo -z é Re(z) <An Im(z) S Im(z) <Re (z)

b 3n
—Z + = 7
3 56.2. 0 conjunto de pontos é definido por quatro retas:
3n_,. __ 57
4 T4 Re(z)=-3
| —b) Re(z)=3
z= 2ei[7) = 2{003 [—Ej+ isin(—nﬂ = 2(\/5 - |\/§J = Im(z) =0

4 4 2 2 Im(z) =Re(2)

=2 -/2i Condigao que define o conjunto:
z=2+2i [Re(z)2-3AIm(z)<0AIm(z)>Re(z)]v
Il—c) v[Re(z)<3AIm(z)20AIm(z) <Re(z)]
iz" = eig x 2ei(#j = ZeE%)
Para iz" ser numero real,
E—E=O+kr:<:>—@=—E+k7r<:>—2=—1+k<:>
2 4 4 2 4 2

&S -n=-2+4kn=2-4k, keZ
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Questio 57

57.1.

57.2.

57.3.

O conjunto de pontos € a intersecéo de regides
com fronteira incluida:
« Circulo de centro (-2,0) e raio 2 ;

« Exterior da circunferéncia de centro (-1,0) e raio

1

e Semiplano inferior definido pelo eixo real.

Condicao:

‘z— —2)‘32/\‘2— )‘ Alm(z)<0
elz+2/<2A|z+121AIm(2) <0

O conjunto de pontos € a unido de duas regides

(1e2) com fronteira incluida.

Regido1: E a intersecéo de regides com fronteira

incluida:

e Coroa circular definida pelas circunferéncias de

centro (0,0) eraios 2 e 3

e Semiplano a direita do eixo imaginario:

e Semiplano a esquerda definido pela reta de

condicdo Re(z)=2

Regigo 2 : E a intersecdo de regides com fronteira

incluida:

o Coroa circular definida pelas circunferéncias de

centro (0,0) eraios 2 e 3

o Semiplano a esquerda do eixo imaginario;

e Semiplano inferior ao eixo real

Condicao:

[2<|z-(0+0i)<3ARe(z)>0ARe(z)<2]v

v[2<|z-(0+0i)<3ARe(z)<0AIM(z)<0]=
©2<|z|<3A

A[0<Re(z)<2v(Re(z)<0AIm(z)<0)]

O conjunto de pontos é a unido de duas regides
(1e2) com fronteira incluida.

Regido 1- é a intersecéo de regides com fronteira
incluida:
e Coroa circular definida pelas circunferéncias de

centro (0,0) eraios 2 e 3;

e Semiplano a esquerda do eixo real;

e Semiplano superior ao eixo imaginario.

Regido 2 — é a intersecdo de regides com fronteira
incluida:

e Coroa circular definida pelas circunferéncias de
centro (0,0) eraios 2 e 3;

e Semiplano a direita do eixo imaginario;
e Semiplano inferior ao eixo real.

NUmeros complexos

Condicao:
[2<|z-(0+0i) <3ARe(z)<0AIM(z)>0]v

v[2<|z-(0+0i)<3ARe(2)20AIm(z)<0]=

©2<|z|<3A

/\[(Re(z) <0AIm(z)20)v(Re(z)=0AIm(z) sO)J
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Questao 58
Seja z=x+Yi

= . . 9
z+239<:>x+y|+x—y|s9<:>2x£9<:>xs§
Representa o conjunto dos nimeros complexos

. e . 9
cuja parte real & inferior ou igual a 3

{ZEC:Re(z)gg}

Questao 59
w=3e2=3 (cos (— Ej +isin (— nD =
2 2
~3(0-i)=-3i

|z-w|<3ARe(z)20AIm(z)<Re(z) &
<:>‘z—(—3i)‘ <3ARe(z)>=0Alm(z)<Re(z)

* |z (-3i)| <3 representa o circulo de centro
(0,-3) eraio 3;

* Re(z) =0 representa o semiplano a direita do

eixo imaginario incluindo a fronteira;
e Im(z) <Re(z) representa o semiplano inferior

definido pela bissetriz dos quadrantes impares.

]m{zhﬂ

P= %ur nx3+2x3=(3n+6)uc,

Questéo 60
60.1.|z-1+2| <3|z (1-2i)| <3

Representa o circulo de centro (1,-2) e raio 3 .
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A
Im(z)

N S
/0 \\Re(z)
(4 )

\ /
N

60.2. |z| 21|z <2
. \z\ >1 Representa o exterior da circunferéncia de
centro (0,0) e raio 1, incluindo a fronteira;
* |z <2 Representa o circulo de centro (0,0) e

raio 2, incluindo a fronteira.
A regido colorida é a intersecdo dos dois dominios
definidos.

1m{z}”

""‘\\‘
(TN \.

1'.\ "-\D j-] I‘qu RE{Z]T
» i __../'Ill
. -

60.3.|z-i[<1v|z-1<1
o z-il<1e ‘z -(0 +i)‘ <1 representa o circulo de
centro (0,1) e raio 1, incluindo a fronteira;
o |z-1 <1< |z - (1+0i) <1 representa o circulo

de centro (1,0) e raio 1, incluindo a fronteira.

A regido colorida é a unido dos dois dominios

definidos.

A

Imiz)

Pl Y

."r .\-

.III ‘I. .__\

S b | %
O 1 /) Re@
& (z)

Questéo 61
Z, = peig, p>0
‘Zo‘ =p
|2 =|2| =2 =
representa a circunferéncia
de centro (0,0) eraio p .

36

P=8n<:>2np=8n<:>p=2—n<:>p=4
T

z,=pe® =4e? =4| cos~1isin’ |=4 1+§i =
3 3 2 2
=2+ 2:/3i
Pag. 186
Questéo 62

lz+i<|z-1< ‘z - (—i)‘ <|z-1 Representa o
semiplano definido pela mediatriz do segmento de
reta de extremos (0,-1) e (1,0) e que contém o

ponto (0,-1).

#
\Im[zl

N

™,

1 Re(z)

Questéo 63

Aregido é a intersecéo de trés dominios planos
(fronteira incluida):

¢ Semiplano definido pela mediatriz do segmento
de reta de extremos (2,0) e (0,2) e que contém

o ponto (2,0);

¢ Semiplano superior ao eixo real;

e Semiplano a esquerda da reta vertical definida
pela condi¢do Re(z)=2.

Condicao:

|z-2|<|z-2AIm(z) 20ARe(z)<2

Questio 64

Aregido é a intersecéo de trés dominios planos
(fronteira incluida):
« Circulo de centro A(-2,2) e raio 2;

» Circulo de centro (0,0) e raio r = OA:

¢ Semiplano definido pela mediatriz do segmento
de reta de extremos (-2,0) e (0,3) e que contém

o ponto (0,3).
r=0A=|z,-z,|=|-2+2i-(0+0i) =|-2+2]| =

= J(-2) +22 =B =212

Condicao:
|z-(-2+2i)| <2A|z-(0+0)| <2v2 A

BIONPY 0110d 6 YATTVININ



MMAI12DR © Porto Editora

Alz -3 s‘z—(—Z)‘ =N

&lz+2-2(<2a|z|<2V2 A|z- 3] <|z+ 2|
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Questéo 65
65.1. ‘2—1‘ S1/\Arg(z) =§n
. \z - 1\ <1 representa o circulo de centro no ponto
(1,0) eraio 1;
e Arg(z)= %n representa a semirreta de origem
em O e que forma com a parte positiva do eixo

real um angulo de amplitude %n .

Irn{zj”

65.2.|z| <2 AIm(z) <1/\E<Arg(z) sg
* |z| <2 representa o circulo de centro em (0,0) e

raio 2 .
e Im(z) <1 representa o semiplano inferior 4 reta

horizontal definida por Im(z)=1;

o % <Arg(z)< g representa o angulo de vértice
no ponto (0,0) definido pelas semirretas que
formam com a parte positiva do eixo real angulos
de amplitude % e L.

2

P

Im(z)]

0 2 Re(z)

Z—i
12+ 2

o
o
w

<2e|z-i<2)2+2]e

olz-i|<2v2?+2° o|z-i<2V2x2? &

NUmeros complexos

olz-i<2x2V2 o|z-|<4V2
Representa o circulo de centro (0,1), afixo do

numero complexo i e raio 42 .

o

Imqn_
/ 5j-——\
. AN
I, i P
\ 0 4}"ReLzJ’
\ .4

65.4. zz<le*| A S < Arg (z)< 3n
4 4
o 27<le*| o |z| <1 representa o circulo de centro
(0,0) e raio 1;

66.

o % <Arg(z)< 3{ representa o angulo de vértice
em (0,0) definido pelas semirretas que formam

. . N T
com a parte positiva do eixo real angulos de 1 e

3n
7
]
Imiz)
o ¢ 'I Re(z)

Aregiao é definida pela intersecédo de dois
dominios planos:
« Exterior da circunferéncia de centro em (1,2) e

raio 4 ;
« Angulo de vértice em (1,2) definido pelas

semirretas que formam com a parte positiva do

. N T .
eixo real, angulos de 0 e 5 radianos.

Condicao:
l2-(1+20) 24 A 0<Arg(z - (1+2)) < L =
<:>‘z—‘|—2i‘24/\0<Arg(z—1—2i)sg
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Tarefas de consolidacido 3

1.

38

z,=-2+3i; z,=-1-i, w=3+2i
Circunferéncia de centro no afixo de w eraio 5 :
|z-(3+2)|=5<]z-3-2|=5

2,-3-2i=|-2+8i1-3-2|=|-5+i|=/(-5) + 1 =
2 =] =[5+ =(-5) +*

=426 5
Logo, z, nao pertence a circunferéncia.

|z, -3 -2 =|-1-i-3-2]=|-4-3]=(-4)" +(-3)" =
=25=5
z, pertence a circunferéncia de centro no afixo de

W eraio 5.

A regido sombreada é a intersecéo de dois
dominios planos:
« Exterior da circunferéncia de centro em (2,2) e

raio 2 , incluindo a fronteira.
« Angulo de vértice (0,0) definido pelas semirretas

que formam com a parte positiva do eixo real

angulos de amplitudes 0 e g radianos.

Condigéo:
‘z—(2+2i)‘22/\0£Arg(z)£%<:>
@‘z—2—2i‘22/\0£Arg(z)££
Opgao (C)
z,=1-1i; z,=3+i

22 -z, _(1-1)" ~(H)(3+i)
W= i81 = i1 =
CA. 81| 4

1 20

=204 3i42 1-1-1i i (H1D)(H)
- i I T

2
= =1+i
1

Circunferéncia de centro no afixo de z, e raio 2:

lz-(1-i)|=2e|z-1+i=2

lw—1+i[=[1+i-1+i[=|2i| =2
Entdo, w pertence a circunferéncia de centro no
afixo de z, eraio 2.

z,=1-i; z,=3-2i

Lz, -z, 1-i-Px(3+2) 1+i+ix(3+2i)
- Co1-i+3+20 4+i

z,+2

C1+i43i-2  (-1+4i)(4-0) —-4+i+16i+4
T 4+ (4+i)(4-i) 0 1641
i
-0 =
jw| =i =1

|z| =|w| < || =1 define a circunferéncia de centro
em (0,0) e raio 1.
O<arg(z)< % representa o angulo do vértice em

(0,0) definido pelas semirretas que formam com a

parte positiva do eixo real angulos de amplitudes

0e % radianos.

Im(z)

Comprimento do arco de circunferéncia:

5n 5n
=—x1=—u.C.
4 4

c

Pag. 189

Seja z=x+Yi

|z+9=3|x+yi+1 < |x+yi+9=3|x+yi+1 <

c>\/(x+9)2+y2 :3\/(x+1)2+y2 o
<:>(x+9)2+y2:9((x+1)2+y2)<:>
o x?+18% +81+y? =9x* + 185 +9+9y% &
o -8x-8y’=-T2ox*+y*=9<

<:>\z\2 =9 & |7=3
(|z>0)

|z| =3 representa a circunferéncia de centro (0,0)
e raio 3.

E
Im{z)

13 Re(z)

BIONPY 0110d 6 YATTVININ
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6.1.

6.2.

8.1.

Seja z=x+Yi
z+iz=0x-yi+i(x+yi)=0&
ox-Yitxi+tyW =0 (x-y)+(x-y)i=0e
ox-y=0Ax-y=0cy=x

z+iz =0 representa a bissetriz dos quadrantes
impares.

A
Imi{z)

Fd
s

o,

REI[ZJT

4

.-""f

g

Arg(z +i) = g < Arg (z - (—i)) = g representa a

semirreta de origem no afixo de —i e que forma
com a parte positiva do eixo real um angulo de

amplitude g radianos.

Im:z]” i

Re{z}’

|z+1-|z-2{=0< |z—(-1) =|z-2i representa a
mediatriz do segmento de reta de extremos nos
pontos (-1,0) e (0,2).

)
Imiz)

Sejam A,BeC os afixosde z,, z, e z.,

respetivamente.
2,=-2; 2;=2i; z, =-1+i

OC =|zg|= /(1) + 7 =2

OA-z-}-2 -2

8.2.

NUmeros complexos

AC =z, - z| =|-2— (-1+i)| =|-1-i|=

= (1) +(=1)* =2

Py = OA+0C + AC =

[oAC]

=2+\/§+\/§=(2+2x/§)u.c.

O triangulo é definido por dois dominios planos:
« angulo de vértice em (-2,0) e definido pelas

semirretas que formam com a parte positiva do
. ~ . T .
eixo real angulos de amplitudes 0 e 2 radianos,

incluindo a fronteira.

e semiplano inferior a bissetriz dos quadrantes
pares, incluindo a fronteira.

Condicao:

0<Arg(z+2)< E Alm(z) <-Re(z), por exemplo.

57

3—:sArg(z+2—i)s 7S

3n . 5n
<37£Arg(z—(—2+|))s7

representa o angulo de vértice em (-2,1) e

definido pelas semirretas que formam com a parte

" . . 3n  5n
positiva do eixo real angulos de vy e vy

radianos.

Entao, as opgdes (C) e (D) nao podem
representar a condicdo dada porque o vértice do
angulo ndo & (-2,1).
1<|z+2-i|<2<1<|z-(-2+i)| <2 representa

uma coroa circular definida pelas circunferéncias
de centro (-2,1) eraios 1 e 2.

Opgéo (A)

Pag. 191

Avaliagao formativa 3

1.

I— O conjunto assinalado encontra-se limitado pela
parte positiva do eixo imaginario e pela parte

negativa do eixo real, ou seja, gﬁ Arg (z) <T.

| - b)

Il — O conjunto assinalado encontra-se no circulo
de centro (-1,1) eraio 1.

Entao, ‘z—(—1+i)‘s1<:>\z+1—i\s1

S

39



Propostas de resolu¢ao do manual

40

[l — Seja z, o numero complexo cujo afixo é o

ponto A.

|z, +1-1=1AIm(z,)=-Re(z,) &
Slx, iy, +1-i=1ry, =—x, &

<:>‘xA—xAi+’|—i‘:1/\yA =—x, &

<:>‘(xA+1)+(—xA—1)i‘=1/\yA =X, &

<:>\/(xA+1)2+(—xA—1)2 =AY, =X, &
<:>(xA+‘I)2+(xA+‘I)2 =AY, =X, &
<::>2(xA+’I)2 =AYy, =—x, &

2 1

S (x, +1) EAyA:_xA =N

<:>xA+1=i72/\yA=—xA<:>

V2

@xA:—1i7/\yA =-x,

O conjunto assinalado encontra-se no semiplano a

V2

esquerda da reta definida por Re(z) =-1 Y ou

no semiplano definido pela mediatriz de [OC] que
contém o ponto O .
Assim,

Re(z)s—1—gv‘z—(0+0i)‘s‘z—(—1+i)‘<:>

<:>Re(z)s—1—gv\z\s\z+1—i\

Il - b)

B(-2,0); A(-2,2);

C(-12); C'(-1-2)

0-2 _-2_
-2-(-1) -1
y=2x+b, e BeBC
0=2(-2)+b, &b =4
BC: y=2x+4
Im(z)=2Re(z)+4
Reta BC':

0-(-2 2
m=2 —((—1)) =502
y=-2x+b, e BeBC’
0=-2(-2)+b, &b, =-4
BC': y=-2x-4
Im(z)=-2Re(z)-4
Condicao: (por exemplo)
Re(z)=-2a

Reta BC: m= 2

/\(2Re(z)+4glm(z)£2v—2slm(z)s—2Re(z)—4)

z,=1+i; z, =1+ 3i

-~
Imiz)

M, | -

M,

L=
"

B
Iy

; Re(z)

As opgdes (B), (C) e (D) néo podem ser

n 5n
corretas porque il e " >7 e sabe-se que

IA
>

rg(z)<m.

IA

co‘gf

<7n

Nla Na

Opgéo (A)

Tarefas complementares

1.1.

1.2,
1.3.

2.1.

2.2,

23.

2.4.

3.1.

21:—\/§—i
Z, =3 +i
—Z1=—(—\/§—i)=\/§+i

(2—i)—2x(;—2ij=2—i—1+4i =1+3i

(3-i)x(2-3i)+10i=

=6-9-2i+3°+10i=6-i-3=3-i

1

1 1
5

1 oy .
=g(3—6|—4|+8|2)=g(3—10|—8)=

=%(—5—10i)=—1—2i

1 BY 1 3.
—+—i| ==+ —i+
27 2 4" 2

1 J3. 3 1 3.
===

47 2 4 2772

z, =3i2+1(2+4i)=—3+1+2i:—2+2i
2

2,=-2+2i; -z,=2-2i
z,=-2-2i

g(2—i)2 x(1—2i):%(4—4i+i2)(1—2i):

=5 (4-4i-1)(1-20) = -(3-4)(1-2)=

Pag. 192
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NUmeros complexos

32, z,="-2°=-1+2i (1+2i)(3-i)+i"+7 3-i+6i-2%+i-1

z,=-1+2i ; —z,=1-2i 2i 2i
~ 4o _2+6i+2 _(4+60)(-2) -8i-12¢ . .
2” C2 2(-2) 0 -4
44. u, =-2i
Pag. 193
u, =u,+(1-i)=-2i+1-i=1-3i
Uy =ty + (1) =1~ B4 1— =2 4 6. (a-4i)x(2-3i)=10+bie
o Ao .
U=ty + (1) =2 4i+1-i=3_5i < 2a-3ai-8i+12i" =10+ bi <
< (2a-12)+(-3a-8)i=10+bi<
4.2. (u,) éuma progressao aritmética de razéo 1-i e
5 brimeiro t i o 23—12=10C> 2a=22 -
cujo primeiro termo i-2i. | _3a-82b be—3a-8
Termo geral de uma progresséao aritmética:
u,=u,+(n-"1)xr @{ a=11 @{a:ﬂ
Entso, b=-3x11-8 b=-41
u, =-2i+(n-1)(1-i)=-2i+n-ni-1+i=
=n-1+(-n-1)i 7. z=(1-a) +(a+1)P =
o i o z=1-2ai+(ai) +(a+1)i' =
4.3. Soma dos n primeiros termos de uma progressao
U. +u oz=1-2ai-a° +ai+ie
aritmética: S, =——"xn )
2 <:>z=(1—az)+(—a+1)|
=10 -1+ (-10-1)i=9-11 7.1. z éum numero real <Im(z)=0<
S =297 40 (9-13i) x5 = 45 - 65 o-a+1=0oa=1
2 7.2. z éum numero imaginario puro
y 10_15ix(7i_4)_ <Re(z)=0AIm(z)#0
o142 - o1-a=0r-a+120c
:70i—40—105i2+60i:—4O+105+130i: oa’=1razloa=xlrazlea=-1
1+2i 1+2i 73. z=-3-io(1-a")+(-a+1)i=-3-ie
65+1301 65(1+7) s (a4
=1+2i=j,+/2/i:65 PR P PN
-a+1=-1 -a=-2
2
N s Y2 a =4 a=12
52, (2 |)- i :(2 |)(2.|) +_ ©{322©{822
1-i 1-i
(2-1)(4-4i+1)+i (2-i)(4—4i-1)+i
- -0 - 1—i = 8. z=2+3i; w=1+i
_(2-1)(3-4i)+i 6-8i-3i+4+i 6-4-10i 2w =(2+3i)(1+i)=2+2i+3i+3" =2-3+5i=
- 1-i B 1-i To1-i — 145
(2-10i)(1+i) 2+2i-10i-107 2+10-8i B S e S e B o SO N ¥
(1-i)(1+i) £ 1+1 w1+ (1+)(1-1) - 1+1 2 2
_12-8i o 4 wo1-i (1-1)(2-3) 2-3i-2i+3%
2 z 2+30 (2+30)(2-3) 22 _(3)
5.3. _2-3-5__1_35,
(1-27) (3 =1) +i +i* 4+9 1313
2i -
CA. 13 | 4 9. z=1-i; z,=3-4i; z, = 2i
1.3 - z,xz, (3-4)x2i_6i-8F _(8+6i)(1+i) _
‘ 14 | 4 z, 1-i =i (1= (1+1)
2 3 8+8i+6i+6i° 8-6+14i 2+14i .
= = = =1+7i
1? - 1+1 2
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9.2 5xz, 5x(1+i) (5+5i)(3+4i)
Tz, 3-4i (3-4i)(3+4i)
_15+20i+15i+20i2_15—20+35i_ 5 ﬁi—
- 32— (4i)’ © 9+16 B

25 25

o3 % __ix2i _ 2f _
|2,|+2, 5+3-4i 8-4i

CA- | |zy|= 3+ (c4) ~vo =165

_ -2(8+4i))  16-8i -16-8i
(8-4i)(8+4i) 8 _(4i) 64+16
16 8. 1 1.

"8 80 5 10

o Zoo)tla| (20742 {42 240
o 2+z,  2+1-i  3-i 3-i
CA. 1| 4

2

3

(2-))(3+i) 6+2i-3i- 6+1-i 7 1

(3-i)(3+i) 3?7 9+1 10 10
. . 1 1.
101.2z+1=ie2z="1+iz=-—+—i
2 2
S={—1+1i}
2 2
10.2. z+i=2-izez+iz=2-Ii
. 2 IV(1—i
@(1+i)z=2—i<:>z:2—_|®z:WQ
1+i (1+i)(1-1)
2-2i—i+i 2-1-3i 1 3.
SZ=""T—— 7= S Z=———i
1?2 1+1 2 2

3]

10.3. 2z + 2 +6 = 5i
Seja z=a+ bi
z=a-bi
2z+2+6=5<2(a-bi)+(a+bi)+6=5 <
< 2a-2bi+a+bi+6=>5<(3a+6)-bi=0+5i<
3a+6=0 3a=-6 a=-2
=4 i=4 p=4
-b=5 b=-5 " |b=-5
S={-2-5i}

42

10.4.22°-10z+17=0<

10+ 4/(-10)° =4 x2x17

>z
2x2
10++/-36 10+ 6i
= &7 =
4 4
5 3. 5 3
Sz==-Zivz==+=i
2 2 2 2

10.5. 2 -2z +10z=0 =

<:>z(zz—22+10):O<:>z:0vzz—22+10:0c>

2+.J(-2)" —4x1x10

& z=0vz= =
2 x1
2++/-36 2+6i
<:>Z=0\/Z=T<:>Z=OVZ= p=%

<z=0vz=1-3ivz=1+3i
S={O,1—3i,1+3i}

10.6.Fazendo w = z% e substituindo em z* —-2z2-8=0
, vem:

2+ \[(-2)" - 4x1x(-8)

2x1

w?2-2w-8=0ow= =

2+/36
W= 5 =

o 2=2vi=deoz=tl2vz=2

(=)
oSZ= i\/Ei vZ=12

+
W=2_6C>W=—2vW=4<3

S= {—ﬁi, J2i-2, 2}
1.
im(zi]
Rz
o Re(z)
5

Se S éoafixode z +2z,, entdo o afixo de z, + z,

pertence ao 1.° quadrante.
Para que z, + z, esteja no 1.° quadrante, o afixo

de z, tem que pertencer ao 2.° quadrante.
Opgao (B)
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121. z* -22°+622-2z+5=0

Pag. 194

(1-2i) -2(1-2i)’ +6(1-2i)" -2(1-2)+5=0 <

<:>[(1—2i)2}2 —2(1-2i)(1-2i)* +
+6(1-4i+41")-2+4i+5=0c

& (-3-4i)" - (2 4i)(-3-4i)+
+6(-3-4i)+3+4i=0<

© 9+24i+ 161 — (-6 8i+12i+ 161 ) -
~18-24i+3+4i=0

& -22+4i-(-22+4i)=0<

& -22+4i+22-4i=0=0=0

Logo, 1-2i & uma solugio da equagéo.

12.2.Se 1-2i é solugdo de uma equacio de

coeficientes reais, entdo 1-2i=1+2i também é
solucgéao.

1 2 6 2 5
1-2i 1-2i -5  1-2i -5
1 1-2i 1 1-2i| o
1+ 2i 1420 0 1+2i
1 0 1] 0

CA | (1-2i)(-1-2i) =—1-2i+ 2i + 4 =5

z*-27°+622-2z+5=0<

e (z-(1-2))(z-(1+2)) (22 +1) =0
©z-(1-2)=0vz-(1+2)=0vZ?+1=0&
oz=1-2ivz=1+2ivZ:=-1
oz=1-2ivz=1+2ivz=t/-1
&z=1-2ivz=1+2ivz=+4i
S={1-2i,1+2i i}

As restantes solugdes sdo: 1+2i, —i e i.

13.1.Ez+iz=0©z(2+i)=O®

& 7=0vz+i=0 z=0vz=-ic
<z=0vz=i; S:{O,i}

13.2. zz- 7> =8-12i

Seja z=a+bi:

2z-7"=8-12ie

& (a+bi)(a-bi)-(a+bi)’ =8-12i

& a® - (bi)’ - (a® + 2abi+ (bi)’ ) = 8-12i

oa’+b?-a?-2abi+b*=8-12i=

o 2b% -2abi=8-12i
2b% =8 b2 =4 b=12
= = = =
—2ab=-12 ab=6 ab=6

b=-2 [b=2
o v
a=-3 |a=3

13.3.

13.4.

14.

14.1.

14.2.

NUmeros complexos

2=-3-2ivz=3+2i

S={-3-2i,3+2i}

z-i= - =i
3-2i 3-2

wi{1-5g) 1o

3-2i-1

— =i
3-2i j

o, i(3-2)

3i- 277
zZ= =

2-2i

2-2i

(2+3i) (2+2i)

_ 4+4i+6i+6

(2-2i)(2+2i)

22 —(2iy’

4-6+10i 2 10, 1 5.
I=————— S zZ=-—+—iozZ=——+"1i
4+4 8 8 4 4

z—(1+2i)(z+1)
T et °®

<z (z+1+2iz+2))=0r2(z+1) =20

<7z-2-1-2iz-2i=0Az#0AZz+120
& -2iz=1+2irz2#20rzz2 -1
1+ 2i (1+2i)x 2i 2i+ 4P
Z=—]"- v — Z= -
—2i —2ix 2i —4i?

-4+ 2i 1.
zZ= Sz=-1+-i

=

k

2i4x3+3

=(k2—3i°)+i,:

z,= (kz _ 3i4x5+0) " o

4
12 2(1+i) 2+20 2420
z, 1-i (1-)(1+i) °-# 2

z, :i@(k2—3)+%ki:1+i<:>

1+

2_q_
k> -3=1 k2=4c> k=42
k=2 k=2

i3 (o

1 1,1 1,
=§(k2—3)+Zk|—§(k2—3)|—zk|2=

B L S P T PP B A
2 2 4 4 2 2

z,xz, éum numero real <Im(z,xz,)=0<
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otk 3 0o k+6-00 18. Seja z=a+bi. S
42 2 yoZoi_ a+bi—i (a+bi-i)(1-i)
+ . 1- 4(-2)x6 —1+ /49 1+i 1+i (1+i)(1-1)
k= s k= =
2x(-2) -4 _a-ai+bi-b?-i+? a+tb-1+(-a+b-1)i
- 2 2 - -
ok="8vk=8 ck-2vk=-3 T 1+
—4 —4 2 _a+b—1+—a+b—1i
2 2
Pag. 1 -1 _-—a+b-
’ ' ag. 195 Re(u):lm(u)<:>a+b 1: a+b 1@
15.1. z é um nimero real < Im(z)=0< 2 2

oat+b-1=-a+b-1<a=-a=2a=0<a=0
Entdo, Re(z)=0.

Sk -4=0k =4 k=12
15.2. z é um imaginario puro &
<Re(z)=0AIm(z) 20 =

19.1. z+w=a+bi+c+di=(a+c)+(b+d)i=
=(a+c)-(b+d)i=a+c-bi—di=

Sk -k-2=0Ak>-42£0&
1£4(-1)" - 4x1x(-2)

k= 2x1 24 =(a-bi)+(c—d)=z+w
<:>k=1i\/§/\k¢—2/\k¢2© Entdo,z+w=z+w.

B - _ —
o k=—§vk=%}x\k¢—2/\k¢2<:> 19.2. zxw = (a+ bi)(c + di) = ac + adi+ bci + bdi* =

=(ac - bd) +(ad + bc)i=(ac - bd) - (ad + bc)i=

e (k=-1vk=2)ak#-2rk#2
=ac—bd -adi-bci=a(c-di)-b(d+ci)=

15.3. =0 (k* -k -2)+(k* - 4)i=0+0i =
) (d . )

K k220N —4=0 =a(C—dI)—bI(T+Cj=a(C—(ﬁ)—bl(—dl+C)=

@(k:—‘]vk:2)A(k:—2vk:2)®k:2 =(C—di)(a—bi)=W><E=E><W

Entao, ZXW=2ZXW.
16. w pertence a bissetriz dos quadrantes pares

(y=-x) 103 m_( 1 J_ a-bi | a-bi _
w=x-xi,x<0 “\z) \a+bi) ((a+bi)(a-bi)) a*+b*
W_xesi_ (v (s o) 3 -2 (o) e b a b
w o x+xi (x+x|) - xi) xz—(xi)z TR @b @b @b

x2—x?- 2x2i

_ _ L _a+bi _ a+hi 11
x2+x? xz a’ +b? M(a_bi) a-bi z

Opgéo (D) _
Entao T
il 7 E .

1+i)’ i+ 2
17 21 — ( ) 2'7 H- 1+2|+| 2'4x1+3

x 2" —i= x 21 —i= - _ -
-] 1-i 19.4.[5j:(zxij=zx[1):zxi=i
. . I w w w w o w
=#x2i3—i=%x(—2i)—i=;4l_—i= = 3
- . - - Entao, (J:
4(1+1) . 4+4i . 4+4i . w) w
“Aoyasy Trop Tz T A z a+bita—bi_ 2
19.5.z+z:a+ I+a-— I=—a=a=Re(z)
2,x2,=-4+3i < (2+i)xz, =4+ 3o 2 2 2
443 (-4 +3i)(2-) Entdo, -2 -Re(z).
o2z, = — 27, = - —~ = 2
2+i (2+i)(2-10) _ ) .
z-z a+bi-(a-bi) a+bi-a+bi 2bi
—8 + 4i + 6i— 312 —8+3+10i 19.6. ——= 5i = 5 T
! =b=Im(z)
5 10, . ~
Sz, =——+—ie2z,=-1+2i ,_7
5 5 Entéo,?=lm(z).
|
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Pag. 196
20.1. z, =3+/3i
|2|=p = 32+(J§)2 =J9+3=\12=
=22 x3=23

Seja 6, o argumento de z,:

J3

tanf, = —

(3,\/5)61.°Q.

=arg(z,)=

[N

z,=24/3e"
20.2. 7, =242 + 242
(2v2) +(2V2) =Vax2+4x2=4

Seja 6, o argumento de z,:

22 _

‘Zz‘zpz =

tang, = 1
222 :arg(zﬂ:%
(2v2,22)e1°Q
z,=4e*
20.3. zsz—ﬁ—@i
2 2
2= po - 3) (.38 9 9x3
3P 2 2 4" 4
36
=,— = 9:3
2 Jo
Seja 6, o argumento de z,:
33
tan€3:72:\/§
3 47
-5 =arg(z;)=n+_-=—
J—Z ’
3 3J3
- —— 30
( > ) ]e Q
An i{-2x
z,=3e?3 :3e( 3j
CA 47 27
2R _op=_2%t
3 3
20.4. 2, =2-2i

|2, = py =2 +(-2)" =B =122 x2=2\2

Seja 6, o argumento de z,:

NUmeros complexos

33 ( 3V [9x3 9
Ry e Ay B TR

Seja 6, o argumento de z:

3
tan95:74:i:£
33 3 3 x
- ar =n+—=
4 = arg(z,) o
{_%@,3J30Q
4
7n L
2,236 3%
2
CA | Tn 5n
LI, P
6 6
20.6. 7, =2
‘ZG‘=p6=2

arg(zy)=arg(-2)=n
z, = 2€e"

20.7. z, = 2i
|z,|=p, =2

arg(z,)=arg(2i) =

N

z,=2e?
20.8. z, =—/2i
12,| = ps =2

arg(z,)=arg (—\/Ei) - _g

AL

21.1. 26% = 2| cos S +isin " | =2 £+i><1 -
6 6 2 72

=3 +i
265 = /3 +i

27
21.2.2/3e3 = 2J§(cos%"+ isin%"j =

zngﬁmq}_gj+mm[n_gﬂ:

=2\/§(—cosg+isin3=2\/§(—;+ix\/§

=—/3+3i

2
2/3e3 = /3 +3i

).
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iﬂ iﬂ iﬂm iﬁ iﬂ
213.e* :cos%+isin%= 222 -z, =-2e3 =2e(3 )=2e3 =2e?
CA. | 8xn 2n
T oL b T . .T ——_op=="
=Cos| m+— |+isin| t+— |=—-cos——isin—= 3 3
(+3Jrion(n+§)=-oosg-ton3
:_Q_Qi i m T
2 2 22.3.Z=Se( S
5m
ed —_ Q _ Q H) [g] el
2 2 22.4. -z,=-3e =3e =3e®
21.4. 4e( 3j=4[cos(—2;j+isin(—2;ﬂ=
) 23, Z:L?;')+ﬁei[7j:
L. 2T 1-i
:4[003——|sm—j:
3 C.A. 17 | 4
AT T 1 4
=4 cos(n——}—lsm[n——] = B
3 3 i =1 =i
T .. T 1 . 43
=4|-cos——isin— |=4x| ———ix— |= 4k (2 =i
[ 3 3) [ 2 2] =(,I)+x/§{cos(—nj+isin[—nﬂ=
1-i 4 4
:_22_2\6' —m+\/§ cos X —isint | =
(%) - B 4 4
4e[ 3 =223
(. 4k(2-i V2o J2) 4k(2-i _
21.5. 2e[61:2{cos(—g]+isin(—gﬂ= :1(—i)+ﬁ[2_l2J:‘|(—i)+1_|:
4k (2-i)(1+i 4k(2+2i—i-1
=2(cos£—isinEJ=2 ﬁ—ixl =3-i = ( - )( )+1—i= ( = )+1—i=
6 6 2 2 (1-i)(1+1) 1-i
(. 4k(2+i— (-1 4k(2+i+1
26l ¢l o3 Bl Gl ) B CLI L) B
1-(-1) 2

=2k (3+1)+1—i=6k+2ki+1-i=
— 6k +1+i(2k - 1)

Para o afixo de z pertencer a bissetriz dos
quadrantes impares (y =x), a parte real de z

5
21.6. 265 = 2| cos 2= 1 isin 2" |-
3 3

Aol gJlz3))
ol oo

tem de ser igual a parte imaginaria.
Assim,
6k+1=2k-1<6k-2k=-1-1c4k=2 <

c>k=—1

®IONPH 0310d © YATIVININ

RL 2
2e® =1-3i
21.7.e"° =cos0+isin0=1+ix0=1 z:6x(—;J+1+i[2x(—;J—1]=—3+1+i(—1—1)=
eix0:1
21.8. 3ei5=s(cosﬁﬂsinEJ=3(0+ix1):3i =—2-2i
2 2 z=-2-2i
362 = 3 l2]= p=\(-2)" +(-2) =B =V2* x2 =22
[ j Seja ¢ o argumento de z:
5n [
—_2a 3 - _a s _
22, z,=2e3;z,=3e tan6=—2=1 x 5n
= (*ﬂj . -2 =arg(z)=mn+ 1° 4
221.7,-2e° =2e' *)=2¢° (-2,-2)e3rQ.
C.A. 51 n n _3n
2n—?—§ z=2/2e"* =2\/§e( “j
CA. | 51 37
LI PR L
4 4
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24.1. z, = 3¢°

z, = 3ei%n = 3el[7%j
2] =]z,|=3

T MM ok kez o
6 6

<:>1=—1—61+2k,keZ<:>1:—11+12k,keZ<:>

6
12=12kkeZ < k=1€Z
T 11n
Como |z,|=|z,| e gz—?+4n, z,=2,.

Sn n

fltd (27 n 2T il —=
z1=—2e'%=2e(3 )=2e 3 =2e[ d

CA.
@—ZTE:—E
3 3

24.2,

[ Tn
z, =2€{7?)
|2, =[z,| =2

L . S P N P PN
33 3

&S -1=-T7+6kob6=06kk=1cZ

Como |z,|=|z,| e —%z—%t+2n, z,=2,.

Pag. 197

25,

251.

27.

26.

NUmeros complexos

T
0 Imiz)

Bz,

Az

7.0 X
3

i} Re(z)
Como [OABD] e [OBCD] sé&o losangos, os seus

lados tém a mesma medida de comprimento.
Assim, OA=OB=0D=BD=DC=2.

O A[0AB] é equilatero, logo AOB== e

i
3

arg (z) -

ola

_T_
3
z,=2e ¢ =2[cosg+isinn)=2[\/§+i1]=\/§+i

N a

6 2 2
_ 5
z,=-z,o2z,=2e° :2(cosﬁ+isin@j:
6 6

C.A. Fi—.
Z - 26( 6]

=2(—cosg+isingj:2[—‘/§+i1]:— 3+i

2,=2,+2, =2i+(—\/§+i)=—\/§+3i

CA.
|z,|= (—\/5)2 +32 =J12=2y3
Seja 0, o argumento de z,:
3
tan0, = —— = —/3
EENE] =0,=n— g = 2—;
(-v3.3)e2°Q
z, = 2\3e?
21 — eie
z, = 4z, - 4?1 :Zei(e%)
B

C.A. Seja z=3-i
|2| = (\/§)Z+(—1)2 =2

Seja 6 o argumentode z:
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tang =- A =— ¥3
J3 3 :arg(z):—g 29
(vV3.-1)c4cq '
z= 2ei(%)
212 - ei2()
z,= 2ei(79%)

m

Z><Z12 = Zei[ioigj ><eize _ zei[*ofgﬂo) _ 2ei[o,g)
0-2-t iknkeZ o0=24+"rknkeZ o
6 2 6 2

Se k=0, e:z—ge]o,n[

28.1.7,=-1+iW3; z, = o3

2]= (-1 +(+3) =2

Seja 0 o argumento de z;:

tan6=ﬁ=—x/§ n 2%
-1 =arg(z =n-3=
(-1.V3)e2°q.
z,=2e?

z= (21 X Z, )n = [Zeizg X ei(ig) Jn =

= [Zei[?;j ]” = [Zeig Jn =2" ei%

Para z ser um numero real positivo,

%:0+2kn,keZ<:>g:2k,keZ<:>

on=12k keZ
Se k=1, n=12.

28.2.Para z ser um numero real negativo,

%:n+2kn<:>g:1+2k<:>n:6+12k,keZ
Se k=0, n=6.

28.3.Para z ser um numero imaginario puro,
@:E+kfc,keZ<:>ﬁ=1+k,k€Z<:>
6 2 6 2
<n=3+6kkeZ

Se k=0, n=3.

48

z, =1+/3i"° =1-4/3i
CA. 15 | 4
3 3

15 3

2] = +(—3) =2

Seja 6, o argumento de z;:

tand, = —/3 -
=60,=——
(1,—J§)e4.°Q. 3

z, = 2ei(%]

Im ]|

3 3
z, = (ig] _ (%J ei(3()+n) _ %ei(B(Hn)
)

Pag. 198

39+n=ﬁ+2kn<:>36=—n+%+2kn<:>

<:>36=—£+2kn<:>6=—£+%,kez
4 12 3
T
Se k=0,06=——+ (F
15 (F)
Se k=1,6:—£+@:ﬁ (F)
12 3 12
Se k=2, 0=- "4 AT_5T )
12 3 4

i%” 5t . . 5m
z,=e* =cos—+isin—=
4 4

T .. T
=cos| m+— |+isin| t+— |=
( 4j ( 4j

®IONPH 0310d © YATIVININ
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31.1.

Pag. 199

z, =1+i
‘21‘:\/5
z,=/26"
AOC=Z

2
Aosse) =4 < OAxAB=4 =2 xAB=4 <
— 4 42
o AB=—=""2222

J22

Im[z}\

z, :2\/56‘(?5]
—2\/—84 —2«/—[cos—+|sm%j

=-2+2i
2,=2,+2, =1+i-2+2i=-1+3i

42 +1=002--toz= -1 oz [de
4 4 4

= \/Iei(%%) = 1 ei(gw
4 2
1

),k:O,’I

Se k=0, zo—fe5:1i_
2
i Zen |3"
Se k=1, 21:1e(2 )—1e2 = 1|
2 2
sz{-ii,li}
2 2
Imi{z)
1
A
0 Re(z)
_%\/21

MMA12DR-NUMCOMPLEX-4

31.2. 22 +4i=0 =2 =-dicz=

NUmeros complexos

Outro modo:

22=—1<:>z=i [1<:>z=i—
4 4
Sz{—ii 1|}
2 2

—4i &

z
;+&

i
2

o z= 4e( j<:>z J4e :2eiH+knj

Se k=0, z, = 2ei[7ﬂ

3

Se k=1, z,= 2el[ +nj=2e"‘

S-= {Zei[:), 2eiaf}

_J\
Imiz)

31.3. z4+82=0<:>z(23+8)=0<:>

=z=0vz*+8=02z=0vZz*=-8
<z=0vz=Y-8cz=0vz=¥8e" &
(n 2km

<:>z=0vz=3/—el[?Tj<:>
[7{ 2k7rj
<z=0vz=2e"® k=012

Se k=0, z, =2e°
(n 2m
Se k=1, z1=2el(§+?)=2e‘"=—2
T 4n 51
Se k=2, z, IPRES TP+
57!
S={0 -2, 263 2e'3 }

Os afixos de z,, z, e z, s&o os vértices de um

tridangulo equilatero inscrito numa circunferéncia de
centro O eraio 2.

Imizi|

i2 Re(z)
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314. 22 +42 =42
3

3n
e =-402+42ic 7 =8e* oz=8" o
CA. | Seja w=-42+42i:

w|= (—4\/5)2 +(4\/§)2 =
=J16x2+16x2 =8

Seja o o0 argumento de w :

tana—ﬂ—_
42" sg=p-Z3

(-4&, 4\/§)e2.°Q. 4

37

w=_38e *
31
Exas (o 24n)
= z=3%8e oz=2e"? ¥ o
=
oz=2e\ ) k=012

Se k:O,zO:Zeiz
i[ﬁ+y) i“J
Se k=1, z,=2e\* ¥/ =2e™
i[f+ﬂj in
Se k=2,2z,=2e\* ¥/ =2e "

ud i L]
S={2e4,2e % 2 }

Os afixos de z,, z, e z, s&o os vértices de um

triangulo equilatero inscrito numa circunferéncia de

centro O eraio 2.
L
Imiz}

31.5.162° +/3i=1=162° = 1-3i =

@23:17\@'@23=ifﬁic>z3:1ei[fgjc>
16 16 16 8
CA [ . 1 3.
Seja w=—-—i:
16 16
1V (BY [1 3
‘W‘: — | |- —— = [—+— =
16 16 256 256
2.1
16 8

50

Seja a o argumento de w:

]
tana=—9 -3
1 T
_ g T
16 “="3
i,—ﬁ €4°Q
16 16
w1
i;[+2kn}
(.x 3 3
<:>z=31e[3)<:>z=—e o

Se k=0, z, :%ei(%).

,E+ﬁ) 1 L

Se k=1, 21:1el( $¥=—e9,

2 2
Se k=2 z :7e|[7§+473n)_1 IH{
T2 2
3_{16(3),16‘?,1;;}
2 2 2

Os afixos de z,, z, e z, sdo os vértices de um
triangulo equilatero inscrito numa circunferéncia de

1
centro O e raio 2

Imizi|

31.6.Sejaw=z+1z=w-1:

ix0

ix0©W24e =

wt=1ow*=¢
0, 2x

il =+ iﬁ
@w:éﬁe(‘* 4]<:>W=e2,k=0,1,2,3
Se k=0, w,=€"°=1, z,=1-1=0

Se k=1, w,=e2 =i, z,=i-1=—1+i

Se k=2, w,=€"=-1, z,=-1-1=-2
Se k=3, w,=e?2 =—i, z, =—i-1=-1-i

S={0,~1+i,-2,~1-i}

BIONPY 0110d 6 YATTVININ
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32.

Os afixos de z,, z,, z,, e z, s&o os vértices de
um quadrado inscrito numa circunferéncia de
centro (-1,0) e raio 1.

Imiz) [
4
N
i y
—2 -1 0 RE[Z?
'-.HL.‘ :
y
z,=2€%, z,=-i= ei[iEj

iz +3z ' xz,’+4=0&
LT 2 f T s
<:>i23+3[2e'4] x[e{ZJJ +4=0

e
iz +3x2%e2xe' 2/ +4=0<
n 3n

sizZd+ 12ei[77] +4=0<

iz +126M +4=05i2° +12(-1)+4=0=
iz -12+4=0<ir*-8=0<7° =§<:>
|

T
2

[

<:>23=—8i<:>23=8ei[ j<:>z=38el[ Zj N

sl
| T2 2kn

<:>z:3/§e[

([ m 2kn

} oz= Ze{TTj,k ~0,1,2

3 3

n An

Se k=0, z, = 2ei(7g) = Zei[%mj =26

[ m 2m

Se k=1, z1=2el[ 6+3j=2eig

( m 4n T

Se k=2, z, 26l #°3) 0e%
& fm M=
S={2e2,2e6,2e 6}

Os afixos de z,, z, e z, s&o os vértices de um

triangulo equilatero inscrito numa circunferéncia de

centro O eraio 2.

Imizi]

NUmeros complexos

33. z=8/2-82i
33.1.|7= /(8v2) +(-842) =
—JB4x2+64x2=16

Seja 6 oargumentode z:
&2 _

82 =0= —%
(8v2,-8v2)e4°Q

tan6 = -

T

zZ= 16ei[7Zj

_r
i 74+2kn
4 4

{‘/E -\ 16eiH) = {‘/Ee
o kn

ol Zj,k:0,1,2,3
Se k=0, z, :2ei(%j

T Tn

Se k=1, z,= Ze{?+Ej —2e

157

Se k=2, z, = 2el ) Lo

n 3m 237

Se k=3, z, = 2el[76+7) =2
i(’lj Tn 157 231
S= {Ze 16 ,2el16,2el16,2el15}

Imi{z) !

.-fl

Z:*.r--._

33.2. Aplicando o teorema de Pitagoras, vem:
¥ =22+22ox*=8

Logo a area do quadrado é 8 u.a.

5r
341.z,=—2-2i, z,=2e ©
z,=2e*

ﬂ—27[

I

5 3 2
Arg(z,) - Arg(z) = o2 32 20

Logo, n=6.

34.2. 7, = 26 78] g6l
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|[z+?j iﬁ
z,=2e =2e™

|(H+E) iHJ
z,=2e'2 8/ =2¢"

Restantes raizes:
n I A

Zei[%] 26 262 26’12

34.3.Por exemplo,

[ 3x6m ([ 18m ([ 18m
z=2z°= zee[i <) = 646{77) = 64el(77+4nj =
_6ae ) _a

Pag. 200
35. 2n
5
(n 2m 9
z= 1el[7?) = el%"
(5x9n on 9n
25 _ el( 10 j _ e|% _ el[?—4nj _ e|,
ixe? —e?xe?— ei[E*E) e =1
Opcéo (D)
Outro modo:
z=0+1i=i
2° = =i
iz’ =ixi=iF =1
Pag. 201
36. z,=i, z,=€°, z, =22
36.1.2, =e?
i£+2—n i7l
Z, =e[2 3j 6% —cos E4isin -
6 6
T .. T V31,
=-C0s——isin—=-———i
6 6 2 2
ol 1
2 2
i£+2—n iﬂ
Z, :e[e 5 —e's —cos 2T yisin 2T -
6 6
=—cos£+isin£=—§+1i
6 6 2 2

52

2'2

£

IEE i7—ﬂ
z =2e(2 3j=2e6 =2(cos7—6n+isin%nj=

c'

-2[-—cosE-isink :72\/5
6 6

772x%i:7\/§7i
C'(—/3,-1)

36.2.

371.

2 2 N3

A[ABC] = A[A’B’C’] = f = Tu'a
Outro modo:
hzxszﬁ

2
AC=2-1=1

13

2 3

Como A pertence a bissetriz do 4.° quadrante,
7= AL

([ 2n [ m
2 = (\/5)2 el[iﬂ = 2el[75)

(=
—+T

-z = 2el(72 ) _2e”
—z,2 e = 267 x e = 2ei[%fo)

9e}0,£[<:>0<6<£<:>—g<—9<0<:>

2 2
s I X g loo<t <l
2 2 2 2 2 2

O afixo de —z,2 x€'™ pertence ao 1.° quadrante.

Opcéo (A)
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NUmeros complexos

i[l] ’ \2\2 i20) 1+cosﬂ+isinﬂ+cos@+isinﬁ =
372.Yz=z,0z=20 z=|J2' V| & 3 3 3 3]
& z= 2\/—e.[ j \Z\Z i0) (1—cosE—isinE—cosEHsinEJ:

() e 3 s o3 '3
z,=\2e' * ¥/ =\2e™ _lfe |(20)[1 1_1j 2 ¢ x0-0
2 2

zZx2, —2\/—6( jxx/—e12—2\/§x\/—e( 47[ 12)

a3 _ 4[[3) (3)} _ Pag. 202

39. z=e", ae}o,ﬁ[
:4[cosg—isingj:4[1—i‘/gjzz—zﬁi 2

2 2 39.1.Como [OABC] é um paralelogramo,
38.1.A7C:% - Im(z]
OA=0C=AC 2]
O A[AOC] é equilatero.
BC = 0A G A
OB=0C=BC
O A[OBC] é equilatero. r >
n T 2% _ OI _ ) et
AOB—§+§ 3 W=z+(—z)©w=e'”—e'(’“)<:>
R ©w=cosa+isina-[cos(-a)+isin(-a) | <
l;-'[‘ﬂ S w=cosa+isina—(cosa—isina) <
1 e < W=CoSa+iSina—cosa+isina <
g[ <:>W=2isinoc=23inoceig
£sina
T '| |w|
f 3 | 5 (ac1.°Q. e sin(a)>0)
' 0 | Refzy
ol Logo, =2sina .
39.2.ix2% = eig x e®) = ei(?mj
| Para ix z* ser um nimero real negativo:
| [e+2nj E+30L=‘ft+2k‘ft,keZ<:>
38.2. z=\z\e'° w=|w|=|z]e .
<S3o=—-—+n+2kn kel &
‘2‘3 i(30) 2
(30:2,2 o30S 2knkeZoaz+ 2K ken
W _‘2‘3 [ j ‘2‘3 i(36+2m) ‘2‘3 i(36) 2 6 3
T T T
383chgo,zz =w’ . Sek:O,a—g,ge}O,E[.
3.2 +wlrzw =
ZZrwitzw= z:eig:cosﬁ+isin5=ﬁ+1i
6 6 2 2
i E i +E
-l e ol el .
40 w—\/§e12 —\/5612 e(% :) eig
N L N T ' - 1 i - iE
_ ‘Z‘z ei29 N ‘Z‘Z el[29+%) N ‘2‘2 el((%(%%] _ +1 \/Ee "
27 T
2 _ o _ 3
‘Z‘Z i(26) ‘Z‘ [eﬁj ‘2‘2 .[2933)_ w2l=e6 —g3
2 Fewre ot oz=e’ o
=|z* € [1+e EREIPNE ] .
13 2kn
sz=Y1e oz=e"2) k=0123
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x
Se k=0, zO:eIE.
(&) =
Se k=1, z,=e =e'2,
S — i[%ﬂtj 11327[
e k=2,2z,=¢ =e 2,

(n 31[] 191[

Se k=3, z—e(127 —e2

Ll 71[ 131[ 191[
S e12 e12 e12 e12

41.1. sinezgch:3sin6

A[opo] 4 x 35|n6 —6sing
Imuf
Q:
h
3 p;'.'
g
: o 4 z
o Re(z)

41.2. z=3e""  7=3e""
w=4e", w=4e"
Zw — 2w = 4iA

2w —zw = 3@ x 46" _ 36" y 46" =

=127 _ 121" = 12¢i —12¢""

=12(e“ - )=

=12[cosa+isina - (cos(-a) +isin(-a))] =

= [cos:z+|sma (cosa-isina)]=

=24isina =6 x4isina = 4i6sing = 4iA

A

42. z=+2¢",0c2°Q.

72 +4zz+2i=8%

\2 . .
= (\/Ee'”) +4 (x/ie'”)(x/ie'(’”))+ 2i=8&
=2 +4x2e"" 12i=8

=2e® 186" 1 2i=8=2e% 1 F12i- 8 =

20) _ _j o i@ _ e'[’ij PN

= 2e®) = Dis e

<:>20=—g+2kn,keZ<:>
T
SO=—-—+kn kel
4
Se k=0, 6:—% (F)

Se k=1, 9_—%”_@ (V)

54

£osa +isina - cosa +isina)=12(2isina) =

Pag. 203
43.0.]z) = \[(2) +(2) =2
Seja 6, o argumento de z,:
NG
tang, =——==1
" —f =6,=mn +% 57?
(—\/—, - \/—) €3.2Q
s
z,=2e*
C:
2l E7%) ol ¥%) o Loel %) e

Opcgéo (D)
5n n 157 . i -
43.2.7° = (2e'54J 8o - Se[ ) 8e[ d

z° = 8eiH} , por exemplo.

43.3.
2n
3 2n_ =w
2 6 3

n h 1 h
cos—=—o—-—=—&h=1
3 2 2 2
sinﬁzgﬁé—gabzﬁ
3 2 2 2
3x1
A[Asc]_sxzx\/—z>< =343

Z _ 5 i3
“2_edoz,=2 %€
Z1

2

44.
44.1. 2% +2,° =2z,x2,

zP+z=z>+z’?® =z |1+e3 |=
2 2n . . 27
=z, 1+cos?+|sm? =

5 T .. T ) 1 .3
=z |1-cos—+isin- |=z° [ 1-—+i—|=
3 3 2 2
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NUmeros complexos

1,43, Pag. 204
) 46.1. |z| = 4 representa a circunferéncia de centro
2,x2,=2,x2€% =226% = 2} [cosg + isingj = (0.0) eraio 4.
Imizi]

:ZZ[1+‘/§iJ 4
"2 2 /——-

Logo, z2 +2,°=2,x2,. j

z i i | o
442 . 2=e* o z7,=2%x¢€° /
Z \

O moédulo de z, vai ser igual ao médulo de z, 1

4 Re (&)

porque o modulo nio se altera quando _
46.2. z+z=2

multiplicamos um nimero complexo por e" . i )
Seja z=x+Yi

|z,|=|z,| ; OA=l|z]; OB=|z,| _ . .
Z+Z=2Sx+)itx—)yi=22x=2<
O argumento de e° ég. s x=1<Re(z)=1

z+27=2 representa uma reta vertical que contém

O vetor OB ¢ o vetor OA pela rotacdo de centro
o ponto (1,0).

. T . ’\ T
O e amplitude 3 ou seja AOB = 3 Imf?;-"
Como OA=08B e A(A)Bzg, OA=0B=AB.
Logo, o triangulo [OAB] ¢é equilatero.
451, a Rarzl
Imi(z) 2
BI
N

46.3. zxz=1¢ 2| =1 representa a circunferéncia de

centro (0,0) eraio 1.

.

[
I [ . i
0 Re(z) / \

| 1
Seja # o argumento de z,: I 3 .I1 roa?

arg(z,)=0+2(a—-0)=0+2a-20= \

=20-0=2a-Arg(z,) 1

[ A
.

v

_ i0
45.2.2,=|z e 46.4. |z -i| <|z - 3| representa o semiplano definido pela
—| | ai25-0)
Z, = ‘ZZ‘ el mediatriz do segmento de reta de extremos (0,1)
EAREA e (3,0) e que contém o ponto (0,1).
7,32, =|z|€" X‘Z1‘ei(2(kﬁ) = ‘21‘2 el ) = ImiziT
y
45.3. =" i e /
4 )
b1 T 2 o
arg(zz):2xz—9:5—9 aj ' 3 Reir)
Como os afixos de z, e de z, s&o dois vértices de
um hexagono regular inscrito na circunferéncia de
centro O e raio |z, =|z,|.
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46.5.
3

46.6.

47.1.

T <Arg (2)= g representa o angulo de vértice em

(O, O) definido pelas semirretas que formam com a

parte positiva do eixo real angulos de amplitudes

T T

3 2

i
Imiz)

Arg(z)=%/\‘z—3—i\/§‘ <3

arg(z) =g representa a semirreta de origem em
(0,0) e que forma com a parte positiva do eixo
real um angulo de amplitude % .

‘z— 3—i\/§‘ <Be ‘z—(3+ \/EI)‘ <3 representa

o circulo de centro (3\/5) e raio /3 .

G
Imiz)

-
Re(z)

A regido apresentada pode ser definida pela
semirreta de origem em (1,1) e que forma com a

parte positiva do eixo real um angulo de amplitude
™ radianos.
4
Condicéo:
. s . s
Arg(z—-(1+i))=— < Arg(z-1-i)=—, por
9(z-(1+i)) =5 = Arg(z=1-i) =5 . p

exemplo.

47.2. A regido apresentada pode ser definida pela

56

intersecéo de trés dominios planos:

» reta vertical que contém o ponto (-2,0).

¢ semiplano inferior a reta horizontal que contém o
ponto (0,3).

e semiplano superior a reta horizontal que contém
o ponto (0,-1).

Condicéo:

Re(z)=-2A-1<Im(z) <3, por exemplo.

47.4.

47.5.

47.6.

47.3.Aregido apresentada pode ser definida pelo

angulo de vértice no ponto (-2,-2) definido pelas

semirretas que formam com a parte positiva do
eixo real angulos de amplitudes 0 e g radianos.
Condicao:

)

0£arg(z—(—2—2i))sg<:>0sarg(z+2+2i)g

N3

por exemplo.

A regido apresentada pode ser definida pela
intersecdo de quatro dominios planos:

¢ semiplano inferior a reta horizontal que contém o
ponto (0,3);

e semiplano superior a reta horizontal que contém
o ponto (0,-3);

¢ semiplano a esquerda da reta vertical que
contém o ponto (3,0);

e semiplano a direita da reta vertical que contém o
ponto (-3,0).

Condigéo:

-3<Re(z)<3A-3<Im(z)<3, por exemplo.

A regido apresentada pode ser definida pela
intersecédo de dois dominios planos:
« angulo de vértice no ponto (2,2) definido pelas

semirretas que formam com a parte positiva do
. ~ . T T .
eixo real angulos de amplitudes 1 e 2 radianos;

e exterior da circunferéncia de centro em (2, 2) e

raio 2 , incluindo a fronteira.
Condicao:

%<Arg(z—(2+2i))<gA‘z—(2+2i)‘22<:>

<:>%<Arg(z—2—2i)<g/\\z—2—2i\22

A(2,0), B(0,2), C(-2,0)
Reta AB: m=%:—1/\b=2
y=-x+2
Im(z)=-Re(z)+2

0-2

Reta BC: m=——=1Ab=2
-2-0
y=x+2
Im(z)=Re(z)+2
A regido apresentada pode ser definida por trés
dominios planos:
« circulo de centro (0,0) e raio 2 ;

e semiplano superior a reta definida por
Im(z)=-Re(z)+2;

®IONPH 0310d © YATIVININ
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e semiplano superior a reta definida por
Im(z)=Re(z)+2.

Condicéo:

Z|<2A(Im(z) 2Re(z)+2vIm(z) 2—Re(z)+2) ,

por exemplo.

Pag. 205

48. OC=|z,|=(-1) + 1 =+2

A regido da figura pode ser definida pela
intersecdo de dois dominios planos:

« circulo de centro (-1,1) e raio V2
« angulo de vértice em (0,0) definido pelas

semirretas que formam com a parte positiva do

eixo real angulos de amplitudes g e %

Condicéo:
3n

|z—(—1+i) < 2AgsArg(z)£7®

<:>\z+1—i\s\/§/\gsArg(z)s¥
49. z,=-2-3i

O quarto quadrante pode ser definido pela
intersecdo de dois semiplanos:
e semiplano fechado a direita do eixo imaginario

(Re (2)2 0) :

e semiplano fechado inferior ao eixo real
(Im(z)<0).

Condicao:
|z—(-2-3i)|23ARe(2)20AIm(2) <0

<|z+2+3i|23ARe(z)>20AIm(z)<0

50. z,=3, z,=3i
50.1. z, € um numero real positivo.
ix0

Entéo, z, =3e"".

z, € um numero imaginario puro de coeficiente

positivo. Entéo, z, = 3e?.

50.2.Centro da circunferéncia: (3,3)

Raio da circunferéncia = % = M = M =

2 2
V(3 Vs _3v2
N 2 S22
Circunferéncia inscrita no quadrado:
‘z—(3+3i)‘=¥@\2—3—3i\=¥

50.3.Sejam £, F, G e H os pontos médios de [AB],
[BC]. [CD] e [AD], respetivamente.

NUmeros complexos

A(3,0), B(6,3), C(3,6), D(0,3)

£(3+6 0+3) (93
2 2 ) \22
£(6+33+6)_(99
2 "2 ) l22
G 3+O,6+3 _ gig
2 2 2'2
33

N
N

(o33

O quadrado que a Maria desenhou pode ser

definido por:
EsRe(z)sgA§slm(z)sg
2 2 2 2
51. A:|z-i|=|z- 3| representa a mediatriz do
segmento de reta de extremos (0,1) e (3,0).
Entao, & uma reta.
A—>3
B:|z-3+i=5|z—(3-i)|=5 representaa
circunferéncia de centro (3,-1) eraio 5.
B—>5
C: zx2z=0&2|7" =0 |2|=0 representa o
ponto (0,0)
C—o1
D: |z-1+i<4 < |z-(1-i)| < 4 representa o
circulo de centro (1,—1) e raio 4.
D—>6
E: Arg(z)= —% representa a semirreta de
origem O e que forma com a parte positiva do
eixo real um angulo de amplitude —%jt .
E—>2
F: Re(z)<Im(z) representa o semiplano
superior a bissetriz dos quadrantes impares.
F—>4
Pag. 206
521.|z-1+i|<3 < ‘z -(1- |)‘ <3 representa o circulo

de centro (1,-1) eraio 3.

Seja z=x+Yi:
Re(z-3-i)>-2<Re(x+yi-3-i)>2-2<
©Re((x-3)+(y-1)i)22ox-32-2

< x 21 representa o semiplano fechado a direita
da reta vertical de equacéo x=1.
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e
Imiz)

52.2.Seja z=x+Yi:
Im(-z+2-2)<-3 < Im(-(x+yi)+2-2i)<-3 <

olm(-x-yi+2-2)<-3<
em(-x+2+(-y-2)i)<-3
o-y-2<3o-y<-l1e

< ¥y >1 representa o semiplano superior a reta de

equacédo y=1.
\z\ < 2 representa o circulo de centro (0, 0) e raio
2.
G
Imi{z)
2
i o
. ",
ASSRRRRIO, ...
=3 0 7 Re@
=3

52.3.|z+2-3i>|z-1+ 2| =
o ‘z —(-2+ 3i)‘ > ‘z -(1- 2i)‘ representa o

semiplano definido pela mediatriz do segmento de
reta de extremos em (-2,3) e (1,-2) que contém

o ponto (1,-2).

Seja z=x+yi:
Re(iz+2)=0<Re(i(x+)i)+2)=0<
oRe(xi-y+2)=0c-y+2=0<

& y =2 representa uma reta horizontal.

miz T
‘2 3
; L
! '1 =
=3 Of Reiz}
._.2 -

58

§3. z,=1-i, z,=3+i

22— (3+i) ()
it = i
C.A. ‘ 81 | 4

1 20

w =

_9+Bi+i +i_ (8+7i)(—i): -8i—7i?
i i(-i) 1

w—z,|=[7-8i—(1-i)| =[7-8i-1+i=]6-7] =

= /62 +(-7)" =\/85>6

Logo, w pertence ao exterior da circunferéncia de
centro no afixo de z, eraio 6 .

=7-8i

Pag. 207
54, z,=1-i, z,=3-2i

W_Z+i7(z2)_ﬁ+i3(3—2i)_
Coz+z,  1-i+3-2i
C1+i-i(3-20) 14i-3i+28  (-1-2i)(4+30)
© 4-3i 4-3i  (4-3i)(4+3)
_—4-3i-8i-67 -4+6-11i_ 2 11
© 4-(3) 25 25 25

|z| =|w| € a circunferéncia de centro (0,0) e raio

5

5
5t , . -

O<arg(z)< =, &0 angulo de vértice (0,0

definido pelas semirretas que fazem com a parte

positiva do eixo real angulos de 0 e % radianos.

Comprimento do arco de circunferéncia:

50 /5 /B
Cc=—x—=——U.C.
4 5 4

A
Im(z)

‘\ 0 Re{z:f
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55.
55.1.

55.2.

55.3.

2,=3,2,=-3+2i, z,=1+4i, z,=3+5i

2| =[3]=3

|2,| =|-3+2]=/(-3)" +22 =\13
|z,| =1+ 4] =V +42 =17
|z,|=|3+ 5] =32 +5% =34

|2, — 2, =[1+4i— (-3+2i)| =[1+4i+3-2] =
—|4+2i =42 +22 =20 =25

|2, — 2, =[3+5i— (1+ 4i)| =[3+ 51— 1- 4i| =
:\2+i\:\/m=\/g

|2, — 2, = |3+ 5i— (-3+2i)| =[3+5i+3-2] =
=16+ 3i=/6° + 3% =/45 =3./5

BC=25

CD=+5

BD=3\5

Se B, C e D nao forem colineares entdo formam
um triangulo.

BC +CD =25 ++/56 =35 =BD 0 que ndo &
possivel (pela desigualdade triangular, o
comprimento de qualquer lado de um tridngulo é
menor do que a soma dos comprimentos dos
outros dois).

Entdo, B, C e D sao colineares.

AB=|z,-z|=|-3+2i-3|=]-6+2i=

=J(-6)° +2° =/36+ 4 =+/40 = 210

AC=|z,-z|=[1+4i-3|=|-2+4i=

=J(-2)* +4* =20 =25

BC=2\5

AC =BC , pelo que o triangulo [ABC] é isosceles.
AB* =AC* +BC” <+40' =20" +420" &
<40=20+20< 40=40 (Verdadeira)

O triangulo [ABC] verifica o teorema de Pitagoras,

pelo que & um tridngulo retangulo.
Logo, o triangulo [ABC] é retanguloem C e é

isosceles.

55.4.Como [ABC] é um triangulo retangulo em C, esta

inscrito na circunferéncia de diametro [AB], sendo
0 seu centro o ponto médio de [AB].

A(3,0), B(-3,2)

Centro da circunferéncia: [£¥j =(0,1)

56.1.

NUmeros complexos

AB 2J10
- _ o
2 V1o

Raio=—
2

Equacéao cartesiana da circunferéncia:
X2 +(y-1)"=10

1<2z<9 & 1<|z| <9 representa a coroa circular
definida pelas circunferéncias de centro (0,0) e
raios 1 e 9.

Seja z=x+Yi
0<z+z<40<x+yitx-yi<do

< 0<2x<4 <0< x<2 representa a regido do

plano limitada pelas retas verticais de equagdes
x=0ex=2.

o
Iy

B 9 Reqzi

56.2.|z+2[>2 < ‘z - (—2)‘ > 2 representa o exterior da

circunferéncia de centro (-2,0) e raio 2, incluindo

a fronteira.
|z-i|<1 representa o circulo de centro (0,1) e

raio 1.

-n<arg (z - 2i) < —g representa o angulo de
vértice (0,2) definido pelas semirretas que fazem
com a parte positiva do eixo real angulos de

amplitudes —m e —% radianos.

A
Im(z)

Relz)

(%]
of

56.3. |z i/ <|z - 1| representa o semiplano fechado

definido pela mediatriz do segmento de reta de
extremos nos pontos (0,1) e (10) e que contém o

ponto (0,1).
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6.4,

60

g <arg(z-1)<n representa o angulo de vértice
em (1,0) definido pelas semirretas que formam
com a parte positiva do eixo real angulos de
amplitudes g e n radianos.

Seja z=x+yi:

|z +i] SZJE@‘x+yi+i(x+yi)‘ <2W2e
<:>\x+yi+xi—y\$2\/§<:>
<:>‘(x—y)+(x+y)i‘£2\/§<:>

& (x—y)2 +(x+y)2 <22e

<:>(x—y)2 +(x+y)2 <4x2 &

X -2xy+yi+xi+2xy+y*<8e
o2x2+2y? <8<

< x? + y? <4 representa o circulo de centro

(0,0) eraio V4 =2.
Im|

| g

1 7 Re(z)

4s2<:>ﬁ£2<:>4s2\z\/\\z\¢0<:>
Z

z
<|z| =2 A|2|#0 representa o exterior da

circunferéncia de centro (0,0) e raio 2, incluindo

a fronteira.
larg(z +2)| = % o
< arg (Z - (—2)) = —% varg (z - (—2)) = %

representa as semirretas de origem em (—2, 0) e

que fazem com a parte positiva do eixo real

angulos de amplitudes —E e L.

4
G
Imi{z} ;
il
y
By et 0 12 Reiz}
=31

57.2.2z, -2z, x€5 =3¢

56.5.Seja z=x+Yi

Re(z-iz) =1 Re(x+yi-i(x+yi))=1e
oRe(x+yi-xity)=1<
oRe((x+y)+(y-x)i)=1ox+y=1c
& y=-x+1 representa uma reta.

1-i| V2 1 1.2
-—|>—<|z-| =+ —=i|>— representao
2 2 2
. . A 11 .
exterior da circunferéncia de centro 22 e raio

2|7 2
V2

>

e
\ Imiz)

J

2

o1 Re(zi

z,=-3i

57.1.2 = -3i= 3013

izl 3 i[—ﬁj i@ |(—E+gj iﬁ
z,=z,x|e% | =3e ?xe® =3e'? */=3e"

2n ( n 2n

%) _ 36‘[*%

iﬂ 2 i[—ﬁj iﬂ |(—E+ﬂj iﬂ
z,=z,x|€e% | =3e ¥xe® =3e' ? */=3e"

A regido sombreada pode ser definida pela
intersecédo de dois dominios planos:
« circulo de centro (0,0) e raio 3 (excluindo a

fronteira).
» angulo de vértice (0,0) definido pelas semirretas

que formam com a parte positiva do eixo real

angulos de amplitudes LA ﬂ
10 10
Condicéo:
i 3n
Z|<3A-—<Arg(z)<—
7 <3n=qgp<Are(z) <1

Pag. 208

Avaliagao global 1

(2-0) +2k+i  4—4i+P+2k+i
e+t i+ -
_4-1+2k-3i  (3+2k-3i)(1+i)

1-i (=) (1+i)

Z=

BIONPY 0110d 6 YATTVININ
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 343i+2k+2Ki-3i-3% 3+3+2k+2ki
N £ -2 - 1+1 -
_8+2k 2K 5 ki

2 2

z=03+k=0Ak=0ck=-3Ak=0
gA="9AR=Y

_condi¢éo
impossivel

Opcéo (D)

Opcéo (A)
liz+1= i[z+?j =i x Z+ﬂ
i i(—i)
=1x|z-i|=|z i
Opcéo (C)
z=pe’
1-3i 26! % ) 26! % el
_E - _g - _pei(fﬁ) - pei(—ﬁwt) -

CA. Seja z, =1-+/3i:
2] =" +(3) =42
Seja 6, um argumento de z,:
tan g, =£=—\/§
1 :)61 =—

(1-+3)<4-0 s

z,= 2ei(7gj

Opcéo (B)

As opgdes (B) e (C) néo podem ser corretas
porque |z+i[=|z+1 e |z-i|=|z-1 s&o
mediatrizes dos segmentos de reta de extremos
(0,-1) e (-10) e de extremos (0,1) e (1,0),

respetivamente. Estas mediatrizes representam a
bissetriz dos quadrantes impares e o segmento de
reta apresentado ndo esta contido nessa reta.

Aopggo (A) n&o é a correta porque |z +i[=|z -1
é a mediatriz do segmento de reta de extremos
(0,-1) e (1,0), ou seja, é a bissetriz dos

quadrantes pares. Embora o segmento de reta

NUmeros complexos

apresentado possa pertencer a esta reta, teria que
ter outro segmento de reta no segundo quadrante,
uma vez que 2<|z|<4 é uma coroa circular

definida pelas circunferéncias de centro (0,0) e
raios 2 e 4.

Na opgdo (C), |z-i=|z+1 & a mediatriz do
segmento de reta de extremos (0,1) e (-1,0), ou
seja, é a bissetriz dos quadrantes pares e
-4<Im(z)<-2 é aregido do plano compreendida
entre as retas horizontais de equacdes y=—4 e
y=-2.

Logo, esta condigdo pode definir o conjunto de

pontos apresentado.
Opgéo (C)

Pag. 209

Seja z=a+ai,aeR”
|z|=va® +a* =+2a* =[g| V2 = —av2

Seja & um argumento de z:

tang =2 =1 x 5m
a :>€=n+—=7
(aa)e3rQ.
2
z=-aJ2e'*

(a+ai) = [_aﬁem ] - (-av2)’ )

Z € um numero real positivo. Entéo,
;T=2kn,kez<:>5n=8k,kez<:>

<:>k=5—n,keZ
8
5x 64 ¢é multiplo de 8. Entdo, 64 pode ser o valor
de n.
Opgéo (C)
w=2e"m
11 27 1Mn-8x 37 =«
— o T
12 6 12 12 4
Opcéo (B)

z,=-2i= 2eH)

[ mom

l. 2ei(7gj x eig = Ze{ 2+6] = 2ei( 6) - zei[’%) _

:z(cos[—gjﬂsin(—gjj:Z(cosg—isingjz
=2(;—fiJ=1—J§i

|—a)

61
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ir
5[ —
zZ,—ze’| =

. |z,-2z,|=

z, [1—ei5]

=z

2
—21—cos X —isin =2 1-cos | +sin?
5 5 5

=2\/1—ZCOSE+0082£+Sin2 T
5 5

-2 /2[1—cosgj:2x/§x /1—cosg~1,236<2

:2\/2—2008.E =
5

- b)
0\ 2
el{?
V. (ve’) =1+3ie
Z1
C.A. Seja z=1+3i e 6, um argumento de z:
\z\:\/12+\/§2 =J4=2
tano, =3 P
g =T
(143)e1ea” " "3
z=2e3
S pzé(zﬁ) 26" o p2e®) = 4ei[%+§j =
2el[7]
o p2e®) = 4ei[%)

20=-T i okn kel e bO=-"vkn keZ
6 12

Se k=0, 9=—%e]n,2n[
Se k=1, H———+ ne]n,ZTc[
12
23n
Se k=2, 9——E+2n——e]n 27t[
IV —c)
Pag. 210
Avaliagao global 2
11. 22-4J3z+16=0<
—(—4\/§)i\/(—4\/§)2—4x1x16
S Z= =

62

2x1

= Z=

43:\16x3-64 _ _
2
43 + 4i

2

@Z:T©z1=2\/§—2i\/z2=2\/§+2i

2] =/(2V3) +(-2) =Vax3+4=4
Seja 0, o argumento de z,:

tan, _2_ 3

2\3 ?:arg(z)z—g
(2v3,-2)c 40

23+12:0<:>25+1:0/\z¢0<:>
z

of=docz=Y1oz=Fe" o
T 2km

oz= Je'(f* 5j©z:eig+27?j,k:0,1,2,3,4

Se k=0, z,=e*
i(£+ﬁj i3l
Se k=1, z,=e® ®/=¢5

(7 4n
Se k=2, z, =eIEETJ =e"

Se k=3, z3=ei[g

-

n
5

Se k=4,2z,=¢

.1! 31{ i7—n igl
S=le5 e5 e et et

\/§4n 9+2e4
W=s———"—

J2es
2% +2| cos T +isin ™
\/— + (COS 4 +1sin 4
W = LT =
J2es

C.A. ‘ 9 | 4

9 .
|I=I

J2i +2[\/_+|\/_j \/5%+\/§+i\/§
N i N i
\/—I 2+ih2
75%)%/7/ 1 :ei(
\/—65 )565 eig

Como w é uma raiz indice 5 de z,

T

5

43 +-16
EE——

J

®IONPH 0310d © YATIVININ
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2.2,

3.1.

3.2.

%zW@z:Wsoz:[ei(ngso

oz=e oz=11
T 2Kkn

Q/E:m:ei[_?T),k:O, 1,2,3,4
Se k=0, z, =eH)

Se k=1, z1=ei[5 5j=e'5

Se k=2, zz=el[5 s)_¢'s

Se k=3, zazei[ig 5J=e‘“

i[7£+8—nj i7l
Se k=4,2z,=e'° % =¢5"
Os afixos de z,, z,, z,, z, e z, s&o os vértices

de um pentagono equilatero inscrito na
circunferéncia de centro O e raio 1.

. T
sin—=ux
5

x~0,5878
O lado do pentagono mede, aproximadamente,
2x0,5878~1,1756 .

P=5x1,1756~ 5,88 u. c.

o
2,=243-2i, z,=2¢’
5n
z,=2e8% =2 cos@ﬂsin@ =
6 6

=2(—cosﬁ+isin5j=2 —£+i1 =3 +i
6 6 2 2

0(0,0), A(2V3,-2), B(-3,1)
OA=A-0=(2/3,-2)

OTB:B—Oz(—\/g, 1)
O, A e B sao colineares se e s6 se os vetores

OA e OB forem colineares.
23 _-2
3 1

&-2=-2 (V)

41.

4.2.

NUmeros complexos

m

J

/"H XA

\fﬁrr' y X

.,n'll 0 / ;" Re{z}’
C*L_:._‘\_“—\—_\_\_H_\_\_\-\_\_j‘ir.r
z,=3+2i
|z,| =32 +22 =13
. T X \/5 X
sin—=— oS- o2x=426
in m@ 2 m@ x

O lado do quadrado mede 26 u.c.
A[ABCD] = ‘X‘ = 2xx2x =~/26 x~/26 =26 u.a.

z, € simétrico de z,.

z,=-z,=—(3+2)=-3-2i

E=§<:>Ez=9/\z¢0<:>

CA | z=x+yi
=7
E:x—w

2z=x"+y?=|7

<:>\z\2:9 < |z|=3
(|21>0)

Z‘>O

O conjunto de pontos do plano complexo que sdo

- .oz 9
os afixos das solucdes da condicdo z=— sdo uma
z

circunferéncia de centro na origem e raio 3.

4
z=e?5

Aexpressdo 1+z+ 2> +Z° + z* representa a soma

de 5 termos de uma progresséo geométrica de
razao z e primeiro termo 1.

1-r"

1-r

S, =u,x

63
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8.1.

8.2.

64

Pag. 211

A regido apresentada pode ser definida por trés
dominios planos:
e coroa circular definida pelas circunferéncias de
centro (0,0) eraios 2 e 4;

¢ semiplano fechado superior a reta horizontal
que contém o ponto (0, 1);

¢ semiplano fechado a direita da reta que contém
o ponto (1,0).

Condicéo:

2<|7/<4n(Re(z)21vIm(z) > 1) 10.

P(z)=0&2°+2°+16z+16=0 <
<72 (z+1)+16(z+1)=0<
<:>(z+1)(zz+16):0<:>
©z+1=0vZ?+16=0<

oz=-1vzZ’=-16<

oSz=-1vz=1%J/-16 &
oz=-1vz=-4ivz=4i

LT
i i— iz [
Z,xZ,=4ixe?® =4e?2 xe? =

nm

_4elzT)
Para z, x z, pertencer & bissetriz do 2.° quadrante:

TR BT okn kel o
2720 4

1N 3 ok kez o
2720 4

©i=—1+§+2k,keZ<:>

20 2 4 1.

<&n=-10+15+40k, ke Z <
<n=5+40k, keZ

Se k=0, n=5.

Seja z=x+yi e z=x-yi
(i-2)(x-yi)-(2+i)(x+yi)=10

& xi— P = 2x+2)i- (2x+2)i+ix+ y*) =10

oMlry-2x+ 2 —-2x- 2 - A+y=10 12

S -4x+2y=102y=4x+10
Sy=2x+5

|z| <5

Os extremos do segmento s&o as intersegdes da
reta com |z|=5.

\z\z =x2+y?=25

Como y=2x+5

X +(2x+5) =25

X2 +4x% +20x+ 25 = 25 &

<=5x+20x=0<

o bx(x+4)=0o
Sx=0vx=-4
Se x=0, y=2x0+5=5

A(0,5)
z, =b5i
Se x=—4, y=2x(-4)+5=-3
B(-4,-3)
2, =-4-3i
26 26 (2]

Z=— =
\/E_ﬁl zei[iz)
Para z ser um imaginario puro:
2042 =L iknkez o
4 2

<:>29=—E+E+k‘rc,keZ<:>
4 2

<:>29z%+kn,keZ<:>

<:>6:£+@,keZ
8 2

Se k=0,0=g.(F)

1
Queremos provar que se [z|=1, z+—€R.
z

Seja z=¢€".
1 ; 1 o e i i~
zr—=e"+—=e"+-—=e" +e =
z e e

=cosf +ising +cos(-6)+isin(-0) =
=cosf +isinf +cosf —ising =
=2cosfelR

w=0
1 . , .

w e — sdo raizes de indice n do mesmo
w

numero Z .

w'=2z

-

n
Logo, w" = (—) esw=w"ow=w s
w

<:>W2”:1<:>(W”)2=1<:>W":J_rxﬁ<:>

osw'=-1vw" =1

Comow' =z, z=-1vz=1.

®IONPH 0310d © YATIVININ



Maximo On

Pag. 212

Tarefa 1 — A simulagao do langamento de dados

1.1. Aumenta em 1 o nimero de vezes que a face
sorteada acabou de sair.
Isto &, vai a posicao da lista f correspondente ao
valor obtido no langamento (r) e soma 1 ao contador
dessa face.

1.2. Acrescenta a frequéncia relativa da face k+1 alista
fr.

2. Exemplo do resultado das simulagées:

Quantos lascasercos gueres simular?ipd
Freg. relative da safda da Face 1 - 2,15

Freq. relativa da saida da face 2 = 0,15
Freg. relativa da saida da face 3 = B.16
Frég, relativa da saids da Face & = 0,16
Freg. relativa da salds da face 5 = 8,41
Freq, relativa di safds da Face &= B.17
Langamento de 1 dado clbico
0,25 1
o 020
F
2
s
[
4 015
o
[+
o
=
® 0,10
-
0.5 1
0.00 -
1 2 3 L] 5 &
N.=da face

Qusntos langamentos guares imular FS5E90

Freg. relativae da sailds da Face 1 = #5865
Freg. relative ds salds da face 2 =~ B.1702
Freg. relativa da safids da face 1 = L1704
Freg. relativa da saids da face 4 = 9,1543
Freg. relativa da saida da face 5 = B 1635
Freq. relativa da saida da face 6§ = 0,166

Lancamento de 1 dado cabico

OLIE

oLl 4

=2
et
L

Frequéncias relativas

oo -

1 2 E 4 5
N.* da face

-

Com 5000 langamentos, as frequéncias relativas de
cada face ficam muito préximas de % . Quanto maior

€ o numero de langamentos, mais as frequéncias
relativas se aproximam da probabilidade teérica.

MMAI12DR © Porto Editora
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1 print{"Tipos de dado platdnico disponivelis:”™)

2 print{"l - Tetraedro (& faces)")

3 print("2 - Cubo (6 faces)")

4 print{"3 - Octaedro (B faces}™)

5 print{"4 - Dodecaesdeo (12 faces)"™)

6 print(”5 - Icosaedro (2@ faces)T)

Top = int(input{“Escolhe o tipo de dade (1, 2, 3, 4 ou 5): "))

Bif op »= 1:

a n_faces = 4

10 nome_dade = "Tetrasdro”
11 elif op == 2:

12 n_faces = &

I3 nome_dado = "Cubo”

14 elif pp »= 3

i5 n_faces = §

16 nome_dado = "Octaedro”
17 elif op == 4;

18 n_faces = 12

13 nome_dade = “Dodecasdro™
it elif op == 51

21 n_faces = 23

22 nome_dado = “Icosaedro”
i3 wlse:

24 print{"Opcdo invilida.")
25 exit()

26

27 import random

28 n=int{input({“Quantos lancamentos queres simular?™))
29

38 f=[@ for k in range{n_faces)]

il for 4 in range(n):

iz rerandom,randint{l,n_faces)

33 fle-1)=f[r-1}+1

34

35 Fr=[]

36 for k in range(n_faces):

37 print{~Freq. relativa da saida da face” ,k+1,"=" ¥[k]/n)
38 fr.append(flk]/n}

39

42 import matplotlib.pyplot as plt

41 plt.bar{list{range(l, n_faces+l)), ¥r)

42 plt.title( 'Lancamento de 1 dado cdbice’)

43 plt.xlabel('N.% da face")

44 plt.ylabel('Freguéncias relativas')

45 plt.shou()

66
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Tarefa 2 — Resolugao de equagdes do 2.° grau de
coeficiente reais

1.

3.1.

3.2,

Representa o binébmio discriminante da equacéo do
2.° grau.

Quando o delta é negativo, isto &, as solugdes sdo
complexas nao reais.

As duas solugdes complexas sao sempre
conjugadas, isto €, ttm a mesma parte real e as
partes imaginarias sdo simétricas.

\—delta

Parte real: —L. Parte imaginaria:
2a 2a

Por exemplo:

1 print{"ax*2+bx+c=0")
2 a = float{input(™a? "})
if a==0;
print{"A equacdo ndo € do 2.% grau!")
5 else:
b = float{input{“b? "))
€ = float{input{™c? "))
5 delta = b**2 - 4*a*c
if delta == @:
#l = (-b) / (2%a)
11 print{"Solucao:", x1}
elif delta » @:
X1 = {-b - (delta)*"@.5) f (2*a)
x2 = (-b + (delta)**@.5) f (2*a}
print{"Duas solucdes reals:", x1, " @
1¢ else:
! parte_real = -b / (2%a)
parte_imag = ((-delta)**g.5) / (2%a)
19 print{"Duas solucdes complexas:™)

el

2a print("xl =", parte_real, "-", parte_imag, "i
21 print("xd =", parte_real, "+", parte_imag, "i

3.3.a) +i

ax™2+bx+c=0

a? 1

b? @

c? 1

Duas solucdes complexas:
x1 = -8.8 - 1:8 i

x2 = 0.0 + 1.8 1

b) 1-2i e 1+2i

ax”2+bx+c=8

ar 1

b? -2

c? 5

Duas solucdes complexas:
x1 =18 - 2.1

x2 =1.8 + 2.0 1

N0)=03—5x02+2x0—3=—3
“5)=53—5x52+2x5—3=7

Maximo On - Probabilidade. NUmeros complexos
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Questdes para preparar o exame

Probabilidade

1.

21.

68

Pag. 214

P(A)=0,4
P(AnB)=03
P(B|A)=
P(A)=04 < P(A)=1-04 < P(A)=06
P(BIA):O,B@PSDB(:)A) =06
@W:O,G & P(B)-0,3=0,36

66 33

< P(B)=0,66 @P(B)zﬁ < P( )_50

Sejam C e G os acontecimentos assim definidos:
C: “os turistas preferem a modalidade de penséao
completa”

G: “os turistas alugam carro de golfe”.

P(C)=075

P(G|C)=0,20

P(GIC)=

Pretende-se determinar P(C|G).

Organizando a informagédo num diagrama em
arvore, vem:
U - G— PCN G)=0]5

C=
015 v

,.z

S

u,é' —~ G

025 . 04— 6—PENG)=0]
E?s"=~ 5
10752025

C.A. P( )_1 P(C
P(GIC)=1-P G|C)—1 02=0,8
P(GIC)=1-P(G|C)=1-0,6=0,4

P(C~G)=P(C)xP(G|C)

=0,75x0,2=0,15
P(CnG)=P(C)xP(GIC)
=0,25x0,4=0,1
P(ClG)zP(CmG)z 015 _
P(G)  P(CnG)+P(CnG)
015 015 3
- 0,15+0,1 0,25 5

A probabilidade de o turista ter optado pela
modalidade de pensio completa, sabendo que
esta instalado com utilizagdo de carro de golfe, é

3

5"

. Sejam F e | os acontecimentos assim definidos:

F: O turista fala francés”.

ALY

I: “O turista fala Inglés
P(F)=50%
P(l)=60%
P(FAT)=25%
Organizando a informag&o numa tabela de dupla
entrada:

/ I Total
F 35% 15% 50%

F 25% 25% 50%
Total 60% 40% 100%

P(F)=100%—P(F)=100%-50% = 50%
P(1)=100%- P(1) =100% - 60% = 40%
P(Fni)=P(F)-P(F1)=50%-25%=25%
P(Fl)=P(l)-P(F nl)=60%-25% = 35%
P(FAT)=P(F)-P(F I)=50%-35%=15%
P(A)=P(FI)=35%

P(B)=P(InF)=25%

P(A) > P(B)
Logo, o acontecimento A € mais provavel.

Seja n o numero de bolas verdes no saco.

Entéo, ha 25 - n bolas amarelas no saco.

Seja A o acontecimento: “As duas bolas retiradas
tém cores diferentes.”.

Numero de resultados possiveis: **C, (numero de
maneiras de selecionar aleatoriamente 2 das 25
bolas do saco).

Numero de resultados favoraveis: nx (25 - n)

n(25-n)
P(A)= 25C2
Como P(A)= %,tem-se que:
n(25-n) 1 25n-m’ 1 o5 100
5c, 3 300 3
< -n*>+25n-100=0
—25+ /252 —4(-1)(-
25275 ~4(1)(-100)
2(-1)
—-25++/225
en=———=

BIONPY 0110d 6 YATTVININ
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-25+15
n=—"-—""¢&

& n=20vn=5

Como 25-n>n<2n<25<n<12,5, tem-se
que n=5.

Foram colocadas 5 bolas verdes no saco.

Pag. 215

8 rapazes

8 raparigas

Para que cada um dos dois grupos fique com o
mesmo numero de rapazes e raparigas, terdo que
ter 4 rapazes e 4 raparigas.

Numero de resultados possiveis: '°C, = 12870

E o nimero de maneiras diferentes de selecionar 8
dos 16 jovens para formar um grupo.

Os restantes ficardo no outro grupo.

Numero de resultados favoraveis:

8C, x ®C, =70x70 = 4900, em que °C,é o
numero de maneiras de selecionar 4 das 8
raparigas para integrar um grupo. As restantes
ficardo no outro grupo. E C, designa o numero de

maneiras de selecionar 4 das 8 raparigas para
integrar um grupo. Os restantes ficardo no outro
grupo.

8C, x ’C, 4900

P = . =
C, 12870

~ 0,38 =38%

Numero de resultados possiveis:

P, =12!=479 001600

E o numero de maneiras diferentes de ordenar os
12 alunos.

Numero de resultados favoraveis:

P, xP,x10=31x9Ix10 =
=6x362880x10=21771800

em que: P, € o numero de maneiras de ordenar os

alunos que fazem exame de Matematica B;
P, € o numero de maneiras de ordenar os alunos
que fazem exame de Matematica A,
10 é o numero de maneiras de colocar os 3
alunos que fazem o exame de Matematica B juntos
(nos extremos ou entre 2 alunos que fazem o
exame de Matematica A).
p_ Py %P, =10 _ 21772800 _ 1

P, 479001600 22

12

300 camisas

45% brancas = 0,45x 300 =135 camisas brancas
30% azuis = 0,30x 300 =90 camisas azuis;
Restantes brancas com riscas azuis:
300-135-90 = 75 camisas brancas com riscas
azuis.

Segundo a regra de Laplace, numa experiéncia em
que os acontecimentos elementares sdo

8.1.

equiprovaveis, a probabilidade de um
acontecimento € o quociente entre o numero de
resultados favoraveis ao acontecimento e o
numero e resultados possiveis.

No contexto da situagédo descrita, o numero de
resultados possiveis & dado por **°C,, que
representa todas as maneiras diferentes de
selecionar 3 das 300 camisas produzidas.

O numero de resultados favoraveis ao
acontecimento “Foi selecionada pelo menos uma
camisa de uma sé6 cor.” é dado pela diferenca entre

0 numero de resultados possiveis (**°C,) e o

numero de maneiras diferentes de selecionar as 3
camisas com duas cores, isto &€, o niUmero de
maneiras diferentes de escolher 3 das 75 camisas
brancas com riscas azuis.
Assim,
P(" Ser selecionada pelo
menos uma camisa de uma sé cor") =
B 300C3 _ 75c3
- 300

G,

9 lapis verdes

7 lapis amarelos

5 lapis azuis

Numero de resultados possiveis: ?'C, = 54264 é o
numero de maneiras diferentes de selecionar 6 dos
21 lapis disponiveis.

Numero de resultados favoraveis:

°C, x 'C, x °C, = 36x21x10 = 7560

Em que:

°C, € o nimero de maneiras de selecionar 2 dos 9
lapis verdes.

C, & o nimero de maneiras de selecionar 2 dos 7
lapis amarelos.

°C, & o nimero de maneiras de selecionar 2 dos 5

lapis azuis.

°C,x'C,x°C, 7560
7C, 54264

A probabilidade de a maria selecionar o mesmo
numero de lapis de cada cor é de 14%.

P= ~0,14=14%

Bolas vermelhas: de 1 a 6

Bolas azuis: de 7 a 12
Numero de resultados possiveis: '*C, = 66

E o nimero de maneiras diferentes de tirar do saco
2 das 12 bolas.

Numero de resultados favoraveis (para que sejam
selecionadas 2 bolas da mesma cor, podem ser
selecionadas 2 bolas vermelhas ou 2 bolas azuis):

°C, +°C, =15+15=30, em que:
®C, designa o numero de maneiras de selecionar 2
das 6 bolas vermelhas.
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°C, € o numero de maneiras de selecionar 2 das 6

bolas azuis.
Entso, P=%=@=é_
C, 66 11
A probabilidade de as duas bolas terem a mesma
coré S
11
8.2. Podemos construir uma tabela de dupla entrada
com os varios resultados possiveis.
1 2 3 4 5 6 7

1 1,2 1,3 1,4 1,5 16 | 1,7

2 21 2,3 2,4 25 | 26

3 3.1 3,2 3,4 3,5

4 41 | 42 | 43

5 51 52 53

6 6,1 6,2

7 71
P(A|B)é a probabilidade de as duas bolas terem
cor diferente, sabendo que a soma dos seus
numeros € inferior a 9.
Entao,
Numero de resultados possiveis: 24
Numero de resultados favoraveis: 2
Entéo, pela regra de Laplace:
P(A] B) = 2 = 1

24 12
Pag. 216
9.1. a) Numero de resultados possiveis: °C, = 28

70

E o nimero de maneiras diferentes de
selecionar 2 dos 8 vértices do prisma.
Numero de resultados favoraveis (¢ dado pela
diferenca entre o nimero de resultados
possiveis e 0 numero de arestas do prisma):

8C,-12=28-12=16

Entéo,
8
p-C-12_16_4
c, 28 7
9.1. b) P(A | E) é a probabilidade de a reta r

conter uma diagonal de uma face do prisma,
sabendo que néao esta contida no plano de uma
das bases do prisma.

Segundo a regra de Laplace, numa experiéncia
em que os acontecimentos elementares sao
equiprovaveis, a probabilidade de um
acontecimento € o quociente entre o niumero de
resultados favoraveis ao acontecimento e o
numero de resultados possiveis.

No contexto da situacéo descrita, como
sabemos que a reta rndo esta contida no plano
de uma das bases do prisma, o nUmero de
resultados possiveis é dado pela diferenca

9.2

10.1.

10.2.

entre o numero total de retas definidas por dois
vértices do prisma (°C, ) e o numero de retas
existentes nas bases do prisma, definidas por 2

®IONPH 0310d © YATIVININ

dos seus 4 vértices (2x “C, ). Assim, 0 nimero

de resultados possiveis & °C, - 2x *C, .

O numero de resultados favoraveis é dado por
2x 4, uma vez que cada face do prisma tem 2
diagonais e existem 4 faces que ndo sdo bases
do prisma.
Entéo, segundo a regra de Laplace,
P(A|B):78C 2’;44 8.7

,—2x°C, 16 2
Existem apenas 3 formas de pintar o prisma nas
condicdes referidas. 2 faces laterais opostas terdo
que ser pintadas de azul e as outras 2 de vermelho
para que faces laterais com uma aresta comum
ndo tenham a mesma cor. Assim, o numero de
maneiras de colorir o prisma depende apenas do
numero de maneiras de colorir as 2 bases e estas,
ou sdo ambas pintadas de azul, ou ambas
pintadas de vermelho ou uma de vermelho e uma
de azul, ou seja, de 3 maneiras.
P(A|B)=P(A|B) P(AnB)_P(AB)

P(B) P (B)

©P(B)xP(AnB)=P(B)xP(AnB)<
< [1-P(B)|xP(AnB)=P(B)x[P(A)-P(AnB)]
& P(ANB)-P(B)xP(AnB)=
:P(B)xP(A)—P(B)xP(AmB)
©P(AnB)=P(B)xP(A) -P(B)xP{A~B) +
+ P(B)<PARE]
& P(AnB)=P(B)xP(A)
< A e B sao independentes.
Logo, P(A|B)=P(A|§) se, e sO se, A e Bsdo

independentes.
1
P(ANB)=—
(AnB) =15
1
P(A)xP(B)=—
< P(A)xP(B)=
1 1
—P(B)=—
=3P0B)=1
= P(B)="
5
— P(AnB) P(B)-P(ANB
p(i18)- (AnB) _P(B)-P(AnB)
P(B) P(B)
11 2
_5 15 _15_10_2
1 1 15 3
5 5
2
P(A|B)==
(A18)=3
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1.

Questoes para preparar o exame — Probabilidade. Nimeros complexos

Sejam A e B os acontecimentos assim definidos:
A: “o turista esta pela primeira vez no Porto”.

B: “o turista é inglés”.

e P(A)<1

. P(B): 2P

—_~

A)

« P(AIB)=

olon N[~

.P(Z|B)

5 P(ZFNB) 5
—e— =
6 P(B) 6

P(B)-P(AnB) 5

ST aA) 6

P(A|B)=

= 2P(A)-P(AnB)=2x2P(4)

5

= 2P(A)-2P(A)=P(AB)

@P(AmB):%P(A)

0

P(A)=2-P(A)

0

0

S P(A)=—
(A)=10
A probabilidade de o turista estar pela primeira vez

no Porto é 3.
10

12.1.

Pag. 217
Numero de resultados possiveis: '°C, = 1820

E o nimero de maneiras de selecionar 4 das 16
casas do tabuleiro.

Numero de resultados favoraveis:
4x3x2x1=24,em que:

4 é o numero de posicdes possiveis para colocar
uma peca na primeira fila.

12.2.

13.

3 designa o numero de maneiras de a peca a
colocar na 2.2 fila ndo podera ficar na mesma
coluna que a peca colocada na 1.2 fila.

2 representa a peca a colocar na 3.2 fila ndo
podera ficar em nenhuma das 2 colunas ja
ocupadas.

1: a peca a colocar na 4.2 fila ndo podera ficar em
nenhuma das 3 colunas ja ocupadas.

Assim,

4x3x2x1 24 6

P = - -
°C, 1820 455

Numero de resultados possiveis: '°C,, =1820

E o nimero de maneiras de ocupar 12 das 16
casas do tabuleiro com 12 pecas iguais.

Numero de resultados favoraveis:

2x"C, - %C, =2x495-70 =920

em que:

2: designa o numero de possibilidades uma vez
que o tabuleiro tem 2 diagonais.

'2C, : ocupando uma diagonal com 4 pegas, "°C,

representa o numero de maneiras de ocupar 8 das
12 restantes casas com as restantes 8 pecas.

®C, : ocupando as duas diagonais com 8 pecas,

®C, , representa o nimero de maneiras de ocupar

4 das 8 restantes 4 pecas (subtrai-se este valor
porque estes casos foram contabilizados 2 vezes).
Assim,
_2x"C,-°C,

po 2 920
C12

= = 0,505
1820

Sejam os acontecimentos:

A: “O avido esta presente numa determinada
area’.

R: “O radar detetou a presenca do avido”.
Sabe-se que:

P(R|A)=0,99

P(R|A)=0,02
P(A)=0,05

Podemos organizar os dados numa arvore de
probabilidade:

9 _—- R

A<
005~ 5
o 001 — R

P(Z)=1—o,05=o,95
p(E|A)=1—0,99=0,01

P(E|Z)=1—o,oz=o,98
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13.1.

13.2.

14.

15.

Pretendemos determinar P(Z | R) :
P(ANR)
P(R) ~

P(AAR) )
“P(ANR)+P(ANR)

P(AIR)=

~ 0,95x0,02
"~ 0,05x0,99 +0,95x0,02
_ 0,019 _
" 0,0685

0019
0,0495 +0,019

Pretendemos determinar P(A mﬁ) :
P(ANR)=P(A)xP(A|R)=

5 1

=0,05x0,01=0,0005 = ———=——
10000 2000

30 cartbes com prémio de uma T-shirt

18 cartdes sem prémio

Total: 48 cartbes

Sabemos que o primeiro cartdo extraido tem
prémio e o segundo cartdo extraido ndo tem
prémio.

Assim, quando se vai extrair o terceiro cartéo,
estdo no saco 48 —2 = 46 cartbes, sendo
30-1=29 com prémio e 18 -1=17 sem prémio.
Como pretendemos tirar o terceiro cartdo com
prémio, o numero de casos favoraveis sdo 29 e o
numero de casos possiveis sdo 46.

Logo, P[C|(Am8)} iz

Para P(X >5)>P(X <4,5), o valor 5 tem de
estar mais perto da média do que 4,5.
Pretendemos que: |5 - <
Se u=5,6:
5-5,6/<|4,5-5,6|

< 0,6 <1,1Verdadeiro

Se un=4,>5:
5-4,5/<|4,5-4,5]

< 0,5<0 Falso

Se n=4,7:
<|4,5-4,7]

< 0,3<0,2 Falso

Se n=0,125:
|5-0,125| <|4,5-0,125|
< 4,875 < 4,375 Falso
Opcéo (A)

16.

72
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Pretendemos mostrar que:
P(B|A)xP(A)+P(B)=1-P(AnB)

P(B|A)xP(A)+P(B)=

17.

17.1.

17.2.

17.3.

18.1.

P(ANB)

:WX%+P(E):
=P(AnB)+P(B)=
P(A

B)+1-P(B)=
=1-P(B)+P(AnB)=
=1-[P(B)-P(AnB)]=
=1-P(AnB)

BrA

Numero de resultados possiveis:
10x10x10x10 =10000
Numero de resultados favoraveis:
10x9x8x7 =5040
_ 5040
10000
Numero de resultados favoraveis:
“C,x10x9x 8 = 4320

em que:

=0,504

“C, € o nimero de maneiras onde podem ser

colocados os 2 algarismos iguais;

10: numero de maneiras de escolher os dois

algarismos iguais;

9x 8 : numero de maneiras de escolher

ordenadamente os 2 restantes algarismos.

Numero de resultados favoraveis:

Somaiguala4: 0+0+3+1=4
0+0+2+2=4

‘C,x2+%C,x1=12+6=18
em que:
“C,: nimero de maneiras de colocar os 2

algarismos 0
2: niumero de maneiras de colocar ordenadamente
os algarismos 3 e 1 (31 ou 13)

“C,: numero de maneiras de colocar os 2

algarismos 0

1: numero de maneiras de colocar os algarismos 2.

__18 0,0018
10000

10C
a) Numero de resultados possiveis: 4

Para o produto dos niumeros das bolas
extraidas ser igual a 0, uma das bolas tem de
sero 0.

Numero de resultados favoraveis: °C,

_C _84 2
C, 210 5

©IONPH 0110J © YATTVININ
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Questoes para preparar o exame — Probabilidade. Nimeros complexos

b) Numero de resultados possiveis:
YA, =10x9x8x7 = 5040

Numero de resultados favoraveis:
N.° par, ultimo algarismo 0, 2, 4, 6, 8
N.° maior do que 2000, primeiro algarismo 2, 3,
4,5/6,7,8,9
¢ Se o ultimo algarismo for 0, o primeiro tem 8
possibilidades (2, 3,4, 5,6, 7, 8,9)
8x8x7x1=448, onde:
8x 7 é o numero de possibilidades de colocar
ordenadamente o segundo e terceiro
algarismos.
e Se o ultimo algarismo néao for 0, o primeiro
tem 7 possibilidades.
7x8x7x4=1568, em que:
7: € o numero de possibilidades de colocar o
algarismo dos milhares que tem de ser maior
ou igual que dois e diferente do ultimo.
8x 7 : é o numero de possibilidades de colocar
ordenadamente o segundo e terceiro
algarismos.
4: é o numero de possibilidades de escolher um
algarismo par diferente de zero.
Total de resultados favoraveis:
448 +1568 = 2016
p_2016_2

5040 5

18.2. O acontecimento pelo menos duas bolas azuis

19.

seguidas € o acontecimento contrario ao
acontecimento n&o ha duas bolas azuis seguidas.
N.° de resultados possiveis: 10! = 3628800

N.° de resultados favoraveis:

"A, x6!=604800, em que:

"A, & o numero de maneiras de colocar
ordenadamente as 4 bolas azuis nos 7 lugares
disponiveis;

6! & o numero de maneiras de colocar
ordenadamente as 6 bolas vermelhas.

A probabilidade de nao haver bolas azuis
consecutivas é:
_ A, x6! _ 640800 1
10! 3628800 6

A probabilidade de, pelo menos, duas bolas azuis
ficarem seguidas é:
P=1 A = i
6 6
15 bolas: 5 brancas e 10 pretas.
Consideremos que foram acrescentadas n bolas
de cada cor. Assim, temos:
15+ 2n bolas: 5+ nbrancas e 10+ n pretas.

N.° de resultados possiveis: '***"C,
N.° de resultados favoraveis:

20.

Se as duas bolas retiradas sdo da mesma cor,
podem ser as duas brancas ou as duas pretas.
Assim, o nimero de resultados favoraveis &
5+nC2 " 10+nC2
O N SR
2
(5+n)! . (10+n)!
2!(5+n—2)! 2!(10+n—2)! 1
< (15+2n)! "2
2!(15+2n—2)!
(5+n)! . (10+n)!
2!(n+3)! 2!(n+8)! 1
(15+2n)! "2
2!(2n+13)!

(5+n)(4+n)w+(10+n)(9+n)w
2(n+3)! 2(p+8)l 1
(15+2n)(14+2n) (20+43)1 2
2(2p+13)!

(5+n)(4+n)+(10+n)(9+n) 1

(15+2n)(14+2n) 2

20+5n+4n+n”+90+10n+9n+n> 1

210 +30n +28n + 4n? 2
2n? +28n+110 _ 1

- = - @ - -
4n?+58n+210 2

& M7 +56n+220 = 4% +58n+210

< -2n=-10

<n=5

Foram acrescentadas 10 bolas, 5 brancas e 5
pretas.

Consideremos os acontecimentos:

F: “O professor é o do sexo feminino.”
D: “O professor é diretor de turma.”
Sabe-se que:

oP(F) =80%=0,8

«P(D|F)=2=0,4

«P(F|D)===0,875

wli~N N

Pretendemos determinar P(F nD):
P(F)=1-0,8=0.2
P(D|F)=04<P(DNF)=04xP(F)<
©P(DNF)=04x02¢
©P(DNF)=008<

& P(D)-P(DnF)=0,08<

& P(D)=0,08+P(DF)
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P(F ~D)

— _-0875
P(D)

& P(FAD)=0,875xP (D)<

< P(D)=0,08+0,875x P (D) =

< P(D)-0,875xP(D)=0,08 =

©0,125P(D)=0,08 <

= P(D)=0,64

P(F|D):O,875 =

P(F nD)=0,875x0,64 < P(F ~D)=0,56

P(F~D)=P(F)-P(F D)
~0,8-0,56 = 0,24

A probabilidade pedida é 0,24.

21.

21.1.

74
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Sejam os acontecimentos:

A: “O trabalhador almoca na cantina.”
J: “O trabalhador janta na cantina.”
Sabe-se que:

P(A)=75%=0,75

P(J|A)=%

P(Zm]) =5%=0,05
Pretende-se determinar P(J) .

PUIA) =3 & PUNA)=1xP(A) &

@P(JmA):%xO,?S

=P(JNA)=0,25

Vamos organizar os dados numa tabela de
contingéncia. Na tabela os dados estdo a
vermelho.

A A Total

J 025 | 02 | 045

J 05 | 005 | 0,55
Total | 075 | 0,25 1

CA-| P(AnJ)=075-025=05
P(J)=0,5+0,05=0,55
P(J)=1-0,55=0,45
P(JnA)=0,45-0,25=0,2
P(A)=02+0,05=0,25

A probabilidade de o trabalhador jantar na cantina
€ 0,45.

21.2. 80 trabalhadores.

22.

23.

Escolher 10 ao acaso

P(A) =0,75

Numero de trabalhadores que almogam na cantina
= 0,75x80=60

Ndmero de trabalhadores que ndo almogam na
cantina = 80-60 =20

VVamos determinar a probabilidade de, pelo menos,
nove trabalhadores almocarem na cantina, isto €, a

probabilidade de almogarem 9 ou 10
trabalhadores.

N.° de resultados possiveis: *C,,
N.° de resultados favoraveis: *°C, x *°C, + *°C,

GOCg x ZOC1 + BOC

P _ 19~ 0,225 = 22,5%
C10

Sejam os acontecimentos:

A: “O cliente tem apdlice de seguro automovel.”
H: “O cliente tem apdlice de seguro de habitacédo.”
Sabe-se que:

P(A)=2P(H)

P(AUH)=4P(AnH)

Pretende-se determinar P(Z | H) :
P(AUH)=P(A)+P(H)-P(AnH)>

& 4P(AnH)=2P(H)+P(H)-P(AnH)

& 5P(AnH)=3P(H)

& P(AnH) = 2P(H)

u=15min; P(X>2)=0,2

P(AnB) P(15<X<2)
P(AIB)= P(B) ~ P(Xx>15)

®IONPH 0310d © YATIVININ
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24,

241.

24.3. P(X=0|X < )=

Questoes para preparar o exame — Probabilidade. Nimeros complexos

5 bolas: 3 brancas e 3 pretas.
N.° de casos possiveis: °C,

X 0 1 2
P(X=x) | 01 06 | 03

Calculos auxiliares:

°C,
——01 P(X=0
%, " 10 em que P( )

designa a probabilidade de nao retirar nenhuma
bola preta, isto &, retirar as 3 brancas.

P(X=0)=

2 3
% 2x3 E_Oi6iemque
C, 10 10

P (X =1) designa a probabilidade de retirar uma

P(X=1)=

bola preta e duas brancas.

2C,x%C, 1x3 3
P(X=2)=%= 0 =ﬁ=0,3,emque
3

P (X = 2)designa a probabilidade de retirar duas

bolas pretas e uma branca.

24.2. 1=0x0,1+1x0,6+2x0,3=12

P(X =0) ~
P(X=0)+P(X=1)
01 01 1
01406 07 7

Numeros complexos

Pag. 220

2 ig . =
z:(2 i) +4e; +3x/§|+8€4

3e1

4—4i+i2+4[cos +isin= j+3\/§| .
2 i
= — +8e*
3e "
4-4i-1+4(0+ixN)+3J3i
= (0+ix1) V3 +8e*

Sei%
3 ,4" ,4"+3\/§|
3e12

3+3\/§| L 8et

i
+8e4

3e 12

ZZ(1+\/§i) x

+8e*
i
,3/6 12

T T 31[

5
+8e4 2e[3 12]+8oe4 =2 +8e4 =

e12

=2e +8e* =10e* =10(cos§+isin%}:

—10(\/— \/—J 542 + 542

CA. Seja z=1+/3i

\4:,/1%(@)2 =2

Seja 0 o argumento de z
tang = @ =3
(1.V3)e1°Q

=arg(z)=

wla

i
z=2e?®

5n 5n .
Sn 2 o == -4kt
266 _ 4ki' [cos 6 +isin 6) i

i-v3 i—J3

e[ ZJssn(x- ] o

i-3
_2(—cosg+ising)—4ki
i-+/3
2[—\/§+i1j—4ki
) 2 2
- i—~/3
_ —J3+i—4ki
i3
(V3 +i-4k) (V3 -)
(VBi)(V3-)
3+)%/ ﬁ—l + 43ki + 4ki2

I
_3+1+4x5ki—4k

3-(-1)
44k + 43k
- 4
=1-k ++/3ki

Para a expresséo designar um imaginario puro,
1-k=0A3k 20

S k=1Ak=0

S k=1

z,=—1+3i; z,=€"

. Seja P(x)=x*+bx+cC.

P(z1)=0©(—1+\/§i)2+b<—1+\5i)+c=0
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3.2

4.1.

76

<:>1—2\Ei+(\/§i)2—b+\@bi+c=0

&1-2301+ 3P —b++/3bi+¢c=0
&1-243i-3-b+~/3bi+¢c=0
o 1-3-b+c-23i+/3hi=0
©-2-b+c+i(-2J3++/3b)=0
& -2-b+c=0A-2/3+3b=0
oc=2+ba3b=2{3

&c=2+bab=2
&c=2+42Ab=2

Sc=4Ab=2
2 =™
&
z, 2'? (Zo) 1 i[5

1
Z2 - e 2
CA. | seja z,=-1++/3i
2] = (-1 +(V3) =2

Seja 0 o argumento de z,

z, L -
Para = ser um imaginario puro de coeficiente

Z2
negativo,
20 e ok ke
3
@az—@—£+2kn,keZ

<:>a=—7—n+2k7t,keZ

n n [—T[,TC[

Se k=0, a=-——F; ——¢
76 e
Sek=1,a=—ﬁ+2n=@; s—ne[—n,n[
6 6 6
5n
a=-"
6
_N2i-2
—J3-i

Seja z, =\2i-+/2 = 2 +2i
2

|2,| = (_\/5) 2" =2

Seja 6, 0 argumento de z,

2

tanf, = ——=-1
o2 :>arg(z1):rc—£:37jt

(~v2.42) <220, )

tan6=£=—\/§ T 27
-1 :arg(z):n—gz?
(-1.48)e2°a
(2n
z1=2el(?j

4.2.

5.1.

z,=2e*

Seja z, = —/3 -
2, = (3) +(-1) =2

Seja 6, 0 argumento de z,

tang, = 1B 7
-3 3 :arg(zz):rc+f:E
(—\/5, —1) €3.°Q
7n
z,=2e°"
o
N
22 Zei?

Para o afixo de w" se situar no semieixo real
positivo,
5nn

—E =0+2kn < —5nn =24kn

24k
54 7T s

O menor valor de n ocorre quando k =-5.
B 24 x (—5)

Se k=-5,n & n=24.

5
z,=1+2e%; z, =1+/3i
5m

z,=1+2e¢ :1+2i(cos%+isin%j

:1+z{cos(n_g]”sin[n_gﬂ

=1+2i —cos£+isinE
6 6

:1+2i(—\/§+i1J

2 2

=1-3i+1

=1-3i-1=—/3i

i - 3i(1-43i) _—\/§i+(\/§i)2

7 (1+430)(1-431) 1-(V3i)

_Bi+3® _-3-43i 3 3.

T o1-3% 143 4 4

_ 3 3

e

S ARIRCE
4 4 16 16 4

23 3

T4 2

®IONPH 0310d © YATIVININ



MMAI12DR © Porto Editora

Questoes para preparar o exame — Probabilidade. Nimeros complexos

Sejal o argumento de w.

3
tanez—gzﬁ
== :>arg(w)=rr+—=7—ﬂ
4 6 6
[—3,—\/5Je3°Q
4’ 4
Tn_, _ 5n
6 6
(5%
W:ﬁe[ie)
2
5.2. z,=1++/3i
z=2,=1-/3i
Im{z]ﬁ
V34§28
0 1 Re(@
ST e 'A
CA.
2= [P +(+3) =2
W] =|z2| =2
OA=0B=2
AB=2x:3=2\3

Po2+2+203-44243
P=(4+2v3)uc.

6. (1+)7 =8Jze ¥
o (1+)7 = 8\5{005(—2]+isin[_2j}
1)z zsﬁ[f”(‘ﬁﬂ

2
s (1+0)2° :SE—@i
2 2

< (1+i)2° =8-8i
P :8—8.i

1+i
o (881

(1+i)(1-1)

3 8—8i—8i+8i?
o= """
1-i?

@f:g_mpg

1-()

CA. | Seja z=-8i
|z|=8
T
arg(z)= -3
z= Sei(_gj
=78 =$ or=8 o7 =8ei(75J =N
| 2,2
3 i[’lj N A
oz=\8e'? o z=¥8e k=012
(32
oz=2e'% 3

Se k=0, 2, ~2¢ ¢
[ n 2n 3n

Se k=1, z,= 2el(75+?) = Ze{?) = 2eig

[ n 4n (3n Tn
Se k=2, z,= 2el(7g+7) = Ze{?j = Zel%

A solucéo da equacgéo cujo afixo pertence ao
terceiro quadrante é z, .

Tn
z,=2e°® =2(cos7—67[+isin7—;}

[ T .. T
=2|cos| t+— |+isin| t+—
L ( 6) ( SH
=2 —cosE+i —sinE
6 6

SEXY

=—3-i
w, = (~1-i)xi"; w, =42
w, = (=1-i)xi"
=(-1-i)xi®
CA | 11 |4
3 2
w,| =V + 1 =2
Seja 0,um argumento de w,
tano, :i=1 n 3n
-1 :>61 :ﬂ—zzj
(—1,1)62.°Q
= (~1-i)x () =

3,
=i+ =—1+i =+/2e*

i* 3 iﬁ ial
W23=(§/§e4] =§/§3e4 —J2e* =w,

Seja w,® =w,, conclui-se que w, é uma raiz

cubica de w, .
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7.2.

8.1.

78

w,|=+2
Circunferéncia de centro no afixo de w, e que
passa na origem do referencial:

z-w,| =2 & |z-(-1+i) =2 o]z +1-i|=V2

Imi(z)

— Re(z)

Condicéao que define a parte da circunferéncia que
ndo esta contida no segundo quadrante

|z-(-1+i)|=v2 A(Imz<0vRez>0)
z=-8+83i

2] =(-8)" +(8V3)" =Ba+192 =256 =16
Seja 6 um argumento de z:

tan9=ﬂ=—\/§ T 2%
8 =0=n-2=°1

3 3

(-8.8V3)<2°Q.

z=16e?
Seja w uma raiz quarta de z,

2n
iﬂ i?+2kn
w=4z=-\16es =416e ¢ , ke{0,123}
2n+6kn

2l j, ke{0,12,3}

Se k=0, w, —2e5 =2[ cos X +isinl
6 6
=2[‘§+;i] =3 +i
27
Se k=1, w,=2e° =2 cos 2% +isin 2%
3 3
T .. s
=2|cos| t—— |+isin|mt——
(o5 rion(-3])
=2(—cosg+isingj =2(—;+\/2§iJ—1+\/§i

i n n
Se k=2, w,=2e° :2(cosg+isingj

=2[cos[n+gj+isin(n+gj]

:2(—cosg—isingj =2(—\/§—;iJ =—J3-i

8.2.

9.1.

9.2

5

Se k=3, w,=2e? :2(cos%+isin%)

_ 2[cos[2n—;j+ isin(zn_gD

:2[cosg—isingj =2(;—\/2§'J =1-/3i

As raizes quartas de z sdo \/§+i , =1+ \/§i ,

—J3-ie 1-3i.

O poligono cujos vértices sdo as raizes quartas de
z é um quadrado centrado na origem do
referencial. Sejam A, B, C e D os vértices desse
quadrado.

i N
0 % 3 Re(z)

£ . :
31—

B

AC=2|w|=2x2=4

AB +BC —=AC° &> AB +AB -4 &
©2AB =16 < AB =8

Avsco) = AB =8 u.a.

Sejam z,, z,e z,0s numeros complexos cujos
afixos séo os pontos B, C e D, respetivamente.

z, =-2, =—(\/§+2\/§i)=—\/§—2\/§i
C(—2,-2\2)

B é imagem de A por uma rotagdo de centro em O

e angulos de amplitude g .

Entéo, 22=z1><ei5=(\/§+2\/§i)><i:
—J2i+ 222 = 242 +4/2i
B(-2v2,42)

z,=-2, =—(—2\/§+ 2i) =22 -2i
D(2v2,~2)

B(-22.42), ¢(-V2,-2V2)e D(22,~2)
raio= |z,| = 2° +(2\/§)2 =2+8=410

Centro 0+0i
Circunferéncia: |z| = J10

BIONPY 0110d 6 YATTVININ



MMAI12DR © Porto Editora

9.3.

10.
10.1

10.2.

Questoes para preparar o exame — Probabilidade. Nimeros complexos

A =nxr’=nxy10" =10n

AC =2|z,|=210

AB' +BC' = AC" = AB' + AB’ =(2J10) &
©2AB° =40 < AB" =20
Ansco) = AB" =20

Area da regido do plano interior a circunferéncia e
exterior ao quadrado =
=A -A 10m - 20) u.a.

[ABCcD] ~ (

4n

I
z,=2e5%,; z,=2z1

.Se z, =z, entéo |z,| =‘21‘ =|z|.

Ou seja, os afixos de z,e z,estdo 4 mesma

distancia da origem, isto &, sdo pontos de uma
circunferéncia de centro na origem do referencial.

Se séo vértices de um poligono regular de n lados,

entdo sao raizes de indice n do mesmo numero
complexo.

CC I C
z,=z1=2e° =2¢ ' °)=2e =25
Os argumentos das n raizes estdo em progressao
s . 2n
aritmética de razdo —.
n

6n 4n 2n 2t  2mn
Assim, ———=—&—=—
5 5 n 5

<n=5
A 5

z=z15=[2e5] =32e*" =32

n=5e z=32

O poligono € um pentagono regular.
Considere-se a figura.

sin®-PB BB -_2sin™
5 2 5
AB=2x2sint =4sint
5 5
Perimetro do pentagono = 5x AB = 5><4sing

= 203ingz11,76 u.c.

1.

12

z=_2. 5, T+
i 3
w =kv/2e* k e R\ {0}

1:—iz _2()) _Z—IL:Zi

i(-
_7+i_(7+)(3+0)

- (3-

1

21+ 7i+ 3i+i°
32

273 i)(3+i)

_21+10i-1 _ 20+10i
9+1 10

w = k26 = k\2 (cos% + isin%]

—k\/_[\/— \/—] Kk + ki

W -2z,|=|z, - 2,| & |k + ki— (2+1)| = |2i - (2+i)|

=2+i

o |(k-2)+(k=1)i|=|-2+i

+ (k=1 = (2] + P
+(k-1) =5
_2k+1=5

& \(k-2)°

& (k-2)°
Sk -4k +4+ K
& 2k*-6k=0
< 2k(k-3)=0
<2k=0vk-3=0

< k=0vk=3

Como keR\{0}, k=3.

Entdo, w=3+3i.

Z=\/§ew,0€:|n,n[

2

22 —427+8=-2i

o (vV2e") -4z +8=-2i

=26 42" 1 8= 2
=2e'®) _84+8=-2i

o 2e'? = 2ei[7g)

@20=—g+2kn,keZ
T
<:>0=—Z+kn,keZ

k=o—>9=—545,n[

4 |2
k=1—>9=—£+‘ft=ﬁ L™

4 4 2
Logo, 8 =—
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