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Tarefa de revisao
14, 1(x)="21 D —(xeRix 20l =R\[0}
X
1.2. S S
g(x) 2 +x-6
D, ={xeR:x’+x-6%0/=R\{-3,2}
CA. X+x-6=0<
11 —4x1x(-6)
Sx= o
2 x1
—1++/25 -1+5
x=— S x= > o
Sx=-3vx=2
1.3. h(x) x=3

=x3+3x2+3x

D, ={xeR:x*+3x" +3x %0} =R\ {0}
CA. X+3x2+3x=0<

<:>x(x2+3x+3)=0<:>

<x=0vx?+3x+3=0c

—3i\/32—4x1x3©

2x1

-3+-3
2

< x=0vx=

< x=0vx=

equagéo
impossivel

2.1. x=3 é aequacdo da assintota vertical ao grafico
de f.Entdo, c=3.
y =2 é a equacao da assintota horizontal ao

grafico de f . Entdo, a=2.

b
f(x)=2+——
()=2+-2

Sabe-se que f(1)=0.

f(1)=0<:>2+L=0<:>£=—2<:>b=4
1-3 -2

a=2,b=4,c=3

2.2. a) XILI’? f(x) =+ b) XlLI’? f(x)=-
c) limf(x)=2" d) lim f(x)=2"

31. a) D, ={xeR:x+320}=R\|{-3}

b) h(x)=-2+ LI S
x+3 x— (—3)

C.A.

-2x-5 | x+3

+2x+6 -2

-

y = -2 é a equacgao da assintota horizontal ao
grafico de h.
x =-3 & a equacéo da assintota vertical ao
grafico de h.
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c) Intersecdo com o eixo Ox:

h(x)=0e =225
x+3

4:—2x=5/\x¢—34:x=—g; Ponto(—g,oj

Intersecdo com o eixo Oy :

h(0)="20=5__5 poniof0,-2
3

0+3 3
e
2 3
3.2
ith y
i _% 5
AVl VAN
—3!\31/ x

3.3. D =R\{-2}
lim h(x)=-2"; lim h(x)=-2"

X—>—0 X—>+0

lim h(x)=—; lim h(x)=-+x

x—>-3~ x—>-3"
3.4. hé decrescente em |-, —3[ e em [-3,+<| .
3.5.

X —0 -3 _2 +00
2
h(x) - N.D. + 0 -

4.1, lim f(x)=b"

X—>+0

4.3. limf(x)=-x 4.4, lim f(x)=+0

x—a" x—a

4.2. lim f(x)=b"

1. Continuidade de uma fungao
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Tarefa 1
f(0+h)-f(0
1.1. f'(O):IimM:
h—0 h
R +1-(0%+1) . h*+1-1
=lim =lim =
h—0 h h—0 h
2
_iim™ —limh=0
h—>0h h—0
] I l!‘_ : |
f(1+h)=F(1
12. £(1)=im EN =)
h—0 h
1+ h)? +1- (1 +1
=Iim(+ ) + ( +)=
h—0 h
_ 1+2h+h*+1-2 . h(2+h)
=Ilm =lim =

h—0 h h—0 h

=0 -2x-5=0Ax+3#0<



=lim(2+h)=2+0=2
h—0
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Questao 1
1.1. Iirqx4=14=1
1.2 lim »°* = (1) =1
. 1 2+1 3
13, ImX =202
xl—>2 X 2 2
. x*-9 32-9
14. lim——= =0
x—>3 X 3
9 (3-3)(x+3)
1.5. lim =lim =
x>3 x — x—3 %g
=Iing(x+3)=3+3=6
2 2+5
16, lim 25y £(2457)
x—0 X x—0 %
=|im(2+5x)=2+5><0=2
x—0
B It BN
1.7. lim =lim =lim—=
x>l 2x—2 x—>1 ZM x>1 2 2
Pag. 14

Questio 2

21. limf(x)=2 e limf(x)=1.Entao, ndo existe
x—>1 x—>1"
limf(x) . Logo, f & n&o continua para x=1.
xILrTZ1f(x):2 e xIerzlf(x):Z
Entdo, limf(x)=2. f(2)=0
Como limf (x)#f(2), afungao f & ndo continua

para x=2.
f é descontinua para x=1 e para x=2.

3 se x=>1
2.2, a)f(x)={4_x2 se x<1

/

y

T

of 1 X

limf(x)=3 e limf(x)=3

x->1 x—1
Entao, lerl} f(x)=3.
f(1)=3

imf (x) = £ (1)
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Logo, f é continuaem x=1.
f é continuaem R.

[x| se x<2

b) f(x)= 1 se x=2
4-x se x>2
y
218
11 /¢ f

OZN

limf(x)=2 e lim f(x)=2.

x—>2" x—>2

Entdo, limf(x)=2. f(2)=1

Ixianf(x) #f(2)
Logo, f é néo continua para x=2.
f é continua para todo x e R\{2}.

x—x?

C) f(x)= 1-x
2x-1 se x=>1

x—x2 XM

Para x<1, = =x.

1-x 1<%

se x<1

01 X

lim f(x)=1 e lim (x)=1. Entéo, imf (x)=1.
f(1)=1. Logo, f & continua para x=1.

f é continuaem R ..
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Questao 3
A funcao f é descontinua para x=0.

Logo, f é continuaem ]-2,0[ w0, u]1,2].

Pag. 16
Questao 4
41. f:R—> R com f(x)=x4 —x2

f é continua em R, porque é uma funcao
polinomial.



4.2. g:R—>R com g(x)=xcos(2x)
g é continuaem R porque é definida pelo
produto de fungdes continuas em R (fungcdo
polinomial e fungdo cosseno).

4.3. h:R\{-1,1} >R, com h(x)= zx 5
¥ _

h é continua no seu dominio (R \{-1,1}) porque &

uma funcao racional.
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Questao 5
f écontinuaem x=1 se
xIer11f(x)=lerT1]f(x)=f(1)
()=t (3)=3
Iimf(x)=JLr11](x+2)=1+2=3

x—->1
f(1)=3

lim f (x) = lim f (x)=f (1), logo f & continua em

x—>1 x—>1"
x=1.

Questio 6
Em |-, e em [1,+o[ , afungdo g & continua
por ser, nestes intervalos, definida por fungdes
racionais, em que os denominadores nao se

anulam nos respetivos intervalos.
No ponto x=1:

. 1 1
| =i ==
lim g (x) xL"?x+2 172 3
. . —-Xx 1
,!Lfﬁ!9<x)=,!ﬂ![7]=7

1
9(0-115-3

g é continua para x=1<

& Iirr1]g(x)= I_irr1]g(x)=g(1)©—£=%@k=—3

g écontinuaem R,se k=-3.

Questéo 7
Em |-, k[ e em ]k, +[ , a funggo f & continua
por ser, nestes intervalos, definida por fungdes
polinomiais. No ponto x=k:
: 2\ _ 2
lim £ (x) = lim (2x%) = 2k

x—k*

I H 2 _ _ 2
lim £ (x) = lim (x* ~2x+15) = k* -2k +15
f (k) = 2k?
f é continua para x =k <
& lim f(x) = lim f (x) =f (k) <

S 2k> =k* -2k +15 = k> +2k-15=0 =

-2+/4+60 -2+8
S k= 2 Sk= 2

f écontinuaem R se k=-5 ou k=3.

& k=-5vk=3
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Questio 8
f(x)=3x2 e g(x):x—z; D,=DQ=R
8.1. a) g(-2)=-2-2=-4

(1-9)(-2) = (9(-2))=F (-4)= 3 (-4)" =48

82 a)D,, = {xe]R:xeDg/\g(x)eD,}z
{xe]R:xe]R/\x—ZeR}=R
(fog)(x)=f(g(x))=f(x~2)=3(x~2)’
feg: R — R

x - 3(x—2)2
b) Dgn,z{xe]R:xeD,/\f(x)eDg}z

={xe]R:xe]R/\3xze]R}=]R
(gof)(x)zg(f(x))zg(3x2)=3x2—2
gef: R > R

x — 3x?-2

Questio 9

9.1. a) D,Agz{xe]R:xeDg/\g(x)eD,}z

{xeR R\ R}:R\{—1}
X+

fo 1=
o
=&_1_2x X - 1 x—
x+1 x+1 +1
fog: R\{-1} > R

x -1

X
x+1

b) Dgn,z{xe]R:xeD,/\f(x)eD}z
{xeR xeRA2x - 1eR\ }
={xeR xeRA2x—1#- 1} \{0}

CA | 2x-1=-1o 2x=0=x=0



R

( ] 1o
° (g f( ) 1 =770
2x—
2
Questao 10
10.1.D,Agz{xe]R:xeDg/\g(x)eD,}z

x3€R\{O}}=

X+

={xeR:xeR\{—3}/\

={XERZX¢—3/\xi3¢0}=R\{_3‘0}
(r-0) ()= rla ()15 )
x+3

3(x+3) 3x+9

X X

x
x+3

=0 x=0Ax+320

| Sx=0Ax#-3
fog: R\{-3,0} — R
3x+9
Cx

{xe]R xeDb; /\f( ) }=

X

10.2. D

geof

={xeR:xeR\{O}/\§eR\{—3}}=

={xeR:x¢O/\§¢—3}=R\{—1,0}

X

CA 3. 3@§+3=0@73+3x=0@
X X
|c>3+3x OAx#0o x=-1Ax#0

3

(9-N(x)-9(r(x)-9[2)-

3 3

o x o x B 1

3.3 3+ 35 (x+1) x+1

X X

gof: R\{-10} » R
1
x+1

X
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Questao 11
M4 f(x)=2"1 p, = R\{O};(fog)(x)=_%
(fog)(x)=—lc>f(g(x))=—%<:>
9()+1_ 1 g+t 1 o
g(x) 27 g(x)
L290)2+9() g
9(x)
©3g(x)+2-01g(x) 0= g(x)=-2
D, =R
g R » R
2
x - -3
1.2, f(x)=§ e1(2)=3
F(2)= = a=2ek=1;1(x)=— e D, =R\[o]

@axzx(—2)=—3<:>—4a=—3<:>a=_—j©a=%
3 3 3
g(x)=z(x+2)(x—2)=z(x2—4)=Zx2—3

e D, =R
vag={xeR:xeDg/\g(x)eD,}=
={xeR:xe]R/\%x2—3¢O}=]R\{—2,2}
CA.
‘ % 2—3=0<3§x2=3<3x2=4®x=i2
3 5
(r-9) () =1(g(x))=1( 3 -3)-

1 1 4
-3 3x -12 3x -12

BE
2"
fog: R\{-22} -» R

4

3x2-12

X

Questao 12
f(x)=x2—x—6 e g(x)=kx+1, keR;

D, =D, =R
12.1. (g-f)(0)=0<g(f(0))=0<
g(-6)=0=k(-6)+1=0<

o -Bk=-1k=

CA | £(0)-0°-0-6--6
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12.2. (g-f)(0)=f(0) = g(f(0))=-6<

/
Qg(—6)=—6©k§—6)+1=_6@ C

LY
4

h
¥

@—6k=—7©k=g - 0
Pag. 21
Questao 13 Afuncao f é continuaem R, se k =g .
1+cos(2x) se x<0
f(x)= A
(x) S Pag. 23
o Questéo 15
estdo
Em ]-,0[, a fungéo f & continua por ser, neste "
F(x)=lx—1

intervalo, definida pela composta de duas fungdes
continuas: a fungdo x — 1+ cos x e a fungéo f(x)= ‘x _ 1‘ ={
polinomial x — 2x , ambas continuas em R . -

x-1 se x21

(x - 1) se x<1
Em ]0,+e0[, a fung&o f é continua por ser, nesse ILn11 f(x)= ILn11 (x-1)=1-1=0
intervalo, definida por uma fungéo racional e lim £ (x) = lim [_(x _ 1)] ——(1-1)=0
x’+x#0 paratodo x>0. “‘~ -
No ponto x =0, f é continua se l_iggf(x) =f(0) Entéo, "L‘} =0.
f(1)=1-1=0

lim £ (x) = lim (1+cos (2x)) = imf (x) = F(1) =0

x

=1+cos0=1+1=2

' ' Kx _ k/( K Logo, f é continua para x=1.
lim £ (x) = lim ———= lim =017k f(x)-f (1) 1.0
x—0 x>0 x° 4+ x  x-0 /(_x+1) + f'(1+)=|lm =|imx _
f(0)=1+cos0=1+1=2 }/; AL
1
leg?)f(x)_f(o)@XILTf(x)—lerRf(x)-f(O)@ '_["1‘}//1
ok=2 - _ f(x)-f(1)  —(x-1)-0
Afunggo f é continua, se k=2. f(1)=xl'£? —1 = lim -1
Questio 14 . —M

() {cos(x+k) se x>0 = fim 1 =
X)= .

sin(nx)  se x<0 Como f'(17)=f'(1"), ndo existe f'(1).

Em ]—oo, 0[, a funcao f é continua por ser, neste . . ~ -
Logo, f é continua, mas néo derivavel no ponto

intervalo, definida pela composta de duas funcdes x=1.
continuas: a fungcdo x — sinx e a fungéo

. . . uestdo 16
polinomial x — nx , ambas continuasem R . Q

>0
Em ]0,+oo[, a fungéo f & continua por ser, neste f(x)= { § e <0
xX° s€e x=

D, =R
intervalo, definida pela composta de duas fungdes . .

) ] ~ . lim f(x)=limx=0
continuas: a fungéo x — cos(x) e a fungéo -0 -0

- ; i —lim 1 = 0% =
polinomial x — x + k , ambas continuas em R . lim f(x)= limx*=0"=0

No ponto x=0, f & continua se limf (x)=f(0). Entéo, limf(x)=0. f(0)=0°=0

lim £ (x) = lim (sin(7x)) = sin0 =0 limf (x)=f(0)=0

lim £ (x) = lim (cos (x + k)) = cos (0 + k) = cos (k) Logo, f & continua para x =0.

f(0) =cos(0+k) =cosk f'(O*):Iir?f(x)_g(o)=lir?x_o=lir? £
x—>0" X — x->0"  x x—>0"

limf(x)=f(0)= Iimf(x)=Ilmf(x)=f(0)=

imf (x)=F(0) & lim £ (x) = lim £ (x) ~(0) e

< cosk=0 f'(0 )=X|Lr{)17x_0 = lim =

x—0

Como ke]O,n[,k:%. = lim x* =0*=0



Como f’(O*);t f’(O‘), nao existe '(0).

Logo, f é continua e ndo derivavelem x=0.
Questao 17

No ponto x=0: f'(0)=+w

Logo, f nao é diferenciavel para x=0.

No ponto x=3:

f nao é continua para x =3, logo, ndo é

diferenciavel nesse ponto.

No ponto x=5:

f'(57)=f'(5)

Neste caso, f'(5*)>0 e f'(5’)<0.

Logo, n&o existe f'(5).

E sugerida a n&o existéncia de derivada nos
pontos x=0, x=3 e x=5.

Pag. 24
Tarefas de consolidagao 1
11. Iin}f(x)=0

1.2. limg(x

x—3

1.3, lim f(x
x—3"
i i) i fx)
Logo, n&o existe limf (x).
limf (x
1.4. |im[fj(x)=«e1 (x)_ o
=1\ g limg(x) g(0)

g(0) é um namero real positivo.

. o (f

Entao, Im(g)(x):O.
1.5. Ixim(fg)(x)=|xiLT}f(x)><Ixi_ng(x)=O><g(1)

g(1) & um namero real positivo.

Entao, Ixim(fg)(x)=0.
1.6. Ixim(f+h)(x)=Iximf(x)+lximh(x)=

=0+lm(x*-4)=0+1-4=-3

x—>1
limh(x) lim(x*-4

17. Iim(h](x)= imh(x)_tm(<=4)_ o
=29 limg(x)  g(2)  g(2)

g(2) & um namero real positivo.

Entao, Iim[hj(x)=0.
x—>2 g
1.8, im(g+h)(x)=img () +imh(x) =
=Iim[1x+1)+lim(x2—4)=
x—>1 3 x—>1

NPT L S
3 3

wlo
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CA. | g(x)=mx+beb=1

2-1 1

m=——=—

3-0 3

g(x)=2x+1
3

241.
y
f
®1
0 X
2.2,
a) lim f(x) =+

2.3. lim f(x)= lim f(x)
Entéo, n&o existe limf(x) .

Logo, f nao é continua para x=0.

x xM
= lim =

x—>-1 m

X2+

3.4, lim f(x)= lim

x—>-1 x—>-1T x4+ 1

= lim x=-1

x—>-1

lim f(x)= lim (x+1)=-1+1=0

x—>-1" x—>-1"

x|~l>rp1’ f(x) * x|~l>r—n1* f(x)

Entéo, ndo existe lim f(x).

Logo, f nao é continua para x=-1.
3.2. Na opgéo (A):

XILIH (fxg)(x)= xlil’p1 f(x)x lim g(x)=

x—>-1

=—1x1=-1
lim (£ g)(x)= lim f(x)x lim g(x)=
=0x(-1)=0

T (£xg)(x)= im (7<) (+)

Logo, fxg néo é continua para x =-1.
Na opcéo (B):

XILIH (fxg)(x)= xlil’p1 f(x)x lim g(x)=

x—>-1

=—1x1=-1
lim (fxg)(x) = lim f(x)x lim g(x)=
=0x0=0

lim (Fxg)(x) = lim (fxg)(x)

Logo, fxg nao é continua para x=-1.
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Na opcéo (C): Pag. 25
|irT}7 (f x g)(x) = IirT} f(x) x IirT} g(x) =
- _1x0=0 ) ) x¥*-1 se x<0

5.1. f(x)= -1 se x=0 para x=0

lim (fxg)(x) = lim f(x)x lim g(x)=
=0x(-1)=0
Entao, lerl (Fxg)(x)=0.

1
;(xz—x) se x>0

lim £ (x) = lim (2* ~1)=0" ~1=-1

x>0

(Fxg)(-1)=F(-1)xg(-1)=0x(-1)=0 im £ (+) = fim E( ) )]z im A(x=1)

X —X

lim (7xg) (x) = (F < 9) (1) s = A
Logo, fxg & continua para x=-1. = Jim (x (x-1)=0-1=-1
Na opcéo (D): Ilrg f(x)= Ilrg f(x)=-1
Jim, (Fxg)(x) = im £ (x)x im g (x) = Entéo, lim f (x)=-1.
=-1x1=-1
f(0)=-1
lim (fxg)(x)= lim f(x)x lim g(x)= ©)
x—>-1 x—>—1 x—>—1 I|m f(x) — f(O)
=0x0=0 ¥=0
lim (fxg)(x)# lim (Fxg)(x) Logo, f é continuapara x=0.
x—-1 ) ’xaf1 ) 1+x—2x2
Logo, fxg nao é continua para x =-1. 5.2 g(x)= -1 se x<1 para x =1
Opgao (C) x-4 se x>1
. 14+ x—2x2
Por exemplo: lim g (x) = lim 1
1 se x<0
f —2x-1
<x>{ N [ I
x->1 }x//'] x->1
. L<0 =2x1-1=-3

{ 1 se x>0 CA. ; -2 21 :

i f(x)=-te Inf(x)=1 = o

)=
I|m f(x)= I|m f(x)
li =i -4)=1-4=-3
Isto &, f é descontinua para x=0. leg(x) Lr? (x )

lim g(x)=1e lim g(x)=-1 lim g(x) = lim g (x)=-3
x—>0" x—0" x> x—
Iirp g(x)= Iirg g(x) Entéo, Iximg(x)=3.
Isto &, g € descontinua para x=0. g(1)=1-4=-3
lim (£ +9) (x) = lim (x) + lim g (x) = img (x)=g(1)
=-1+1=0 Logo, g é continua para x =1.
lim (f+g)(x)=lim f(x)+ lim g (x)= ]
x—0" x—0" x—0" Plose x= 0
=1+(-1)=0 5.3. h(x)=1 x ,para x=0
1 se x=0

lim (F+9)(x)= lim (f+9)(x)

lim h(x)= lim = = —1
Entao, I|m(f+g)( ) 0. ¥0- 0 X

. . X
(f+9)(0)=f(0)+g(0)=-1+1=0 xILlllh(x)=lerr01;=1
leg?)(f+g)(x)=(f+g)(0) C.A.

x se x20
-

Logo, f+g é continuapara x=0. -x se x<0

i () fig A ()
Logo, néo existe Iingh(x) ,peloque, h é

descontinua para x=0.



6. (fog)(x)=0©f(g(x))=0©
og(x)=2ex=0vx=4
Opcéo (B)

X +1

7A1. g(x)= x+1
k se x=2

X +1 2241 9

se x#2

i i _8.
Mg () =lm =513

g(2)=k

g é continua para x=2 <
elmg(x)=g(2) k=3

g écontinuapara x=2,se k=3.

2k-3x se x<1
7.2. g(x)= k se x=1
3x% —3x
Y
lim g (x) = lim (2k —3x) = 2k -3x1=2k -3
lim g (x) = im 3¢ -3y ST
x—>1" x—1 x—1 M
lim (3x) =3x1=3; g(1) =k

g é continua para x=1&<

e limg(x)=lmg(x)=g(1) =
©2k-3=3=k<2k-3=3rk=3
&2k=6Ak=3<k=3Ak=3

g écontinuapara x=1se k=3.

8.1. a) (f-g)(6)=
~1(9(6)~1(2)- 25" -3

(f-9)(6) =5 =0
C.A. 6 6
9005255+

se x>1

6-3

8.2. a) D, , ={xeR:xeD, rg(x

/—\
\_/

={xeR:xeR\{3}/\ ol ER}=

={xeR:x¢3/\
% —
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2x-6
b) ng,={xeR:xeD,/\f(x)eD }:

g

={xeR:xeR/\xT_1€R\{3}}=

={xeR:%¢3}=R\{7}

F(x)= se x<1 . D =R
3x 2 se x>1

lim x2 =12 =1

x=>1

LUCE
lim £ (x) = lim (3x~2) = 3x1-2=1
fim £ (x) = lim £ (x) =1

Entao, Iximf(x)=1.
F(1)=3x1-2=1

limf (x)=f(1). Logo, f & continua para x=1.

F(1) = lim )= (1) _ o 2° -1

x—>1 X — x>1 x_’]
()
=JT1!7=JT1](X+1)=1+1=2
f(x)-f(1 e
F(1)= tim (x)-F(1) _ . Bx=2-1_
ot x—1 x—>1" X—1
- 3
~1im 323 _ jim M
x> X — 1 x—1" ,X/1

f'(1 ’) # f‘(1*) . Logo, nao existe derivada para

x=1. f é continua e ndo derivavel para x=1.
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Avaliagao formativa 1

1. f(x)=x2—1

=m0
x—>1 _1 _1

jim T _ iy X1 (=) ) _

x~>—1x+1_x~>—1 x+1 _«~>—1 m B

=lim (x—1)=—1-1=-2#2

(FoF)(0)=F(F(0))=F(-1)=

=(-1) =1=1-1=0%-1

CA. | £(0)=02—1=—1
(fof)(=1)=F(f(-1))=F(0)=0>-1=-1
Opcéo (D)

Em ]-o,3[ e em ]3,+o[, a fungéo f & continua
por ser, nestes intervalos, definida por fungdes
polinomiais.

No ponto x=3:

lim £ (x) = lim (i + 3[) = [k + 3]
lim f(x)=lim (k+x)=k+3

x—>3" x—3"

f(3)=k+3

f é continua para

x=3o Iirg f(x)=limf(x)=f(3) =

x—3"

olk+3=k+3c<

S (k+3=k+3vk+3=-k+3)Ak+320<

&| 0k=0 v2k=0|Ak2-3<k>-3
bl

_condicdo
universal em R

Logo, f é continuaem R se, e s6 se,

ke[—3,+oo[.
¥’ -a°
3. F(x)= e se x<a

g(x) se x>a

No intervalo ]—00, a[, f é continua por ser, nesse

intervalo, definida por uma funcao racional, sendo
que, o denominador ndo se anula nesse intervalo.

No intervalo Ja,+[, f & continua por ser, nesse
intervalo, definida pela fungdo g, continua em
]a, +oo[ .
No ponto x=a:

¥ - a (x~3) (x+a)
lim f(x) = lim —— = lim —————=
x<a

x—>a x»>a XxX—a x—a

10
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=lim(x+a)=a+a=2a

lim f(x)= lim g(x)=1
f(a)=g(a)="1

f écontinuaem x=a <

& lim f(x)=lim f(x)=f(a) &

c:>2a=1<:a=1
2

f(x) se x<1
f(x):2x+1,g(x)={x£l)( se x>1
I (feh)(x)=2x-1<f(h(x))=2x-1=
o2h(x)+1=2x-1<2h(x)=2x-2¢&
<:>h(x)=x—1
l. > c)
Il.LEm ]-,1 e em J1,+[ , a fungéo g é continua

por ser, nestes intervalos, definida por fungdes
polinomiais.
No ponto x=1:

XlLr'ﬂ]g(x)=X|Lr'r1]f(x)=JLrT1](2x+1)=2x1+1=3
leg(x)=xlm(x+k)=1+k
g(1)=f(1)=2><1+1=3

g écontinuaem x=1<

e limg(x)=limg(x)=g(1) =
S1+k=3<k=2

g écontinuase k=2.

Il.-> a)

. (fog)(2)=-1=1f(g(2))=-1<
of(2+k)=-102(2+k)+1=-1c
©4+2k=-22k=-6ck=-3

. - c)
—al(1 _
IV, g'(1’)=|img(x) I() _ iy 26413 _
x->1 _x—1 x—>1 _x—1
2
= lim M:z
x—>1 }/1
— 1 _
g'(1*)=|img(x) (1) _ iy k=3
x—>1" X — x—>1" x—1
-1
Se k=2, g'(1") = lim 2= =1.
e k=2, g'(1")=lim"—

g'(t)=9'(r)
Entdo, g nao é diferenciavel em x=1.
k-2
0"
Entdo, g nao é diferenciavel em x=1.

=t

Se k=2, g'(1")=

Logo, a afirmacéo é falsa.
IV.—>b)

l.>c); ll.>a); ll.>c); IV.>b)
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Tarefa 2

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

(x6 )/ =6x°
(-3x*) =-3(x*) =-3x4x® =—12x°

(x* -6x2) =(x*) —(6+%) =4x* ~6(x*) =

=4x° —6x2x=4x° —12x

(x* +3x2 =1°) = (x*) +(3x%) —(1°) =
=3x2 +3(x?) ~0=3x? +3x2x=3x* + 6x
(8x° —x* +3x) =(82°) ~(x*) +(3x) =

=8(x5)'-4x3+3=8x5x4-4x3+3=4ox“-4x3 +3

35 3]
=%(x3)’+%(x2) +0—%x +2><2x 2+ x
[(v-3)(2-3x)] =

=(x-3) (2-3x)+(x-3)(2-3x) =
=1><(2—3x)+(x—3)><(—3)=2—3x—3x+9=
=—-6x+11=11-6x

[ (3x—1)]' = (xz)/ (Bx=1)+x*(3x-1) =
=2x(3x—1)+x2 x3=6x2—2x+3x2=9x2 —2x
[(xz —1)(x2 —2x +1)]' =
=(x2 —1), (x2 —2x+1)+(x2

=2x(x® = 2x +1) + (¥* = 1)(2x-2) =

~)(x2 —2x+1) =

=2x% —4x2 425 +2x° —2x2 2% +2=4x>-6x*+2

X
—5><2x—0_21=10x+i2
X X

3 " (3)Y 1
S-S -] 3x—] =

(-2 -(3) ()

3’><x2—3><(x2)’ Txx—1xx

I

0-3x2x 1 6x 3 6 3 3 6

1
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(x2 +x+2)x’ ~

1.12. ["Z’f“zj =(x2”+2)/x-

X x2

_(2x+1)x—(x2+x+2)><1

_2x2 x—xz/—Z_
= > =

X

(2x +1) (x=1) = (2x + 1) (x = 1) )
(x=1
_2(x-N)-(2r+0)x1_2¢-2.27-1_ 3
(x=1)°

(x-1)’ (x-1)’
X i|’_ (2x+1)><x,_ 2x2+x'_
241 | ¥ +1 R

~ (2)(2 + x)' (x2 + 1) - (2x2 + x) (x2 + 1)’ ~

) (2 +1)° )
(4t 1)(x +1) = (22" + x)2x
) (% +1)°
45° +4x + X2 +1—(4x3 +2x2)
B (x2 +1)2 -
:M+4x+x2 +145° - 2x2
(x2 +1)2

1.13.(2“1] -
x -1

1.14, |:(2x—1)><

_=x*+4x+1

(x2 + 1)2
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Questéo 18

18.1. f( ) 2x+3x " —4x2

F(x)=(2x-3x"-4x?) =

=2-3x(-x"")-4(-2c7")=2-3x-8x"
18.2. F(x) =4x>(1+x7")
F(x)=[ax® (1 )] = () (142 ")+ 42 (1 27)
=4x(=3)x > (14 x")+4x 7 (—x ) =
=120 (142 ") -4 ° xx? =
=125 —12x xx T —4x S = 12xt — 1650
18.3.(x) = - * ‘1
)= (x’2 1) (2+ 22; _(:c): “)(2+x°) i
2x727 (24 x7%) = (x2 =1)(-3x)
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1 1 1

15 11 _ _
2 % 2\/)(73 24/x%x 2x

“2x®(2+x7°) = (x 7 - 1)(-3x) _ 1
(2+x7) 2 x
—4x7 —2x° —(-3x7° +3x7* b _3y4 _ 40 ' / AN 1
_ ( ) )=x X 2x 21.3. h()(1j 11=(x3 =—1x31
(2+x‘3) (2+x‘3) % 3 3
T 11
Pag. 30 T3 TR T e ifeex 3R
Questédo 19 21.4.
1 1 ,
19.1. 24% x 544 = 424 x{/54 = 424 <54 = {1256 =6 i) [ Iy 2, 2
il ) 1 ) 52 I"(x)= — | == —[xa j—[x 3] =——x =
19.2. [fj 2x325=(9)2x(25)5=\/§x25=3><22=6 ! ! 3
9 4 4 2
2 i - 2xf§ 21 21 2 2
1 2 1 __2.5__21__2
19.3. (—125)’5:(—§j3=(—ij3 3(—5) - 3 3573 aiflixe sl
8 125 8 x
. \/_7 64 64 _ 4 Pag. 32
12 125 729 \ 91125 45
Questao 22
19.4. [1j x (~1000)" 3 8000° = 22.1.f'(x)=3; g'(x) =4x°
2 : . (g21) (x)=F'(x) xg'(F(x))=3xg'(3x+1) =
=83 x(— j x 80003 = 3 2
1000 =3x4(3x+1)° =12(3x+1)
Yg? X{_i)  3/3000° = 22.2. (g =) (0)=12(3x0+1)° =12
1V : Questao 23
=364 s(——) #l(8x10°)" = ' :
“§os) <E<10) 231, f’(x):[(3x2—4)3] —3(3x2-4) (347 - 4) =
—\/_><3 = x3/8* x10" = /64 x8* x10° = 6400 =3(3x* _4)2 (6x)=18x(3x? _4)2
< ' 17
Questao 20 23.2. f'(x)=(\/2x+1) =[(2x+1)2] =
R R B 1
20.1. (4x)2 x 8x* =42 x x? x 8x* =4 x8xx2xx4 =
I 7(2x+1)2 ><(2x+1) (2x+1) 2 xZ =
=2x8xx2 4 =16x* ) ;
32 1 6 1 31 =(2x+1 _5= =
20.2. [3x“J x5x2 =32 x x* x5x2 =9x5xx2 xx2 = ( ) (2x+1)% V2x+1
3,1 ] :
=45x? 7 = 45¢* 23.3. f'(x)= S| =[x =
5 1 5.1 (2x+1)
L L N LN S SIS ,
R I =-3(2x+1) " (2x+1) =-3(2x+1) * x2=
[ZXZJ 27x 2 yx 2~
= —6(2x+1) " =- 6 .
(2x+1)
Pag. 31 234 f(x)=—>—
Questao 21 (1-x)
oo 1Y 1 K ’ 3[(1
214, f(x)=(¥x) = xsj L S e 51 . F(x)=|—2 [( * J
5 5 5 X (1—)6)2 |:(1_x)21|2
r ! 1 ! ,
2 g()-[ L) (1] TR IR _0-3x2(1- (- _-6(1-0)(-1_ 6
sz (1-x)* (1-x)°"  (1-x)

12
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N

x+1

D, ={xeR:x20Ax+1#0}=[0,+0] =R

(V) (1)~ (x+1)

Pag. 33 24.4. f(x) =

Questio 24

241 f(x)=\1-x"; D, ={xeR:1-x* 20} =[-11]

CA. -*=0ex’=1cx=1% )= 2 -
1_1 0 : 1 1 ( -
, 17 x% (x+1)—\/;><1 lx%_1><x/ x+1) —/x
()= 1”2){(1”2)2} =( ](x+1)2 - (xiﬂz) i
—1 —x? %71>< —x2’= 1 x+1_ X+
_2(1 )1 (1 ) =%x_§x1><(x+1)—\/;=2x% \/;=2\/;1_\/;_
=%(1_x2)‘5x(_ N Ay e (x+1)° (x+17 (41
(1-x°) vil-2dxx  x+1-2x
F(x)=——— _o2x 2y —xt
1—x2 (x+1)2 (x+1)2 2\/;(x+1)2
1 l 1 1 f/(x)_ —x+1
m=f|-|-——2 -2 __2_ C2dx (x4 1)
f[z) \/1_(1j2 \/1-% > _f 12\/—( _11+)1 0 _,
1 2 "= ()_2ﬁ(1+1)2_5_
2 1B 245.f(x)=¥1-3x; D, =R
3 33
2 , F'(x)=(1=3x) =[(1-3x)3] -
24.2. f(x)= . 1 1, .1 2
(2x+1) =5 (1-3x)2(1-3) :3(1—3x) 3 (-3) =
Df:{xeR:2x+1¢O}:R\{—%} __ 1 __ 1
' 2 27 (1—3x)3 3(1—3x)2
f'(x)=l 9 ] _2(2+) - 2x[ (25 +1)] i | 1
(2x +1)° (22 +1)’ f(")=‘3(1_3x)2
_0-2x2x(2x+1)(2x+1) _ 4(2x+1)x2 O 4
(2x+1)° (2x+1)* J(1-3x0)°
-8
= 3 Questao 25
(2x+1)
()= 8 25.1.f(x):22£
(2x+1)3 '
2Jx) (2-x)-2Jx(2-x)
m=f’(1)=— 8 _ 8. 4 f’(X)=( ) 7 =)
2 [2X1+1) 2 (2-x)
2 N
24.3.f(x):%; D, ={xeR:x* #0}= R \{0} =2[x j(?x)f&“)_
2—x)
. %2 +1 ' (x2 + 1)’ x2 - (x2 + 1)(x2 )' 1,
f(x)=[ 2 ]= (x2)2 = =Zx%x2 xx'(2—x)+2\/;=
=2xx2—(x2+1)2x=2f(72f(—2x=_§=_£ 1 (Z_X) ” .
3; * ) * * =x_5(2—x)+2\/;=f+2\/;= x+2
Flx)=-=: m=f’(—1)=—(_1)3=2 (2-x) 2-x)  Jx(2-x)

13



25.2,

N x+2 () 1+2 =§=
f(X)_\/;(Z—x)Z ; m (1) \/1(1_'_2)2 1
f(1)=22—\_ﬁ1=2

Ponto de tangéncia: (1,2)

Declive: m=3
Y-Yo=m(x-x,) o y-2=3(x-1)<
oy-2=3x-3<y=3x-1
y=3x-1

2
A
2@+Jﬂ-2@+4§)
(x+J§f

’

1

0-2 x'+(x2J _2[1_'_;)(;_1)(/}

)

_-2(1+;x;j_-2(1+2J;j_

(xR (eeA)

A N

Zdx _ x _ 2x-1
(o i) ()
(o) 21

76 NAE

() 11 3
xﬁ(1+\ﬁ)2 4
o) 5"

Ponto de tangéncia: (1,1)

Declive: m = —§
4

'

g'(x)=

2_

3
Y—Y =m(x—x0)<3y—1=—z(x—1)<:>

= —1——§x+fc> ——§x+§+1c>
y=1=73 =747,

4

= ——Ex-&-z‘ ——Ex-&-z
Y=oy YTy

Pag. 34

Tarefa 3

1.

Ao fazer variar a, os declives das retas tangentes
ao grafico de y =sinx formam o grafico de

. . ’
y =cosx . Assim, (sinx) =cosx.

Propostas de resolu¢ao do manual — Funcdes

21.

2.2,

23.

O ponto P tem ordenada siné .
O ponto Q tem ordenada sin(& + h).

O ponto R tem ordenada sin(6 + h).

PR representa a diferenga entre a ordenada de R
e a ordenada de P.

PR =sin(0 +h)-sing

h->0; P>Q

O arco PQ aproxima-se do segmento [PQ]
porque localmente a circunferéncia é semelhante a
reta;

O comprimento do arco de circunferéncia é ar .
Como o raio é 1, o comprimento do arco ¢ h, logo
PQ~h; OP =0Q ([OP] e [0Q] s&o raios da
circunferéncia).

QPO =0QP (alados iguais opdem-se angulos
iguais)

A soma dos angulos internos de um tridngulo é =
radianos.

QﬁO+OQP+h=né%FQﬁO=n

Logo, QPO =

Quando h— 0, a reta PQ aproxima-se da
tangente a circunferéncia no ponto Q e essa reta
tangente € perpendicular ao raio no ponto de
tangéncia, no ponto Q.

Seja S o ponto de intersecdo da reta tangente com
o eixo das ordenadas.

Qumﬂoh—»O,QéS:%—H.
So=n-|Z+Z pl=0
Q T (2 + 5 j
Areta PR é paralela ao eixo Oy.
Entdo, RPQ = QSO porque s3o angulos de lados
paralelos logo, RPQ =0 .

PR _sin(¢+h)-sind

coSO ~ —
PQ h
sin(0+h)-sing
Logo, cosé ~ —

'

Quando h—0, cosd =(sing)

(sine)/ iim sin(0+h) —sing
h—0
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Questéo 26
26.1. f(x) = sin(-2x +1)
f'(x) = (~2x +1) cos(-2x +1) = —2cos(-2x +1)

26.2. f(x) =x?— COS(Zx)

F(x)= (x®) ~[cos(2x)] =2x- [(zx)’ (—sin(2x))] -

=2x— (—ZSin(Zx)) =2x+ ZSin(Zx)

Questao 27
27.1. f(x) = sin(x” +1)

f'(x)= (x2 + 1)/ cos(x2 + 1) = 2xcos,(x2 + 1)
27.2. f(x) = xCOS(Zx)

f'(x) = x"cos(2x) + x[cos(zx)]' -

= cos(2x) + x|:(2x)l (—sin(2x))], -

= cos(2x) + x[ -2sin(2x) | = cos(2x) - 2xsin(2x)
27.3. f(x)=x*sinx
F'(x) = (x*) sinx +? (sinx) = 2xsinx + x* cosx
27.4. f(x)=cos’x

f'(x) =3cos® ' x(cosx) =3cos? x(-sinx) =

=-3cos? xsinx

f(x)=x- tan? (Zx)

f'(x)=x —[tan (2x):| =

27.5.

[2tan(2x) (tan(2x)) }

=1-|2tan( 2x ]
=1- 2tan(2x }
1 2s.ln 2 } 4sm
| cos( cos®
27.6.f(x)=
6 (x) 1+COSx
F(x) 1(1+cosx)-1(1+cosx)  0-(-sinx)
X)= = =
(1+cos x)* (1+cosx)’
__ sinx
(1+cosx)’

15
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1
27.7. f(x) = 2tan—
X
()
, 1Y x
f'(x) 2[tan—) =2 =
v
cos™ | —
X
Tx—1x 0-1 -2
=2 X’ =2 x2=x2 =— 2
2

cos? [lj cos? (1J cos [1) x2 cos? [lj
X X X X

27.8. f(x) =tan® (x* +2)

f’(x) = 2tan(x2 + 2) X [tan(x2 + 2)]’ =

(x2 + 2)’
_ 2 —
= 2tan(x + 2) X e (x2 " 2)

sin(x2 + 2) 2y A sin(x2 + 2)

N cos(x” +2) * cos? (x*+2) N

cos® (x* +2)

27.9.

1
f(x)=t
(x)=tanx+ p—

'

f'(x)= (tanx)/ + [talxj =

1 1tanx 1x(tanx)

COSzx tan? x
1
0-
1 cos® x 1 1

= 2.t 2 = 2 2 2

COS” x tan® x cos“x cos“x tan® x
1 1 1 1

sin®x cos’x sin’x

cos? x cos?r
¥ cos?x

_sinx—cos’x 1-cos’x—cos’x  1-2cos’ x
sin? x cos? x sin® x cos? x sin® x cos? x
Questao 28

f(x) = xsin(TLx)
f'(x) = x'sin( )] =
=sin(nx) + x[(nx)' cos(nx)] =

)] = sin(mx) + mx cos (x)
m=f'(1)=sint+ncost=0+nx(-1)=-n

f(1)=sint=0

) + x[sin(nx

= sin(mx) + x[ mcos (mx

Ponto de tangéncia: (1,0)
Declive: m=—-n

y- yo
Sy=-mx+n

=m(x—x0)<:>y—0=

—Tt(x—1) =
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Pag. 37 , x’(x—Z)—x(x—Z)' 1(x—2)—x(1)
30.2. g'(x) = > = —=
Questio 29 (x-2) (x-2)
’ ’ X =24 2
29.1. f'(x)=(3) A sin(ﬂj = = =" 2
X T 3 (x—2) (x—2)
’ ' ! ’ 2
=2x—2x 1> cos[ |2 g(x)=—2<:>—7=—2§2—2=—2><(x—2) =
2 a3 3 (x-2)
—2) 1o x-2=1vx-2=-1ex= =1
0.2 1[x - 2 1 - @(x ) S X VX S x=3vx
=—5——|%cos| — ||=-——-cos| 3
X 7|3 3 x> 3 3 3) = -3
9(3)=5
, 1
f'( )——7—5008(%j Aretat y=-2x+1 ndo passa no ponto de
' o 1 2y 5 1 ] coordenadas (3,3).
m=f(3)=-—-—cos| — |=-——-—x(-1) == 1
3 3 3 9 3 9 g(1)=——=-1
2 1 (Ax) 2 1 . 2 -2
F(3)=%-—sin| X |=2-—x0=2 Areta t passa no ponto de coordenadas (1,-1),
(3) 3 I (Zj 3 7 3 P P (-1
) pois —1=-2x1+1.
Ponto tangéncia: (3,5] Logo, aretat: y =-2x+1 também é tangente ao
] grafico de g no ponto de abcissa 1.
Declive:m=§
30.3. Como se verificou na linea anterior, g'(3)=-2, ou
2 1
Y—Yo= *(x - xo) Sy 3 = §(x - 3) < seja, a reta tangente ao grafico de fno ponto de
9 1 1 1 1 2 1 1 ?b0|ssa3tem declive igual a -2, isto é, é paralela
SY-——=—X—— S Y=—X——F—SY=—X+— aretat
3 9 3 9 3 3 9 3
1 1 .
ty=—x+— Pag. 38
=973 g
1 Questio 31
29.2.rJ_t@m,=——<:>m,=—T©m=—9
‘ 9 f(x)=%x3+x2+5
Y=Yo=mlx-x)ey-5=-9(x-3) = F(5)= x5+ 5% + 55 452 + 555
5
2 2
c>y—§=—9x+27<:>y=—9x+27+§<:> f’(x)=%><3x2+2x+0=%x2+2x
=-9 +§ ty=-9 +§ 3
Y= Y= /(5)=5 x5 +2x5=3x5+2x5=15+10=25
Questao 30 f"(x)=%><2x+2=gx+2
30.1. f'(x) = (x*) cos(mx) +x2[cos(nx) | =

F(5)=Cx5+2-6+2-8
=2xcos(nx) + x° [(Trx) (—Sin(rtx))]= 5
Questao 32
2 _ai —
) +2* [ n(-sin()) | 321, F(x) = 4x° - 24x 2x + 64+ 0 = 42" — 48x + 64

= 2xcos (mx) — mx? sin(nx)

=2xC0s

—

F"(x)=4x3x° —48+0=12x2 - 48

m=f'(1)=2x1cosn—nx1sint =
(1) =2x1cos - nx1sinz F(x)=012:2-48=0 12 =48 o 32 =4 &

=2 —nsint=2x(-1)- =-2
cosm—msinm=2x(-1)-nx0 e x=-2vx=2

f(1)=cosm=-1 zerosde " x=-2vx=2

Ponto de tangéncia: (1,-1) 32.2. f'(-2) = 4x(-2)’ —48x(-2) + 64 =128
Declive: m=-2 —2 ézerode f", mas nao é zero de f'
y-Yo=m(x-x)ey-(-)=-2(x-N)o f/(2)=4x2°-48x2+64=32-96+64=0
Sy+l=-2x+2cy=-2x+1; t: y=-2x+1 2 é zero comumde f' e f".
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Questio 33
334, f(x) =2 g %x4 g
f(x)—f><4x —% 25 %
f" (x)=2><3x —0=6x?
33.z.f(x)=xiz
2 -1(v) 0-2r -2
f(x)— 5 - —
(x2) X X
f,,(x)_(—Z)'x3—3(;2)(X) 0+2x3¢ _6
() S
33.3.F(x) == —x—x 7 —x
f’(x)——;x7%71—1=—%xig—1
, 1 (8), 5" g3, 3_3,1_
f(x):—EX(—ij —O—Zx _4><xg_
3 3 3 3
_4\/x_5_4 Cxxixx 4x 4 xfx
3Jx
T4y
33.4. f(x)=(x-1)"
F(x)=4(x=1)" (x=1) =4(x-1)’
F"(x)= 4| (x- 1)} %3(x =1 (x—1) =12(x —1)°
33.5.1(x)=— al
f,(x)=x’(x—1)—x£x—1)'=)(_1_2)(=_ 12
(x—1 (x—1 (x—1)
1) (x =1 = (=) (x =17
) (2>2[< ]
(=]
_0+2(x-N(x-1) _2(x-1)_ 2
(x—'l)4 (x—1) (x—1)3
33.6. f(x)=vx—-1=(x-1)2

re =gl 2l e Gy -
=ty — e Lo
4(x-1)2  4(x-1)

17
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33.7.

33.8.

33.9.

Funcoées

x—2

2x +1

)= (x-1) (2x+1)—(x2— 2)(2x +1) _
(2x+1)

_2x+1—(x—2)><2 2§+172/+4 5
T (2x+1) (2c+1° (241

f(x)=

f”(x)=5(2x+1) 5[£2j+1) ] i
[(2x+1)°]
0—5[2(2“1)(2“1 J -5[2(2x+1)x2] _
) (2x+1)" o (2x+)
—20(2x +1)
T (24 )

-20
(2x+1)°

f(x)=x2—i

2

=2+ =




Questao 34
34.1. f(x)zx3 —2x% —4x +1

f’(x)=3x2—4x—4; f"(x)=6x—4
f”(x)=0©6x—4=0©6x=4©x=§

2

34.2. f(x) = —
f(x) x+1
BN G (G R i) N NCR B
xX)= = =
(Jc+1)2 (x+1)2
=2x2+2x—x2=x2+2x
(x+‘|)2 (x+1)2

() = (x2 + 2x), (x+ 1)2 - (x2 + 2x)[(x + 1)2 ]/ _
(7]

_(2r+2)(x+ ) = (x* +2x)2(x+ )" (x+1)

(x+1)°
=(2x+2)(x+1)2—(x2+2x)2(x+1)><1_
(x+1)4
:M[(2x+2)(x+1)—2(x2+2xﬂ=
(x+1)'(3
=2/x/[+2§+ x+2—2/%/74§= 2
(x+1)3 (x+1)3

D, =D, =D, =R\ {1}

f"(x)=0< ———=0; equagéo impossivel

(x+1)
Nao existe x e R\{-1} tal que f"(x)=0.

Pag. 40
Questao 35
35.1.f(x)=x; £/(x)=(x*) =3+%; £/(x)=(3+%) =6x
f'(x)=0<6x=0<x=0

x —0 0 +o0 *
f" - 0 + - 0
f S ~—

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo
em ]-»,0[ e voltada para cima em ]0,+[ .

Confirmacdo com a imagem da calculadora:

=

18
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35.2. f(x) =x%-3x%; f'(x) = (x3 —3x2)’ =3x? —6x

f”(x)=(3x2 —6x)’ =6x-6
f"(x)=0<:>6x—6=0<:>x=1

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo
em ]-»,1 e concavidade voltada para cima em

]1, +oo[ .

Confirmagédo com a imagem da calculadora:

Auto Eixos Mavegar Céleulo

f(x)=-1.155893

X —o0 1 +o0 +
fr - 0 + —
f N ~—

Pag. 41
Questao 36
36.1. f(x) =3x2-x°

VVamos comecar por obter um esbogo do grafico da
fungéo f com a calculadora.

Por observagédo do grafico parece que a
concavidade é voltada para cima em ]—oo,1[ e

voltada para baixo em |1+ .

Vamos confirmar analiticamente:
f’(x) = (3x2 - x3)l =6x—3x?
f"(x) = (6x— 3x2)l =6-6x

D, =D, =D, =R
f"(x)=0c>6—6x=0c>x=1

x - 1 +o0 +
f" - 0 + 1 _
f - N

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo
em ]-»,1 e concavidade voltada para cima em

]1, +oo[ .




36.2. g(x) =3x° +10x® +15x

36.3.

VVamos comecar por obter um esbogo do grafico da
fungéo f com a calculadora.

Auto Etxos Navegar Chlcule

2000

Looe

wel) fx)=0

Por observacgédo do grafico parece que a
concavidade é voltada para baixo em ]—oo, 0[ e

voltada para cima em |0, -+ .

Vamos confirmar analiticamente:

g'(x) = (3x° +10x° +15x) =15x* +30x? +15
g"(x) = (15x" +30x% +15) =60x° +60x

D, =D, =D,=R

9"(x) =0 60x° +60x =0 < 60x(x* +1)=0 =

<60x=0vx?+1=0=x=0

Eq. impossivel

X —0 0 +o0
9" - 0 +
g i ~—

O grafico de g tem concavidade voltada para baixo
em ]—oo,O[ e concavidade voltada para cima em

]0,+oo[.
h(x) =x*—6x®+12x% —x

Vamos comecar por obter um esbogo do grafico da
fungéo h com a calculadora.

e

Auto Eixes Navegar Céleule

xell 1 f{x)=-0. 02118143954

Por observagédo do grafico parece que a
concavidade é voltada para cima em ]—oo,1[ eem

]2,+9[ e voltada para baixo em ]1,2[ .

Vamos confirmar analiticamente:

B (x) = (x* —6x° +12x* —x) = 4x* ~18x% + 24x 1

h"(x) = (4x° —18x? +24x —1) =12x — 36x + 24
D, =D, =D,=R
h(x)=012x* -36x+24=0 x> -3x+2=0&

< X=

~(-3)£(-3)" —4x1x2 3+
21 TrET T
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3-1 3+1
Sx=——vi=——-x=1vx=2
2 2
+ +
1 2
X —» 1 2 +0
h" + - +
h N— N ~—"

O grafico de h tem concavidade voltada para cima
em ]-»,1 e em |2,+[ e concavidade voltada

para baixo em [1,2] .

4
36.4. i(x)= % +2x7 +%

VVamos comecar por obter um esbogo do grafico da
fungéo i com a calculadora.

ws-0 1595955584 fin}=-0 U?u!ﬂ-w
Por observacgédo do grafico parece que a
concavidade é voltada para cimaem R .
Vamos confirmar analiticamente:

4 ’
i'(x)=[x6+2x2+;J =gx3+4x+%=§x3+4x+%

i”(x)=[§x3 +4x+%) =§><Zx2 +4=2x"+4
D, =D, =D, =R

i”(x) =0& 2x? +4=0 equacido impossivel
i"(x)>0 paratodo xeR .

Como i"(x)>0, paratodo xeR , o grafico de /

tem a concavidade voltada para cimaem R .
X

4
36.5. j(x)=1-2x" - 5

Vamos comecar por obter um esbogo do grafico da
funcéo j com a calculadora.

Auta Etxos Navegsr Chlculs

-84 04 0 1
we-9 1599999964 (x) =0 948581545

Por observagédo do grafico parece que a
concavidade é voltada para baixoem R .
Vamos confirmar analiticamente:




J'(x)= (—4)(—%)(3) = —4—%>< Bx* =—4-45°

D.=D,=D, =R

j"(x)=0<i)—4—4x2 =0

& 4x% = -4 equacéo impossivel.

j"(x)<0 paratodo xeR .

Como j"(x)<0, paratodo xeR , o grafico de j

tem a concavidade voltada para baixoem R .
36.6. k(x)=1-(2x-1)’

Vamos comecar por obter um esbogo do grafico da
fungéo k com a calculadora.

Auto Eivos Navegar Céleuls

an
f(x)=3 839159296

Por observacgédo do grafico parece que a

concavidade é voltada para cima em }—oo,%{ e

voltada para baixo em E,w{ .

Vamos confirmar analiticamente:

K'(x) = [1-(2x-1)3}' = 1’—[(2x—1)3], =

~0- |:3(2x—1)3_1 (2x-1)’] —-[3(2x-1)" x2]-
=—6(2x-1)’

k() =[-6(2x - 1)2] ~-6[-6(2x 1)’ ] =

= —6[2(2x —1)(2x - 1)’] =-6[2(2x-1)x2]=
= 24(2x—1)=-48x+24

D, =D, =D, =R

k"(x)=0<:>—48x+24=0<::>x=§<:>x=1
48

2
+
l -
2
1
X —0 - +o0
2
K" + 0 -
k ~ N

O grafico de k tem concavidade voltada para cima

em }—oo, %[ e concavidade voltada para baixo em

=
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Questio 37
37.1. f(x)=g+6x2 —9x*
' 4 2 4 ! 3
f(x)=(§+6x - 9x ) =12x - 36x
F(x) = (12x% ~362°) =12-108x2
D, =D, =D, =R
f”(x):O<:>12—108x2:0<:>108x2=12<:>

, 12, 1 \F 1 1
SX =X = Xx=t, [ SX=-TVX=2
108 9 9 3 3
1 1
3
1 1
&% = 5 -~ +o0
3 3
" - 0 + 0 -
f - 1 - 1 N

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo

em :|—oo,—%{ eem }%’+OO|: e concavidade voltada

para cima em —1,1 .
3'3

Pontos de inflexdo: (-11) e (7,1J
3 3
37.2. g(x) =x*-2x% +x
g'(x) = (x3 —2x% x)' =3x% —4x +1
g'(x)=(3x* ~4x+1) =6x-4
D, =D, =D, =R

g"(x)=0©6x—4=0©x=g©x=§

2
X —o0 - +o0
3 /\
g// _ 0 N _ l 4
3
2
VR =
g 27 ~—
P.1.

20




o3)-) -3 57

e

Auto Eixos Mavegar Célculo

2
3

Zero " xen fix)=0

O grafico de g tem a concavidade voltada para

baixo em }—oo, %[ e tem a concavidade voltada
) }2 [
para cima em g,+oo .

Pontos de inflexdo: 22
3'27

5

37.3. h(x) = % —x* 4 x°

=§x4 —4x° +3x7
2

h”(x)=[gx4 —45° +3x2] =g><4x3 —12x% +6x=
=6x% —12x2 + 6x

Dh":Dh’:Dh =R

h”(x)=0<i)€!x3 -12x*+6x=0<
©6x(x2—2x+1)=0®6x(x—1)2 =0

©6x=0v(x-1)"=0ex=0vx=1

oF —0 0 1 +o0
h - + 0 +
h(0)=0; /7(1)_M 14+13:%

.

Auta wos Navegar Célcula

l 7

x u '" fx)=0
O grafico de h tem concavidade voltada para baixo
em ]-»,0[ e concavidade voltada para cima em

]0, +oo[ .
Ponto de inflexo: (0,0)

Propostas de resolu¢ao do manual — Funcdes

37.4.i(x)= "—*1 D, =R\ {1}

X —

i(x =(x—1)'(x—1)—(x+1)(x—1)’ _
() =
=;(—1—)(—1= -2

() ()

D, =D, =D.=R\{1}

i"(x) =0« ———=0; equagéo impossivel.
(x- )
i"(x) nao tem zeros.
x - 1 +
i" - N.D. +
i ~~ | ND. |

Auta Etxas Mavegar Chleuls

a0 =2 1x)=-1
O grafico de i tem concavidade voltada para baixo
em ]-»,1 e concavidade voltada para cima em

]1,+oo[ .
Ponto de inflexdo: ndo tem.
. X
37.5. I(x) = 7.3
j'(x)= (X +3 —X(JC +3) __x +3—x(2x)=
(x + 3)2 (x2 + 3)2
x°+3-2x -x2+3
(x2 + 3)2 (x2 + 3)
() (e () (7 +3)
J (x) = 22 =

(x2 + 3)

) 2x(x+3) — (-2 + 3)[2(x* +3)(2x)] _
(x2 + 3)4

21




37.6.

B —2x (x2 + 3)2 —4x (—x2 + 3) (x2 + 3) B

(x2 +3)4
(323 [-2x(x* +3) - 4x(-x* +3)
) (x2+3)"° )
-2 —Bx+4x’ —12x _2x° —18x
(x2 + 3)3 (x2 + 3)3
D,=D,=D, =R
j"(x)=0<:>m=0<:>

(x2 + 3)3

=25 -18x=0A(¥* +3) 0

condi¢éo universal

<:>2x(x2—9)=0<:>2x=0vx2—9=0<:>

ox=0vx=+/9 o x=0vx=-3vx=3

X — -3 0 3 +0
J - 0 + 0 - 0 +
1 1
J N 2 |~ o | 7 =
Pl Pl Pl
-3 3 1
j(-3)= o
. 0
0)=—=0
10=53
3 1 *
i(3) = _1 +
‘l() 32+3 4 /\ LN

Auto Eixos Navegar Céleulo

Zere Intarseglo com o eiwo Oy s  T(x)=0

O grafico de j tem a concavidade voltada para
baixo em ]-»,-3[ eem |0,3] etema

concavidade voltada para cima em ]-3,0 e
]3,+oo[ .

Ponto de inflex3o: (—3,—%], (0,0) e (3%)
1

k(x)=~x+1=(x+1)2

Dk={xeR:x+120}=[—1,+oo[

1 1

k’(x):[(x+1)2} =G ) = ()2 =

1
PN
D, = ]—1, +oo[

22
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37.7

@)= 3] =22 0 e -

1 _3 1 1
4(x+1) 4(x+1)% 4 (x+1)3
_ 1 _ 1
Coafx P (xe1)  AGE)Va1
Dy = ]-1+%[

k"(x)<0, paratodo x e |-1,+of .

e

Wavegar Cileuls

3 -2 -1 L] 1 2

sl fin)=l
Como k" (x)<0 paratodo x e ]-1,+%[, o grafico
de k tem a concavidade voltada para baixo em

todo o dominio.
Ponto de inflexdo: ndo tem.

./(x)=m=(1+x2)%

Como 1+x* >0paratodoo xeR, D, =R

1 1 ,

/'(x){(nxz)z] e (1) -

N =

N

=(1+x2)_5—x2(1+x2)_g= - ==

1+ x? _(1+x2)\/1+x2 B
1+ 5 - 1

(1+x2)m (1+x2)m

D, =D, =D, =R.

I"(x)>0, paratodo xeR .




37.8.

Aute E1xes Navegar Cilcule

|
i'
I
y -2 -1 o
it
!

-8 fin)=i

Como /"(x)>0, paratodo xeR , o grafico de /

tem a concavidade voltada para cima em todo o
seu dominio.
Ponto de inflexdo: ndo tem.

m(x)=x+v1-x° =x+(1_x2)%
sz{xeR:1—x2 20}:[—1,1]

CA | 1-¥-0ox’=1ox=-1vx=1

m’(x)=[x+(1—x2);], - 1+%(1+x2)%’1 (1-x2) =

+%(1—x2)_% (—Zx)=1—x(1—x2)_%

D, =}1.1]

=1

Propostas de resolu¢ao do manual — Funcdes

Como m"(x) <0, paratodo xe]-11[, o grafico

de m tem a concavidade voltada para baixo em
todo o seu dominio.
Ponto de inflexdo: ndo tem.

Pag. 44

Questao 38

38.1.

38.2.

38.3.

Se fé continuaem R, entdo é continua no ponto
0.

lim f(x) = lim (x* +4x)=0=£(0)

x—0" x—0"

lim £(x) = lim (x* +k) =k

x—0" x—0"

lim f(x)= lim f(x)=f(0) < k=0

x—>0" x—>0"
f(0+h)-f(0
f’(0)=lim7( ) ( )
h—0
CA. | f(0)=0

Como a direita e a esquerda do ponto O a fungéo f
¢é definida por expressodes diferentes, € necessario
calcular as derivadas laterais:

2
h +4h-o="m/f(h+4)=4
h—0 A

CA. | f(x) =252
Como f’(O‘) # f’(O*) , hdo existe derivada de f no

ponto x=0.
f nao é diferenciavel no ponto x=0.

Para x<0, f'(x)=(x2+4x)/ =2x+4;
f'(x)=(2x+4) =2>0

Para x>0, f’(x)=(2x2)/ =4x;

=_(1_x2)7%_x2(1_x2)7%= f”(x)=4>0
x =C9 +0o0
B -1 3 x2 _ f" + +
1-x? (1—x2) 1-x? f ~ ~

T ey -1

(1—x2)m (1—x2)m

D,. =D, =]-11]

Como f"(x)>0, para todo x e ]-=,0[ U ]0,+%[, 0

grafico de f ndo tem pontos de inflexdo.

Questao 39
39.1. lim f(x)= limx®*=0;

x—0" x—0"

lim (x) = lim (kx*)=0=£(0)

0+

m"(x)<0, paratodoo xe|-1,1[.

Auto ©  Eixos Hovegar Cilcule

Como 1i_r2f(x) =f(0), fé continua no ponto x=0.

(0)= im f(0+h)—7(0)

CA. | f(0)=0

w= Fin)=l

23
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Como a direita e a esquerda do ponto O a fungéo f
¢é definida por expressdes diferentes, € necessario
calcular as derivadas laterais: Questao 42

3 _ ¥
f'(o-)=|imu=|imh2=o \f
h-0 h h—0 /

CA | f(x)=x3

Pag. 46

ey g kP :
f(0") = lim - =lim(kh) =0 P..

CA | £(x) = ko®

Como f'(O’) = f'(O*) , f é diferenciavel no ponto

Por observacgédo do grafico, existem dois pontos de

x=0 e f(0)=0. inflexdo que n&o séo simétricos, isto &, f” tem
, duas raizes ndo simétricas. Assim, rejeita-se a
39.2.Para x<0, f'(x)= (x3) =3x7%; opcao (A) e a opcéo (D).

Na opcéo (A),
f”(x)=0@x2—2=0@ x=—2vx=42.

Para x>0, f'(x)=(kx?) =2kx; Na opgzo (D),
f'(x)=0e ¥ -1=0o

oSx=-1vx=1.

f”(x)=(3x2)' =6x<0

f"(x) = (2kx) =2k

Para o ponto de abcissa O ser o ponto de inflex&o, Na opcéo (B),

2k >0 logo, k>0. f'(x)=0eox*-x-2=0=

k e ]O,+oo[

—(-N)£y(-1)" - 4x1x(-2) 13
S x= < X = f=—4
Pag. 45 2x1 2
Sx=2vx=-1
Questao 40

Na opcéo (C),
Tendo em atencdo a monotonia de f e o sentido " 5
. e . f'(x)=0ex’+x-2=0c
das concavidades do grafico, podemos tirar

conclusdes sobre o sinal de f' e de f". 1+ /12— 4x1x (-2) —1+3

2 —o -2 0 2 +o0 S x= 21 X = 5 P=>

f - 0 + + + 0 - oSx=-2vy=1

" + + + 0 - - - Como o grafico sugere que o ponto de inflexdo
Opcéo (A) com abcissa negativa &€ maior em valor absoluto
f'(-3)<0 e f"(-3)>0; f'(-3)xf"(-3)>0 Falsa que o que tem abcissa positiva, a opgéo correta €

. a (C). Opcéo (C)

Opcéo (B)
f'(-1)>0 e f"(-1)>0; Questao 43
f'(~1)x f"(~1)> 0 Verdadeira f(x)=x+1; f"(x) =0 x+1=0x=-1
Opgao (C) y

F(1)>0 e (1) <0; /(1) xf"(1)>0 Falsa /
Opgao (D) /-\/1

f'(3)<0 e f"(3)<0; f'(3)xf"(3)<0 Falsa

A opg&o (B) é verdadeira. / e *
Questéo 41 x| co | 4] +w
f(x)=x"+3kx* +x+k P2 N P

F(x) = (x° +3Ka? + x+ k) =3x° +6kx +1

F7(x) = (3x% + Bkx +1) =6x+6k

Como o ponto de abcissa 2 é ponto de inflexéo,
f"(2)=0.

f'(2)=0=6x2+6k=0c6k=-12c k=-2

24
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Questao 44
A partir de monotonia de f' pode encontrar-se o
sinal de f".
y!\ fll
oL e
x —o0 1 +o0

o ~
f' N 0 /

+

Questéo 45
1
fﬂ —
(-1
Se x>0, f"(x)>0 e f' estritamente crescente.

Se x<0, f"(x)<0 e f' estritamente

decrescente.

Dos graficos apresentados, a opgéo que verifica
estas condicdes ¢é a (D).

Opcéo (D)

Pag. 48
Tarefas de consolidagao 2
1.1. Para x <% , f(x)=sinx, f'(x)= (sinx)' =cosx
m=f'(0)=cos0=1

Seja #a inclinacédo da reta tangente ao grafico de f
no ponto de abcissa 0.

tan9=m=f'(0)<:>tan0=1<:0=%

Ainclinacdo da reta é % .

1.2, Para x>+, f(x)=1,
2 X
Tx-1xx" 0-1 1
F(x)= - -
() x2 x2 x2
, 1 1
fix)=-f(x)eo-5=——c-1=—xox=1

2. f(x)=3x"-20x*+30x°
F'(x) = (3x° ~ 20x* +30x°) =15x* ~80x° +90x°
f

(%)

D,

*(x)

(1 5x* —80x° + 90x? )' =60x° — 240x? +180x

D, =D, =R
0 < 60x° —240x% +180x =0 =

25
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<:>60x(x2—4x+3):0<:>60x:0vx2—4x+3:O<:>

=Sx=0vx=3vx=1

x — 3 +o0

f" - + - 0 +

f N0 |13 7T 8|
f(0)=0

f(1)=3x1-20x1"+30x1* =13
£(3)=3x3°-20x3" +30x3° = -81

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo
em ]-»,0[ e em ]1,3[ e tem concavidade virada

para cimaem 10,1 e em ]3,+o].
Abcissas dos pontos de inflexdo: 0, 1 e 3.

1

f(x)z«/;zxi

CA. 1Y 4 1
fi(x)=]x2| =—=x2 =—x2=—+r
(x) ( ] 2 2 2Jx

Sejam A(1,0) e B(0,-1).

mAB=_1_0=1
0-1
AB:y=x-1
Para x>0, g(x)=x-1.
g(5)=5-1-4
¢/(x)=(+-1) =1
g'(5)="1
(f-9) (5)=9'(5)x[g(5)]=
, 11
=1xf(4)—m—z

a— f pois é a unica fungéo que cresce, atinge um
maximo e depois decresce.

¢ — f' pois c é positiva onde a funcéo a é
crescente, é zero onde a funcéo a atinge um
maximo e & negativa onde a fungéo a decresce.

b — f" pois b é negativa onde a tem a
concavidade para baixo, e positiva onde a tem
concavidade voltada para cima.
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5. Por exemplo:

yT

2| ! f
['"!’"" |
ol |1 2 3 x

6.1. O reservatorio fica vazio quando h(t)=0 .
h(t)=0<31000-50t =0 < 1000- 50t =0 <

_ 1000

ot <t=20
0

20 horas é o tempo que leva a esvaziar o depésito.

1
6.2. a)h(t)=<1000—50¢ = (1000 50t)s
D, =[0,20]

h(t) = [(1 000 - 50¢)% } _

1 14

=—(1000-50t)3 " x (1000 - 50¢) =
3

2 —
- (1000 50t) 3 x (-50) = —0 __
3 z
3(1000 - 50t)2

-50
33/(1000 - 50¢)°
D, =[0,20]
Para todo t<[0,20[, h'(t)<0.

A funcéo h é decrescente em todo o dominio,
ou seja, a altura do nivel da agua no deposito
decresce no tempo todo.

b) (1) = _—502 ~-0,1725
33/(1000- 50 x 1)
h(19) - ———22  ~ 12280
33/(1000 - 50 x19)
h (1) <[l (19)] < |-0,1725] < [1,2280| <> 0,1725 < 1,2280

A velocidade de esvaziamento do deposito
menor ao fim de uma hora do que ao fim de 19
horas devido a sua forma cénica. A altura
decresce mais rapidamente na parte inferior.

7. D, = [0,+oo[ . Como a concavidade de f é voltada

para cima em todo o seu dominio, f' &
estritamente crescente. Como f'(0) =1, f'(x)>1

para todo xe]0,+oo[ . Logo, f’ ndo tem zeros.

Propostas de resolu¢ao do manual — Funcdes
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f(x) = ax?
f'(x)=2ax
f'(1)=2a; m, = 2a
s:y=2ax+b; P(1a)
a=2a+beb=-a
y=2ax-a

g(x)=-ax
g'(x) =—-2ax
g'(1)=-2a;
t:y=-2ax+b; Q(1-a)

-a=-2a+bsb=a
y=-2ax+a
Vamos determinar a abcissa do ponto R, ponto de

intersecdo das retas se t.
2ax—-a=-2ax+a<2ax+2ax=a+a<

(i)4élx=2<’:‘ui)x=2—,:1<i)x=1
44 2

Vamos determinar a ordenada R:

y:—23x+a<:>y:—la><l+a<:>y:0; R(1 Oj

m, =-2a

2 2
_ Fax \
_bxh PQxh Z a
Arm= 5 =73 "2 2
Pag. 51
Avaliagao formativa 2
4
1. =—
9(x)=-
o) diar 04 4
x2 x2 .X2
4
g,(_1)__ 2=
-1
Sabe-se que f'(2)=-2.
y=-2x+3
x=2
y=-2x2+3=-1
f(2)=-1
(6°1) (2)=r(2) <9/ (F(2)) = -2x9'(-1)=
=-2x(-4)=8

Opcéo (D)
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_X . __ .2 ,
f(x)= 5 g(x)=-x"+bx+c , x Y x’(x2+1)—x(x2+1)
3.2. f"=[f(x)] =( . j = . -

2 X +1 (x2+1)
f’(x)— Xl o lx2x=x

2 _x2+1—x><2x_x2+1—2x2_ —x2+1
f/(1)=1; m, =1 (x2+1)2 (x2+1)2 (x2+1)2
t:y=x+b % 41

2 o1 ’ f'(x)=0& j =0

f()_2=5;(1’5j (x +1)
] ] ] o +1=0A(F+1) 20
5=1+b©b=§_1©b=_5 condigao universal

1 ox¥=1eox=-1vx=1
try=x—-—

2

3 —/-1 1N
=1, y=-_a-——-=-2
! Y 2772
(_1_§] X | —w | -1 1 +a0
b2 - - o | + 0| -

g(_1)=_%/\g,(1)=1 f | |PL | |PL
g(-1)= _(_1)2 +b(-1)+c=-1-b+c O gréfico de ftem concavidade voltada para baixo

em |-»,-1[ eem |1,+o| etem a concavidade

’ _(_+2 ’__
g'(x)=(-x*+bx+c) =-2x+b voltada para cima em |-1,1][.
1

g'(-1)=-2x(-1)+b=2+b Abcissas dos pontos de inflexdo: -1 e 1.
3 3
g(-1)=-= -1-b+c=-= ' ,
(-1) 2o 2 4. f’(x)=|:1sin(7tx)] =1(Ttx) cos (mx) =
g'(-1)=1 2+b=1 n n
1
A _ 3 _ 3 =—x 7 cos(nx) = cos (mx)
ol (-1)+c= 5o A+A+c= 5o P
b=-1 b=-1 f'(1)=cosm=-1
3 | - b)
M, 2 n(x)=([g()T) =3[9 (x)] xg'(x)
’ 2 ’
bet oo 3 h'(0)=3[g(0)] xg'(0)=3x2"x(-3)=-36
2 Il —a)
. x*+1>0 paratodo xeR . (fxg)’ (0)=f"(0)xg(0)+f(0)xg'(0)=
O sinal de f' depende do sinal de x . 1
¥ > 1 o =COS(‘itx0)><2+;Sin(nx0)x(—3)=
f' - 0 + 1 . 1
; N /1 =COSOx2+;S|n0x(—3)=1><2+;><O><(—3)=2
Min. Il-c)
Como f é estritamente crescente em [0, +oo[, a
afirmacéo que é necessariamente verdadeira é a m=g (0) =-3
opgéo (B), f(1)>7(0). g(0)=2; (0,2)
Opcéo (B) y=-3x+b
2=-3x0+bs=b=2
y=-3x+2
IV -c)

I-b);ll-a); lll-c);IV-c).
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Pag. 55
3. Limites e regra de L’Hopital. Assintotas
Questao 47
Pag. 52 2\ 3 _2Y B ~
47.1. Iim[x X ] ° il x/) _lim1=2x _1-0 _,
Tarefa 3 #50( x JRLHx—0 (x) 50 1 1
1
31. lim (7j=+oo A ( ~ 3),
¥>0° o (x= 0 X—Xx
’ )16 47.2. L";f}(xz 1]REHIYI~>1 R P
32, Iim (—j:—oo (x*-1)
UM 13 _1=3xF 2
3.3, lim (1j=o 0 2x 261 2
X—>+0 X 9 (3 )’
. o (3x) 3
3.4. lim (1j=0 41.3 'X'EE[XJR?H'JL”O =M=
X—>—0 X — —
S
3.5.  lim (%j:m
) =lim— = lim (6/x) =6 x0=0
36. lim (izj=+oo v
x>0\ x
i G (Sinx)/ cos 1
1 . [sinx) ° . . X
im|— |= 47.4. | = | = -
3.7. JLTOC(XZJ‘O JL'?;[ 3y jRLHJL“o (3v) B3 3
(1 0
8 xlm(?j_o 47.5. Iim[Sx ‘x]i 5 ) L
*>0| sin(2x) JRLH ¥>02c0s(2x
3.9. Ilim (ij=+w (2x) (sm(zx)) (2x)
+ 3
OAX 10x0-1_ -1 1
3.10 "m(ij__oo 2cos0  2x1 2
’ ' x—0" x3 B 0 ,
2-x 0 (Z—x)
. 1 47.6 Ilm[ J =
3.11. XILer(Fj—O 2 \/5_2 RLHHz( x—2)
(1 _
3.12. lerpw(;}o - im-~  im 1
o
Pag. 53 ~lim (—~2x) =4 =2
Questao 46 ,
i _ 5) 3 (—oo) = — 2 S 2-+x*-5
46.1. xIme(Sx x +1)— Ime(Sx )_3( 0) = o - Iin;z_ x3_5R§H"n§( ) _
x> X — x— !
46.2. lim (x—x°)= lim (—x*) = (x-3)
X—>+00 X—>400 1 l_ ,
46.3. lim (-2x* - x+1) = lim (-2x%) = -2(+0) = o _"mo—a(xz—s)fx(xz-s) i
46.4. lim (1+2x-2x°) = lim (~2x°) = ~2(~0) = +o0 e 1
X—>—0 X—>—0 o 1 2 71 B
46.5. lim ( j o0 _m_i(x ~5) *x 2
x—>-2" 4 x _ Ilm _3 _ ;3
46.6. lim (4 j: —» H%/x "5 -5 2
x> _x
0 ’
-3 3x o (3x)
46.7. lim =0 47.8. — Y = lm———=
X—>+°°(2+x j Hotan(zx)RLHwo(t n(2x))
2 2
Cim_3 ' _lim 308 (2x) _3cos’(2x0)
x—0 (Zx) x—0 2 2
cos? (2x)
_3x1_3
2 2
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0 , 0 ,
47.9. lim (71'3""“] 0 i (SIN2)_ iy o0 492, tim 12082 ¢ i (1mcos(2)
T or cosx RUH.2 (cos)c)' o —sinx =0 x? RLH -0 (xz)'
T _ (e .
°°S(§) , =@ (sin@0) - Zsin(2x)
—— =/ _Z_0 x—0 2x x—0 Zx
Sin(Ej ! 0 ,
2 o (sin@x) L (2x)'(cos(2x))
REHXILr(]) ’ _XILT(.! 1 -
Questao 48 (%)
o ' =lim(2cos(2x))=2cos0 =2
2x+1 x>
48.1. lim LZHJR%H im (2241 =%=2 b 0
R T (xv2) -10 cos (x)—1)
(+2) 49.3. |in3°°s(x) R%Hlin%( (-1 _
© ’ x—> x X—> ’
(22 1) = (28 -1) (x)
48.2. xII—ET—]w( x+1 ]R?Hxllmx o . —sinx -0
(x+1) =lim =—=0
x—0 1 1
= lim ﬂ=4(—oo)=—oo - '
. COS(f-&-Zx) : [cos(2+2xj]
= 5x% 4 x) 49.4. lim = lim , =
48.3. Xm(Sx , XJR?HJL”;( a ,") - S L B
’ (+*) ,
* —(E+2xj sin[E+2x]
10x+1 = 10 10 —lim 2 2 _
= lim = |im =—=0 =lim =
xoto  4x% RUHx>012x%2 4o x50 3
* ! _ . E
asa, iim (2] 2 g 00 , 28In£2+2x) 2
T \/@ RL Hx—>+» 1 4 =!C|ngf=_§
((1&)2)
9 ’
5 49.5. i tan(2x) © - (tan(2x)) _
= lim 1 . al = 50 5x RLH 0 (5)()’
T (18x)2 x (16%)°
T (2%) 2
_ lim Zg  lim 4x1;6x _ +oo1(;00) = 4o i cos? (2x) i cos? (Zx) B
X—>+0 1 X—>+x0 = x_)Q 5 = x_)Q 5 =
2(16x)2 i 2 ) 2 2 2
v - 05c0s? (2x) 5c0s?(0) 5x1 5

485, lim |2 | 2 gimA ) _ Questio 50
X—>+0 \/;_,’_1 RL Hx—>+x 1 ' Tc
[xz +1 lim (2— sin(4x)) — Indeterminagéo o x 0
X—> x
1 1 1 . T . .. Sin(4x)
—(9x)2 9x)' -3 lim| —sin(4x) |==1lim
= lim Mz lim M: xao(zx ( x)) 2 x>0 X
xX—>+0 1 1_1 x—>4o0 . 0
— x2 x 2 3 . ’ , ,
sin(4
2 ° g"m( (4x)) _ 7 (4%) cos(4x)
RL'H 2 x—0 (x)’ 2 x—0 1

1

2 1
oim |94 * Lgxg7- 9 9 3
X—>+0 % 3

=g|ing(4cos(4x))=g><4><0050=27t><1=21't

Pag. 56 Pag. 57
Questdo 49 . Questao 51
49.1. lim X —Sinx 2 im (x—smx) = 51.1. Iim(%—ljelndeterminagéo 0 — 0
Hox+sinxRL'HHo(x+Sinx)' -0l x2  x
_fim -cosx _1-cos0_1-1_, |im(iz—1j=im1_2x=i+=+oo
=01+cosx 1+cos0 1+1 WXt x) 0 x 0

29
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— 2 N . -
51.2. Hm(1:h7+3a—+mdmmmmmé0w—w 53.2. lim Smx““@xtﬂm{smxxan@xq:
x| x4+3 x—0 2 x>0 X X
1-3x? 1-3x% +3x% +9x ; i i
lim +3x [= lim —~ T2 I . (sinx) . (sin(3x) . (sin(3x)
Hw[ X+3 x) P x+3 :le(x]xllm[x =1xL|Ln0 T><3 =
> 9x+1) )
e C ) e T 3 im [N 5425
x>-© x4 3 RLHx>-» (_X i 3)’ x-o 1 3x50 3x
- sinx sm( j
Pag. 58 53.3. Iing Ilng(smx X sin(zn =
Questao 52
52.1. A concentracéo de sal na 4gua do depdsito € dada =lim ( j xlim sm( j =1x0=0
. Quantidade de sal 0
pelo quociente : -
Quantidade total de agua 53.4. lim x| _lim x(x+1)
(expressos na mesma unidade) " xsosin(2x)  osin(2x)
No depésito foram introduzidas as seguintes 1
quantidades: = LOWX lim (x+1) = WX(O”):
Tipo A Agua : hald B
de produto AgIE Salgada ISUE 1 1 1 1
Total 9000 15¢ 9000 + 15¢ = —r x1= N T332
Sal 0 | 20x15t 300t jim| S"(2%) 2tim[ SN0 | 2
x—0 2x 2x—>0 2x
Entao,
c(t) = _ 300t o o(t) = 20t Pag. 61
9000 + 15¢ 600 + ¢
, , Questéo 54
20t) (600 +t)—20¢t(600+ ¢ _
511(%0=( J( ) 2( ) _ 54Lf(ﬂ=§—2£;Df:&eR:x—3¢O}:R\ﬁ}
(600 +t) x-3
 20(600+t)-20tx1 12000 +20¢ - 20t _ fé c'ontinua. Logo, s6 podera existir assintota
(600+t)2 (600 + t)? verticalem x=3.
. 3 2x 3-2x3 -3
_ 12000 ) =Im" =555~ *
(600 +t) 3
Como c¢'(t)>0 paratodo t >0, c é estritamente x"j'; f( ) o == y=x-3
crescente em todo o dominio. Significa que, a _3

medida que se introduz agua salgada no depésito,
a concentracdo de sal na agua aumenta.

lim f(x)=F=+oo

x—>3

Areta de equacdo x =3 é a Unica

20t - (20t) assintota vertical do grafico de f.
52.3. I|m c(t)= lim —— lim ————= . o . )
t>+0 600 4 f RL Htowo (600 + t) Esboco do grafico na vizinhanga da assintota:
A
¥
= lim 20_ =20 ;
t—+o 1

Significa que, a medida que se introduz agua ! 5

salgada no deposito, a concentragdo de sal na 0 J i3 X

agua tende a aproximar-se de 20 g/l, que é o valor i

da concentracéo de sal da agua introduzida. : f

Pag. 59 :
Questao 53 242 _1
. . 54.2. f(x)= ;D ={xeR:x-2=0}=R\{2}
sin(2 sin(2 _ f

53.4. lim 52 _ (SN2 ) x=2

>0 x ¥0 X f é continua. Logo, s6 podera existir assintota

S sin(2x) petes verticalem x=2.
= = x1= 2 _ 2 —
2050 2y Iimf(x)=|im2x 1=2><2 1=z=oo

x—2 x—3 x_2 2-2 0

30
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|ir121f(x)=ol_=_oo y=x-2 D, ={xeR:x #0}=R\{0}

f é continua. Logo, s6 podera existir assintota

lim f(x)= LA — = vertical em 0.
= o / 1) -1
Areta de equacdo x =2 Im)f(x) =lim (—?) — =

x>0 = 0+
Areta de equacéo x =0 é a Unica assintota
vertical ao grafico de f.

€ a Unica assintota vertical do grafico de f.
Esbogo do grafico na vizinhanga da assintota:
A

y il Esboco do grafico na vizinhanga da assintota:
i A
! ¥
: 5
— 5 0 ’
0 i2 x
! f
x—-2
54.3. f(x)= ;
() x2—2x )
_ L2 _ X
D, ={xeR:x*-2x#0}=R\{0,2} 545. f(x)=l3 7 ¢ *<2
C.A. 5x-6 se x>2
¥ -2x=0ox(x-2)=0 D, =R e fé continua para x # 2 . Logo, s6 podera
©x=0vx-2=0©x=0vx=2 existir assintota vertical em x=2.
f é continua. Logo, s6 poderao existir assintotas 2 22 4
P lim 7 (x)=li = - =
verticais em 0 e 2. am (x) xLT(Z—xj 22 o @
lmf (x)=lim2-2 - 0°2 _=2_ : :
o0 _x_>0x2_2x_02_2><0_ 0 - xll_)h;f(x)=X|I_)n21+(5x—6)—=5><2—6=4=f(2)
lim  (x) = ;? - Areta de equacl;ao x =2 é aunica assintota
0 0 y=x'-2x vertical ao gréafico de f.
- Esb do grafico na vizinhanca da assintota:
lim f(x)=£ =+ sbogo do graf vizt ¢ !
x—0" 0_ + y
Areta de equagdo x=0 & D\—/E g y
assintota vertical ao grafico
de f.
0 ) 41---4s
_ 0 -2)'
lmf (x)=lim—2 "2 2 | x=2)
x—2 X2 y _2xRL'Hx—>2(x2_2x)'
~ lim 1 0
=22x-2 2x2-2 2
Areta de equacdo x =2 nao € assintota (o limite &
finito). .
Esbogo do grafico na vizinhanga da assintota: Pag. 63
vt Questao 55
2 pa— pa—
f y=x-3; g =1
X
D, =R\ {0}
o > Para que a reta de equacéo y = x -3 seja uma
assintota ao grafico da funcéo g:
lim[g(x)—(x-3)]=0o0u Iin_1 [g(x)-(x—3)]=0

Areta de equacédo x =0 é a unica assintota
vertical ao grafico de f.

54.4. f(x)= -iz
X

31



lim [g(x) — (x - 3)] = lim [23’”_( _3)j
¥+ X >4 x

~im (x2—3x—1—x(x—3)J

X—>+0 x
2 2 _
=Iim(x —3x-1-x +3xj |mi1 —1=0
¥t X Xty 400
De igual modo,
lim[g(x) - (x—3)]= lim (;1)=;1 -0
X—>—0 X>—0 x _w

Logo, a reta de equacédo y = x—3 é uma assintota
ao grafico da funcédo g, em +w e em —w.

Questao 56
g(x)=ax+1e g(1)=0
g)=0sax1+1=0<a=-1
g(x)=—x+1
g € uma assintota de f em —o. Entéo,
XIme[f(x) —(—x+1]=0< xIme[f(x) +x-1=0

Opcéao (B).
Questao 57
2_
22)671 se x<0
f(x)= X —3x+2
% se x>0
Y—
1 = 23 -1
lim f(x)= lim 25" -1 = Jim ( )
X—>—0 X—>— wx —3x+2 x> w( 2—3x+2)
2 4x)
= lim 4x - I|m&=limi=2

"’02)( 3RLHx~>cc(2x_3)’ xafccz

Areta de equacdo y =2 é uma assintota horizontal
ao graficode f em —w.
2o (%)

. . 1
lim f(x) = lim —*— = lim = lim-=1
X+ (X) X400 x_'] RL'Hx—>+x0 (x_’])' x—>+oc1

Areta de equacdo y =1 € uma assintota
horizontal ao grafico de f em +w.

O grafico de f tem duas assintotas horizontais de
equagdes y=2 (em —w)e y=1 (em +x).

Pag. 64

Questio 58

58.1. f(x)= 25—
3x+2

Df={xe]R{:3x+2¢0}=]R\{—§}

Assintotas verticais:
f é continua. Logo, s6 podera existir assintota

vertical em _E .
3
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2x -1 2(_%j_1 3
lim, £ (x) = lim, i -3
r2 H_, 3x+2 ( 2) 0
3 3[-Z[+2
3
=7
lim f(x)=—2-=—o ”=V
2+ 0+
o +
-7 /_2 X
— 3
xErEff(x)=oi_=+oo
3

Areta de equacdo x = —% € a Unica assintota

vertical ao grafico de f.
Assintotas ndo verticais:

Se x >+
—tim T _ 221 22x_1
x40 Y P x(3x+2) x>+0 Jx° + 2x

» 2 2

= lim

RLHx—>+cc6x+2 +OO

b= lim [f(x)—mx]= lim 2x-1 2 m2.2
X400 X400 3x+2RL H x—>+0 3 3

De forma semelhante se pode concluir que,

quando x — —©:
= lim f(x) = lim 2=t Z
xo-o  x x—>w3x + 2x RLH

Z lim i=O

RUHx>-2Bx +2 —o0

b= lim [f(x)—mx]= lim 2*1 2 jjm 2.2
X—>—0 ~>cc3x+2RLH X—>— 3 3

Areta de equacédo y =§ € assintota ao grafico de
fem +o e em —wo.

sao

w\l\)

As retas de equagdes x = —% ey=
assintotas ao grafico de f.

g(x)=

3x+1
Dg={xeR:3x+1¢0}=R\{—%}

Assintotas verticais:
g é continua. Logo, s6 podera existir assintota

vertical em —1 .
3

lim g(x)= lim ! L L
I H_, 3x+1 1 0
3 3| -2 |+1
3
1

. _ 1 - P
XL"E+ g(x)_ 0" = Foo /—%
3



58.3. h(x)=
(x

Areta de equacdo x = —% € a Unica assintota

vertical ao grafico de g.
Assintotas ndo verticais:

Se x > +w0:
metim 99 _im 11 g
x40 x X400 x(3x+1) +00
1 1

b= lim —mx|= lim
X+ [g(x) x] x40 Jx + 1 400

De forma semelhante se pode concluir que,
quando x — —©:

m= tim 95 _ i ] L
x> X x>0 x(3x + 1) +00
1 1
b= lim —mx|= lim =—=0
x>0 [g(x) x] >0 3x+1  +o0

Entdo, a reta de equagéo y =0 é assintota ao
grafico de gem +owe em —o.
As retas de equacgdes x = —% e y=0 sédo
assintotas ao grafico de g.

3"_2)12 ; D, ={reR:(x~17 %0} =R\ {1}
Assintotas verticais:

h é continua. Logo, s6 podera existir assintota
verticalem x=1.

IImh(x)—Ilm 3x+12 =3><1+21=4=
=1 (x=1) (1-1° 0
Areta de equacdo x =1é& a unica assintota vertical

ao grafico de h.
Assintotas ndo verticais:

Se x —>+o0:
. h(x) . 3x+1 3x+1
m=lim — = lim ——— = lim ————
wotox  xowe x(x —1) ”"*“‘x(x —2x+1)
- 3x+1)
i G

3
x>0y _2x +x R L H x40 4
(3—2x2+x)

= |Im$ 3 —=0
x>0 3x% —4x+1 400
b= lim [h(x)-mx]= ||mﬂ Z
c—H—sox 2x+1RL
B 3x+1)"
R ) R S I
L 25— 2 4o

R 'H""+°°(x2—2x+1)'

De forma semelhante se pode concluir que,
quando x — —:

h(x)_II 3x+1
oo xd —2x% b x

m= lim

x>0 x

HH°°3x “4x+1 1o

|l 818

R
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"II 818

b= lim [A(x)—mx] = lim >
X—>—0 —>3ox _2x+1R

= lim —=0

¥on Qx — 2 —0
Entéo, a reta de equacdo y =0 é assintota ao
grafico de hem + e em —o.
As retas de equacgdes x =1 e y =0 séo assintotas
ao grafico de h.

+2

Assintotas verticais:

i € continua em R . Logo, ndo existem assintotas
verticais ao seu grafico.

Assintotas ndo verticais:

58.4. i(x )_g; D,={xeR: x2+2¢0}=
2 r+e+0

condigdo universal

Se x >+
3
_ tim 1) i M
x40 x H+°°x(x +2)
S_oy % 3x° —2x)
e sz?H lim (xix)
x>0 x° 4 2x X+ (_x3+2_x)
ox -2 « _ (9a®-2) 184
= lim —— lim = li =3
x—>+w3x +2RLHx—>+oc(3x +2) x—>+ao 6%
3x* —2x
b=1 =1 ——-3x|=
Jim [(x) = mx]= xm( 12 ]
im [;%_zxz-;%-ex]: "mL 8¢ )_
T4 x°+2 oo x° 42
= im (8 = = lim 8_8.
RLHx»-Hx( 2+2)’ x40 2x 400

De forma semelhante se pode concluir que,
quando x — —0:

818

L(x) 3x% - 2x 9x? -
m= lim = lim ——— = lim
x>-0 X x>-w oy +2x RLHx—>w3x +2
z ||m Mzs
RLH x> 6/
3x* —2x
b= Im mx|=lim| ———-3x |=
i [I(x) x] Jir w( 712 xj
. [M—zx—;«/f—ex]
= lim 5 =
¥>=0 x*+2
_ - -8x)
= Ilm( BXZJR:H lim ( x) =
X—>—0 .X + X—>-om (xz +2)!
_im 8- g
x>0 2X  —00
Entéo, a reta de equacdo y =3x é assintota ao
grafico de i.

Areta de equacdo y =3x € a Unica assintota ao
grafico de i.



58.5. j(x)=
X

3x—x2
-2
Assintotas verticais:

J € continua. Logo, s6 podera existir assintota
vertical em 2.

L - (3x—x? 3x2-2%2 2

lim j (x) =lim = =f_w
x—>2 x—>2 x_z 2_2 0
x—2"

- 7 x'
Areta de equacdo x =2

€ a Unica assintota vertical ao grafico de j.
Assintotas néo verticais:

; Dj:{xeR:x—Z;tO}:R\{Z}

N
i) =g ==

im j(x) = =+

Se x — +w:
; 2 42
m= Iim@= Iim3x7x = lim 3x-x =
x40y x40 x (x — x40y _2x
D (32t algy
RTh lim '_I|m2 2=
X—>+%0 (xz _2x) X—>+%0 x_
5 3.2 _
= lim ( x), ~ lim =2 = 1
X—>+0 (2_X—2) X—>+0 2

b=x|i£‘w[f(x)—mx]= lim [SX_XZ +xJ=

x>+ x=2

. (3x—x2+x2—2xJ
= lim | = 27 | =

X—>+0 x—-2

=|im(ij Z Iimi=lim1=1
x-2

x>+ RL'H x—+x (x 2)’ X+ 1
De forma semelhante se pode concluir que,
quando x — —0:

= lim ‘l(x)

x—o>-o X

lim 3x—x2
_xaccx —2)C_

X——0

. (3)6 X2+ x —ZXJ
= lim

ZIl 818

= lim (sz)m o im, ( x( )2)

Entéo, a reta de equacdo y =-x+1 € assintota ao

—I|11

X—)ao']

graficode jem +o eem —w.
As retas de equagbes x=2 e y=—-x+1 séo
assintotas ao grafico de j.
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3.2
58.6. /(@:M
1-x
D, ={xeR:1-x* 0/ =R\{-1, 1}

Assintotas verticais:
I é continua. Logo, s6 poderéo existir assintotas
verticaisem -1 eem 1.

2x° —x% - 2x
lim /() = JE‘E(WJ =
C2x(=1)P (=P -2 -1
N 1—(=1)2 S0
lim l(x)=_—1=+oo; lim /(x)=_—1=—oo
x—>-1" 07 x—>-1" OJr
. C (2x*—x*-2x -1
i ()=t 222 |-
. -1
lim /(x)=—+=—oo
x-1
. -1 y=1-x*
fim ()= = = LN

As retas de equacdes _/'1 1\_
x=-1e x=1séo

assintotas verticais ao grafico de /.

Assintotas n&o verticais:

Se x > +o0:

1) _im

X—>+00

2x® —x? —2x B
x(1—x2)

(2x3 —-x*- 2x),

= lim

x>+ x

©
2x° —x?-2x =
r

= lim 3 ok lim >————==
X—>+0 x p— x X—>+0 (x _ x3)
ex-2x-2 - (6x2-2x-2)
= e sn 7( y =
— >+ 1- 3_x2
— IimM z "mu lim 12 -2
X—>+m0 —GX RL Hx—>+o (—6_7( )’ X—>+0 _6
3 2
b= lim [/(x)-mx] = lim (2""";2"+2XJ =
X—>+00 X—>+00 1— x
. (Zxa—x2—2x+2x-2x3J
= lim 5 =
X—>+0 1_ x
. —x? - . (_xz). 2%
= lerﬂo(’] — x2 J TH xll)rpcc (1 xz) = xILer 72§ = 1

De forma semelhante se conclui que, quando
X —>—00:

1) _im

x—>—00

2x® — x? -2x

x(1—x2)

= lim

e

i 2x% —x? - 2x B i (2x —x2—2x)
M T8 RowemT o T
(x-2%)
By _2¢—2 +  (6x2-2x-2)
= lim 25— RfHJmei( L

(1-32%)



2 = 12x - 2)
im12i=2 2oy (12x-2) 12,
X—>—o0 _6_x RL'Hx—>-o (—G_X)/ X—>—00 _6
3 _ 2 _
b= lim [I(x)-mx]= lim (W+2x}=
om am .
. (sz—x2—2x+2x—2x3]
= lim 5 =
pa— 1_x

N

= lim (1"“22]R - lim (=) - = lim 225y
v | 1— x Hm(1_x2) P

Assim, a reta de equagdo y =-2x+1 é assintota

ao grafico da fungdo /em +o e em —ow.

As retas de equagdes x=-1, x=1e y=-2x+1

s&o assintotas ao grafico de /.

Il 818

-
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Questao 59
f(x)=ﬂ' D, ={xeR:x’ —2x+1#0}=R\{1}
2 -2x+1" ! '

Assintotas verticais (paralelas a Oy):
f é continua. Logo, s6 podera ter assintota vertical em

x=1

3x2_3 s (3x2 - 3)’
lim £ (x) = |im1(2xJR?H im =
x> -1 x° —2x+1 x> (xz _2x+1)
. 6x 6x1 6
= ||m = =— =00
=>-12x-2 2x1-2 0
6 -1

im £ () = ==~

x-1"

Areta de equacédo x =1 é a Unica assintota vertical ao

lim £ (x) = — =
fim £(x) = g =+

grafico de f.
Assintotas horizontais (paralelas a Ox):
Se x >+
2 4 = 3x2-3)
lim F(x)= lim =X =3~ ( ) -

X0

x>+ x2 _2x+1REHx—>+w (x2 —2x+1)’

I 818

- fim &% Iimﬂ=lim§=3
X—>+0 2x_2 RL'Hx—+x (2)(—2)' x~>+302

De forma analoga se conclui que, quando x — —,
3x2 -3 (3x*-3)
2

oo x? 2y + IRLHxo0 (2 -25+1)

| 818

lim f(x) = lim =

x——0

— lim 8% |imﬂ=|im§=3
X——00 2x — 2 RL'Hx—>- (2_X B 2)’ X——00 2

Il 818

Areta de equacdo y =3 é assintota horizontal ao
grafico de fem +x e —o.
As retas de equagdes x=1 e y =3 sdo assintotas ao

grafico de f, paralelas aos eixos Oy e Ox,
respetivamente.
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Questéo 60

y =-2x+1 é assintota ao grafico de fe D, = ]-2,+] .

0,

xo>t0 X

lim [£(x) = (-2x)] =1 lim [£(x)+2x] =1

lim [f(x)-(-2x+1)]=0 < lim [f(x)+2x-1]=0

X400

Opgéo (C)

Pag. 66

Questao 61
61.1. f(x) = 4x° - 3x*

1.° Grafico na calculadora grafica:

¥=0 f(x) =0
2.° Dominio: D, =R
3.° Continuidade: A funcéo f é continua.
4.° Intersecéo do grafico com os eixos:
f(0)=4x0°-3x0*=0
O gréfico passa pelo ponto (0,0).

f(x)=04x°-3x* =0 ©x*(4-3x)=0

ox*=0v4-3x=0< x=0vx=g

Os zeros da fungdo sdo 0 e % .

5.° Monotonia e extremos:
f'(x) = (4x® —3x*)" =12x% - 12x°
f(x)=012x* -12x* =0 ©12x° (1-x)=0

<=12x*=0v1-x=0 ©x=0vx=1

5% —» 0 1 +0

f' + 0 + 0 -

f / 0 / -2 N
Max.

f()=4x1T -3x1"=4-3=1
A funcgio f é estritamente crescente em ]—oo, 1] e
estritamente decrescente em [1,+oo] .

ftem um maximo absoluto igual a 1 para x=1.
6.° Concavidade e pontos de inflexdo:

F(x) = (1252 ~12x°) = 24x - 3627
f'(x) =0 24x-36x2 =0 < 12x(2-3x) =0

<12x=0v2-3x=0 <:>x=0vx=§



x 0 2
—0 — +00
3
7 - 0 + 0 -
16
f /—\ = /—\
0 ~— 57
P.. P.l.

3 4

f 2 =4 2 -3x 2 =4><£—3><E=E
3 3 3 27 81 27

O grafico de ftem a concavidade voltada para

baixo em |-x,0[ e em E,w{ e voltada para cima

em }02[ Os pontos de coordenadas (0,0) e

[E,Ej sdo pontos de inflexdo.

327

7.° Assintotas:

O grafico de f ndo tem assintotas por ser uma
fungéo polinomial.

8.° Grafico e contradominio:

D;=].1]

61.2. g(x)=x*-12x2

1.° Grafico na calculadora:
Temos o grafico obtido com a calculadora grafica.

2.° Dominio: D, =R

3.° Continuidade: A funcéo g é continua.
4.° Intersecdo do grafico com os eixos:

g(0)=0*-12x0%=0
O grafico de g passa pelo ponto de coordenadas
(0,0).

g(x)=0x*-12x* =0 ©x*(x* -12)=0<

x2=0vx’-12=0=x=0vx=12&
<:>x:0vx:12x/§

Os zeros da fungéo sdo 2J3,0e 24/3.
5.° Monotonia e extremos:

9'(x) = (x* 1247 )' =4x% - 24x
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9'(x)=0c4x’ -24x=0 < 4x(x’ -6)=0c

& 4x=0vx’=6 & x=0vx=+/6

X —o0 _\/g 0 \/é +00
g’ - 0 + 0 - 0 +
g N -36| / 0 N -36

g(~V6)=(~V6) ~12(~V6) =36 -72=-36
g(~V6)=(v6) ~12(V6) =36-72=-36

A fungéo g é estritamente decrescente em
J—oo, —\/E J e estritamente crescente em [—\/E 0] e

em [6, o]
g tem um maximo relativo igual a O para x=0 e

minimo absoluto -36em x=-/6 e x=+/6.
6.° Concavidades e pontos de inflexdo:

9'"(x) = (4x* — 24x) =12x* - 24

9"(x)=0=12x>-24=0 ox2=2ox=12

X —oo 2 2 o0
g" + 0 - 0 +
g -~ | -20 ™ -20 N
P.L P.L

9(-\/5)=(—\/5)4 ~12(—2) =4-24=-20
g(v2)=(v2) -12(v2) =4-24=20

O grafico de g tem a concavidade voltada para
cima em :|—oo, —\/5[ eem J\/i +oo[ e voltada para

baixo em :I—\/E\/EI: .

Os pontos de coordenadas (—\/5,—20) e (\/5,—20)

sdo pontos de inflexdo.

7.° Assintotas:

O grafico de g ndo tem assintotas por ser uma
funcéo polinomial.

8.° Grafico e contradominio:
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Questao 62
f(x)=x*+12x*-28x+15; D, =R
62.1. f'(x)=(x*+12x* - 28x +15)' = 4x° +24x-28

f'(x)=0 4x® +24x-28=0

O grafico representado, da derivada de f, sugere
que 1 ézerode f'.

Auto Eixos

Havegar Calcula

Lagg

Zero x=1 fix)=0

fi(x)=0e (x-1)(4x" +4x+28)=0 =

ox-1=0vx’+x+7=0&

-1++/1-28 . ;

Sx=1vx= — (equacédo impossivel)

4 0 24 -28
1 4 4 28

|4 4 28 |0

X -0 1 +o0

f - 0 +

f N f(1) /

A fungédo f é uma funcéo continua por ser
polinomial. E estritamente decrescente em ]—oo, 1] e

estritamente crescente em [1, +oo[ .
Logo, f(1) € o minimo absoluto de f.
62.2. f(x)=(4x° +24x-28) =12+* +24

f"(x)>0,VxeR
Logo, ftem a concavidade voltada para cima em
R e nao tem pontos de inflexao.

Questao 63
63.1. f(x)=-x*+6x*-9; D, =R

F'(x) = (~x* +6x2 =9 = —4x> +12x
f'(x)=0 —4x* +12x =0 & x(-4x* +12)=0 =

ox=0v-4x>+12=0 <:>x=0vx=i-\/§

A BT

y=-4x% + 12x
x| = | 3 0 B | e
o+ 0 - 0 + 0 -
f |/ 0 N -9 |/ 0 N
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F(—3)=~(~3) +6(~3) ~9=-9+18-9=0

-3
f(V3)= (JE)4 +6(J§)2 ~9=-9+18-9=0
f(0)=9
f &€ continua por ser uma fungéo polinomial e &
crescente em ]—oo, /3 J eem [O,\/g ] e
decrescente em [—\/5, 0] eem [\/5 +00[ etem
minimo relativo igual a —9 para x =0 e maximo

absoluto igual a O para x = —J3e x=43.
Entdo, f(x)<0,VxeR.

63.2. f(x)=(~4x* +12x) = 1247 +12

F(x)=0-12x2 +12=0 & x? =1 x = +1

X —0 —1 1 +o0
" - 0 + 0 -
f - -20 ~ -20 N
y=-12x*+12

f(-N)=—(-1*+6(-1?-9=-1+6-9=-4
f(y=-1+6x1-9=-4

ftem a concavidade voltada para baixo em
], -1 e em J1i+o[ , voltada para cima em

]-1.1[ e tem pontos de inflexao de coordenadas
(-1-4)e (1-4).

Logo, tem dois pontos de inflexao.

Pag. 64

Questio 64

2
64.1. f(x)=
) x2+3
1.° Grafico na calculadora:

Auto Eixos

e

Navegsr Célculo

-4 -2 L] s 4
-1
w=8.28

2.° Dominio:

f(x) =0 6496881497

D,={xeR: ¥*+3#0 ;=R
F o7V
condigdo universal
3.° Continuidade:
A funcgéo f é continua no seu dominio por ser uma
funcéo racional.
4.° Intersecéo do grafico com os eixos:

f(x)=0= 2 3= 0 (Equacao impossivel)

X2+




O grafico de fndo interseta o eixo Ox , ou seja, f
nao tem zeros.
2

2
FO)=—=—==
© 0+3 3

o3
O grafico passa pelo ponto de coordenadas 3 .
5.° Monotonia e extremos:

(x* +3)°
_0-2(2y) —4x
(x2+3)2 (2% +3)?
’ _4 2 2
f(x)=0-— =0 -4x=0A(x*+3 20
(x*+3) ——
condigdo universal
<x=0
—e 0 +0
f + 0 - +
- x
f / g N (\
3 y=-4x
Max.

Como (x*+3)*>0,vxeR, osinal de ' depende

apenas do sinal do numerador da expressao que a
representa.
f é estritamente crescente em ]—oo, O] , estritamente

decrescente em [0, +oo[ e tem um maximo
. 2
absoluto igual a 3 em x=0.

6.° Concavidade e pontos de inflexdo:

’

F'(x) = _ A |

(x2 + 3)2

(-4x) (=2 +3) - (—4x)'[(x2 +3) ]

2 2
((xz +3) )
_ A7 +3)° +4xx2(x* +3)(x* +3) _
(x2 + 3)4

(P 3)[ -4(x +3)+8xx 2x | ~
(x2+3)4
_ A 1241607 _12x° 12
(x2 + 3)3 (x2 +3)3
2x? —12

12x
f'"(x)=0—=0<
* (xz+3)3

3
©12x% -12=0A(¥*+3) 20 &1’ =1 x==11
N
condig&o universal
Como (x2 + 3)3 >0,Vx e R, o sinal da segunda

derivada depende apenas do sinal do numerador
da expressado que a representa.
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y=12x*-12
+ +
X —o0 —1 1 +0
= + 0 - 0 +
1 1
— VR —
2 2 1 2 2 1
f(-1)=—se—=2-—: f()==""—=2%=—
(-1) -1?+3 4 2 ™ ?+3 4 2

64.2.

ftem a concavidade voltada para cima em |-oo, -1
e em |1 +w[ e voltada para baixo em ]-1,1] .

ftem dois pontos de inflexdo de coordenadas
[—1,%) e [1, %) sdo pontos de inflexdo.

7.° Assintotas:

Verticais:

fé continua em R . Logo, ndo tem assintotas
verticais.

Nao verticais:
= lim f(x)—nm# 2 o
xoFo X x—>o0 x(x + 3) +00
= lim [f(x)-mx] = lim 2 —l—O

x—>two

oo x2 13 4oo

Areta de equacdo y =0 é assintota ao grafico de
fquando x — + e quando x — —0.

8.° Grafico e contradominio:

1.° Grafico na calculadora:

Auto Eixos Wavegar Céleuls

¥=2 flx)=1
2.° Dominio: D, = {xeR:x—-1£0}=R\{1}

3.° Continuidade:

A fungéo g é continua no seu dominio por ser uma
funcéo racional.

4.° Intersecéo do grafico com os eixos:

3- ’1“_0 ©3-x=0rx-120c

Tat\ela

f(x)=0<

<:>x=3/\x¢1<:>x=3



O grafico de g passa pelo ponto de coordenadas
(3,0), ou seja, 3 é zero da fungéo g.
3-0
0)=——=-3
9(0)="3—
O grafico de g passa pelo ponto de coordenadas
(0,-3).

5.° Monotonia e extremos:

5= [3 :j’:(3—x)'(x—1)—(3—x)(x—1)'=

(x-1?
1 -1)-@B-x)x1_ —x+1-3+x -2
(x-1° (x-1° (x-1°
Como -2<0A(x—1)?>0VxeR\ {1}, podemos

concluir que g'(x)<0,vx e R\ {1}.

Entdo, g é decrescente em |-, 1 e em |1+ oo,

pelo que ndo tem extremos.
6.° Concavidades e pontos de inflex&o:

’

w2 ) _
-2

(2 e D[]

B ((-172)° B

=O+2><2(x—1)><(x—1)' =4(x—1)><1= 4
(x-1* -0 (-

g"'(x)<0 se x<1e g"(x)>0 se x>1.

g tem concavidade voltada para baixo em ]—oo,1[ e

voltada para cima em |1,+[ e ndo tem pontos de

inflexao.
7.° Assintotas:
Verticais:
3-x 3-1 2
I|m =lim —
9=l =11 0

lim gx) = 2 = o

lim g(x) = 2= 4

y=x-1
+
-1 x

Areta de equagdo x =1 é assintota ao grafico de

g.
Nao verticais:
m= tim 99 _jim 32X iy 32X
x—+wo X x—>tw )C(JC - 1) x—+o x2 - X
Z lim (8-x) x) — lim —— —_—1=0
RL HHM( ) xot0 2x -1 too
= 3_ )
= lim [g(x) mx]- lim :RTH lim ( x)' =
—to y — x—>two (x_1)
= lim -1 =-1
x>0 1
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Areta de equacdo y =-1 é assintota ao grafico de
g quando x —+ooe quando x — —o.
8.° Grafico e contradominio:

h
y F
; g
ol i 3N
s i : ________________
\ i D;:]R\{—1}
2
64.3. h(x)=—"
x+2
1.° Grafico na calculadora:

Auto E1xos Navegar Calcule

U/

-18

Minimo Zero IntersegBo com o eixo Oy x=8
fix)=0

2.° Dominio:

D,={xeR:x+2=0}=R\{-2}

3.° Continuidade:

A funcéo h é continua no seu dominio, por ser uma
funcgéo racional.

4.° Intersecéo do grafico com os eixos:
2

h(x)=0 e — 5=0 o2 =0Ax+220c
X

S x=0Ax#-2<x=0

O grafico de h passa pelo ponto de coordenadas
(0,0), ou seja, 0 & um zero da fungao h.

O ponto (0, 0) é também a intersecéo com o eixo
Oy.

5.° Monotonia e extremos:

h()(+2]=

(%) (x+2) = (x*)(x +2) _

(x+2)?
_2x(x+2)—x2><1_2x2+4x—x2_x2+4x
o (x+2) O (x+2? (x+2)

2
W) =0o " oo
(x+2)

c>x2+4x=0/\(x+2)2¢0®x(x+4)=0/\x¢—2®

& (x=0vx+4=0)rxz-2 &x=0vx=—4

X —o0 —4 —2 0 +00

h' + 0 - n.d. - 0 +

h / -8 | N | nd | N 0




Como (x+2)° >0,¥xeR\{-2}, o sinal de

depende apenas do sinal do numerador da
expressao que a representa.
2
4
_ (4 _16_ 4
-4+2 -2
h é estritamente crescente em ]—oo, —4] eem

h(-4)

[0, +0[ , é estritamente decrescente em [-4,-2[ e
em ]-2,0], tem um maximo relativo igual a -8 e

em x =-4 e um minimo relativo igual a 0 em
x=0.

6.° Concavidades e pontos de inflexdo:

x2 +4x /
(x+2)?

h'(x) = [

(5 +4x) (x+2)2 - (=2 + 4x)[ (x + 2]
((r+27)
C(2x+4)(x+2) — (3 +42) x 2(x +2)(x +2)
(x+2)*
(x+2)[ (2x +4) (x +2) - 2(x* + 4x) x 1]
(x+2)*
_2x2+4x+4x+8—2x2—8x_ 8
(x+2)° (x+2)°
X - -2 +o0
h" - n.d. +
h ah n.d. ~_

h tem concavidade voltada para baixo em ]—oo, —2[

’

e voltada para cima em ]—2, +oo[ e nao tem pontos

de inflexdo.
7.° Assintotas:
Verticais:
2 _2)\2

lim h(x) = lim - (2 _4

¥>-2 >2x+2 -2+42 0

lim h(x) = — = oo yox+2
x—>-2" O

lim h(x) = 4 =+
x—>2" 0+
Areta de equacdo x =-2 & assintota ao grafico de
h.

N&o verticais:
2 2
L G S . S
xoto oy X—>tm X(X + 2) x>t y& 4 Dy

2
- fim () - = lim 2x__
RLHx—>*0 (x2 +2x) X% 2x+ 2

40

Propostas de resolu¢ao do manual — Funcdes

x>t | x 4+

b=X|LTw[h(X)—mx]= |im( xzz—x)=

’

o (x®—x?—2x oy e (-2x)
= lim | ————|= lim — = lim —~=
X—*0 x+2 x—>iocx+2RLHx—>irw(x+2)

~lim =2 -2

xX—>to 1
Areta de equacdo y = x -2 ¢ assintota ao grafico
de h quando x — 4+ e quando x - —o.
8.° Grafico e contradominio:

4

y

Questao 65
2x?
3-x
Calculo dos extremos relativos de f:

f’(x)z[ 2x? j’ _ (2x2) (3 - x) - 2x2(3 - x)’ _

f(x)=

; D, =R\{3}

3-x (3-x)?
_4x(3-x)-2x7(-1)
(3-x)
X
125 —4x? +2x% 12— 242 -/° o\
= (3—x)2 = (3—x)2 y=12x - 2x*
_ 2
Flx)= 0 12X =27 2’2‘ =
(3-x)

S12x-2x>=0A(B3-x)? %20
& 2x(6-x)=0A3-x#0<

@(Zx:O\/G—x:O)/\x:t3 < x=0vx=6

X —0 0 6 +00

f' - 0 + 0 -

f N 0 / —24 N
Min. Max.

Como (3-x)>0,vxeR\{3}, osinal de f

depende apenas do sinal do numerador da
expressao que a representa.

2x0?
f(0)=——=0; A(0,0
0) 3.0 (0,0

2
_2x60 T2 o4, B(6,-24)
3-6 -3
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Seja M o ponto médio de [AB]:

0+6 0-24 Se ftem um extremo relativo em x =0, entdo
M( 2 2 jQM(S’_u) —0-2+2k 2k -2
f(0)=0< =0 =0
Assintotas: (0-2) -8
Verticais: o2k-2=02k=2ck=1
2 2
lim f(x) = lim| 2 |2 2x3 _18
x—>3 x—-3 3 —X 3 — 3 0 Pég. 70
lim f(x) = g = 400 Questao 67
=3 0 67.1. x>0A20-x>0A30-x20
|imf(x)=:)—?=—oo < x20A-x>-20A-x>-30
x—>3"
. . . ©x20Ax<20Ax<30 & xe[0, 20]
Areta de equacdo x =3 é a Unica assintota a8
vertical ao grafico de f. - Cx
Nao verticais: 20-x P
2 2
m=tim T i 2 2 R A 20-x
x>+t X x>+ x(3 —_ x) x>t 3x — X X |
) / ) A 30-x QxB
© 2x° . 4y = 4x)
= lim ( ) ;= lim = lim (7), 67.2. A[PQR] = A[ABCD] _(A[BPQ] +A[AQR] +A[PCDR])
RL'Hx—>+» (Sx—xz) x40 3 — 2 x RLHx—>J_rw(3_2x)
A ngeo; = 30 x 20 = 600
.4 .
=lm—=-2 A _BQxBP _x(20-x) _20x-x" . i
T2 2 2 T2
. . 2x2 -
b= lim [f(x)~mx]= lim 5 2= ARxAQ x(30-x) 30x-x> x2
X—>+o0 X—>tm - X A[AQR] = = = = 15x -
2x% + 6x —2x? 6 2 2 2 2
= lim 222X i 22X DR+CP — 20-x+x
ot 3-x x>0 3 — x A[PCDR]=?>< C=#x30
: (6x) . 6 _ =10 30 = 300

2 2
f(x)=600-[1ox-"2+15x-"2+3ooJ
Areta de equacdo y =-2x -6 é assintota ao

gréfico de fquando x — +wce quando x — —x. & f(x) =600 - (300 +25x - x°)

Intersecdo das assintotas:  F(x) = 600 — 300 — 25 + x?
x=3 O o133 & f(x) = x2 — 25x + 300
y=-2x-6 |(y=-2x3-6 (y=-12

67.3. a) f(x)=150 < x? - 25x + 300 = 150 <

C(3,-12)
< x?-25x+150=0 =

Entdo, C é o ponto médio de [AB].

25+./(-25)" - 4x150 2545
, X = X =—TT"T
Pag. 69 2x1 2
< x=10v x=15

Questao 66
_ 2 4 _
Fx) = X k23 Df:]R\{Z} A zona vedada tem 150 m? da area para x=10m
(x-2) ou x=15m.
kY b) f'(x)=(x*-25x+150)'=2x-25
f'(x)=[ - kzj ) 110)=(" 280+ 160)'= 20
(x-2) f'(x)=0=2x-25=0=2x=25<x=12,5
(x = k) (x = 2 = (r = k) ((x—2?) =2
(G-277)’
=1(x—2)2—(x—k)><2(x—2)(x—2)' X 0 12,5 20
(x-2)* f - 0 +
_(x—2)[(x—2)—(x—k)><2><1] f N
(x-2)* Min.
_X-2-2x+2k -x-2+2K A area da zona vedada é a menor possivel para
(x-2)° (x-2)° x=12,5m.
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Pag. 71
Questao 68

68.1. Seja x a medida do raio da base do cilindro e h a
altura, em decimetros.

TN
[ x)
{ .
"/
h
Inx
N
(o)
\\ X/.

A area total do cilindro é dada por:
A=2mnx? +2nx x h
O volume do cilindro € dado por V = A, x h e sabe--

se que V =200L =200dm?.

Entao, mx* xh= 200©h—@
Tl'.x

Logo,

A(x) = 2nx? +2nx><@@
mx’

<:>A(x)=21'tx2+4—oo, x>0
X

A(x)= (ZTDC +@j 41tx—4—020

X X

68.2.

A'(x)=0<:>47tx—4—ozo=0<:>
X

3_
A =400 4 4 400-0 A x>0
X

o xt= 400 Ax>0s
47

o x= 1/100 ~3,17 dm=317 cm
T

200

5~ 6,34 dm=63,4 cm
o 100
T

5 0

h=

100
T

A' - 0 +
A N

Min.
O bidao que consome menor quantidade de chapa
na sua construcdo tem, aproximadamente 31,7 cm
de raio da base e 63,4 cm de altura.

Pag. 72

Tarefas de consolidagdo 3
1.4, lim (=x* - 24" 1) = lim (-

lim x5) =—(+0) =—©

lim (4x—2x* +2) = lim (-2x*) = —2(+e0) = —0

X0 xX——0

1.2,
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1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

21.

2.2,

2.3.

24,

2.5
2.6.

2.7.

2.8.

lim

Funcoées

2x+2 2x2+2 6 3
2x 2x2 4 2

x>-2x-8

0
0
L

(x2 —-2x— 8)'

2 RIHIimz -
7T (¢ -4)
2x-2 2(2)-2 6 3
2(-2) 4 2
Vx*+5-3 J4+5-3 0

»>2 x2_2 4-2 2

=0

o

sin(3x) © Iim(sin(:sx))' _

lim

" (3x) cos(3x) _

x—0 X RL'Hx-0 ( 4 x—0
x)

=lim[3cos(3x)]=3cos0=3x1=3

0

PTG B L))

1

o (nx) cos (nx)

x—1

x>1 y—1 RLUHx>1 (x—1)’

=lim[ 7 cos (nx) | = ncos(n) = ~n

o

x+tanx © m
#>0 §in(2x) RLHx->0 (sin(2x))/

+ (xz 1+ 12
lim COS” X _ |jm__Cos’ x
-0 (2x) cos(2x) 0 2cos(2x)

1



2.9.

2.10.

3.1.

3.2,

3.3.

4.1.

6x2+2x—6x2—3x_

. 3x’+x 3 .
lim ——x|= lim
x40 2x +1 2 X>+0

4x+2
— fim — = Ilmi—limj=—1
t—>+oc4_x+2RLHx—>+w(4 +2) x—>+3o4 4
. (1 2;8-1] 221 = (2-1)
lim | —x = lim lim — =
x40 | x x+1 X—>+0 x +x RLHV~>+oc (x2+x)
O ) N SIS
X—>+0 2x+1RL H x—+x0 (2_X+1)’ X—>+0 2

A percentagem da variedade arabica no lote de
café obtido é dada pelo quociente:
Quantidade da arabica
Quantidade total de café
(expressos na mesma unidade)

Lote Mistura
inicial | acrescentada

10 X
0,6x

Mistura
final

10+ x
3+0,6x

Total

Arabica 3
Entao,

P(x)= 15+ 3x ’
50 + 5x
, (15+3x)' (50 + 5x) — (15 + 3x)(50 + 5x)’
P'(x)= 5 =
(50 + 5x)
_ 3(50+5x)-(15+3x)x5
(50 + 5x)?
150+15x 75-15x 75
(50 + 5x)° (50+ 5x)?

Como P'(x)>0paratodo xeR", P é estritamente
crescente em todo o dominio. Atendendo a que a
percentagem da variedade arabica da mistura
acrescentada é superior a percentagem da mesma
variedade do lote inicial, a medida que se
acrescenta a mistura do segundo lote, a
percentagem da variedade arabica aumenta.

© 15+ 3x)’
lim P(x) = Iim(15+3xj Z i U5+30)
X—>+00 x>+o| 50 + Bx RL‘er+oc(50+5x)'

P(x)= com x>0

3+0,6x
=
10+ x

Significa que, aumentando significativamente o
café do lote com 60% de arabica mantendo
constante a mistura inicial, verifica-se a tendéncia
para o lote final ficar com 60% de arabica.

Flx)=— R\{-11}

Assmtotas verticais (paralelas a Oy)
f é continua. Logo, s6 poderao existir assintotas
verticais em -1 eem 1.

x+x

; Df={xeR:x2—1¢0}=

43

Propostas de resolu¢ao do manual —

4.2,

4.3.

Funcoées

’

0
2 0 x2+x
lim £(x) = lim =% = jim uz
x—>-1 x—>1_x_1RLHx—>1 > ’
(-1
o 2x+1 2(-D+1 -1 A1
= lim = L.
x>-1 2x 2(_1) 2 2
Logo, f ndo tem assintota vertical em —1.
I|mf(x)-I|mx +X=E=1=O@
x—>1 x 1 1_1 0
lim f(x)—— =—© .
x—>1 +\ /'—
-1 - 1 x”
lim f(x)——= 400

x—>1

Areta de equacdo x =1 é a Unica assintota vertical
ao grafico f.

Assintotas horizontais (paralelas a Ox ):

'

X - ||mm

©
L

I|m f(x)= lim = 5

xoto y© 1R 'Hx—>¢ao( 2 '
X —1)
. 2x+1 = 2
= lim = lim==1
x>t 2x RL Hx—>+w2

Areta de equacdo y =1 é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — +w© e quando x — —x.
As retas de equagdes x =1 e y =1 sdo assintotas

ao grafico de f, paralelas aos eixos Oy e Ox ,

respetivamente.
2x

(x-2)*"

Assintotas verticais (paralelas a Oy):

f & continua. Logo, s6 podera existir assintota

vertical 2.

f(x)=—""—5; D, ={xeR:(x—2)° #0} =

R\ {2}

lim £(x) = lim — 2 . B S
x—>2 x—>2 (X 2) O+
Areta de equacdo x =2 é a Unica assintota

vertical ao grafico de f.

Assintotas horizontais (paralelas a Ox ):

. . X E . (ZX)'
lim f(x)= lim 5 = lim ————
o wote (x = 2) RL'HHm((x_Z)Z)'
1 1

lim - =
vt 2(x —=2)(x—2)' ot x—2  too

Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal ao

grafico de f quando x — +woe quando x — —0.
As retas de equacgdes x=2e y =0 sdo assintotas

ao grafico de f, paralelas aos eixos Oy e Ox ,
respetivamente.

T+x se x<-1
f(x)=173x+1
—— se x>-1
x+1
D, =R

Assintotas verticais (paralelas a Oy):




4.4.

fé continua em R\ {-1}. Logo, s6 podera existir
assintota vertical em —1.

lim £(x) = lim (1+x) =1-1=0 y=x+1

lim f(x) = fim <X+ _

x—>-1" x—>—1" x+1

_—3+1_—2__
1+1 0

Areta de equacdo x =-1 é a Unica assintota
vertical ao grafico de f.

Assintotas horizontais (paralelas a Ox ):

xIme f(x)= xlimw(1 +x)=-o

818

lim £(x)= lim (3’”1] =i )3 g
x40 x>0 x4+1 JRUHx—>wo (x+ 1)’ |
Areta de equacdo y =3 é assintota horizontal ao
grafico de fquando x — +o0.

As retas de equagdes x=-1¢e y =3 sdo
assintotas ao grafico de f, paralelas aos eixos Oy e
Ox , respetivamente.

D, =R
Assintotas verticais (paralelas a QOy):
fé continua em R\ {2}. Logo, s6 podera existir

assintota vertical em 2.

lim F(x)= lim [ —— |- —2__ 2 _ .
x—>2° x—>2° 2 - X 2 — 2 0+

lim £(x) = fim =

x—>2" x—2" x 2

Areta de equacdo x =2 € a Unica
assintota vertical ao grafico de f.

Assintotas horizontais (paralelas a Ox ):

lim f(x)= lim (L) im0
X—>—0 X—>—0 2—.X RL Hx—>—0 (2—)6)’

~ fim - =1

X—>—0 _1

lim £(x) = lim 4 =——0

e x40y 400
As retas de equacdes y=-1 e y=0séao
assintotas horizontais ao grafico de f quando

X — 400 e quando x — —o, respetivamente.

As retas de equagdes x=2, y=-1e y=0sao
assintotas ao grafico de f, paralelas aos eixos Oy
(x=2)e O¥(y=-1e y=0).
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5.1.

5.2,

Pag. 73
p— 2 p—

F(x) = 3x°—-4x+3

x+2
D, ={xeR:x+2=0}=R\{-2}
Assintotas verticais (paralelas a QOy):
f é continua. Logo, s6 poderao existir assintotas
verticais em -2 .

3x*—4x+3 -12+8+3 -1

lim f(x) = lim — = - —w
x>-2 ¥>-2 x+2 -2+2 0

lim f(x)=;j=+w y=x+2
x—>-2" 0

i 1= ==
Areta de equacédo x =-2 é a Unica assintota

vertical ao grafico de f.
Assintotas ndo verticais:

O f(x) . —3x—4x+3
m=lim —=Im ———— =
xoFo  yx x—>F00 .X(.X+2)
Ly 3x°—4x+3 = im (—3x2—4x+3) B
x—>0 x2 + 2x RL'Hx—#0 (_xz . zx)'
—6x-4 = (-6x-4) -6

= lim = lim
x—>+o0 2x+2 RL Hx—+mn (2x+2)' X—>+o0 2

b= lim [f(x)—mx] = lim [

x—>+to0 x—>to0

—3x2-4x+3 J
X+

. (—3x2—4x+3+3x2+6xJ
= lim =
x>0 x+2
- 2x +3)
_fim 2¥*3 - w:lirp%:Z

x—>+m .X+2 RL' Hx—tw0 (x+2)’

Areta de equacdo y =-3x+2 € assintota obliqua
ao grafico de fquando x —+w e quando x — —o.
As retas de equacgdes x=-2 e y=-3x+2 sdoas
Unicas assintotas ao grafico de f.

3
f(x)=x 2+3x; D,=ixeR: x+120 ;=R
x°+1 condigéo universal

Assintotas verticais:

fé continua em R . Logo, ndo existem assintotas
verticais ao seu grafico.

Assintotas ndo verticais:

f(x) lim x® +3x
o x(x? +1)

m= lim

Xt x

© ,
x4+ 3x = (x3+3x)
x>+ "H x>+t
rohx (x3+x)
»
3x2+3 » 6x

= lim 1

x>0 3x2 +1 REH x>0 6x

b= lim [f(x)-mx]= lim

x—>+to0 x>t

x3+3x_
x2+1
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X +3x-x*-x 2x 7. D,=R"
= lim 3 = lim —
x>0 x<+1 xoto x& 41

® : 2(Vx +f(x)

> (2x) 2 1 Iimg=1©
cE T T e O el

(x2 + 1) -
Areta de equacdo y = x € assintota obliqua ao <2 lim [‘/; + f(x)] 1
grafico de fquando x — +o e quando x — —o. elx X
Areta de equacdo y = x é a Unica assintota ao
» Vx ), ()
grafico de f. < 2 lim | — |+ lim 1
X—>+00 x X—>+0 _x

D, =R; lim f(x)= lim f(x)=0

. o H.M <2(0+ lim f(x) =1 lim flx) 1
limf(x)=-2=f(1) limf(x)=f(a), a#1 v x>0 x

x—>1 - x—>a

. . ’ CA. 1 )
Possivel grafico de f: [ (xzj. 15
N 2 A
v im X i 2 = lim 2
R x40 x RLHx->to (x)' |

Cim
X400 2\/; +00

0
—J 1 Entdo, o declive da assintota ao grafico de fé % .
o X
/— Opgao (A).
—27-- 81. D, =R

Assintotas verticais (paralelas a Oy)
fé continua em R\ {-1}. Logo, s6 podera existir

A4

f é estritamente crescente em |-, 1 e em [1,+oo| .
assintota vertical em —-1.

Seja g a funcéo definida por: g(x)= (lj(x) - X -1 _ -1
f f(x) I|m f(x)=lim | — |=——=—=+»
x> -t \1+x) 1 —1 0
D, ={xeR:f(x)=0}
g f k+x k-1
A fungdo fn&o tem zeros porque: lim f(x)= lim 12 1 =k-1
e em |-, 1, f é estritamente crescente e tem a Areta de equagio x=—1 & a unica assintota
reta de equacdo y =0 como assintota vertical ao grafico de f.
horizontal quando x — —; Assintotas horizontais (paralelas a 9% ):
e em [1, +oo[ , f é estritamente crescente, tem a £ ( ), ]
© x :
reta de equacio y =0 como assintota lim f(x) = (Ime(1 N XJRIHJL@ (1) = x"ﬂ‘w] =1
+
horizontal e f(1)=-2; ¥
- , _ - k+x)
o fé continua em R\{1}(Ix|£naf(x) f(a), a=1). lim £(x)= lim k+;RfH im ( +x)' i %=1
D, ={xeR:f(x) =0} = o (x+2)

Assintotas verticais de g: Areta de equacédo y =1 é assintota horizontal ao

g é continuaem R . Logo, ndo existem assintotas grafico de fquando x — +o e quando x — -,
verticais do seu grafico. As retas de equagbes x=-1e y=1 sdo
Assintotas horizontais de g:
1 1 g assintotas ao grafico de f, paralelas a Oy e a Ox
lim g(x)= lim e =—=-o respetivamente.
o oefx) 0 8.2. fé continuaem x=1se e sO se
lim g(x)= lim S S lim £(x) = lim £(x)= (1)

x>+ f(x) 0
1 lim f(x)=+we I|m f(x)=k-1
Entéo, g ndo tem assintotas horizontais. Logo, 7 xo>=1
- , . Entdo, lim f(x)= lim f(x).
ndo tem assintotas paralelas aos eixos xo-1 ¥t
coordenados. Logo, f & descontinua em x =1, qualquer que seja

ovalorde k.
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8.3.

9.1.

9.2,

Se x>-1:

oo (k+x '_(k+x)/(x+2)—(k+x)(x+2)’_

f(x)_[HZj - (x+2) B

_1(x+2)—(k+x) x1 x+2 k-x 2-k
(x+2)2 (x+2) (x+2)

Para que f seja decrescente em [—1, +oo[,

f'(x)<0—— 2=k <0o2-k<0sk>2
(x+2)°

ke]2,+oo[
v=6: fB)=2F8_15_5
6-3 3
OB=x=6; AB=f(6)=5
OBxAB 6x5
Aogy = —=->—=15ua

Seja A(x)a area do triangulo [OBA] em funcéo de
x . Pretende-se determinar o minimo da fungéo A.
OB=x; AB=f(x)

9+ x
A(x)zxxf(x)zxxx_3 =9x+x2
2 2 2x-6

N
A'(n:[iii’é) -
(9w +x?) (2x-6)—(9x+?)(2x-6)
(2x—6)2
(9+2x)(2x-6) - (9x +x*)x2
(2x-6)°
=18)(—54+4x2—12x—18x—2x2
(2x—6)2
_ 22" -12x-54
(2x-6)°
2)(2—12x—54=
(2x—6)2
& 2x? ~12x-54=01(2x—6)" 20
& x2—6x-27=0A2x-6=%0

_6£+/36+108 N
2x1
6+12

A'(x)=0 o

x#3

Ax#3 ©x=-3vx=9

=X =

y=2x*-12x - 54

Como x>3, x=9.

X 3 9 +o0
A - 0 +
A Ny 13,5

Min.
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Funcoées

Como (2x - 6)2 >0,Vx >3, o sinal de A’ depende

apenas do sinal do numerador.
9x9+9? 162
2x9-6 12
O valor minimo da area do triangulo [OBA] é
13,5 u.a. quando x=9.

A(9) = =13,5
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Avaliagao formativa 3

11, i

1.2,

1.3.

1.4.

21.

46

x>1 3 1 RLHx>1

=“m3(x-1)2x2(x-1)' 1(x W _ (-1 _,

x—>1 3x x4> )C 12

9 ’
_ 1-cosx o . (1-cosx)
lim = lim—=

0 i RL'Hx—0 . 4
0 xsinx x> (xSInx)

. 0—(-sinx)
=lim =
0 (x)' Slnx+x(S|nx)

0
. sinx 0
=lim——— = lim
x=>08inx + x COS x RL'Hx-0

(Sinx)/ _
(sinx+xcosx)

im COoS x
*>0 cos x + (x) cos x + x(cos x)

. COS x
=lim -
*~>02C0S x — x Sinx

_ _cosO 1
2cos0-0 2

2 9 -1 '
jim )2 =) -
x>0 14 x — 2x RL Hx— 30(1+x_2x2)'

i 26D = 20 1)
x> 1-4x x>-o - 4x
- (2x-2) 2

v

x+1

(2x+1) _

X—>+0 .X+1 RL Hx—+0 (_X+1)/

mg=2

X+

Em J-o,\{-2} e em [1,+o[ , a fungdo fé
continua por ser, nestes intervalos, definida por
fungdes racionais. No ponto x=1:

3 3

2
- X

T4
lim f(x) = I|m ( j

x—>1

=1
4-1

I|m f(x) = lim

xo>1

f(1)=%+1—1=1
lim (x) = lim £(x) = £(1)

Entao, fé continuaem x=1.
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Logo, fé continua no seu dominio. b= lim [g(x) - mx]= lim (f(x) x+1+4x)=
. Assintotas verticais: e
f é continua. Logo, s6 podera existir assintota = x'L"[‘w(f(x) +3x+1) = xlm(f(x) +3x)+1=0+1=1
vertical em x=-2. Areta de equacdo y =—-4x+1 é assintota do
lim f(x) = lim = % _3_ 0 grafico de g.
x—>-2 x>24 — x 4 — (_2) 0
4. D =R"
lim f(x)= 03 —o ' 1
x—>-2
h(x)=—-2x—f(x)
lim £(x) = 3 i *
e o Se y =2x-3 é assintota de f, ent&o:
y=4-x? f(x) P

lim

x40 x

:
7N lim (1092 =-3

Areta de equacdo x =-2 € a Unica assintota

lim f(x) =400
vertical ao grafico de f. T4
Assintotas n&o verticais: . fim h(x) = lim (7_2)( f(x)j e
Se x > —o: ot oo
metim ) _m 33 3 |- b)
x—>-0 X x——0 X(4—X2) +OO(—OO) —00
3 3 Il. xliﬂ]ﬁ(Zx ~f(x)) = —xILrpw(f(x)— 2x)=—(-3)=3
b= lim [f(x)-mx]= lim >=—=0
x>0 i R e II-c)
Areta de equagdo y =0 é assintota ao grafico de f 1 2% — ()
quando x — - . m=lim hx) _ lim £
Se ¥ > 00" x>+0 x X—>+0 X
L =|im(iz-2-@)=i-2-2=-4
m=tim ) i a "~ i [i+1-1) ! o
rotw  x  xobe x vt |y X I -c)
— 0= 2
=0+1-0~1 v tim T o fim B
1 ooy o> x(bx + 3)
b= lim [f(x) mx] = lim ( +x-1 x)
x40\ x ) 3 (axz )v
) 1 < lim =2 = lim ————=2
= lim (; - 1) =0-1=-1 " ba’ + 3x o (bx2 + 3x)
Areta de equagdo y =x—1 é assintota ao grafico _ 2ax 5 (2ax)’
de fquando x — +ox. < lim =2 & lim ———=2
X—>+00 2bx+3 RL'H x—>+0 (2bx+3)
As retas de equacdes x=-2, y=0e y=x-1
s&o as Unicas assintotas ao gréfico de f. < lim % 2 oliml-2 oa= 2b, b=0
D,=D,=R" 2
- )= 22
lim (f(x)+3x)=0 bx+3
2
g(x)=f(x)-x+1 lim [f(x) 2x]=-3< lim |:;bx3—2x]=—3
X—>+o0 _x+
lim (f(x)+3x)=0< lim (f(x)-(-3x))=
H+ao( ) ) H+°c( () =( )) i 2bx2—2bx2—6x_ 3 i —6x 3
Entao, a reta de equagdo y =-3x é assintota ao <am bx+3 =T e m bx+3
grafico de f. « ,
| nl ICa que |m —9. 'H x—>+0 T X—>+0 -
9 aue RET (bx + 3) b
Assintota de g: _6
_ Sb=—ob=2
m= tim 9E) _ i [ =2t 1 3
Teexomm X a=2boa=2x2<a=4
— lim (M_1+1J=_3_1+0=_4 IV — a)
X—>+0 X X

I-b), ll=c), l=c), IV -a)

47



4. Funcao inversa

Pag. 76

Tarefa 5

Na fungéo f porque existem retas horizontais que
intersetam o grafico de f em dois pontos.

Pag. 77

Questéo 69

69.1.

69.2.

69.3.

f(x)=-3x

1.° Escrevemos y em fungédo de x: f(x)=y
f(x)=y<-3x=y

2.° Resolvemos a equagéo f(x) =y em ordem a x.

y

3
3.° Trocamos as variaveis x e y

Sx=yox=-

1
Flx) = —x 4 ——
(x) x+10

1.° Escrevemos y em funcdo de x:f(x)=y
1
f = —x+— =
(x)=ye-x 0-Y
2.° Resolvemos a equagéo f(x) =y em ordem a x.

—x+%=y®—x=y—%@x=—y+ﬁ

3.° Trocamos as variaveis x e y

T
AT
f’1(x)=—x+i

10
f(x)=—%x+%

1.° Escrevemos y em fungdo de x:f(x)=y

f(1)=y @ -griq=y

2.° Resolvemos a equagéo f(x) =y em ordem a x.

—1x+1= y ©-4x+3=12y & -4x=12y-3 <
& & ™

3
S x=-3y+—
x y 2
3.° Trocamos as variaveis x e y
3
=-3x+—
y X P

! (x)=—3x+%
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Pag. 78
Questdo 70
70.1.f(x)=x3;f(x)=y®x3=y@x=%/;
y=3Ux
' R - R
x - Ux
3
70.2. f(x)= 22~
3
3_
Nﬂ=y©2x LD SIPTF YP

70.3.

<:>2x3=3y+1<:>x3=w<:>x=$/M
2 2
3x+1
=3
Y72

f': R > R

33x+1
2

1
f(x)=x°—=
()= -1

f(x)=y<3x5—%=yc>x5=y+%<:>x=f/y+%
1

=5 + —

y=3y 3

' R > R

/ 1
5y + —
X —> y 3

Questao 71
71.1.
CA. 3x-1 [x+2
-3x-6 3
-7
7
f(x) =3- x+2

71.2.

x =-2: assintota vertical
y =3 : assintota horizontal

D, =R\{-2}; D; =R\ {3}

alculo

- pa

Interseqio com o eixo o,- wufl
gix)=0 3353333

f(x)=y<:>%=yx<$:_>23x—1=yx+2y<:>
2y +1

S3x-yx=2y+1ex(3-y)=2y+1x=
y#3 3_y

~ 2x+1
=5
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Pag. 80 y=2x-2

Para 3<x<9:
Tarefas de consolidagao 4

.M 5-4 1
11 D,:[O,S], D, :[1,9] mBC_Q—S_E
1.2. Sejam A, B e C pontos do grafico de f tais que y=mx+b

A(0,1), B(4,3) e C(5,9).

1
Para 0<x<4: Y—EX+b,A(3,4)

3-1 2 1 1 1 7
m,, = =—=— =— —4-— ==
ABTA_0 4 2 4 6x3+b<:>b 4 Zc»b 2
y=mx+b 1 7 x+21
1 Y 6" 276
y=—x+1; A(0,1); b=1
2 2x—-2 se 1<x<3
Para 4<x<5: f'(x)=
(x) x+21 se 3<x<9
_9—3_6
5 5-4
D , =[1,9], D, =[0,5]
f f
y=mx+h 1.5. a)Para 1<x<3:
Y =6r+b 5. a)Para 1<x<3:
5(413) (f’1) (x)=(2x—2) =2
3=6x4+b=3=24+bsb=-21 (f*1)’(2)=2
y=6x-21
1 b) Para 3<x<9:
—x+1 se 0<x<4 ,
f(x)=12 1
6x-21 se 4<x<5 6
1.3.
f f
O 1 On 1 21. £(0)=0?+2=2; f(1)=£+2=3
4.3 4x__ 3
5.9 5= _ 9 f(3):32+2:11
Auto . Eixos O Mevegar Célculo
‘Jo I‘
|
Ink: ¢Bo com o eixo \ 8
gix)=0. 3333333
y
o 1 2 3 =«

2.2 f(x):y<:>x2+2:y<:>x2:y—2<:>0x: y-2

y=~x-2
240 > R

ol 1 3 g x7

1.4. Sejam A, B e C pontos do grafico de ' tais que

A(10), B(3,4) e C(9,5). ¥ o Nx-2
, 17 1 ,

Para 1<x<3 2.3, () (x)=[(x—2)2} o e (x-2) =

4-0 4 2
Me=3 17372 PERCIE
y=mx+b =§(x_2)2><1=2 x—2
y=2x+b; A(1,0) m=(F") (3)= = =1
0=2x1+beb=-2 y3-2 2



y=%x+b

1=1><3+bc:>1—§=bc:>b=—1
2 2 2

1 1

V=373

31. f(x)=ye3-x=y&

<333—x=y2<3—x=y2—3c>x=—y2+3

y=-x"+3
FUR, > ]3]
x —> -x*+3

4. 2+ (3)-F[f(5)]=1+3-5=—1

f
TN
0 0
"
TN
1 2
"
TN
3 3
"~ f
N 5 o f(5)
6 4 "
" f
! f
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5.1.

5.2,

1

f(x)=——: D, =R\{-5

(=50 O =R\ES)

f(x)= = 1=2 1

(x) y@2x+10 ye xy +10y
1

o 2y=10y-1ex= Y 1 5, 1
-2y -2y 2y

1

=By

y +2x

_ 1

f1(x)=—5+E;Df_1=]R\{O}

fR\{0}] > R\{5}
x - —5+i
2x

f(x)=vx’+4; D, =R}

Como 0 é o menor valor do dominio de fe fé uma
funcéo estritamente crescente, f (0) = M =2
€ o menor valor do contradominio de f.

D; =[2,+o]

f(x)=y oV’ +4=y & P+4=y o

x“+4>0

<:{>)x2=y2—4<:>x=\/y2—4

y=+x*-4
249 - R;
x - Jx*-4

6.

Péag. 81
f(x)=vx+1; D, =1+
g(x)=x*; D, =R}
CA | F(x)=5eVi-1=5cx-1-25cx=26

f
TN
26 5
"_~
f1
— 2 _ —
g(x)—4c>x —4§x—2
g
N
2 4
"~
91

f(x)=2<:> x-1=2x-1=4x=5

F(5)+(Fog")(4)=26+F"[g7(4)]=
=26+f"(2)=26+5=31

Como o gréafico de ' se obtém do gréafico de f
pela reflexdo do eixo y = x, a figura que pode ser

parte do grafico da fungdo f~' é o da opgéo (C).



(9o ")(-2)=g[f"(-2)]=g(-3

F(-2)=-2

g(x):kx+3

(f+g) ' (-5)=—2&(f+9)(-2)=-5«

of(-2)+g9(-2)=-b5<-2+g9(-2)=-5<

9(-2)=-3

Por outro lado, g(-2)=-2k+3.
Logo, 2k+3=-3<-2k=-6<k=3

Opgéo (D)

Avaliagao formativa 4

1.

Opcéo (A)

f(x):2x; f(x)=yc>2x=yc>x=2

Y=%: f(x)=
Opcéo (B)
f(x)=x; f(x)=y ox=y

y=x; f'(x)=x; Falsa.

Opgao (C); Verdadeira.
Opgao (D)

f(;;):%
D, =[36]; D; =B,—1}

f(x)=y<:>%=y<:>x=6y

() =g(x) =~
Dg =Ry ; D; =R, ; Falsa.

f(x)=%x+3

X : Verdadeira.

Pag. 83

1
f(x)=y o —x+ 3 = 6=2 -2y-6
(x) yc>2x+(xz) (x};)cwm yox=2y

y=2x-6
f'1(x)=2x—6

3.1.

3.2,

Propostas de resolu¢dao do manual —
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f(x)=

1

3x+12
={xeR:3v+12#0}=R\{-4}=D,

Ixx-12x#-4

Funcbées

Vamos escrever a expressao analiticade ' e
calcular o seu dominio.

fx)=y e

<3y =1-12y & x=

_1-12x

D,

3x

1
3x+

=R\{0}

12

R0} - R\{4}

1-12x
3x

9()=—5: D, == \{1

1-12y

=y<:>41=3xy+12y4:

Vamos escrever a expressao analitica de g..e

calcular o seu dominio.

g(x

ox—xy=yox(l-y)=-yox=

X —

g R\{1

f(x
f(x

)=vx-2
)=

X

F1(2)=6
l-c)
f(x)=3<§z\/x—2=3<:>x—2=9<:>x=11

£(3)=11

©)

-
N

)=y®i=y©x=y
X — x#1

1

R\ {1}

x-1

[2 +oo[

(x—1)©x=xy—y©

y
y_

1

2<:>\/ =2 x-2=4<x=6

f(x)=y<:2\/x—2=y<:>x—2=y2<:>x=y2+2

y=x*+2; f’1(x)=x2+2
I - a)
=D,

D,

f & uma funcao estritamente crescente e o0 menor

valor de focorre quando x =2, ou seja,

N2-2=0; logo, D;

D

I

a)

,=R:.
IV -

= [o,+oo[ =R} . Assim,



5. Fun¢6es exponenciais
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(
s o

6 o _1){1)'3:2;:@

24, [F(2)]" =(4?)" =4 =4i4=27;6

2.2, f(-2)xf(2)=42x4*=4"=1

-2
2.3. f(2)xg(-2)=4? x(;) =2'x2°=2°=64

2.5. f(2) 42 (4:1)_2 =(4x2)" =87 = i

26. f(2)xg(2):g(-3)=4%x (;)z : (;)3 _

Pag. 85
Questéo 72
721.2" e 5" sdodaforma a*, acR\{1}.

Entao, as fungdes representadas em (B) e (C) sédo
funcbes exponenciais.

2

72.2.a) f(0) =(3)0 =1
b) f(1)=(§)1 =§

oo )

Pag. 86
Tarefa 7
1. Se a>1:
N
y
f
1
——/
0 X

D,=R; D;=R"
f é crescente
Areta de equagédo y =0 é assintota ao grafico de f
quando x — —x.
lim f(x)=0 e lim f(x)=+oo

X—>—® X—>+0

Se O<a<1:
f Y
1
M~
0 X

D,=R; D;=R"
f é decrescente.
Areta de equacdo y =0 é assintota ao grafico de f
quando x — +o.
lim f(x)=+oo e lim f(x)zO

X—>—0 X—>+0

2. e~278>1; f(x)=e"

y

f
1
————— N
0 X
Pag. 88

Questao 73

731.f(x)=a", a>0ra=1

O ponto de coordenadas (3%} pertence ao

grafico de f. Entéo,
1 1 1

f(3)=%@as=g®a=sg®a=§

Logo, f(x) =(;j .



73.2.g(x)=a", a>0nra=1
O ponto de coordenadas (2,25) pertence ao
grafico de g. Entéo,
9(2)=25=a’=25a=+/25 a=+5
Como a>0, a=5.
Logo, g(x)=5".

ol
73.3. a) h(x):(;](x): flx) _\2 =(1jx
D; =R’
h:R - R

1 X
x > |—=
10
Como h é definida por uma expressao da forma

a‘* com O0<a<1, h é estritamente
decrescente.

b) lim h(x)= lim (11ij =+ ;

xX—>—00 X—>—00

lim h(x)= lim (110) =0
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ekt

Auta  Edxos © MHaveger Caleula

45 aauug[ /

£ noual f

1
260000} /

1aneouf , ] _Ai-f‘l./l
Inte‘rse;!o x=5 f{x)=3135
75.3.Pela questao anterior, e observando os valores da
tabela ao lado, o numerador cresce muito mais
rapidamente do que o denominador, pelo que,

X

- . .5
intuitivamente, se conclui que: lim — =+ .

x>+ x

Expressiss Grafico

Resultados exatos Ajustar o intervale
fix)
a undef
Ba 2.524354B97ed6
168 6.525394466£100
248 7.187957659r155
320 1.39524828¢e211
400 3 TBLB2B042e266
480 =
een

Questio 74
1Y’ 1
f(a)=b©( ) =bsb=—
3 3
§=i=3x3a 3
b 1
3a
Opcéo (D)
Pag. 89
Questio 75

75.1.Visualizando os graficos fe g no intervalo [-2, 8],

verificamos que, para x > 5, o gréafico de g esta
acima do grafico de f.

Aute  Efxes © Mavegar CAleuls
4BpE0E |
380000 |
2peaaa IIII
188008 ,-‘j
i
|
IntarsecHo x=S Fix)=3125

75.2.Para obtermos uma visao mais ampla,
consideramos agora o intervalo [-2,10] .
Graficamente, verificamos que a fungéo
exponencial de base 5 cresce muito mais
rapidamente que a fungéo f definida por f(x)=x°,

quando x tende para +w .

Pag. 90
Tarefa 8

1. Sejafa fungio do tipo f(x)=a", com a>1.

Auta Einos avegar Calculo

x=8 hx)=1

Na figura, podemos observar trés dessas funcdes
3 X
de expressdes: y=2*, y=3"e y= (2] .

D,=R; D;=R"
fnao interseta o eixo Ox, ou seja, f ndo tem zeros.

f nao interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas
(0,1), ou seja, f(0)=1.

f & estritamente crescente.

lim f(x) =40 e xlimxf(x) =0

y=a"°, (b=1Ad=0)

Seja g a fungéo definida por g(x) =2"°e
representamos trés fungdes deste tipo

(g, (x) =2 g, (x) =27 egqg, (x) =2,

Expressdes

Auto Elxes Wavegar Calculo

/

x=g fx)=0.5



g nao interseta o eixo Ox, ou seja, g ndo tem
zeros.

As funcgdes intersetam o eixo Oy nos pontos de
coordenadas (0;0,5), (0;0,25) e (0,2)
respetivamente, ou seja, g, (0) =0,5;
g,(0)=025e g,(0)=2.

g é estritamente crescente.

lim g(x)=+o e lim g(x)=0

y=ba*, (b#£0Ad=0)
Seja h a fungo definida por h(x)=b2", com
b >0, e representamos trés fungcdes deste tipo

(h1(x)=4><2", hz(x)=3><2x e hs(x)=%><2x).

T o
Auto © Eixos & Hevegar CAl
y
4 / ;
40
8 4 = é) 4 8
-4
x=0 Fixd=d

D,=R; D, =R"
h nao interseta o eixo Ox, ou seja, h ndo tem

Zeros.
As funcgdes intersetam o eixo Oy nos pontos de

coordenadas (0,4), (0,3) e [01)

2
respetivamente, ou seja, h,(0)=4; h,(0)=3 e
1
hy(0)==.
3( ) 2

h é estritamente crescente.

lim h(x)=+oo e lim h(x)=0

Seja i a funcéo definida por i(x)=hb2", com b<0,
e representemos trés fungdes deste tipo

(i(x)=-4x2", iy(x)=-3x2" e g(xy=-%x2xy

Auto © Eixos © Mavegar Cilcule
ﬂl
-8 -4 T, 4 ]
\\ "
2 N
@ T flxye4
. ’ -
D,=R;D/ =R

indo interseta o eixo Ox, ou seja, i ndo tem zeros.
As funcgdes intersetam o eixo Oy nos pontos de

coordenadas (0,-4), (0,-3) e [o,_%j,

respetivamente, ou seja, i, (0)=—4; i,(0)=-3 e

1

(0)=-3-

i & estritamente decrescente.
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lim i(x)=—o e limi(x)=0

y=ba"*, (b=0)

Seja j a funcéo definida por j(x) =2"+d

e representemos trés fungdes deste tipo
(Ji(x)=2"+2, j,(x)=2"+3 e j,(x)=2"-2).

Auto Eixos Havegar Calcule

A e D;=R
D}, = o+l D}, = J3.+[ & D}y = } 2.4
J, € j, ndo intersetam o eixo Ox, ou seja, h ndo
tem zeros. j, interseta o eixo Ox no ponto de
coordenadas (1,0), ou seja, 1 é zero de j, .
As funcgdes intersetam o eixo Oy nos pontos de
coordenadas (0,3), (0,4) e (0,-1) ,
respetivamente, ou seja, j,(0)=3; j,(0)=4 e
J5(0)=-1.
J é estritamente crescente.

lim j(x)=+ e lim j,(x)=2, lim j,(x)=3,
lim j, (x)=-2

X—>—0

Seja fa fungéo do tipo f(x)=a", com O<a<1.

Caleulo

glxi=1

Na figura podemos observar trés dessas fungdes

de expressoes: y = 1x y= gxey— 4 !
P AN Py REAN T 5)

D,=R; D;=R"

fnao interseta o eixo Ox, ou seja, f ndo tem zeros.
fnéo interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas
(0,1), ou seja, f(0)=1.

f & estritamente decrescente.

lim f(x) =0e xImef(x) = +o0

X—>+p0

y=a"°, (b=1rd=0)

Seja g a funcéo definida por g(x) = (2] e

representamos trés fungdes deste tipo

<g1<x)=(;j“, o, ()(;j e 9, ()(;j>



Auto

Eixos © Navegar Cilculo

Intersegio com o u;:d oy well Blxj=a
_ . o +
D,=R; Dg =R
g néo interseta o eixo Ox, ou seja, g ndo tem
Zeros.

As funcdes intersetam o eixo Oy nos pontos de
coordenadas (0,2), (0,4) e (0;0,5) .

respetivamente, ou seja, g,(0)=2; g,(0)=4 e
9,(0)=0,5.

g € estritamente decrescente.
lim g(x)=0 e lim g(x)=+»

X—>+0

y=ba"°, (b=0rd=0)

Seja h a fungao definida por h(x)=b x (%) , com
b >0, e representamos trés fungbes deste tipo
(h1(x)=4><[%J , hz(x)=3><(%j e

1

()= [Ej )

x=8 h{x)=8.5

D,=R; D;=R"

h néo interseta o eixo Ox, ou seja, h ndo tem
zeros. As fungdes intersetam o eixo Oy nos pontos

de coordenadas (0,4), (0,3) e [0%) :
respetivamente, ou seja, h,(0)=4; h,(0)=3 e
1
hy(0)=—.
3( ) 2

h é estritamente decrescente.
lim h(x)=0 e lim h(x)=+oo

Seja i a fungéo definida por i(x) = b(;j , com

b <0, e representemos trés funcdes deste tipo

(i(x)=-4x (;) iy (x)=-3x (;j e
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WO o
Auto . Edxos O Waveger Célcula
“
B 4 | 4 []
x=f : fix)=-4
. r -
D,=R; D/ =R

indo interseta o eixo Ox, ou seja, i ndo tem zeros.
As funcdes intersetam o eixo Oy nos pontos de

coordenadas (0,-4), (0,-3) e (0,—%)

respetivamente, ou seja, i,(0)=-4; i,(0)=-3 e
1

5 (0)=—= .

iy (0) 2

i é estritamente decrescente.
limi(x)=0e limi(x)=-x
X—>+0 ( ) X—>—00 ( )

y=ba"*+d, (b=0)
Seja j a fungéo definida por j(x)= (;j +de

representemos trés fungdes deste tipo

(./1(x)=(;jx+2, jz(x)=(;jx+3 e

. 1\
_/3(x)= 2] -2).

Auto Eixos Navegar Céleulo

Zero x=-] hixz)=8

D, =R

D;, = 2,400 ; D;, =3+ € Dj, =]-2,+o0]

Jj, e j, ndo intersetam o eixo Ox, ou seja, ndo tem
zeros. j, interseta o eixo Ox no ponto de
coordenadas (—1, 0), ou seja, -1 é zero de j, .
As funcgdes intersetam o eixo Oy nos pontos de
coordenadas (0,3), (0,4) e (0,-1) ,
respetivamente, ou seja, j,(0)=3; j,(0)=4 e
Js (0) =-1.
j € estritamente decrescente.

lim j (x) =+

x——0

e lim j,(x)=2, lim j,(x)=3, lim j,(x)=-2



Pag. 91

Questio 76

76.1.

76.2.

76.3.

f(x) =-3"
O grafico de f obtém-se do grafico da funcéo
definida por y =3 por uma reflexao de eixo Ox.

aleula

Interseclo com o &ixo Oy W=l fix)=-1

D} =R~
f & estritamente decrescente.
O grafico de finterseta o eixo Oy no ponto

(0.-3°) = (0,-1) e n&o interseta o eixo Ox.

Areta de equacdo y =0 é assintota ao grafico de
f.

lim (-3*)=—= e lim (-3")=0

X—>+0 X——0

1 X
=|—| -4
9t (4)
O grafico de g obtém-se do grafico da fungédo

1 X
definida por y = () por um deslocamento

4
vertical de quatro unidades para baixo.
Auta Eixos Mavegar Céleula

Zero w=-1 Tix)=0

Dy = ]—4, +oo[

g é estritamente decrescente.
0
g(0)=(1) -4=1-4=-3

1

-1
A)=|-| -4=4-4=0

o(-)-(5)

O gréfico de g interseta o eixo Oy no ponto (0,-3)

e o eixo Ox no ponto de coordenadas (-1,0).

Areta de equacdo y =-4 ¢é assintota ao grafico
deg.
lim g(x) =-4 e lim g(x) =+

h(x)=-2¢""+4

O grafico de h obtém-se do grafico da fungéo
definida por y =e* pela aplicagédo sucessiva de:
um deslocamento horizontal de uma unidade para
a esquerda; dilatacéo vertical de coeficiente 2;
reflexdo de eixo Ox; deslocamento vertical de 4
unidades para cima.

Propostas de resolu¢ao do manual — Funcdes

Zero x=-0_ 3868528 fix)=8

Dj =4
h é estritamente decrescente.

O grafico de h interseta o eixo Oy no ponto

(0, -2e + 4) e interseta o eixo Ox num ponto, ou
seja, h tem um zero.

Areta de equagdo y =4 ¢ assintota ao grafico de
h.

lim (-26""+4)=—0 e lim g(-2e*"+4)=4

x40 X0
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Questio 77

771.

77.2.

77.3.

77.4.

N =

22=6422=2c"=6cx=12; S={12}

N | =

1
8- V2=008" " =V2(22) =22 o

1
o253 =22 <:>6x—3=%<:>12x—6=1<:>

c>12x=7©x=l; S= l
12 12

(@)=t orr-g o) =(2) o
24 =22¥ 54 4x=-3x o 4x+3x=-4 &
o-x=-4ox=4; S={4}

_52x+3 _1 — 4 = _52x+3 — 5 o 52x+3 — _5

Equagéo impossivel (5> >0,VxeR); S={ }

Questio 78

78.1.

78.2.

O grafico de f obtém-se do grafico da funcéo
definida por y = 4* por um deslocamento vertical
de 8 unidades para baixo. Logo, a reta de equacgéo
y =-8 é assintota horizontal ao grafico de f.

O grafico de g obtém-se do grafico da fungéo
definida por y = 2* pela aplicacédo sucessiva de:
deslocamento horizontal de 2 unidades para a
esquerda seguida de um deslocamento vertical de
24 unidades para cima. Logo, a reta da equacéo
y =24 é assintota horizontal ao grafico de g.

As retas de equagdes y =-8 e y =24 sdo
assintotas horizontais aos graficos de fe de g,
respetivamente.

f(x)=004-8=0c4=8c(2%) =2

@22x=23<:>2x=3<:x=%

% éozerodef.



78.3.£(0)=4"-8=1-8=-7

A(0,-7)
g(0)=2°2+24=22 +24=4+24=28

C(0,28)

f(x)=g(x) =4 8272+ 24 o

o(2?) -8=2"x22 +24 = (2°) ~4x2°-32=0
Fazendo 2% =y, resulta:

4+\)(-4) - 4x1x(-32)
2 x1

[

y?-4y-32=0cy=

4+~144 4+12
@y=?©y= > oy=8vy=-4<

&2°=2v 2=-4 ox=3
equagdo impossivel

AC=28-(-7)=35

ACxx, 35x3
Ansc) = 25=T=52,5u.a.

Pag. 93

Questéao 79
79.1. A(0)=0,24e°*° =0,24 x€° = 0,24 x1=0,24 m?

Significa que a area ocupada pelas ervas
aromaticas na primeira observacgéo era de
0,24m?.
A(t + 1) Meoﬁ(m) g031+03 037403
" A(t) = MGO,SI = e0,3t = epgf
~ 135
A(t+1)
A(t)
< A(t+1)=A(t)+0,35A(t)
Significa que a area ocupada pelas ervas
aromaticas aumenta cerca de 35% em cada
semana.

0,3
=e ~

~135 A(t+1)=135A(t) =

79.3. A(t+x) = 2A(t)

a) A(t+x)=2A(t)<
< 0,24 %™ — 250,24 &

03t+03x _ 2x Meom -
024

x eO,3x — 290,31‘ o

eO,3x 2/99‘37/

0,3t
e =—— e =2
(03 o) 9"

b) Recorrendo a calculadora gréfica,
determinamos a abcissa do ponto de
intersecéo dos graficos das fungdes definidas
por:

y;=¢

~e

o e0,31‘

0,3x

€y,=2
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Auto Elxos Mevegar Caleulo

1 2 3 4
x=2_ 310498682 fi{x)=2

Conclui-se que x ~ 2,3 . Significa que a area
ocupada pelas ervas aromaticas duplica,
aproximadamente, a cada 2,3 semanas.

Questao 80

Seja A, o capital acumulado que se obtém

aplicando-se juros compostos a taxa de 3% aos
1000 € e B, o capital acumulado que se obtém

aplicando-se juros compostos a taxa de juros de
6% aos 800 €.

A, =1000(1+0,03)" =1000x 1,03"

B, = 800(1 + 0,06)" =800x1,06"
Recorrendo a calculadora grafica, determinamos a

abcissa do ponto de intersecéo dos graficos das
funcdes definidas por:

y,=1000x103" e y, =800x106"

Auto ' Eixos O MNavegar Célcula
//
./'.
—
)
/./'
o
o=
2 4 6 8 1

LIS
Intersegio x=7.7723 f{x)=1258.273

O capital acumulado é igual nas duas aplicacdes,
ao fim de, aproximadamente, 8 anos.
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Questao 81
81.1 . m(100) — 5 x e—0,000121><100 — 5e—0,0121 ~ 4‘9

A quantidade de "C passados 100 anos da morte
do organismo &, aproximadamente, 4,9 mg.

81.2. m(t)=0,4m, & me ***"*" =0,4m,

P, e—0.000121t — 014

Recorrendo a calculadora grafica, determinamos a
abcissa do ponto de intersecéo dos graficos das
funcdes definidas por:

-0,000 121t
y,=¢€ ey,=04

Auto Eixes Havegar Célculo
1.2
e.8
188628803008 4088500860087 TREAT

Intarsecio x=T572, 651 fix)=0.4

O féssil tem cerca de 7573 anos.
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Questao 82 Tarefas de consolidagado 5
5000 5000 1 2 a2 4
82.1. P(0)= = =500 2,1 X _ Ts_ .3
(=17 065 15 951 e 7= e
No inicio do estudo existiam 500 peixes. *
1 3 13
82.2. Pretende-se determinar ¢, tal que: P(t) = 2500 3a2xa2 3322 352 s . 3
1.2. = =7=337 :337 = —
Recorrendo a calculadora grafica, determinamos a a° a® a° a
abcissa do ponto de intersecéo dos graficos das B2 0 N
5
funcées definidas por: 13 (2 ) +4 _ 222 4 (22) _ 222 | 922 _
5000 e 22 22 22
" 1+ 9e % € ¥, =2500 242 14242
_ 2x2 _ 2 _ 21+2\/§72 _ 22\/571
2’ 2’
Auta ix0s havegar Caleula
2. f(x)=bha", a>0,b=0

82.3.

82.4.

82.5. lim P(t) = lim =

4600
3600

2880

1888
4 & 8 1

Intarsecla *=7. 324882 f(x)=2500

A populacgéo atinge os 2500 peixes ao fim de,
aproximadamente, 7,3 anos.
5000

5000
———=1000
TSR

Recorrendo a calculadora grafica, determinamos a
abcissa do ponto de intersecéo dos graficos das
fungdes definidas por:

5000
=—7->35- € y,=1000
Trge
[ eprsies
Auto Eixos Havega leula

4800

3ea0

2800

4 & 8 1

Intersecio x=2.7083101 f{x)=1000

t~27

2,7 anos é o tempo necessario para o numero de
peixes no lago duplicar, relativamente ao numero
inicial.

P(3)-P(2) 1073162-841849 _
P(2) 1073,162 e
(:./\. ES()()() ES()()()
P(2)= = ~ 841,849
( ) 1+ge—0,3x2 1+9e_0'5
5000 5000
P(3)= = ~1073,162
() 1+9e9%®  14+9e70°

Durante o terceiro ano apés o inicio do estudo, a
variagdo do numero de peixes foi de,
aproximadamente, 27%.
5000 5000
tr40 t>214 980 14900
Significa que o nimero de peixes no lago tende a

aproximar-se de 5000.

= 5000

41.

f( 1 =6 bxa=6 . [bxa=6 -
f 24 b><33=24 bXaX32=24
b><a 6 bxa:6 bxa=6
) =
C a>0, Pt
omo a> {azz {a:Z
i b
g(-1)=3 [bxa'=3 g=3
4 < 4 < =N
(1) 3 b><a=5 bxa:i
3
b=3a b=3a b=23a b=3a
A (=
saxa=24 T3a2 =2 T2 =22 T a2
3 3 3 3
b=3a b=3><g b=2
Como a>0 2 & 3@ 2
== 2 a==
3 a=§ 3

O grafico da fungdo g obtém-se do grafico de f por
uma reflexéo de eixo Ox. Entdo, o grafico que a
representa € o V.

O grafico da fungdo h obtém-se do grafico de f por
um deslocamento horizontal de uma unidade para
aesquerda e h(0)=3""=3"=3. Entdo, o grafico
que arepresenta éo I

O grafico de i obtém-se do grafico de f por um
deslocamento horizontal de uma unidade para a
esquerda seguido de um deslocamento vertical de
duas unidades para baixo e

i(0)=30+1 -2=3-2=1.

Entdo, o grafico que representa € o lll.
O grafico de f obtém-se do grafico da fungéo

definida por y = (1) (de dominio R e

contradominio R*) por um deslocamento
horizontal de 2 unidades para a esquerda, seguido



de um deslocamento vertical de 2 unidades para
baixo. Entdo, D, =R e D; = |-2,+o[ .

4.2. y=-2 é aequacao da assintota horizontal ao
grafico de f.
4.3. Ilim f(x)=—2; lim f(x)=+oo
f y
Q x
‘-________--_--__
1 x+2 1 x+2
44. f(x)=0e|—-| -2=0&|=| =2
4 2
@(Z'Z)HZ=2<32"2'“'4=21@—2x—4=1<:>x=—§
—g € o zero da fungéo f.
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51. 5-25=05"=255"=5 < x=2
S=1{2}
x 1 x 3 1
52, 8-—=08"= <:>(2) =—&
32 32 25
<:>23"=2’5<:>3x=—5<:>x=—§; S={—§}
3 3
21 x 2121 3\" 2:2_2 3x
53. 4 =8 o(2?) =(2°) o2 ?=2c
©2x2-2=3x=2x*-3x-2=0<
31\/(—3)2—4><2x(—2) 3+./9+16
Sx= S x= &
2x2 4
c>x=315c>x=—1vx=2; S={—1,2}
4 2 2
54. 4°-2-2=06c(2") -2x-2=0c
o(27) -27-2=0
Fazendo 2 =y, resulta:
1£(=1)° —4x1x (=2
2x1
1+1+8 1£3
y="-——y="7-—oy=-1vy=2
2 2
o 2= v2'=2"ox=1,S={1
Equagéo impossivel
6.1. P(0)=50e** =50e° =50x1=50

Significa que, atualmente, a populacéo desse pais
é de 50 milhdes de habitantes.
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6.2.

6.3.

6.4.

71.

7.2.

7.3.

P(l‘+1) ~ )5660'03(“1) ~ g0.03t+0,03 ~ e;ws?w,oz ~
P(t) - 56e°'°3’ oot 99_0,3( =
=e%® ~103
P(t+1
F(,(";) ) 103 P(t+1)~1,03 =
< P(t+1)~ P(t)+0,03P(t)
P(t+1
;(Jtr) ) ~ 1,03 . Significa que a populacdo do pais

cresce cerca de 3% ao ano.

P(1 0) -P(0)= 50e%%*"° _50 = 50e%° - 50 =

~ 17,493

P(10)-P(0) . 17,493
P(0) 50

Estima-se que, nos proximos 10 anos, a populagéo

aumente cerca de 35,0%.

P(t) =78,4 & 50e"* =78,4

Recorrendo a calculadora grafica, determinamos a

abcissa do ponto de intersecéo dos graficos das
funcgdes definidas por:

y,=50e"%" e y, =784

~ 0,350

Auto Einos

Havegar Calcule

tize

=14 59335 glx)=T8.4

x~15
A populacgéo sera de 78,4 milhdes de habitantes ao
fim de, aproximadamente, 15 anos.

4>004""42>042f(x)>2

D; =12, +o[
2°>059x2">9x0<g(x)>0

D) =R’

y =2 é aequacao da assintota horizontal ao

grafico de f.
f(0)=4""+2=4+2=6

A(0,6) . Entdo, OA=6.
f(x)=g(x) 4" +2=9x2" &
S4x4"+2-9x2" =0

o 4x(27) -9x27+2=0
Fazendo 2 =y, resulta:

9+,/(-9)" ~4x4x2

4y -9y +2=0y= =
Y Y Y 2x4
9++/81-32 9+ /49 9+7
y=78 Y= 8 =y= ) <

<3y=%vy=2c>2x=%v2”=2<3



©25=22y2" =" x="2vx=1
Como a abcissa de B é negativa, x; =-2.

ax‘xs‘ 7><‘—2‘ 6x2
Aol =5~ 5 T 3

=6 u.a.

Pag. 99

Avaliagao formativa 5

1.

Sabe-se que f(0)=-2 e na opgao (C),
f(0)=2><20 =2x1=2#-2.

Logo, a expressao apresentada na opgéo (C) ndo
pode definir a fungdo representada.

As expressdes apresentadas nas opgbdes (A) e (D)
também ndo podem definir a fungéo representada,
porque se trata de fungdes obtidas a partir de uma
funcdo de y =ba*, a>1e b=0 poruma
dilatacdo de coeficiente 2 de seguida de uma
reflexdo de eixo Ox, que resultaria numa funcéo
decrescente.

.
'

JSy=ha',a>1
1] .°

L &

-="

f

A expressao apresentada em (B) pode definir a
1 X
funcéo f, pois obtém-se do grafico de y = (Zj por

uma dilatagéo de coeficiente 2, seguida de uma
reflexao de eixo Ox.

f

(2-2¢"")(e* -¢)=0c

=2-2e""=0ve* -e=0s

o-2e"'=2ve¥zece ' =1ve¥ =e' o

<:>e"'1=e°v2x=1<:>x—1=0vx=%<:>

c>x=1\/x=1; S={7,1}
2
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4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

f(x)=—2x2"2+8

L 2250 2x2"?<2x0<
©-2x2"2+8<0+8<f(x)<8
Logo, D; = |-»,§[ .

l-c)

I. f(0)=—2><2°’2+8=—2><2*2+8=_2£2+8=

=—1-l,-8=E
2 2
Il —a)

. f(x) =0 -2x2"2+8=0-2""2=8=

2= x-1=3cx=4

Il - b)

IV. D = ]-,§

Entéo, a reta de equacdo y =8 é assintota ao
grafico de f.

IV —b)

P(0) 800 _ 800 ~100

T117e°2° 147
Foram introduzidos no lago 100 peixes.
800 800
P(5)= = ~ 224
(%) 1+7e0%%  147e™
Ao fim de 5 anos existiam cerca de 224 peixes

daquela populagao.

800
800
< ——+—=300
1+ 7%

Recorrendo a calculadora grafica, determinamos a
abcissa do ponto de intersecéo dos graficos das
funcdes definidas por:

800

N Tigeon © V2 =300
BT - R

Auto Eixos Navegar Céleulo

300 |

we? ITS422626

fix)=308
x~7

A populacéo triplicou ao fim de, aproximadamente,
7 anos.

lim P(t) = lim 80002t= 800 _ 800 _gy
oo 52147 %% 1+7e” 1+7x0
lim P () = 800

t—>+o

Representa a capacidade de suporte do lago.



6. Fung¢ées logaritmicas
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Tarefa 9

1. Com 3 dobragens o numero de camadas é 8 .
Com 4 dobragens o nimero de camadas € 16.

2. f (x) =27

21. x=6; 2°=64

2.2. f(x)=256 significa o nimero de dobragens

necessarias para obter 256 camadas.
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1Y 1 y 1 v 1
@[82] :322<:>82:322<:>(23)2:(25)2<:>

3y 5
22 =22 <i>3—y=§@3y=5@y=E
2 2 3

84.9. log, 1+log, % +log, 4=

32

- a2 a2

=0+log, 16 —g—logz(z) 5=
2 2 22
=log,2*-==4-==_=2=
% 5 5 5

CA. 1Y
log, 4=y |—| =4
9142y (32]

32

@(2-5)y =2 o2 =2 o

4:—5y=2<:y=—§
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Questao 83
83.1. log, 16 =log, 2* = 4
83.2. log, % =log, 2" =-1
1 1 S 5
83.3. log, /32 =log, 322 =log, (2°)? = log, 22 =5
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Questao 84
84.1.log, 32=1l0g,2° =5 ou

log,32=y <2 =322"=2<y=5
84.2.log,5=1o0ulog, 5=y =5 =5oy=1

84.3. log, % =log, 27" =log, (3°) ' =

=log, 3°*=-3 ou

Iogai=y©3y=i©3y =27
27 27

o3 =(3) 0¥ =3"cy=-3

-2
84.4.10og, 16 =log, 4% =log, [1j =-2 ou
3 3 4

y
I09116=yc>(%) =164V =4 o
7

S-y=2cy=-2
84.5. log, 81=1l0og, 9’ =2 ou log,81=y < 9 =81
oY =9Poy=2

y

84.6.10g, 9=y =81 =95(9°) =9

R

oW -9s2y=1cy=

N|—=

84.7.log, 125 =log, 5° =3 ou
log,125=y <5 =125<5 =5 <y =3

84.8.10g; V32 -y = (V8) =32 =
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Questao 85
85.1.10og0,001=10g107°® = -3

)
85.2. log (%) ~log(10)* =log10? = 2

85.3. |og(‘/°’°°1] _ |og[\/1°__3] og (10° )%

10° 10° 10°

3
2

10 23 29
—log| > |=log[102 " |=log10 2 =~
og 10° 09[ J og >
3/ .2 2 1 g 2
85.4. In( e ):In[(e )3J=Ine3 -3

]+|n(eJE)= In((x/g)_1)+ln[exe;j -

1\ 1 1 3

- e - > 1 3

e? +Ine 2=Ine 2 +lne2=-—+—=1
2 2

85.5. In(

1=
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Tarefa 10

10.1.  f(x)=log,x, a>1
D,=R"; D;=R
f & estritamente a>1
crescente
Assintota vertical: x=0 >
Zerode f: 1
lim f(x) =+

X—+0

10.2. f(x) =log, x, 0<a<1

Ylo<a<1

D,=R"; D; =R
f é estritamente decrescente
Assintota vertical: x=0



Zerode f: 1
lim f(x) =—0

X—+0
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Questao 86

86.1. (1j =0,125c>(1) =1c>
2 2 8

x 3
(g 5] =r-
2 2

S=1{3}
86.2.e* =3« x=In3

S={In3}
86.3.2e =2 e =1

cel=e"ex-3=0x=3

S=1{3}
864.2"-6=0=2"=6<

©2"%x2=62"=3=x=log, 3

S ={log, 3}
86.5.2""'-3x2""'=3

S 2x2-3x2"x2"'=3&

= 2F 2—3><1 =3®2’“><1=3©

2 2

©2"=6<x=log, 6

S ={log, 6}
86.6.3x2"-3"=03x2"=3"

3" 3Y
=—o3=| = =log, 3
S PR,

S= {Iog3 3}
2

86.7. 2¢°" —-3=5¢"" < 2e* -5 -3=0
=2(e”) -5 -3=02) -5y -3=0&

<3

M.V. | e =y
—(-5)++/(-5)° —4x2x(-3
oy O —4n2x(3)
2x2
= —5i7© =3v ——14:
y= 4 y=9ovys= 2
e =3vet oo
— 2
Equagdo

impossivel

<:>3x=|n3<:>x=1|n3

=
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Questao 87
87.1.10%?%2>0=-10*? <0<

©-10"7?+2<2g(x)<2
;- }n2|
87.2. g(x)=0<:>—102x‘2 +2=0&

&-10"?=-210""=2c

& 2x-2=log2 < 2x=10g2+2 <

1
< x=—log2+1
X 2 g

Zerode g : %I092+1

87.3.Vamos determinar a expresséo algébrica de g'.
-10%7?12=y = -10"?=y-2<
<107 ?2=2-yo2x-2=log(2-y) <

@2x=Iog(2—y)+2<:>x=%Iog(2—y)+1
y=llog(2—x)+1
2
g“(x)=%log(2—x)+1
D,=R; D, =]-2
D, =R; D_ =]-»2
g =2 - R

X - %Iog(Z—x)+1
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Questao 88
88.1. f(x)=log(x - 4)

D, ={xe]R:x—(44)>O}=]4,+oo[
lim f(x)=+oo; Iirgf(x):—oo

O grafico da fungdo f admite uma assintota
vertical de equagcédo x=4.

D, =R

Como D, = ]4,+x[ , o grafico de f n&o interseta o
eixo Oy .

EEEE - B

Auto Eixos Havegar Célculo

%<5 f(x)=0
88.2. g(x)=In(x+e)+2
D, ={xeR:x+qe>0}=]—e,+oo[

lim g (x) =+

X—>+0



88.3.

lim g(x)=-o

O grafico da fungdo g admite uma assintota
vertical de equagdo x=-e.
D, =R
g(0)=In(0+e)+2=Ine+2=1+2=3
Ponto de intersecéo do grafico da fungdo g com o
eixo Oy : (0, 3)

T —

Auto & Eixos Navegar Caleulo

x=l fx)=3

(x+2)+5

Dh={xeR:x-z-2_§O}=]—2,+oo[

lim h(x)=—o0

X—>+0

lim h(x) = +o

x—-2"
O grafico da fungdo h admite uma assintota
vertical de equagdo x =-2.
D; =R
h(0)=log, (0+2)+5=log, 2+5=
2 2

=log,,2+5=-1+5=4

Ponto de intersecéo do grafico da fungdo h com o
eixo Oy : (0, 4)
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2+2><1In5
2 —

1
89.3. ez+2|nJ§ — @228t _

2+In5

=e?™ —e? xe" =e? x5=5¢7

89.4. log, (Iogb b* ) =log, a* =3

Questao 90
90.1. log, b xlog, c=log, ¢

log, bxlog, ¢ = log; D x log, ¢ =log, ¢

08;5

90.2. log, (ab’) =7 < log, a+log, b* =7 <

< 1+log, b* =7 < log, b* =6 <

< 2log,b=6<log,b=3
log,a 1

log, a= =
% log,b 3

Auta Eixos © Mevegar Cleuls
:luK” e
IntersegBo com o eixo Oy w=l Fix)=d
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Questéo 89
89.1.Ine* +e™ =4+e" 2413213
89.2. 5

EIn4—5In6+10In\/—=

;
=gln22 ~5In6+10In32 =

=§x2ln2—5ln6+10xlln3=
2 2

=5In2-5In6+5In3=5(In2-In6+In3) =

=5(In2+ln3)=5(ln1+In3)=5ln(1x3j=
6 3 3

=5In1=5x0=0

Questao 91
91.1.Dominio da condicao:

D={xeR:2x—1>0}=};,+00[
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Iogs(2x—1)=|0932©2x—1=2/\x>%©

SPX=TAX> - SSX=—

2 2 2

-
2
91.2. Dominio da condicao:

D={xeR:2x—1>0}=};,+oo[

2log, (2x-1)=2<log, (2x-1)=1<

<:>2x—1=31/\x>%<:>2x=4/\x>%©

©x=2/\x>1<:)x=2

S={2}
91.3. Dominio da condicao:
D={xeR:(2x-1)">0}=

:{xeRZZx—1¢0}:

={xeR:x¢;}=R\{;}

log, (2x 1)’ =2<:>(2x—1)2=32/\x¢%<:>

@(2x—1=3v2x—1=—3)/\x¢1©
2

<:>(2x=4v2x=—2)/\x¢1<:>
2

(:)(x=2vx=—1)/\x¢%

S={-12]
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91.4. Dominio da condicao: 91.8. Dominio da condicao:

D={xeR:x—22>0}=]2,+oo[ 1
-2 D=lxeR:1-x>0A1-2x>0 =i|—oo,f|:

log, 5+1log, (x —2) =log, 10 < o *”_[Kl) 2
2

& log, (x~2) =log, 10-log, 5 < xlog(1-x)-2log(1-x)=(2-x)log(1-2x)

< log, (x—2)=|ogzg<:> <log(1-x)(x-2)=—(x-2)log(1-2x) <

< log, (x_2)2|0922© @|Og(1—x)(x—2)+(x—2)log(1—2x):OC>

SXx—2=2Ax>2x=4AXx>2 @(x—2)[|°g(1—x)+|09(1_2x)]=O@

S={4 & (x-2)(log[(1-x)(1-2x)])=0 =
91.5. Dominio da condicéo: )
©x-2=0vlog(1-2x-x+2x*)=0

D={xeR:3x>0A2x+1>0}=]0,+[ ©x=2vlog(2x* ~3r+1) =0

x>0Ax>——

(+>0) AN x=2v2x2—3x+1=100)/\x<%©
In(3x)-In(2x+1)=0 =

1
2 _ +1= —
| (3 ) I (2 1) 2v2x 3x+1 1)/\X< =

< 3x=2x+1Arx>0 X 2vx(2x—3)=0)/\x<%©

g

(
&

(
Sx=1Arx>0x=1

S={1} <:>(x=2vx=0v2x—3=0)/\x<%<:>

91.6. Dominio da condicao:
3 1
S x=2vx=0vx=5 AX<— &

D={xeR:xJ(r1jO}=]—1,+oo[ 2
log, (x +1)=1-log, 3 & :x{z}o
& log, (x+1) =log, 2 log, 3 < -
< log, (x+1) =log, % & Pag. 111
2 2 Questao 92
Sx+tl=—Arx>-1ox=—-1rx>-1 )
3 3 92.1.D={xeR:x2—1>0/\(x+1) >0}=
<:>x=—%/\x>—1 = |0, U 140
1 CA | ¥ 1=0e
S:{_3} sSx=-1vx=1
91.7.Dominio da condigao: + +
-1 1
D={xe]R:xzﬁr%-cg?r%i?OAxﬂ(-x?_;O/\xtzgﬂ}: (x+1)2 >0 x#—1
= ]2+ \ {1} 92.2. f(x) = 2log, (x* 1) ~log, (x +1)° =
log,,, (¥’ +3)=2< (v _1)2

_ 2 _4\%_ 2 _ _
@(x+2)2=x2+3/\x>—2/\x¢—1@ —|ng(x 1) |ng(x+1) log,

S XF 48x+4=xF +3Ax> 2 ax2 -1 (x2—1)(x2—1)

O e

<:>x=—%/\x>—2/\x¢—1 (x—1)M(x—1)M

= I()g2 =

(1) (1)

(3
4 ~log, (x - 1) =2log, (x—1) A x >1

Sh4x=-1rx>2Arx2-1&




92.3.f(x)=0<2log, (x-1)=0<
elog, (x-1)=0x-1=2 Ax>1c

Sx=2Ax>1
Zerode f: 2

Questio 93

x<1

e’
7 x 2‘1 x21

log, (h(x))=x+log,3rx 21

elog, (7x2"-2)=x+log, 3rx 21

elog, (7x2"x2"-2)=x+log,3Ax 21

< log, (fo ) log, 2" +log, 3Ax 21

& log, Zz* j log, (2" x3)Ax21e

<:>z -2=3x2"Ax21&

@%2"—3><2X/\x21©
7
<:>2"(2—3jz2/\x21<:>

©2xx%=2Ax21©2x=4/\x21©
2= Ax21x=2rx2>1
S={2}
Questao 94
94.1.f(x)=01+In(3e" +4) =0

<:>In(3e"+4):—1<:>3e"+4:e‘1 =N

,‘]_
@3e”=e‘—4©ex—e34
. 1 4 . 1-4e

oS =——— =
3e 3 3e
et =-12107...

Equagéo impossivel
A funcéo f ndo tem zeros.
94.2. f(x)=2x+1e

@/f+ln(3e”+4)=2x+/f@
o3 +4=e" o

<:>—(e’“)2 +3e"+4=0<
MV. | ey

-y*+3y+4=0

—3i,132—4><(—1)><4

er= 2><(—1) <
-3%+/25 -3+5
®y=7_2 @y: i) =
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oy=4vy=-1ce’ =4vﬁ<:>
imRosSve
=In4 o x=In2? & x=2In2
A abcissa do ponto de intersecéo é 2In2.

94.3. f(x):y<:>1+ln(3ex+4)=y<:>

ein(3e"+4)=y-1o3e" +4=¢""
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Questao 95

3e"+2

f(x)=e"'-—2—Z
(x) -

g(x)=-Inx+3
Recorrendo a calculadora grafica, com
y,=f(x)=e"" —% ey,=g(x)=-Inx+3,

no intervalo ]0,5[ , determinou-se o zero de f,

bem como as coordenadas do ponto B, intersegcéo
dos dois graficos, tendo-se obtido os seguintes
resultados, com arredondamento as centésimas:

x,=110, x, 2,13 e y;=2,24.

Naveger Cilculo

%”‘”’

Interseglo =2 134888 f(x)=2 241961

OAxyB X4 XYg
AIOAB] =T=

%12

A area pedida é cerca de 1,2 u. a.
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Questao 96

t
P=PFe 2
Pretende-se determinar ¢, tal que

t
P=%PO<:>POe 25°=%P0<:>

Lo t
@_

Se 0 =—

—:Inlc»
4 250 4



o -t=In4"x250 & -t=-In4x250 &
< t=In4x250 <t ~ 346,57
Sao necessarios 347 dias, aproximadamente.

Questao 97
971.t=0
600 600 600
T 1+46 "0 11 46° 1+ 4x1
120x10=1200 individuos.
t=2

=120

600 600 600
1+4e—(ln2)><2 1+4e—2In2 1+4e|n2*2

T i002*2= 6001=6%0=300
*aAx 1rdx,

300x 10 = 3000 individuos.
3000-1200 1800
2 )
A afirmacgéo é verdadeira.
600

97.2. N= T N +4Ne "' = 600 =
+ 4e

=900

600-N
= N
4N

1 600-N
600 - N n

S -(In2)t=In"""" = o t= I‘r‘]’\z’

600— N In(GOO_NJ1
AN 4o 4N
In2 In2

( 4N j
In

600-N
oSt=——-—7-—7=

In2

< 4Ne "' =600- N < e "2

—In

St=
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Tarefas de consolidagio 6
11. y=log,x; P(4,-2); a>0 e a=1

-2=log, 4 a’=4<a’=2"<

1 1 1
@(7) =2 oc-—=2o1=2aca=—
a a 2
1
1.2. y=log,x; P §,—2 ca>0e ax1

—2=Ioga%<:>—2=loga 9"
& -2=log,3%? <a’=3%?<a=3

2. ¥ =2cIne** =In2
A equacéo da opgéao (B) é equivalente a equagao
e’ =2,
¥ =2c2-3x=n2s
& -3x=-2+IN2<3x=2-1In2
A equacéo da opcéo (C) é equivalente a equagao
eZ—3x — 2 .

3.1.

3.2,

3.3.
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1-3x

R _ e
e =2e"o-—=2o
e
PN e1—3x—(-1) — 2 e Z 0 @23 Z D

A equacéo da opgéo (D) é equivalente a equacéo
e =2.

A equacgédo que ndo é equivalente a equacéo
e?* =2 & aopcdo (A).

Os pontos A e B pertencem aos graficos das
funcdes f e g e tém abcissas 1 e 2

respetivamente. Entdo, f(1)=g (1) e 7(2)=g(2).
f()=4+a; g(1)=3x2""
f(2)=4"+a=16+a; g(2)=3x2""

f()=g(1 = 1+b
Assim,{ () g()@{4+a 3x2

f(2)=9(2) " [16+a=3x2%"*

g

4+a=3x2x2° 4+a=6x2" o
16+a=3x2%2x2° 16+a=12x2"

a=-4+6x2° -
16-4+6x2° =12x2°

0

0

a=-4+6x2° -
6x2°-12x2° =-12

0

0

a=-4+6x2° {a=—4+6x2"
=

f=—1
—6x2°=-12 2"=2

f=—4

a=-4+6x2° o
12+6x2° =12x2°

a=-4+6x2 a=8
=
b=1

b=1
f(x)=4"+8 g(x)=3x2"
4°>054"+8>8
27" >03x2"'>0
D; =18,+%[; D, =]0,+[ =R*
a) f(1) =4+8=12. O ponto de coordenadas
(1,12) pertence ao grafico de f logo, o ponto
(12,1) pertence ao gréafico de .
f(2)=4*+8=16+8=24.0 ponto de
coordenadas (2,24) pertence ao grafico de .
Resumindo, os pontos (12,1) e (24,2) s&o

imagens dos pontos A e B, pertencentes ao
grafico de f, pela reflexdo cujo eixo é a bissetriz
dos quadrantes impares.

b) Vamos determinar a expresséo algébrica de .
f(x)=yes4+8=yods=y-8c

< x=log, (y-8)

y =log, (x-8)

f'(x)=log, (x—8)



18,4+ > R
x—log, (x-8)
D, =R
D; =18, +]
c) f'(x)=0¢<log, (x-8)=0<
ox-8=4"rx>8<
oS x-8=1Ax>8¢<

< x=9Ax>8
Zerode f: 9

41.

4.2.

5.1.

5.2,

log.b = 1 log, b
c

_log,b log,b 1

log.b = =—log. b
% log, a° c ¢l %
Dominio da condicao:
D:{xeR:x>0}:]O,+oo[
log, 25
log, x =log, 25 <> log, x = Iogzz T
2

clog, x =125 _og 21005

log, 2 Zz

< log, x=l0g, 5= x=5Ax>0=x=5

s-{5}

Dominio da condicao:

D={xeR:2x—4>0}=]2,+oo[
2x>4

x>2
|n(2x—4)=2®2x—4=ez/\x>2®
o2x=e’+4rx>0

e2
®x=7+2/\x>0

S:{1ez+2}
2

Dominio da condicéo:

D={xeR:e”—3>O}=]ln3,+oo[
e'>3

x>In3
In(e*—3)+x=ln4<:>

eln(e"-3)=In4-Ine*
s A\t
@In(e 3)—Inex<:>
®ex—3=ix/\x>ln3<:
e
2
e(e) -3e"=4rx>In3

@(ex)z—Se”—4=0/\x>ln3©
MV | ey

y*-3y-4=0<
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6.2.

7.1.

7.2,

3+/25
ey=—o e

cy=4vy=-le

<:>[e* =4ve =—1]/\x>ln3<:>
Equagéo
impossivel

<:>(x:|n4vxe®)/\x>ln3©
o x=lndex=h2° ©x=2In2
S:{2|n2}

pH= —Iog[H*]

pH=—log[5x10*|=~[log5+log10* | =

=—[log5-4log10]=-[log5-4x1]=
=-log5+4~3,3

pH=5,0

pH=5 < -log[H' |=5 <

elog[H |=-5<[H ]=10"

logP =logc — klogW <

< logP =logce —logW* <

C (o]
@IOgP=IogwﬁP=W
800=2ik ¢ =800 x 2¢
a) = 800 x 2 <
¢ |200-=
_ Kk
¢ = 800 x 2¢ - C:8°°X2 -
200x 4% —800x2¢ | 4 _800
2~ 200
¢ =800 x 2¢ .
NN . [C=800x2
PR
2
c=800x22 [c=3200
=
k=2 k=2
b) W =10 milhdes de euros
¢ = 3200
k=2
P=ﬁ@P=312020@P=32

Avaliagao formativa 6

1.1.
1.2,

2
e2In3 — eIn3 — eInE‘) — 9

log, 8+ log, 27 =log, (8x27) =
=log, (2° x3°) =log, (6°) =3
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1.3.

1.4.

21.

2.2,

23.

24,

In(;) =In(e”®*)=-5

. 2, (1Y 1
10 2I095=10Iogs =52= | =
5 25

log, (\/5] =log, /a —log, b? =

b
.
=IogaaE—2Iogab=1—2xlogbb:
2 log, a
L SO VY S
2 7172 27072
3

log, (JE x a3) =log, v/b +log, a® =

1
=log, b? +3=%Iogab+3=

=1><|09"b+ —1><i+3=
2 log,a 2 1
3
- Map3--3,3.3
2 2

1 log.c 1 1

log, Iogcb_logcb+1 1+2—2+2-4
2 2

=log, Vb +log, ¥/a—log, ¢ =
1 1
=log, b2 +log, a® —log, ¢* =

1 1
=E|09b b+glogb a-2log, c=

e 2 glege e

2 30 3 log, b

1 1 1 1 1

= 22X —=—— — —

2 9 1 2 9
2

2x2=

41.

_65

18
f (x)=log, (x* +x)
g(x)=log, (3x-3)+1
D, ={xeR:3x-3> 0} = Ji+|
«g(x)=0<log, (3x-3)+1=0<
<log, (3x-3)=-1<
©3x-3=2"rx>1

<:>3x=%+3/\x>1<:>

©3x=%/\x>1©

4.2.
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=X =

wIN N

7 7
Ax>1e x=—Ax>1eox=—
6 6

1—b)

«D, ={xe]R2x2+x>0}=]_001_1[u]0’+00[
CA. Y+x=0c

ox(x+1)=0o

ox=0vx=-1
+ +
= 0

P +x>0
& x e o, - U0, +oof

D, ={xeR:3x-3>0}=]1+x]
D, "D, = (J-o0, =1 w0, +00[) A, 4+00] = |1, +o0[
Il—a)

« Dominio da condicéo:
]1, +oo[

f(x)=9(x) < log, (x* +x)=log, (3x-3) + 1<
& log, (x* +x) =log, (3x - 3) +log, 2 &

e log, (x* +x)=log,[2(3x-3) |

& log, (x* +x) =log, (6x - 6) <

oxX?+x=6x-6ax>1

o x?-5x+6=0Ax>1

—(=5)£+/(-5)* - 4x1x6
Sx= ( ) (2)1 il Ax>1e
X
5+1
x= 2 Ax>1e

S (x=3vx=2)ax>1
S={2,3}

- c)

Iy =102 W/m?
/=107 W/m?
11(?_132] = 10Iog(10'3'('12)) =
=10log(10™*""*) =10log10° =
=10x9=90dB

B=50dB

I, =102 W/m?

Pretendemos determinar / .

/ /

0
/ /
10-’2)=5@1o-12

< 1=10°x10" < 1 =107 W/m?

B=10Iog[

@Iog( =10° &



7. Derivadas de fungdes exponenciais e
logaritmicas. Limites e aplicagées
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Tarefa 11
1. f(x)=2"
[ o
Auto Einos Havegar Cilculo
-B 4 2 8
=8 fixj=1 = 4(x)=0 6331471886
f(x)=e*
o
Auta © Eixos © WHavegar Caleul
a
4
8 4 aJ H B
-4
x= f{x)=L £ (x)=1
f(x)=3"

i #1511, 0912269
1.1. O grafico da fungéo f(x)=e" coincide com o
grafico da sua primeira derivada.
1.2. o f(x)=2"
m=f'(0)~0,693
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98.2.1"(x)=(e") =e*; f'(x)=e'>0, VxeR

Logo, o grafico da fungéo ftem a concavidade
voltada para cima e ndo tem pontos de inflexao.

Questao 99
99.1. f(x)=e"-3x

F(x)=(e"-3x) =e" -3
F'(x)=(e" -3) =e*

99.2. f(x) = x%"
F(x) = (%) = (x2) e* +x2 (e7) =2xe" +x%€" =
=(x* +2x)e’
F(x)=[(x* + 2x)eX]' = (x? +2x) "+ (x2 +2x) () =
=(2x+2)e" +(x* +2x)e" =(2x+2+x* + 2x)e" =
=(x* +4x+2)e"

99.3. f(x)=e" —x°
F(x)=(e"—x°) =e* - 5x*

f”(x) = (e" - 5x)’ =e* —5x*
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Questao 98
98.1. '(x) = (e" - 2) ="

Seja t a reta tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa 0.

m, =f'(0)=¢’ =1

f(0)=e°—2=1—2=—1
tiy-(-)=1(x-0)oy+1=xoy=x-1
t:y=x-1
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Questéo 100
100.1. f(x)=e™

F(x)=(e*) =(-4x) e* =—de*
100.2. 7(x)=e >
fv(x) — (e—2x+x2) - (_2x + x2 )/ e—2x+x2 — (_2+ zx)e—2x+x2

100.3. f(x)=e"

“20x
100.4. f(x)=(e* +e*)°

f'(x)= [(e'x +e")2] =2(e +e")(e‘x + e")' =

:Z(e"‘+e -e " +e" 2( ):

=2(-e* +e”)=-2(e™ -¢ )

100.5. f(x)=(2x-1)’e

r(x)=[@e-1e] -



[ [er s (21 (e) =
=2(2x-1)(2x-1) e +(2x 1)’ (-x) e~ =
e [2(2x-1)x2+ (26 1) x(-1)] =
=[8x—4—(4x2 —4x+1)]e'x =

=(8x—4—4x2 +4x—1)e'” =(—4x2 +12x-5)e-x

1

100.6. f(x)=€""" +e*

1Y . 1
f’(x):[es"‘* +exJ =(sinx) e +(1) er =

X
-oosx e +(1)Xx+1x(x)e% =cosx e _izex
* X
100.7. f(x) = cos(e ™)
f'(x)= [COS(e‘x):l/ = _(e—x)' Sin(e—x) _
=~ & sinfe ) =~(~fe " sin(e ) -
=e” sin(e*")
2
100.8. f(x) = e
' 2 Y (2 (e ver)-2(ere)
f(X)=[6x+e“j=()( ) 7‘(2 )=
(e* +e *)
_Z[e’f +(‘x)' e"‘} _Z(ex —e"")
(ex )2 +2e" xe™ +(e"‘ )2 e 42+e®
- e2x +e_2x +2
xe2x
100.9. f(x) = i
f’(x) =( 2 J' _ (erX)' (2x+ 1)_x2er (2x+ 1)1 )
2x+1 (2x+1)

[(x) e +x(e” )’ ](Zx +1)—xe” x2

B (2x +1)°

[ezx + x(2x)' e2x1|(2x + 1) —2xe%

(2x+1)°

e (10 2x) (2 1) 20 €[ (2x+1)" - 2x]

(2x+1)’ (2x+1)°

) e (4x2 +4x+1_2x) B e (4x2 +2x+1)
(2x +1)°

(2x +1)°
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Questao 101
101.1.f(x)=3"

F(x)=(3") =3'In3
101.2.f(x)=5"
F(x)=(57) = (Vx) 5% In5 = [x;j x5% In5 =

1
=%x_2x5ﬁln5=i\/_5ﬁln5

24x
101.3.f (x) = 3
f'(x)= (SC"S(GX))/ = (COS(SX))' x 3% 3 =

= ~(3x) sin(3x)x 3 In3 = ~3sin(3x)x 3 In3

2X
A4.f(x)=
10147 (x) =
Y (27) (14 x)-2(1+x)
f'(x):[ 2 J =( ) (1+x) : (1+x) _
1+x (1+x)
2°In2(1+x) -2 x1_ 2'In2(1+x) 2"
(1+x)2 (1+)c)2
3 -1
101.5.f (x) = =

'-35 _1} B (3)

3 (F
3 INn3x3 (3 - 1)x(x+1) x37IN3
()
377[3°In3 - (3° ~ 1) x1xIn3]
(o)
_ 3403 - 3413 +In3 _ In3

3x+1 - 3x+1
101.6.7(x)=a", aeR"\{1}

f'(x) = (aex )/ =(e7) xa" xna=e*xa" Ina
101.7.f(x)=a™®), ae R*\ {1}

f'(x)= (as“‘(zx))' = (sin(2x)) a*"®) xIna =

= (2x) cos(2x)a*"®) xIna =2cos(2x)a""* xIna

Questao 102
102.1. g(x)=x"

g'(x)= (x‘/g)' =35
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102.2. g(x) = (¥*+1)’ 3.1.

i f
g’(x) = [(x2 +1)ni|’ = 1t(x2 +1)n_1 X (x2 +1)’ = % 5

=7t(x2+1) 1><2x=27tx(x2+1) —i,/1e7; g
A
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Tarefa 12
1.1.

1.2.
N
y /f Declive(t) Declive(t’) 3
g 1
J / O produto dos declives das duas retas tangentes é
— 107 ~ 1 e este produto ndo se altera, movimentando o
1 [ ponto A.
a1. f(x)=(e) =e
r
2.1. (g(xo),xo)z(lnxo,xo)
v f m, =f'(Inx,) =e"° =x,
/ . F(x)=e"
S 4.2. mgxmf=1®mgxx0=1c>mg=—
- V [0) 1 X Xo
()= L
/ 9' (%) = %
r
2.2. Pag. 123
Y / f Questao 103
A ('] 103.1.7(x) =In(x?
-1/10/1 x N7 X 2x 2
Z f'(x)=|I = =— ==
1 (x) [ n(x )] x° ¥ x
103.2. f(x) =xInx
r

f'(x) =(x|nx)/ =(x), |nx+x(|nx)l = |nx+x><% =

=Inx+1
103.3. f(x) =In? (2x)

F'(x)=[In? (2x)] = 2In(2x)x[In? (2x)] =

_ In(2x)><g _ 2|n(2x)
2x X X




(cons)
103.4, f'(x){m( ! H _lcosx) _
CoS x 1
cosx
(1)/ cos x—1x (COS x)’ —(_sin x)
_ cos’® x _ cos?x _ Sinxxcosx
1 1 cos? x
COS x COS x
sinx
=——=tanx
cosx

103.5. f(x)=+xInx-+/x
f'(x)= (\/;lnx—\/;)v

1y 1Y 1
=[x2J |nx+\/;x1—[x2J =1x 2Inx-i—ﬂ—1
X 2 X
Inx -1 2X Inx+1

NEE

(\/;)’ Inx +/x (Inx) —(x/;)

E _ (~1+log, x) xlog, x—(-1+log, x)(log, x)
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104.4.f (x) = log, (sin’ x)

f'(x) = [Iog2 (sin’ x)]
, 2cosx
(sin2 x) ~ 2sinx(sinx) _ 2cosx _ cesx

T sin?xIn2 sin®xIn2 _siannZ_Sinxlnz
coSx

B 2
In2xtanx
-1+log, x

104.5.1 (x) ===
3

—1+log, x
log, x

J;

|

1

- (log, x)2

’

X X
() xlog, x — (—1+log, x)x ;fln)s

Inx
= 4+ —_ = + =
2Jx  x 2dx  2dx  2xfx 2Ux
_xIn3 _
2
Pag. 124 (anJ
In3
Questio 104 1 n
104.1.f (x) = log, (x* - 4) _m(@ga/x”‘ﬁ’gs/x)_ I3 In3
, B Inx ) ~ xIn3xIn?x  xInx?
pa o
f'(x)=|log, (x*-4)| = ( = In3
() =[togs (+* ~4)] (x*-4)in3  (x*-4)n3
log(2x)
104.6.7 (x) =
104.2. (x) = log/x x
/ Y1 ' (x)’ , log(2x) ' [lOg(Zx)J/x—log(Zx)x(x)l
’ — _ L _2 _ f _ _ _
f'(x) (Iog\/;) [IongJ (2Iong 2% 7110 (x) , >
= L 2x) 2§
2xIn10 - 2Ecln)ﬂ)><x—|Og(2x)><1 %|n10—|og(2x)
= ~ - . _
Outro processo: * *
o (] 1
’ X =X X X
f'(x) = (logvx) = = =2 - _
(1=100%%) = 16 = Vom0~ Voinio 104.7.f(x) = In[x* (3x+1)]
' [x2(3x+1):|'

1
2 1
JxIn10  2xIn10

104.3.f (x) = xlog, (x* + 2)
f(x) = [ xlog, (x* + 2)]' -
= (x)'log, (x* +2) + x[log, (* +2)] =

2x
(x* +2)In2 -

=1log, (x* +2) +x

=log, (x2 +2)+ X

2x?

_ 2
=log (x +2)+(x2+2)|n2

f'(x) = (In[x* (3x+1)))

7 (3x 1)
(=®) (Bx+M)+2*(3x+1)
x? (3x+ 1)

=2XM+ AAx3
2 (3eeT) A (3x41) x 3+

Outro processo:
f'(x) = (In [x2 (3x + 1):|)’ = (In (3)(3 + xz))/

9x? + 2x / (9x + 2)

2 3
+

_ 9x+2

(3x3+x2)’ ~
- x(3x2+x) - /(3x2+x) T 3x%4x

3x% + 52




104.8.1(x) = Iog[s\iz_‘__sz
[:%)
N J2x S5x+2)
f(x)—|:| g[5x+2]:| = o |n10_
5x+2
(V2x) (5x+2)—2x (5v+2)
_ (5x+2)° _
J2x In10
5x+2

[(Zx); } (5x+2)—2x x5

5x+2

V2xIn10
1(20)7(29) (5x+2)-5V2x
S2x(5x+2)in10

1 1
?x@x2(5x+2)—5\/5 i

J2x (5x+2)In10

5x+2-5x2x
V2x _ 2-5x
V2x(5x+2)In10  2x(5x+2)In10
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11

=lim = =
=>0x+1 0+1
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Tarefa 13

e-1 e-1 0
11. lIm——= =
=0 x 0 0

Pode-se aplicar a regra de L'Hépital porque

e’ -
lim
x—0 X

conduz a uma indeterminacéo do tipo g

easfungbes x>y=€e"-1e x> y=x sdo
diferenciaveis no ponto O.

x 0 ex _1 ' x 0

lim < 1;I‘|m( /) —limS -2 1

x—0 X RL'Hx—0 (x) x—0 1 1
1.2. IimM _Int_0

x—0 X 0 0

Pode-se aplicar a regra de L'Hopital porque

I 1
Iimm conduz a uma indeterminacéo do tipo

x—0 X
0 ~ =
— easfungdes x > y=In(x+1) e x > y =x séo

diferenciaveis no ponto 0.

(x + 1)/

Iimln()c+1) % |:|n(x+1):|’="m xil _

x—0 X RL'H x—0 (.X)/ x—0 1

0
0
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Questiao 105
e'-1 0

105.1.lim

=0 2x 0

Usando o limite notavel:

0
e =101 e -1 1 1
lim =—Ilim =—x1=—
x>0 2x 2x-50 x 2

Usando a regra de L’'Hopital:
o Y
e 10 (e7-1) et e 1

lim = lim =lim—=—=
x>0 2y RUHx—0 (2x)' =02 2 2

2e'-2
105.2.1m2% =2_0

0 2x 0
Usando o limite notavel:
Y -
2e—20,  2(e"-1) e -1

lim =lim =2lim
x—0 X x—0 X x—0 X

=2x1=2
Usando a regra de L’'Hopital:

0 ’
*_2 0 2e" -1 *

im 2 ZR%HIing( ' ) =|in32%=2xe°
! (x)

=2

x+2
e -1 0
105.3. lim =—
2 4x+8 0
Usando o limite notavel:
0
ex+2 _ 1 6 . ex+2 _1 1 ex+2 _ 1

lim =lim =—lim =
x>-2 4x+8 x—>-24(x+2) 4x>2 x+2

x—>-2,y->0
Usando a regra de L'Hopital:
(x+2) e

x+2 !
lim m (e 1) = lim =

2 4x+8 REH x—>-2 (4X i 8)' x—>-2 4

0
ex+2 _1 0

x+2 0

. e e 1

—imE& -8 -~

2 4 4 4
105.4. lim >x+6 _0

x—>-2 ex+2 -1 = O

Usando o limite notavel:

0
0 3(x+2
jm 2546 % 3642 g w2
xa—2e"4r —1 x>-2 e”r -1 x»—2e*”r -1
y
— 3lim —3lim—Y—3x— " _3x1_3
MV, y->0@¥ —1 y->0@¥ -1 ) y
=z lim
y y-0@¥ —1

MV. | y=x+2
x—>-2,y->0



Usando a regra de L'Hépital:

0
3346 0 (3x+6 )

lim

x—— 2ex+2_1RLHx~> Z(ex+2_1)’ x~>72m

3 3
=Jim = =3

105.5. im MG+ 1) _0
x—0 3x 0

Usando o limite notavel:

0
"mln(x+1)21"mln(x+1)=1 1
x>0 3x 30 x 3 3
Usando a regra de L'Hopital:

0 ’
li In()C )i||m|:ln(x+1):| = lim x+1 _
x—0 3.X RL'H x—0 (Sx)’ x—0 3
1 1 1
=1Iim = =
x—>°3(x+1) 3x1 3
In(2x +1
105.6. lim M(2¥*+ 1) _0
x—0 X 0
Usando o limite notavel:
0
In(2x+1) o . In(2x +1
m ( )= m ( )><2=
x—0 X x—0 X
M.V.
y =2x
x—>0y—>0
In(y +1
2im™ ) 5,
y—0 y
Usando a regra de L'Hépital:
In(2x+1) [In(2x+1)] B
x~>0 X RLHx~>0 (x)’ N
(2x +1)
lim—2xtT i 2 2 _
30 1 HO2x+1 2><0+1
1-e¥* 0
105.7. lim =
=0 -1 0
Usando o limite notavel:
0 e3x_1
3x 3x
lim = 2 im &= i ——x
anex_'] anex_’l anex 1
X
i eax_’] . e’ -1
|
_ ilirf]) 3x x3 _ ylgt]) y x3 _ 1x3 _3
e -1 et CoAx(-1)
|x|_r;rg - (><—1) |z|_r!l1) ; x(—1)
MV. | y=3x
x>0, y->0
Z=—x

x—>0,z-50
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Usando a regra de L'Hopital:

0 ’
_e¥ 0 1-e* —(3x) e®
“n?)l’xe 1R%Hlin(1)( )/ ="”8 ( x/) —
X—> p— X—> (efx _1) X— (_x) e,x
3x
~lim =22 lim(3e*) =3xe® =3
x>0 1™ —0
x-2
105.8.lim———1_ -9

22 _x—2 0

Usando o limite notavel:
0

fim—& =1 2jp &1
2y —x =2 0(x-2)(x+1)
x-2
. 1 v
=lim xlim —m&t 1
=2 x—2 x2x+1 yo0 y 2+1 3
CA. |1 -1 =2
2 2 2
[1 1 ]o0
MV. | y=2x
x—>0,y—>0

Usando a regra de L’'Hopital:
0 '

2 _4 o e -1
lim—— =1 2 jim ( )

x—>2x2 _x_ZREHx—>2 (_xz —x—z)’

_iim ex—2 eO 1

22x—1 2x2-1_ 3

| 4 In(1

105.9. im MCG+4)° _In(1) _0
>3 x+3 0 0
Usando o limite notavel:

im In(x+4)2§ 23t oL In(y+1)
>3 x+3 *>-3 x+3 yo0
=2x1=2
MV. | y=x+3

x—>-3,y->0
Usando a regra de L’'Hopital:

In(x+4)’ 2In(x+4)

m = =

>3 x+3 >3 x+3 >3 x+3

|n(x+4)

1 1
X =
Hax+4 -3+4

In(x*
105.10.lim—5 (x) _In) _o
=1 x2-1 1-1 0
Usando o limite notavel:

0
_In(x*)o  4inx
lim———-=lim =
o1 x2 =1 o1 (x=1)(x+1)

_ g e

x—>1 x—=1 -1 x+1
In(y+1) 1

=4lim x—=4><1><1=2
yo0 1+1 2
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MV y:x—1
x—>1, y->0
Usando a regra de L'Hépital:

In(x*) 4inx o (Inx)
) im 20E 2 gm
x>1 x% —1 x>1x° —q1RLH x—>1 (x2 _1)’

106.7. Iim 1‘005726 _0
X+ (ex _1) 0

Usando a regra de L'Hopital:

0 '
_1-cosx 0 . (1-cosx)
lim———2 = lim~———"1 =

' 0 (ex _ 1)2 R.LHx—0 |:(ex B 1)2 ]

— X__ 4l _ _ —(-sin i
4lim Alimo g =4x =2 pm SN siny
X 2x 2x1 x—0 ( )( )' x—0 2(ex 1) e’
2(e* -1)(e* -1 -
. 0 '
Pag. 127 i sinx _ E im (sinx)
Questéo 106 =0 2e2x _2ex RLHx-0 (2e2x _2ex )/
. logx
106‘1'(“'“@72 =— . cOoS x . coS x
X+ X o0 — ||th]) — I”T(]) 4 5 2 —
x—> ™ B ¥ x—> e —2e"
Usando o limite notavel: lim |ngx =0 2x(2x) e 2e
x40 X
~cosO 1
106.2. jim — X -2 S 4x1-2x1 2
x>+2logx o
Usando o limite notavel: 106.8. lim In(1+x)-x 0
a0 xIn(1+x) 0
w© X
lim Zlim —x_ — 1 - i+ — 4o Usando a regra de L'Hbpital:
e logx  xot logx lim logx 0 . '
X Xt X _m|n(1+x)_x 0 _m[ln(1+x)—x:|
| = =
. ex o x—0 xln(1+x) R.L'Hx—0 |:x|n(1+x):|
106.3. lim —=—
X400 o0 (1 ),
+ X
- . _— 1 -1
Usando o limite notavel: lim — =+ = lim + X =
x T (x) In(1+ x) +x[In(1+x) ]
. 3 0
106.4. | ==
1 Br o (I 1-1-x
Usando o limite notavel: =lim T+x =lim T+x =
=0 (1+x) Holn(1+x)+x—1
) 3 g In(1+ x) +x 1+ x
- = lim = T+x
. 3 © L X x—>+:ox3 +00
lim — = lim — = = 4w
voo x° 4 By o0 x° + By im (1+5j 1+0 —x
3 2
x X400 X . M . -X
=lim =lim =
=0 (x+1)IN(1+x)+x  =0(x+1)In(1+x)+x
2x A N S
. e +e
106.5. lim —— =— 15
X—>+0 o0
Usando o limite notavel: % (_x)'
x R.L'Hx—0 ’
2x e?) x+1)In(1+x)+x
tim £ jezlim( e) +1im = = 400+ 0 = +o0 [(e+Din(tex) ]
X+ X X—>+w X X—>+w X 1
X :li—% ' ! -
106.6. lim o (x+1) In(1+x)+ (x+1)[In(1+x)] +1
x4 J° o0
Usando o limite notavel: . -1
=lim =

x—0

3 (1+x)/
CoaE %: 1, 1x|n(1+x)+MM+1
x—tm Q¥ x—>+ocg g 400
3
X

. -1 -1 1
=lim = -

Soln(T+x)+141 042 2
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Pag. 128 c>x(x2—6x+6)=0/\ e'#0 <
condicéo universal
Questao 107 2
6+ (—6) —4x1x6
3 < x=0vx= o
X 2x1
eX
<i>x=0vx=6i

107.1.f(x) =

Sl

-

e Dominio: Df:{xeR: e =0 }:R 2
Condigéo universal o x=0vx=3-3vx=3++3
e Zeros:
3 X | = |0 3-3 3443 | 4w
_ X _ 3 _ ¥ _
f(x)_()@ex _0®x _OACondiegéo;jnigersaI@x_o f" - 0 + 0 - 0 +
« Monotonia e extremos: (3—J§)3 (3+\/§)3
, 3\ o« 3 Y ! ) g 70 ~ ea—\/§ a e3+J§ ~
, x° (x ) € -x (e ) e -x’e
f'(x)= el > = = Pl PLL. PL.
e)C e)C
(<) () (3-3) (3+v3)
_xze‘(3—x)_x2(3—x) f(3—\/§)= o ; f(3+\/§)=e37
- 2 - x
e’ e
( ) , O grafico de ftem a concavidade voltada para
F(x)=0c * (3x_x) 0o baixo em ]-»,0 € em [3-V3,3+V3[ etema

e
) concavidade voltada para cima em }O, 3—\/5[ e
©(x*=0v3-x=0)ar € #0 <x=0vx=3

Condiglo uriversa em |3++3,+[ . Os pontos de coordenadas (0,0),

X -0 0 3 +oo
3 3
. 0 0 - 3-43 3+43
f . [3—@, ()J e [3+«/§,()] s30 pontos
27 e3—J§ es+J§
f / 0 / o N
. de inflexado do grafico de f.
Max.
0 o0 « Assintotas:
f0)=p=7
Verticais:
rz) ¥ 27
( )‘§ T e Como D, =R e fé continua, o grafico de fndo tem

A fungZo  é estritamente crescente em |-,3] e assintotas verticais.

Horizontais:

estritamente decrescente em |3, . Tem um
[ +OO[ Quando x — +w:

maximo absoluto igual a Z—Z para x =3. . i
_ e . e A 1
« Concavidades e pontos de inflexao: Jim f(x) = lim = lim £ =———=——=0
' - lim=
" xz (3 ~ X) 3x2 - x3 * e
f (x) = e = o = Areta de equacdo y =0 é assintota ao grafico de f
quando x — +w.
(3x2 - x3) e — (3x2 - x3)(ex) Verticais:
= = 3
(ex )2 Quando x —» -, vIi_)r[lcf(x) = RILr[lwé = ;;O =—w.
(6x _ 3x2)ex B (3x2 _ xs)ex O gréfico de f n&o tem assintota horizontal quando
= 2 = X —> —0.,
(e) Obliquas:
x 2 2 3 . f(x) . x° X% 4o
e(Gx—Sx -3x +x) x2 —6x2 +6x m= lim === lim — = lim —=—=+®
— 3 — - — xo-w y xo>-0 y@ x>+ @ 0
(ex) e O grafico de fnao tem assintota obliqua quando
x(x2—6x+6) T .
= 7 Logo, a reta de equacé@o y =0 € a Unica assintota
€ ao grafico de f.
2
x(x“—6x+6
f"(x) =0 ( " ) =0&



107.2.f(x) =

« Esboco do grafico:
N

y
2763 - e-

» Contradominio: D; :}—oo,g}
e

e +2
e -1
« Dominio:

D, ={xeR:e"-1x0}=R\{0}

CA. | e-1=0ce =1ce’ =e"=x=0

o Zeros:

f(x)=0<:>e' 2 0eeti2-0ne 120
ex_1 ——

Equagao
impossivel

A funcéo f néo tem zeros.
« Monotonia e extremos:

/ e +2) (e 2)’ (e =1)-(e*+2)(e" - 1)'
' (x)z(e"-ﬂ ) (ev -1y i
e*(ex_1)_(ex+2)ex=e"(,ef‘/—1—,e“/—2)=

] )

f'(x)<0, VxeR\{0}, entdo, fé estritamente
decrescente em |—»,0[ e em ]0,+«| e n&o tem

extremos.
« Concavidades e pontos de inflexao:

’

F(x) = -3e" | _

(o1

]
-3 (e" 1) +3e" x2(e* ~1)(e* - 1)
_ (er-1)
_ 3e* (e* —1)[—(e"' —1)+2e"':| _
(e -’

3e* (—e" +1+ 2e") B 3e”* (e" + 1)

R
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3e’ (e" + 1)
(e

<:>3ex(ex+1):0/\(e*—1)3¢0<:>

f'(x)=0& =0

@[3@' =Ovex+1=0]/\x¢0

Equagao Equagdo

impossivel impossivel
X —0 0 +o0
f" - N.D. +
fol N.D. -

O grafico ftem a concavidade voltada para baixo
em |-=,0[ e voltada para cima em ]0,+[ . Nao
tem pontos de inflexdo.

« Assintotas:
Verticais:

D, =R\{0} e fé continua. Logo, s6 podera existir
assintota vertical em 0.
e +2 e°+2

) =lIm=—="9

+o0

lim f(x)=i—+oo; lim f(x)=0—3i:—oo

x>0t 0+ - x—0"
+
-0
Areta de equacdo x =0 é assintota vertical ao
grafico de f.
Horizontais:
Quando x — +w:
x 5 e +2 ' *
fim £(x)= lim &2 ~ im &2 e
X—>+0 x40 @¥ — 1 RUHx—>+» (ex B 1)’ x—>+0 @"
Areta de equacéo y =1 é assintota ao grafico de f
quando x — +w.
Quando x —» -«
lim £(x) = lim &2 _0%2_
x>0 et —1 0-1
Areta de equacgéo y =-2 é assintota ao grafico de

fquando x — —w.

O grafico de ftem uma assintota vertical de
equacao x =0 e duas assintotas horizontais de
equacdo y=1e y=-2 quando x > +x € x> -,
respetivamente.

« Esboco do grafico:

« Contradominio: D} = |-o0,—2[ L 1, 4]
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107.3. f(x) = xe* Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal ao
rafico de f quando —o0 .
e Dominio: D, =R grat au ) T
e Zeros: Obliquas: m= lim M= lim X7e = lime* =+
x—>+0 X—>+0 X—>+o0

f(x)=0exe"=0ex=0v Equa;; ;pgswe, ©x=0 Areta de equagio y =0 € a unica assintota ao
0 é o Unico zero da f. grafico de f.
Monotonia e extremos: » Esbogo do grafico:

’ ’ y
f'(x)=(xe) =(x) e +xe* =" +xe* =e* (1+x) f

fi(x)=0ce (1+x)=0ce =0vi+r=0c
quagdo
impossivel

s x=-1

X —» =1 +o0 L. , 1

. - 0 . » Contradominio: D] = [_E’M{

1

f N ~3 / Questao 108

F(-)=tet=— e
= = 108.1.F(x) =
e (*) x+1

A fungéo f ¢ estritamente decrescente em |-, —1] e
D, ={xeR:x+1#0} =R\{-1}

estritamente crescente em [-1,+<c[ e tem um ) o
Assintotas verticais:

minimo absoluto igual a o para x=-1. D, = ]R\{—1} e f é continua. Logo, sé podera existir
« Concavidade e pontos de inflexdo: assintota vertical em x =-1.
" X ! X ! X ! H —h e p— e_1 p—
f (x)=[e (1+x):| =(e ) (1+x)+e"(1+x) = lim f(x) = XITLXH =5
=e"(1+x)+e" x1=e"(1+x+1)=e"(x+2 -
(1) ) (trx1)=e'(x+2) |im+f(x)=e+ = +o0
f(x)=0ce'(x+2)=0c € =0 vy+2=0cr=-2 o 0
— »
equagao impossivel e
lim f(x)=——=-w
58 —o0 _2 +00 x>-T 0
f _ 0 + y=x+1
2
fl e ~
Pl Areta de equacédo x =-1 é a Unica assintota
O grafico de ftem a concavidade voltada para vertical ao grafico de f.

Assintotas nao verticais:

baixo em ]-,—2[, voltada para cima em ]2+ e
Quando x — +w:

tem um ponto de inflexdo de coordenadas

2 f(x e’ E e’ /
(45?)' m= lim —( )= lim —— = = lim 7( ) =
x>ty x>t x< 4 x RLH x>+ (xz n x)/
o Assintotas:
Verticais: © ( X)/
7 ’ . ~ x o e x
Como D, =R e fé continua, o gréafico de fn&o tem = lim = lim = lim e _ +o0
B L x—+0 2x 4+ JTRLH x—>+o0 ’ x>t 1
assintotas verticais. ~ (2x+1)
Horizontais: O grafico de f ndo tem assintota n&o vertical
Quando x — +@: lim f(x)= lim (xe*) =+eox(+0) =+ quando x —> +oo .
Quando x - -« Quando x — —oo:
0 _f(x) e 0
i =i = lim (~ye )= lim X = m= lim -~ = lim ——=—=0
tlLrﬂcf(x) XILn_L(xe ) yILr!,L( ye ) yILTm ey b x—>-0 x° 4 x +00
MV. | y=-x&o x=-y e’ 0
X—>—0, y >+ b=lim|f(x)-mx|=lim —=—=0
y y @ X*)-C\O[ ( ) ] X~>—00x+1 —00
i % 1 1, Areta de equagéo y =0 ¢é assintota horizontal ao
=—|lim <+ = =—= .
yoo gl lim e 4w grafico de fquando x — —w .
y Yo+ y



108.2.f(x) =

108.3.f(x) =

O grafico de ftem uma assintota vertical de
equacdo x =-1 e uma assintota horizontal de
equacdo y =0 (quando x — —o).

—x

1-e
D, ={xeR:1-e" =0} =R\ {0}

CA | 1-e"=0e =&’ ©-x=0cx=0
Assintotas verticais:
D, =R\{0} e fé continua. Logo, s6 podera existir

assintota verticalem x=0.

Iimf(x):lim 2 :E:oo
x>0 01— 0
)= i) =gr=

Areta de equacdo x =0 é a unica assintota
vertical ao grafico de f.

Assintotas nao verticais:

Quando x — +o:

m= lim f(x)=lim 2 - =£=O
x>ty ""’*wx(']—eﬂ) +0
. i 2

b= fim [F(x)-ms]- fim == =575 -2

Areta de equacédo y =2 é assintota horizontal ao
grafico de fquando x — +o .
Quando x - —o :

m=lim ( )—Iim 2 —£=0
X—>—0 X X——0 x(']_e*l) +00
2
b= lim [f(x)-mx]=li =2 -0
errlx[ (.X) mx:l er[]oo 1 — e’x —00

Areta de equacédo y =0 é assintota horizontal ao
grafico de fquando x — —x .
O grafico de ftem uma assintota vertical de

equacdo y =2 (quando x —» +x ) e y =0 (quando

X —>—0).
2
e’ -1
D, ={xeR:e"-1x0}=R\{0}

CA. | e -1=0ce'=1ce =e’ ©x=0
Assintotas verticais:
D, =R\ {0} e fé continua. Logo, s6 podera existir

assintota verticalem x=0.

i)l -
"mf(x):i:+00' "mf(x):i:_oo
x—>0" 0+ ’ x>0 0
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y=e*-1
+
- 0

Areta de equacdo x =0 € a Unica assintota
vertical ao grafico de f.

Assintotas nao verticais:

Quando x — +w :

metim 1) 11 g
x—>to X—>+o0 .X(ex — 1) +00
. . 1
b= lim[f(x)-mx]= 1| -— =0
xLTxI: (X) mx:l xLToo e -1 +o

Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal ao
grafico de fquando x — +o .
Quando x — - :

b= lim [£(x)~mx]= lim e"'1—1 _ ﬁ _

Areta de equagédo y =—1 é assintota horizontal ao
grafico de fquando x — —w .

O grafico de ftem uma assintota vertical de
equacdo x =0 e duas assintotas horizontais de
equacgdo y =0 (quando x > +x)e y =-1
(quando x — - ).
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Questio 109
109.1.

a) f'(x)=(a-x+e") =—1+(-x) e" =-1-¢"
f'(x)<0,VxeR
Logo, f é estritamente decrescente em R e
consequentemente, ndo tem extremos.

b) f'(x)=(-1-e") ==(-x) e =e~
f"(x) <0, VxeR
Logo, f tem a concavidade voltada para cima
em R, o que significa que ndo tem pontos de
inflexao.

c) D, =R e fé continua. Logo, ndo tem assintotas
verticais.

d) Quando x — +o

. F(x . a-x+e”
m= lim ( )= lim =
x—+oo X X+ X
. a+e* . x a
= lim - lim==—-1=-1
x>+ X x>+ X +00

b= lim[f(x)-mx]=lim (a-x+e™ +x)=

x>+ X—>+00

= lim (a+e‘*)=a+0=a

Logo, a reta de equacdo y = -x+a é assintota
ao grafico de fquando x — +oo .



109.2.Seja b a abcissa do ponto de fonde a reta da
equagdo y = —2x+4 é tangente.
Entao, f'(b)=-2 e f(b)=-2b+4

f(b)=—2ec-1-e*=2ce’=1ce’=¢°

< -b=0<b=0

f=

f(b)=-2b+4 <= a-0+e°=0+4ca+1=4c

<a=3

Questio 110

f(x) =(1+%x2)e-x2,o, =R
f’(x)=[[1+;x2)e"2 } =
=(1+ . j +(1+ ;x)(e) -

% 2xe™” (1+;x2)( xz)/e"“2 =
=xe’x2 —2;c£1+1x2)e”“2 = e'x2 (x—2x—x3):
2

= e""2 (—x - x3)

f(x)= [e”‘z (—x -x* )] =

C() & (o) r e (-3 -

= 2x(-x-x*)e +e (-1-32%) =

—e (2 420 —1-3x2) = e (20 —x2 1)
f(x)=0oe™ (2x' -x*-1)=0e

2
e =0v2ax'-¥-1=0
equagéo
impossivel

Fazendo x° =y , tem-se que:

12(1) - 4x2x(-1)

2y’ —y-1=0oy= <

y =y y %2
1i\/§c> —Ec ——1\/ =1
s SV = ey =y s

<:>x2=—%vx2=1<:>x=i1

equagao
impossivel

f(—1)=(1+%x1)e‘1 =ge-1 _3

2e
f(1)= 1etutlet=2e1 2
2 2e
X —0 -1 1 +0
f" - 0 - 0 +
3~ 3
f — 28 29 —
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O grafico de ftem a concavidade voltada para
baixo em ]-11] e a concavidade voltada para cima

em |-oo,—1 e em ]-1+x e tem pontos de

inflexdfoem x=-1eem x=1.
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Questio 111

M14.7(x) = 0%
X

o Dominio: Df:{JCER:JC>0/\x¢O}=R+

o Z€eros:

f( ) O(:)In—x—O(:)lnx Orx#0AxeD;
x

ox=e"ArxeD, & x=1

1 é zero da funcéo f.

« Monotonia e extremos:

F(x)= ('“xj _ (Inx) xx—Inx(x) _

2

x x
1><;(—|nx><1
X 1-Inx
x° x?
, 1-Inx
f(x)=0e——=0s

X

< 1-Inx=0Ax*#20AxeD; &

Slhx=1ArxeR" o x=e

Ine 1
"= e
X 0 1 +0
" | N.D. + 0 -
f |ND. | 1 N
e
Max.

A funcao f é estritamente crescente em ]0,e] e é
estritamente decrescente em [e,+ o[ .

- . 1
ftem um maximo absoluto igual a o para x=e.

« Concavidade e pontos de inflexao:

f,,(x)=(1—|2nxj' _ (1-Inx) xx* —51—|nx)x(x2),

X X

1
—;xxz—(1—lnx)x2x _x_zx(1_|nx)

x4 X4
x(-1-2+2Inx) 2Inx-3
B x4 - x3
2Inx-3

f'(x)=0e — =0
X

©2Inx-3=0Ax*#20AxeD, &

3 3
@Ihx:E/\xeR*@;mez < x=+ée® @x=e\/g



3

Ine? 3 3Je
f(eJE) - ex/E - 2ex/€ - 2¢?

X 0 e\/g +o0
f | ND. | - 0 +
f|lND | ™ z@ -
e
PI.

O grafico de ftem concavidade voltada para baixo
em }0, e«/E[ e tem a concavidade voltada para

cima em ]e e, +oo[ . O ponto de coordenadas

[ex/g, Z\f] & um ponto de inflexao.

« Assintotas:
Verticais:

D, =R* e fé continua. Logo, s6 podera existir
assintota vertical ao grafico de f.

Nao verticais:
. f(x Inx= . Inx . 1
m= lim Q= lim —=Ilim —x lim —=0x0=0
xo>+0  x X+ x xo>+o  x X400 X
L.N.
. . Inx
b=lim[f(x)-mx]=lim===0
X—>+0 X—>+0o

L.N.
Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal ao
grafico de f.
« Grafico:

y
1l
e

[}

TV :

o Contradominio: D; = i|—oo,1:|
e

111.2.f(x) =x+Inx

o Dominio: D, ={xeR:x>0}=R"
e Zeros (com recurso a calculadora grafica):
f(x)=0c>x+|nx=0<:>xz0,567

e IR

u=8 5671433 = fin)=0
« Monotonia e extremos:
' 1 x+1
f'(x)=(x+Inx) =1+—=—
(x) = (x i) =14 =2
, x+1
f(x)=0©—=0(:)x+1=0/\x¢0/\xeDf(:)
X

S x=-1TArxeR*

Propostas de resolu¢ao do manual — Funcdes

f'" nao tem zeros
f’(x) >0,VxeR*
Entao, a funcao f é estritamente crescente em R”*

e nao tem extremos.
« Concavidades e pontos de inflexao:

f”@):[’“”j () xx—(x+1)x(x) _

2
X X

Ixx—(x+1)x1 x—x-1 1
= 2 = 12 =_x2
f”(x) <0, VxeR"

Entéo, o grafico de ftem a concavidade voltada

para baixo em R*, pelo que, ndo tem pontos de
inflexdo.

« Assintotas:
Verticais:

D, =RR" e fé continua. Logo, s6 podera existir
assintota verticalem x=0.

lim f(x) = lim (x+Inx)=0—o0 = —0
x—0" x—0"

Areta da equacédo x =0 € a unica assintota
vertical ao grafico de f.

Nao verticais:
- f(x . .

m=lim Q: lim LInx: lim X+ lim Inx:1+0:1
x>+ x X—>+0 X x~>+ac)( x—>+o X

b= lim [f(x)-mx]|= {ILTm(;(+Inx—;()=+oo

O grafico de f ndo tem assintotas nao verticais.
 Gréfico:

y

o Contradominio: D; =R

111.3.f(x)=2|nx—|n2x
« Dominio: D, ={xeR:x>0} =R’
o Zeros (com recurso a calculadora grafica):
f(x)=0&2Inx-In*x=0Inx(2-Inx)=0<
<Inx=0v2-Inx=0<Inx=0vinx=2<
c>(x=e° vx=e2)/\xeD, Sx=1vx=¢’

1 e e? sdo os zeros da funcéo f.
« Monotonia e extremos:

f'(x) = (2Inx—|n2 x)’ = 2><%—2|nx><(|nx)’ =

=2 ppyx o272y
X X X
f’(x)=0©@=0©

X
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©2-2Inx=0Ax#0AxeD; & b= lim [f(x)-mx]= lim (2Inx~In’x)=
Shhx=1AxeR" < x=¢€ :XILTanx(Z_Inx)]:m(_w):_w
f(e)=2ne-In"e=2x1-1 =1 O grafico de fn&o tem assintotas n&o verticais.
x 0 e +00 o Gréfico:
f" | N.D. + 0 - y !

H----
N

Méx. 1/;\92 X
Afungéo f é estritamente crescente em |0, €] / \

estritamente decrescente em [e, + o . Contradominio: D} = ]-=n,1]
. LUy = |,

f | ND. | /

SN

[¢]
o

ftem um maximo absoluto igual a 1 para x=e.
Questdo 112

« Concavidades e pontos de inflexao: 121.f(x)=0& (a—Inx)Inx =0
f”(x)=(2'2'”xj =(2—2Inx) xx = (2-2Inx)x (x) _ oa-Inx=0vinx=0oIhx=avx=e’ o
2
X ¥ Sx=e’vx=1
1 : . R
i —2><;><)(—(2—2|nx)><1 2-2+2nx Se a=#0, ftem dois zeros: 1 e e*.
X2 X2 112.2.'(x)=[(a~Inx)nx] =

2Inx-4 ' ,
T2 =(a-Inx) xInx+(a-Inx)(Inx) =
f”(x)=0<:>=2|L2_4=0<:> =—1Inx+(a—lnx)x1= -Inx+a-Inx _ a-2inx

x X X X X
&2Inx-4=0Ax*#20AxeD, ©Inx=2ArxeR" & f'(x)zoc>a_72|nx=0<:>
X

o x=€ a

7 0 e? | 4 sa-2lnx=0Ax#0AxeD, &Inx=—rxeR" &

f” | ND. | - 0 + a

fIND |~ 0 | e x=e?

a a 2
Pl f(e2j=[a—lne2Jlne2 =(a—§)x§=§xﬁ=i

O grafico de ftem a concavidade voltada para 2) 2 2 2 4

. 2 .
baixo em JO,e [ e tem a concavidade voltada 7 0 eg o
para cima em }e2,+oo[. f | N.D. + 0 -

2

O ponto de coordenadas (eZ,O) € o ponto de f | N.D. / % N
inflexdo. 2
« Assintotas: A funcao f é estritamente crescente em ]O,ez} e
Verticais:

_ + - . 7 . T a
D, =RR" e fé continua. Logo, s6 podera existir estritamente decrescente em {e{wo{ .

assintota verticalem x=0.

. T _In2 e _ 2 a
le(')lf(x)‘x'm (2nx—In® x) = 0 —o0= 0 Tem maximo absoluto igual a %, para x=e2.
Areta da equacdo x =0 é assintota vertical ao ,
gréfico de f. 112.3. f,,(x)zta—izmxj _

X
N&o verticais: (a—2|nx)/ xx—(a—ZInx)x(x)/
iy - (2lnx-In?x) - 2 -

m = tim 1) _ i 200 nx 2 i (20 : 9 _ 1 ¥

x40 X X—>+o0 X x>+ (x) ~ 1 B B

1 2><X><)c’ (a 2|nx)><1__2_a+2|nx

) 2><;—2|nx><(|nx) (2 1 x2 X2

= Jim, 1 =Jim | 2= —2-a+2lIn
* fr(x)=0 == _ 0o
2-2Inx 2 Inx x?

=lim ———=1lm—-21lim—=0-2x0=0

x>+ X x—>+0 X x40 X

LN, <:>—2—a+2|nx=0/\x2;t0/\xeDf<:>



a
< 2lnx=a+2Axe R (:)Inx=§+1/\xeR+ =

Y
S x=e?

(6] [a-net e~
el
55

X 0 2 +0
e2

f” | N.D. - 0 +
22

fOND T Tl
P.I.

O grafico de ftem a concavidade voltada para

. i+1 .
baixo em }O, e? | e voltada para cima em

i+‘1 . .
]ez ,+o| etem um ponto de inflexdo de abcissa

v

e2

112.4. Assintotas verticais:

D, =R* e fé continua. Logo, s6 podera existir

assintota verticalem x=0.

. f(x) L B B
¥|Lnl)1+7 = xILITDL[(a ~Inx)Inx | = +o0(—0) = —0
Areta de equacdo x =0 € assintota vertical ao
grafico de f.

Logo, o grafico de ftem uma assintota.

113.2. f(x)
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Questio 113
113.1. f(x) =

1
log, x-2

CA | log,x-2=0clog,x=0 = x=22 <

<o x=4
D, ={xeR:x>0nlog, x-2#0}=R"\{4}
Assintotas verticais:
D, =R"\{4} e fé continua. Logo, s6 poderéo
existir assintotas verticais em 0 e 4.

lim £ (x)=lim —— =1 ¢
x>0" x->0" Iog2 xX—-2 -—-»

Entao, ndo existe assintota verticalem x=0.

limf(x)= fim— =1
x—>4 x—>4 |ng X — 2 0

. 1 . 1
I fx) =g = v Im () =g ==

y=log,x -2
+

- /4
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Areta de equacdo x =4 € a Unica assintota
vertical ao grafico de f.
Assintotas nao verticais:

f(x) 1 1

m=lm—=Ilm——-=—=0
xodw X v—>+wx(logz_x—2) +o0

. . 1 1
b= lim|f(x)-mx]|= lm —= -0
T L) == e
Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal ao

grafico de f.
O grafico de ftem uma assintota vertical de
equacdo x =4 e uma assintota horizontal de

equacédo y=0.
_log(1+x)-x
xlog(1+x)
CA [ 1+x>0 x> -1
xlog(1+x)=0®x=0vlog(1+x)=0@

< x=0v1+x=10°= x=0vx=0

D, ={x eR:1+x >0 Axlog(1+x) # 0} = |-1,+e \ {0}
« Assintotas verticais:
D, = ]-1,+[ e fé continua. Logo, s6 poderéo
existir assintotas verticais em x=-1.

log(1+x)—x

lim f(x)= lim —————=
V-IE':* (x) v-|>r-n1+ xlog(1+x)

= lim =
x> xlo X -1 -

log(H ) | 1- 1
log(1+ x) 1‘;_1.0__16]R
==

Entdo, ndo existe assintota ao grafico de fem
x=-1.
« Assintotas nao verticais:

m< lim f(x) _ iim Iozg(1+x)—x
xon X x40 X |og(1+x)

! logf#+7) ] x
" log(rex) e log(1+ x)
1 1 1

—im o dm—— =1 1 g 0-0
o y? e xlog(1+x) 4o 4o

. . log(1+x)—x
b= lim [f(x)-mx]= XILTwixlog(H 3"
lo X
; ; X
= lim - lim =
= xlog(#¥x) > xlog(1+x)
—lim - fim—1-—0-0=0

Sy oolog(1+ x)

Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal ao
grafico de f.

O grafico de ftem uma assintota horizontal de
equacédo y=0.



113.3. f(x)=|n[’;:?j

C.A. X —0 1 3 +o0
x-3 - - -
x-1 - 0 + | + +
il + ND. | - 0 +
x—1
x-3
Df={xe]R: 1>0}=]—oo,1[u]3,+oo[
x—=

» Assintotas verticais:

D; = -0, w]3,+ e fé continua. Logo, s6
poderao existir assintotas verticaisem x=1 e
x=3.

iT—f(x) = ILT— [In[z:?ﬂ = In(a—?j =In(+0) = +o

Areta de equacdo x =1 é assintota vertical ao
grafico de f.

)= i (=3[ G |-

Areta de equacdo x =3 é assintota vertical ao
grafico de f.
« Assintotas nao verticais:

m= lim —~ = lim = lim =
x—>towo X x—>to X x—>towo X
1-0
"1 0) in1
= lim - =0
x—>i0 +o0 +o0

b= lim [f(x)~mx]= lim [In(i—jﬂ: lim In X( ij

=In(—1_0j=ln1=0
1-0

Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal ao
grafico de fquando x —» +» e quando x —» —».

O grafico de ftem duas assintotas horizontais de
equacdes x=1e x=3 etemuma assintota
horizontal de equagéo y=0.

Questao 114

114.1. g'(x)=(3x—1+|n(2—x)“)' =3—0+[(22__);)j -

=3+4(2-x)3x(2-x)’ g (1) _2-3x
(2—x)4 2-x 2-x

VN 2—3x=
g (x)—O(:)iz_x

@2—3x=0/\2—x¢0/\xeDg =

0

W[ N

©-3x=-22rx#2ArxeR\{2} o x=

Propostas de resolu¢ao do manual — Funcdes

4 4
g(3)=3x3-1+m(2-3j =2-1+|n(fj =
3 3 3 3

=1+ 4In(ﬁj
3
X —00 % 2 +o0
g + 0 - N.D. +
2
g a g(gj N N.D. /

Max.

A fungdo g é estritamente crescente em ]—oo%] e
em |2+« e estritamente decrescente em EZ[ )

o . 2
g tem um maximo relativo para x = 3

114.2. « Assintotas verticais:

D, =R\{2} e g é continua. Logo, s6 podera existir
assintota verticalem x=2.

limg (x) = lim| 3 ~1+In(2 - x)" |=6-1+In0" = 5o =
= —0

Areta de equacdo x =2 € a Unica assintota

vertical ao grafico de g.
« Assintotas nao verticais:

3x—1+In[(2-x)"
m= IimM= IimM:

x>+ X x—>to X

4
. A L G M
x>t }( x>0 x x>t X
, [(2-']
= In(2-x )
Z3-—+ ||m[ ( ,)} ~3-0+ lim —(22%)
RLH o0 x>t (X) x—>t0 1
3 ’

N Gk Gt B SR P P I

x—>%o0 (Z—x) xoio D — Foo
=350=3

o o195 (3¢l -34)-
=-1+In(+o0) =+

O grafico de g ndo tem assintotas ndo verticais.
Logo, o grafico de g tem uma Unica assintota

(x=2).

143, g(x)=3x—1& 3r-1+in[(2-x)'|=3r -1

&h(2-x) =05 (2-x)" =e"AxeD, &
= (2-x) =1 xeR\(2} &

& (2-x=-1v2-x=T)ax#2cx=3vx=1
g(1)=3x1-1+In(2-1)" =2+0=2
9(3)=3x3-1+In(2-3)'=9-1+0=8
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Os pontos de coordenadas (1,2) e (3,8), séo os 0+2x ) . 2+2x%e™
) B ] =——7F—+2x€" =—+2x€" =—F—
pontos de intersecéo do grafico de g com a reta de X b X
equacéo y =3x-1. f'(x)=0=2+2x%" =0na" %0
equagéo impossivel
Pag. 132 5 = 0 o
Questao 115 £ _ ND. | +
115.1. f(x)zx“e”,D,eR f N A

£ (x) = (x*e" )’ —(+* )’ e+t (e )’ — 4% + et = A funco f é estritamente decrescente em |-,0[ e

estritamente crescente em ]O, +oo[ .

=x’e"(4+x)

1 e
f’(x):0<:>x3ex(4+x)20<:> f(x)=;—e <O,‘v’xeR\{O}ef(O)=0
ox*=0ve" =0vd+x=0x=0vx=-4 Ent&o, ftem maximo absoluto igual a 0 para x=0.

equagao
f( ) 0 impossivel Questio 116
0)=0e° =0 i
4 ()= x 550,
f(-4)=(-4)"e* =256e" 2

2 r

i = 0 A f'(x)= x—ln al =1—1x2|nx(|nx) =1—|nx><1=

fr| o+ 0 -0 | + 2 2 x

f |/ 2566 |\ | 0 |/ _q_Inx

Max. Min. X
A fungao f é estritamente crescente em |-»,—4] e (x)- (1_"”], o (Inx) x—Inx(x) )
em [0,+x| e estritamente decrescente em [-4,0]. x x?
f tem um maximo relativo igual a 256e™ para 1;( —Inxx1 1-1n nx—1
“Inx Inx—
x =—4 e um minimo absoluto 0 para x =0 =X 2 =TT T2
(f(x)=x4e",‘v’xeR). Inx—1
f'(x)=0e——=0<
15.2. f(x)=€"-2-2x,D, =R X

SInx-1=0Ax*#0rxeD; &

f'(x)=(e"-2-2x) =" ~0-2=¢" -2 ,
SInx-1=0Ax"#20AxeD, &Inx=1ArxeR &

fl(x)=0ce -2=0ce"=2cx=In2 ox=e
f(n2)=e"™ -2-2In2=2-2-2In2=-2In2 fle)—e_e_o 1
X —00 In2 +00 2 2
X 0 e +o0
f' - 0 +
f” | ND. | - 0 +
f /! 2in2 | \y 1
Min. f ND. | 7| e- E ~_
A funcgio f é estritamente decrescente em Pl
]-.In2] e estritamente crescente em [In2, +oo O gréfico de ftem a concavidade voltada para
ftem um minimo absoluto igual a —2In2 para baixo em |0, e[ e voltada para cimaem]e,+x|.
x=In2. 1
115.3. O ponto de coordenadas Ee ,e— Ej € um ponto
F(x)=1 1 0 se x=0 de inflexdo do gréfico de f.
——z—e‘”z se x#0 ,D,=R

X Pag. 133
Se x#0:
Questao 117

, 1 . 171,
f(x):(—?—e ) _

o f& continua em |-, 1[ por ser, nesse intervalo,
(_1)’ xx? = (1) (XZ)’ N definida pelo quociente de fungdes continuas em
- - (_x ) e = R (e*'—x é a diferenca entre uma fungéo




exponencial e uma fungéo polinomial) e x -1 é
uma funcgéo polinomial.
o f& continua em |1, + | por ser, nesse intervalo,

definida pelo produto de fungdes continuas em R*
(Inx é uma funcgéo logaritmicae Inx-2 éa
diferenca entre uma fungéo logaritmica e uma
funcéo constante.

o fé continuaem x=1, se

lim £ () = lim £ (x) =1 (1)

lim £ (x) = lim [eH "‘] : Iim(e:_x)/=

x—>1 x—>1 X — 1

— ' =1
N G e jim (e ~1)=¢® ~1=1-1=0

x—>1 1 x->1

lim f (x) = lim [Inx(Inx~2) ]=In1(In1-2) =0(0-2) =

=0= f(1)

lim f(x)= lim f(x)=F(1)
Entéo, fé continuaem x=1.
Logo, fé continuaem R .

117.2. Se x>1:

f'(x)=[Inx(Inx-2)] =

=(Inx) (Inx-2)+Inx(Inx-2) =

1 (inx-2)sinylona=2¢ins_2inx-2
X X X X
Fx)=0o2N7"2_o

< 2Inx-2=0Axz20Ax>1einx=1Ax>1
Sx=€

f(e)=Ine(Ine-2)=1(1-2) =1

X 1 e +00
f - 0 +
f N1 /

A fungao f é estritamente decrescente em |1,¢e] e
estritamente crescente em [ e, + oo[ .

fadmite um minimo relativo igual a -1 para x=e€.

117.3.

« Assintotas verticais:

f é continua em R, pelo que, ndo tem assintotas
verticais.

Assintotas ndo verticais:

Quando x — -

x=1 _ E eX’1 -
m=lim f(x):nm € =X Z im Mz
x> X x—>-® x(x _1) RL'H x—>—0 (x2 —_x)'
— "o — =1 _ _
i BTN e et 01
S0 251 S 2x-1
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b= lim [f(x)-mx]= lim

x—>—© X>—0 oy — 1

'

1
= lim u= lim (e =1)=0-1=-1
RL'H x—>—0 (x_1) x—>—0

88

Areta da equacdo y =-1 é assintota horizontal ao
grafico de fquando x — —.
Quando x — +o:

f(x) — lim |nx(|nx—2)

m= lim =
X+ X X—>—0 X
= [inx(nx-2)]
w© X X —
koA, ,
(x)

_im (Inx) x(Inx=2) +nx(inx—2) _

’

X—>+o0 1

= lim |:1(|nx—2)+|nx><1}= lim (M]z
x40 | X x Pt X

- lim 2|nx—2:2"m Inx |img=2><0—0:0
X420 X i x o0

L.N.

b= lim [f(x)-mx]=lim [Inx(nx-2)]=

= +0(+00) = 40

O grafico de fndo tem assintota ndo vertical
quando x — +w.

O grafico de ftem uma Unica assintota de equacéo
y =—1(quando x — +wx).
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Tarefas de consolidagao 7

1.

4.1.

D, =R"
Seja m o declive da assintota obliqua ao grafico de
f.

f(x)+logx—x

lim ()79=2©

xX—>+o0 X
o f(x . lo .

< lim Q+ lim ©gx _ lim 1=2©
X—>+0o o x X400y x>+

om+0-1=2m=3

Opcéo (D)

202 2(e-1) 2 e -1 2 2
lim =lim =—lim =Zx1==
x—0 Sx x—0 Sx 3x~>0LNx 3 3
Opcéao (D)

Iing L +23|nx nao conduz uma indeterminacgao do
xX— _x

.0 £ . -

tipo 0 ou = Logo, néo ¢ aplicavel a regra de
L'Hopital.

A Marta aplicou indevidamente a regra de
L'Hopital.

Para que a fungdo f admita um extremo relativo em
x=-1, & necessario que f'(-1)=0.



4.2.

5.1.

5.2,

f’(x) = (xe’ax )l = (x), e+ x(e’ax )l =

+x(-ax) e* =e ™ (1-ax)

=e—ax

f(-)=0e=e?(1+a)=0=e?=0vi+a=0c
impossivel

< a=-1

a=-2; f(x)=xezx

f’(x)zezx (1+2x)

f’(x)=0<:>ezx;0 \/1+2x=0<:>x=—1
impossivel 2

1

X —0 == +00
2

f’ - 0 +

N | | A
2e

1
AT S N
2 2 2e
A funcéo f é estritamente decrescente em

1 . 1
—oo,—5 e estritamente crescente em —5,+oo .

f tem um minimo absoluto igual a —2—1e para

_e’+e’ _+1,
cos0 1

(sin(2x))

e +xe —1)’

0
. sin(2x o
lim ( ) = lim
x>0 @ 4+ xe* —1RLHx—>0 (

_iim (2x) cos(2x) _

e+ (x) e +x(er )/ -0

iy 2cos(2x)  2xcosO  2x1
—0e* 4" +xe' 2xe’+0xe’ 2x1+0
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f(x)zx—lnx; D, ={xeR:x>0}=R+
Assintotas verticais (paralelas ao eixo Oy):

D, =RR" e fé continua. Logo, s6 podera existir
assintota vertical para x=0.

XILT f(x)= «ILT (x=Inx)=0-In0" =+

Areta de equacdo x =0 é a Unica assintota

vertical ao grafico de f.
Assintota horizontal (paralela ao eixo Ox):

7.1.

Propostas de resolu¢ao do manual — Funcdes

X400 X—>+00 X—>+0 X

lim £ (x) = lim (x—Inx) = lim [x(1_'"x)]=

= lim xx[1— lim Inx]=+oo(1—0)=+oo

X400 x—>+|le X

O grafico de fnao tem assintota horizontal.

O grafico de ftem uma assintota paralela ao eixo
Oy de equacgdo x =0 e nao tem assintotas
paralelas ao eixo Ox.

fé continuaem x=1, se
Iin1] f(x) = Iin1] f(x) = f(1)

Tl olo

x—1
lim  (x) = lim (;2_1 + ij

x—>1 x—>1" +2x — 3 H

(e -1y (x=1) e
—lim —————— k= lim k=
x—>1 (X2+2X—3) x—1 2x+2
x—1 0
—iim- k=S k=Tlik
1 2x+ 2 2+2 4

lim £ (x) = lim (»* (3~ 2Inx)) = £ (3~ 2Inx) =
=1(3-0)=3=7(1)
lim (x) = lm 7 (x) = F (1) 5 +h =3

<:>k=3—14:>k=E
4 4

7.2. Se xe0,1]: f/(x)=[+*(3-2Inx)] =

= (x*) (3-2Inx)+x*(3-2Inx) =

—2x(3-2Inx)+ ¥ [—2x1)=2x(3—2|nx)—2x=

X
=2x(3—2|nx—1)=2x(2—2|nx)
f'(x)=0<:>2x(2—2|nx)=0/\xe]0,1]<:>
& (2x=0v2-2Ilnx=0)rxe]0,1]&
@(x=0v|nx=1)/\xe]0,1]<:}
@(x=0vx=e)/\xe]0,1]

f' n&o tem zeros em |0,1].

f'(x)>0, Vxe]0,1]

Logo, a fungéo f é estritamente crescente em
]o,1].

f(1)=P (3-2In1)=1x3=3

No intervalo |0, 1], ftem um maximo relativo igual

a3para x=1.
f(x)zx2 Inx, D, =R"
f'(x)=(x2 In x)’ =(x2)' Inx + x? (In x)’ =

1
=2xInx+x2x—=2xInx+x
X



9.1.

9.2

f"(x)=(2x|nx+x)’ =(2x)’ |nx+2x(|nx)' +1=
=2|nx+2,x’><%+1=2|nx+3

3
f”(x):0@2Inx+3=0<:lnx=—%<:x=e 2

3
X 0 e 2 400
f" - 0 +
f N _§e*3 “~_
2
Pl

3

O ponto de coordenadas (e_z,—zeaj é o ponto

de inflexdo.
Seja r:y =mx+ b aequacéo da reta tangente ao
grafico de f no seu ponto de inflexao.

3 3 3 3
m:f'[e 2J:Ze 2xlne 2+e 2=

3 3

3 23 33
=Ze 2 X(_%)Jre 2=-3e 2+e 2=-2e

3 23 23
r:y—(—ie‘3]=—2e 2 [x—e 2J<:>

3
S =_2e 2x+2e>

3
2

<:+§e
y2

3
oy=-2e 5x+2e‘3—%e‘3 =

3 g
ey=-26 2x+—
y X+

T(05)=126(4-3e*%*)=12c

0,5k 05k _ 9 o g 08k _ £

< 4-3e =2< 3e

2

2 nl 5
@—O,5k=ln(7j®k=7©kz0,811

3 -0,5

k~0,811e T(t)=6(4_3e—0,811z)
T(t)=6(4-3e°")

T'(t)= |:6(4 - 3e*°~8t)]' - 6(0 ~3x (—0,81‘), e—O,Bt) _

—6x2,4e°% = 14,480
T'(1)=14,4e°% ~ 6,5

Significa que, uma hora ap6s o jarro ser tirado do
frigorifico, a temperatura da limonada esta a
aumentar cerca de 6,5 °C/h.

Propostas de resolu¢dao do manual —

9.3. limT(t)= lim[6(4-3¢™)]=6(4-3¢~

t—>+o0 t—>+o
—6x(4-0)=24
lim T (t)=24

t—+o0

Significa que, com o decorrer do tempo, a

Funcbées

)_

temperatura da limonada tende a estabilizar nos

é
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24 °C/h, ou seja, a temperatura ambiente
24°C/h.
Avaliagao formativa 7
x 2 i
o im log(x* +1) g [Iog(x + 1)] _
X+ X RL'H x>+ (x)/
(x2 + 1)/
(¥* +1)In10 2
= lim =1 =
o == (x* +1)In10
~ lim () 2 2

2. f(x) =e~
Seja a a funcéo que representa a area do
retangulo [OPQR] em fung&o da abcissa
(x > 0) .
Aopan = OP xOR

2

OP=x; OT?=f(x)= -

Ento, a(x)=xe™

f' (x) = (xe"‘2 ) = (x)

—x

'

e + x(e‘”z) =

(1 2x°)

'

+xx(

f =0 e

e
(1-2 )

o e’ =0 V1-2x2 20 2% = x o
equagéo impossivel 2
S x=t—
2
C0m0x>0,x=£.
2
X 0 —1 +00
2
a | ND + 0 -
V2
a |[ND. | /| == |\
2./e
Max.
Iz
J[N2) 2 3] 2 2
2 2 2 2Je

x de Q

i\/IQ
2



Logo, a area maxima do quadrado é £ quando

2e
J2
xX=—.
2
Sinx se x<0
2xe*
f(x)= 1 se x=0
2
In 1
L}i"{‘) se .X>O
e +e -2
D, =R

fé continuaem x=0 se
i 1) = fig 7(x)=1(0)

lim £ (x) = lim S"F _ jim S0 gy 1
x—>0" x—0" 2)('e)C x>0 x x—>0" 2ex
=1x 1 =1
2x1 2
B In(x+1)]
im £ (x) = fim SO LinG+1]
x—0" x—0" ex +e ¥ _ 2 RUHx-0" (ex tet_ 2)’

(x)' In(x+ 1) +Xx |:|n(x + 1)]/

= Iim - =
0 e’ + (—x) e -0

'

|n(x+1)+x><(x+1)
x+1

= lim =
x—0" e

I Ne 2
i n(x+ )+x+1=

x>0 e'—e”

X U
g _ {In(x+1)+m]

(ex + e‘”)’

(x+1)' (x)' ><(x+1)—x(x+1)'

x+1 2
_ im (x+1) _
=0 e —(-x) e”
1 x+1-1 x+1-1
x+1 2 ?
S ) B Ch)
=0 e te =0 e e
x 0

=lm-———
x—0" (x+1)2 (ex+e‘x) 1x 2
im £ () = (0) = lim ()

Logo, f é descontinuaem x=0.
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x2 + kx
1 se x<1
f(x)=1 "~ (keR
(=12 tn(a-1) (k<)
— 7 se x>1
X
D, =R\ {1}
2 z
Loa tim T i 2k 2 X (k)

X——0o0

=

xa—wx(_x_’]) X—>-n0 )((.X—1)

kY
(+k). ) ~ lim 1 =1

x>0 1

Il 818

= tim 2K 2 i
X—>-0 X—1 RL'H x—>-x (x_1)

Entéo, | — b).

2
Il lim [f(x)-ax]=2 & lim ["”j"—xJ: 2o
X—>—0 X—>-0 X —

-
B K
Soiim K)o i K o k2o k=1
RL'H x—>-x ! X—>—00

(x-1)
Ento, Il - b).

lll. Assintotas verticais:
f é continua para x >1. Logo, s6 podera existir
assintota verticalem x =1.
2x% +In(x -1 -
lim £ (x) = lim = (x/ )_2-=_
x—>1 x—>1 (x _ 1) 1
A reta de equagdo x =1 € assintota ao grafico de f.
Assintota horizontal:

ME ) [2x2+|n(x—1)]’

lim £ (x) = lim = lim s
x (x)
x+1)'
4x + 1
—Jim —=>=1__ |im [4x-—1)=+oo+0=+oo
X—>+0 X—>+0 X —

O grafico da fungao f ndo tem assintota horizontal
quando x — +w.

Entao, lll —c).

I=b), lI-b), lll-c)
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Tarefa 14
1. Néo
2. Aequacdo dada tem solugéo porque o primeiro
membro é um polinédmio de grau impar.
31, f()=r-1-1=-1
f(2)=2°-2-1=5
f(1)=-1e f(2)=5. Como f & continua em [1,2]
e f(1)<0<f(2), aequagéo tem, pelo menos,
uma solugéo em [1,2] .
3.2. f(15)=(15)"-15-1=0,875

f(15)=0,875>0. Como f ¢ continua em [1;1,5]
e f(1)<0<f(15), a equagéo tem, pelo menos,

uma solugéo em[1;1,5].
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e Como f é continua em {%1} e f(%) <0<f(1),

entdo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a
equacéo f(x) =0, tem pelo menos, uma solugéo

em ]%1{ isto &, a funcdo f interseta o eixo Ox

em, pelo menos, um ponto em }%1[
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Questéo 118

x—cos(x)=0; |0,
f(x)

o f& continua em [0,n] por ser definida pela

diferenca de duas fungdes continuas, uma
polinomial e outra trigonométrica.

e f(0)=0-cos(0)=-1<0
. f(Tc)=Tc—COS(Tc)=Tt—(—1)=Tt+1>0
* Como fé continua em [0,] e f(0)<0<f(m),

entdo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a
equacio f(x)=0, isto &, a equagéo x-cosx =0

tem, pelo menos, uma solugéo em 0,x] .

Questao 119

f(x)=log(x)+x* em }%1[
Pretendemos mostrar que a equagéo f(x)=0

tem, pelo menos, uma solugdo em }%1[ .

e f & continua em [%1] por ser definida pela soma

de duas funcgdes continuas, uma logaritmica e
outra polinomial.

1 1\ (1Y 1
fl=|=log[ = |+|=| =log2"+— =
) (zj °g(2j+(2j 9% "y
=—I092+%z—0,05<0

o f(1)=log(1)+ £ =0+1=1>0
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Questao 120

f(x)=Vx+1+x>+x+2 em [12]
Seja g a fungdo que da a area do triangulo [OAB].
A(a,0); B(a,f(a)); ac[12]
axf(a
g(a) _ax (a)

g(a) 5 =N
@g(a)=g(3/m+az+a+2)

OAx AB
= &

Pretendemos mostrar que a equagéo g(a)=4
tem, pelo menos, uma solugéo em |1,2] .

e g é continua em |1, 2[ porque resulta de

operacgdes entre fungdes continuas nesse
intervalo.

. g(1)=%(x3/1+1+12+1+2)z2,63

. g(2)=§(%/2+1+22+2+2)z 9,44

e Como g é continuaem [1,2] e g(1)<4<g(2),
entdo, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, a
equacgdo g(a)=4 tem pelo menos, uma solugéo

em [1,2[, ou seja, existe um ponto A de abcissa
pertence a [1,2[ tal que a area do tridngulo

[OAB] € 4 ua.
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Questao 121

e =x-1; xe]1,2[
e =x-1oe’ -x+1=0em 12
f(x)
o f& continua em [1, 2] porque resulta de

operacgdes entre fungdes continuas nesse
intervalo.

o« f()=e'-1+1~0,37
o f(2)=e?-2+1~-0,86
Como fé continuaem [1,2] e f(2)<0<f(1),

entdo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a



equacdo f(x)=0, ou seja, e =x -1 tem, pelo

menos, uma soluggo em ]2,3[ .

Questao 122

hy (x)=50(1-°%); hy(x)=8x
Pretendemos resolver a equagéo
h,(x)=hg(x) em J2.4]
hy(x)=hs(x) = 50(1-e ) =8x =
< 50(1-e°)-8x=0

f(x)
o f& continua em [2,4] porque resulta de

operagdes entre fungdes continuas nesse
intervalo.

o £(2)=50(1-e*?)-8x2~0,48
o £(4)=50(1-e°*)-8x4~-4,47
e Como fé continua em [2,4] e f(4)<0<f(2),

entdo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a
equacéo f(x)=0, ou seja, h,(x)=hg(x) tem,
pelo menos, uma solugéo em [2, 4], pelo que

existe um instante nesse intervalo em que os dois
drones estiveram a mesma altura.
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2.3. a) Porque tem a menor das amplitudes dos

intervalos considerados e garante a existéncia de
solugédo da equacéo.
b) Seja m o ponto médio do intervalo [2,3].

2+3
m=——=

25: x=25
2
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Tarefa 15

1.

21.

2.2,

f(x)=0< xcosx+1=0, em [0,4]
o f& continua em em [0,4] porque resulta de

operacgdes entre fungdes continuas nesse
intervalo.

e f(0)=0cos(0)+1=1

o f(4)=4cos(4)+1=-161

« Como fé continua em [0,4] e f(4)<0<f(0),

entéo, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy, a

equacao f(x) =0, tem, pelo menos, uma solucdo

em |0,4].

0+4_
2

b) f(2)=2cos(2)+1~0,17 >0 ; Positivo

a) m = 2

¢) Como f(2) >0, ha mudanga de sinal de fem

12.4].

2+4
=——=3
a) m, 5
b) f(3)=4cos(3)+1~-2,96<0
Negativo

¢) Como f(3) <0, ha mudanca de sinal de fem

12,3
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Questio 123

1—xtan(x) =0,em [0,1]

Seja f(x)=1-xtan(x).

Pretendemos determinar uma solugéo aproximada
da equacdo em f(x)=0, em [0,1].

o f& continua em [0,1], porque resulta de

operacgdes entre fungdes continuas nesse
intervalo.

e f(0)=1-0tan(0)=1>0

e f(1)=1-1tan(1)~ -0,56 <0

« Como f é continua em [0,1] e f(1) <0 <f(0),
entéo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a
equacao f(x) =0 tem, pelo menos, uma solucéo
em [0,1.

1.2 interacéo:

m=%=%; f(%j =1—%tan(%) ~0,73>0

Novo intervalo: /, = Bq

2.2 interacgéo:
1
—+1
m=-2_-3_0g75
2 4

£(0,75)=1-0,75tan(0,75) ~ 0,30 > 0
Novo intervalo: /, =[0,75;1]
3.2 interagéo:

m= 0’72” -0,875

x~ 0,875

i

Questao 124

X°3-3x"2+1 a= 2 b= 3
Intervalo inicial Ponto médio

a | b fa) fib) m mj aoum | moub
2| 3| 7 B 25|  -1.375 2,5 3
2,75| 2,796875| 25 2,75

25 3| -1,375 B

25 2,75  -1.375| 2,796875) 2,625] 0,587891 25 2,625

25 2,625| -1.375| 0,587891] 2,5625| -0.42358| 2,5625 2.@
2,525

2,6625 -0,42358| 0,587891| 2,59375| 0,074554| 2.,56256| 258375

2,5625) 2,59375| -0.42358| 0,074554| 2.578125| -0,1764 2,578125) 2,59375

2578125 259375| -0,1764| 0,074554| 2,585038] -0,0514| 2,585938) 259375

2,585938| 2,59375| -0,0514| 0,074554| 2,589844| 0,01146| 2,585938| 2,589844

wlm|uo|o|sfwwlie

2,586838| 2,680844| -0,0514| 0,01146| 2587891 =0,02f 2,587861| 2.589844

5

2,5878061| 2,585844) -0,02| 0,01146( 2588867 -0.00428) 2, 588867| 2,589844)

x~2,588867
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Questio 125 Questio 127

In(x) = 1 Jem [1,2]; In(x) = T eine 20 f(x) =0 intervalo inicial: [0, 5]
x * * « Amplitude do intervalo inicial: 5-0=5

. 1
Seja f(x) =Inx T ¢ Quer-se determinar n tal que % <1072
Pretendemos determinar uma solugéo aproximada 5 5
5 = —<0,001<2" > < 2" > 5000
da equacéo f(x)=0,em [1,2]. o 0,001
o f& continua em [1, 2] porque resulta de 2122 . 20-1024,.. 24096, 2 = 8190
operagdes entre fungdes continuas nesse Logo, sdo necessarias pelo menos 13 iteracdes.
int lo.
inervalo 1 Questao 128
.f(1)=ln1_i=_1<0 3* =542x, em [2;2,5]
of(2)=|n2—%z0,19>0 3x=5*/5‘:’L‘(5;£=0
f(x
« Como fé continua em [12] e Pretendemos determinar uma solugdo aproximada

f(1) <0<f(2), entéo, pelo teorema de Bolzano- da equagdo f(x) =0 em [2:25].
Cauchy, a equagso f{x)=0 tem, pelo menos, f & continua em [2;2,5] porque resulta de
operacgdes entre fungdes continuas nesse

uma solugégo em |1, 2]. intervalo.
Vamos detgr.mlnar uma aprOX|magao da solucéo da f(2) =32_5/2x2=-1<0
equacao utilizando o método da bissecéo
. iy s e 2,5
considerando com critério de paragem que a f(2,5)=3*°-5\2x25~4,41>0
amplitude do intervalo seja inferiora 10" =0,1. Como f é continua em [2,2,5] e (2) <0<f(25),
= Amplitude =
lteracgo|  Intervalo m dointervalo | T (m) entéo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a
) L=p2] 1+2_. 2_1-1 f(15) equacao f(x) =0, tem, pelo menos, uma solugdo
o=Lb 2 01 |a_
0260 em [2;2,5[.
1,542 2-15=05 | f(175) ) . ) i
2 1 =15;2] M oy 00120 Vamos determinar uma aproximagao da solugéo da
i ~ =0, < - .y . . -
17512 equacao utilizando o método da bissegcdo com um
d 2-175 £(1,875 L _
3 | L=[175;2] 2 ’ (1875) erro maximo absoluto de 5x107 =0,05 .
_1g75 | =0.25>01 50,0055 0
175’+1875 2'5_2<5><10’2<:>0’5<5><10’2<:>
A Ll - (18125
4 |, =[175:1875] 2 1875-175 | £(18125) 2" 2"
18125 =0125>0,1|~0043>0 0,5 g 1
175418125 2" > - <2"> o2 >—o
Lo+ 18129 118105175 5x10 B x10 10
5 I, =[175,18123] 2
_178125 |~ 0:0625>01 <2">10
) ] ) ; 2'=2,22=4,2°=8¢e 2°=16
O método termina ao final da 4.2 iteragéo porque a ~ -
. . o o Logo, sdo necessarias pelo menos quatro
amplitude do intervalo obtido é inferior ao definido . -
o iteragoes.
como critério de paragem.
~ . . i i f(m
Solugdo aproximada: x ~178125 It Intervalo m Erro inferior a (m)
2+25 25-2 (2,25)
1]l =[2:25] 2 2 ’
Pag. 146 =225 -025>005 | ~124>0
2+225 2,25-2
5 d d (2125
Questio 126 2| 1=[2:2.25] > > g " )0
f(x) =0 intervalo inicial: [-2, 8] =2125 =0125>005 | ~°7°~
2+2125 2125-2
. . I 3 , f(2,0625
Amplitude do intervalo inicial: b—a=28 —(—2) =10 3| 1 =[2;2125] 2 2 (2,0625)
~-0,52<0
. . . i =2,0625 =0,0625 >0,05 :
Amplitude do intervalo obtido ao final de 5 -
; 5 : . I = 2,0625+2125 | 2125-2,0625
iteracdes do método: 4 s 2 z
=[2,0625;2,125]
b-a 10 10 =2,09375 =0,03125<0,05

=—=—=0,3125
2> 2° 32




Solugdo aproximada com erro maximo absoluto de
5x1072:
L x 2,0625 + 2,125

=2,09375
2
-W " Gré 3 Tal‘elu

o A
WK @

-4
x=2, 123084 fix)=8

Aproximacéo recorrendo a calculadora:
x~2,123 084

2,093 75-2,123 084] ~ 0,029 < 0,05
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Tarefa 16

1. Como a fungéo f é polinomial, é diferenciavel.

2. E tracada uma reta tangente ao grafico da funcéo f
no ponto de abcissa x, e encontrado x, que é a
abcissa do ponto de intersecédo dessa reta
tangente com o eixo Ox .

3. O processo anterior repete-se para uma reta
tangente e a nova abcissa do ponto de intersecéo,
X, .

4. Parece convergir para a raiz. A distancia diminui
rapidamente.

5. Sim.

6. Areta tangente é horizontal pelo que nao interceta
o eixo Ox, terminando o processo, ou seja, para
este valor de x,, a sucesséo de aproximagdes ndo
converge para nenhuma raiz da funcéo f.

7. Por exemplo: o método pode convergir, mas

dependo do valor inicial;
se em algum momento a reta for horizontal, o
método termina.
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lteracéo 2:
f(1,5) = In(1,5)+1,5—2 ~ —0,094 535
f'(1,5) = %H ~ 1,666 667

)

- f(x) _15- f(15) 5_0.094535 _
f'(x,) f'(15) 1,666 667

~ 1556 721; x, ~ 1,556 721

b)

129.2.

eracdo |
1
2 15 -0,09453489] 1,666667] 1,5567209]
3 1,556720935 | -0,00089742] 1,642376] 1,5571456]
4 1,557145576 -3,7198E-08] 1,642201) 1,5571456]
5 1,557145599 o] 1,642201] 1,5571456|
6 1,557145599 o] 1,642201] 1,5571456|
7 1,557145599 0] 1.642201] 1,5571458|
8 1,557145599 o] 1.642201] 1,5571456|
11 /

2 1 @ 1 2 3
x=l S5T146 fix)=0

x~ 1557146

Com 6 casas decimais, o valor obtido coincide com
o obtido com 8 iteracgbes.

Questido 129
129.1. a)
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o1
f'(x)=|I -2 =—+1
(x) [n(x)+x ] x+
X =1
Iteracdo 1:
f(1):ln(1)+1—2:0+1—2:—1
f’(1)=7+1=2
x1—xo_f(xo)=1—f(1)=1—;1=1+1=§=1,5
f'(x) f'(1) 2 2 2
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Questio 130

x,=2,3146 ; x, =2,3142 ; x, =2,3141
2,3142-2,3146| = 0,0004 = 4x10* <10

\x4—x3\=

2,3141—2,3142\ =0,0001=10"* <107
Sim, poderia ser interrompido na iteragdo 5, com a
obtencéo de x; =2,3141, mas como

\xs—x4\ =

|x, —x,| <107 e apenas se pretende um erro

absoluto inferior a 10~ | o processo também
poderia ser interrompido na iteragéo 4, com a
obtencéo de x, =2,3142.

Pag. 152

Tarefas de consolidagdo 8

1.1.

1.2,

f(x)=—e"=—e~-272<0

in(2-1 in(1
F2)=SnC=Y) _sin() 450

2x2-2 2
Logo, f(-1)xf(2)<0
Comecemos por estudar a continuidade de fungao
fno intervalo [-1,2] . No intervalo [-11 a fungéo f
€ continua porque esta definida pela funcao
exponencial.



3.1.

No intervalo ]1,2] a fungao f é continua porque

resulta de operagdes entre fungdes continuas.
Estudemos a continuidade no ponto x=1.
Para a fungao f ser continua, em x =1,

JLn;f(x):JT:rf(x)=f(x)

. . ’ 1

lim f(x) = lim (™) = —e~' = ——

I (o) i (o) =" =g
sin(x-1) [gj [sin(x—1)]/

lim £ (x) = lim = lim =

xo1" xo1" 2X—2 RLH 4+ (2.X—2)’

im (x—1) cos(x-1) _ im
x> 1" 2 xo1" 2 2 2
Como lim f(x) = lim f(x), a fungéo fn&o &
xo>T el

continua em x =1, logo a fungdo néo é continua
no intervalo [-1,2] e, por isso, néo & possivel

aplicar o teorema de Bolzano-Cauchy nesse
intervalo.

T1(x)=5+4|n(x+1)
Tz(x)=2x
o T,(x)=T,(x) & 5+4In(x+1)=2x em 6,7

& 5+4In(x+1)-2x=0
f(x)

o f& continua em [6,7] porque resulta de

operacgdes entre fungdes continuas nesse
intervalo.

f(6)=5+4In(6+1)-2x6~0,78>0
f(7)=5+4In(7+1)-2x7 ~-0,68 <0

Como a fungéo f é continua em [6,7] e
f(7)<0<f(6), entéo, pelo teorema de Bolzano-
-Cauchy, a equacéo f(x)=0, ou seja,

T,(x) =T, (x) tem, pelo menos, uma solugéo em
l6.7[ .

Existe um numero de veiculos entre 600 e 700

para o qual os tempos da manha e da tarde séo
iguais.

2 2
2|2 = P+
Y [2 o0 2

P(x)=27nx+x+2y@ P(x)=mx+x+2 h2+(;)2

y

3.2. Area total = 4rea do semicirculo + area do trapézio

cos(x-1) cos0 _1
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2
Amal=30©%+8+bxh=30@
2
@%+¥Xh=30©

2
©%+3—2x><h:30<:>nx2+3xh:60<:>

60— mx2
3x

mmmﬁ%%fp@z

P(x)=22 em 2,4

< 3xh=60-m’ < h=

e P é continua em [2,4] porque resulta de

operacgdes entre fungdes continuas nesse
intervalo.

— 2 2 2
o P(2)=1t><2+2+2\/[603n;2J +(%]
X

~ 24,22 > 22

—_ 2 2 2
. p(4)=m4+2+zJ(6°3ﬂ;4] +(3)
X

~ 20,88 <22
e Como P é continua em [2,4] e P(4)<22<P(2),

entéo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a equagéo
P(x)=22 tem pelo menos uma solugo em |2,4[

Q

Q

isto é, existe, pelo menos, um valor de ¢ € ]2,4[ tal
que P(c)=22.
Interpretacéo:

Existe um valor de raio x entre 2 e 4 cm tal que o
perimetro da figura é exatamente 22 cm.
Apos k iteragbes: intervalo [a,8].
Seja I, a amplitude do intervalo ap6s k iteracdes.
l,=8-a
Seja I,,, a amplitude do intervalo ap6s k +2
iteracdes.
Como a cada iteracao, o intervalo que contém a
raiz é sucessivamente reduzido para metade,

/k

/
L.z -2 S, =k

2 4
Por outro lado, sabemos que /,,,=8-5=3.

Logo, Izk=3<:lk=12.

Seja I, , a amplitude do intervalo apés k —1

iteracdes.

l,,=2l, &1, ,=2x12=24

O erro méaximo absoluto cometido ao fim de k -1

iteracdes é metade da amplitude do intervalo, isto
24

e, —=12.
2



Erro maximo absoluto da aproximacéo de raiz ao
final de k-1 iteragbes é 12.

5.1.
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P=2ox=-Rvy=2o
< x~-1414214v x~ 1414 214

5.2.a) x* =2 em [0,2] 4 iteracdes

X¥=2ex>-2=0
X ~%4
f(x)

o f& continua em [0,2] porque esta definida por
um polinébmio.
. f(0)=02—2=—2<0
f(2):22—2:2>0
e Como f ¢ continua em [0,2] e f(0)<0<f(2),
entéo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a
equacao f(x) =0, tem, pelo menos, uma solugdo
em |0,2].
1.2 iteracéo:

0+2
m=——=

2

f(1)=f-2=-1<0

1

Novo intervalo: [1,2]

2.2 jteragao:
m-1t2_3 45
2 2

f(1,5) =152-2=-0,25<0
Novo intervalo: [1,1,5]
3.2 iteragdo:

m=1215_ 425

f(1,25)=125° —2~ 0,44 <0
Novo intervalo: [1,25;1,5]
42 iteracao:

m = 1,25+15 —1375

x~1375
b) x, =1 duas interagbes

X=2ex*-2=0
X ~4
f(x)
1.2 iteracao:
f(x)=x2—2

F(xo)=f(1) =P —-2=—1
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5.3.

5.4.

6.1.

6.2.

6.3.

2.2 jteragao:
f(x,)=(15) =152-2=0,25
f'(x)=f(15)=2x15=3

f

N ,(x1) =1’5_0,25
f'(x)

A solucéo aproximada da equacéo é 1,416 667 .

Apesar de se terem realizado menos iteragdes, a
aproximagéo obtida pelo método de Newton-
-Raphson tem menor erro absoluto.

f(x)=x2—2
f'(x)=2x
f’(0)=2><0=0

~ 1,416 667

Como '(0)=0, o método de Newton-Raphson

nao é aplicavel.

Método da bissecao num intervalo inicial [a,b].

Sabemos que b2—5a <0,5.

Pretendemos mostrar que b-a <16.

bz—sa <05« b—za <05 bh-a<0,5x32 <
& b-a<16

Sabemos que 8 10

n

Pretendemos determinar o menor valor de n tal
b-a

ue <1072,
q o

b-a

n

<1072 @12—?<0,01©16<0,01><2" =3

<:>2">£<:>2”>1600

0,01
2'=2,..2"°=1024,2" =2048
Logo, n=11.

O método da bissegdo permite garantir uma
precisdo minima, mas nao fornece o valor exato do
erro real da aproximacao.

f’(x2)=2; f(x2)=2x2+4

f(x3)=—¥=—1; fx;)=-1

M__']@f()%)_»]@f/(xs):z

2 2
x_x_f(xz)zx _2x2+4_ 2_2_o_ o
T f'(x,) ’ 2
= x _f(xs) =_2_J _2+1 _§=_15
4 3 f'(x3) 2 2 2 )

f:R - R, continuaem R. D; =]0,1

Pretendemos mostrar que existe, pelo menos, um
celoq:f(c)=c



Consideremos f(x)=x <« f(x)-x=0
A
9(x)
Seja g(x)=f(x)-x
o f& continua em R, logo é continua em [0,1] = R
A fung@o g é continua em [0,1] por ser a diferenca

de duas fungdes continuas nesse intervalo.

« g(0)=f(0)-0=f(0)e]0.q
Logo, g(0)>0
g()=r(1)-1: ()<0

CA- | f()eloq; 0<f(1)<1
0-1<f(1)-1<1-1
-1<f(1)-1<0
-1<g(1)<0
e Como g é continua em [0,1] e g(1)<0<g(0),
entdo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe
pelo menos um ¢ < ]0,1[ tal que g(c)=0, isto &,

f(c)-c=0,ouseja, f(c)=c.
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Avaliagao formativa 8

I-b); Il-a); lI-c)

£(0)=2sin(0-1)~-1,68 ; f(1)=2sin(1-1)=0

(3ol

f(2)=2sin(2-1)~168; f(3)=2sin(3-1)~182
f(5)=2sin(5-1)~-151

| w

X

Opgao (A): f(0)<f(5)<

\/

~ N

Opgao (B): f(1) < % <f(3

X

Opgao (C): f(0)<f(5)<

X

Nlw Nw

Opgéo (D): f(0)<f(5)<
Opcéo (B)

iteracéo p: [-3,13]
3413
2
lteracgo 9: [5,7]
9-p=3
Opcéo (B)

5+13

=5; [513]; =9;[59]; =" =7

4.

Propostas de resolu¢ao do manual —

Funcoées

= —05>101

T2
f(x) 3 0875

~ 1,347 826

Xy =X —

" f'(x) 2 575
=0,152174>10"

[, x| =[1

f
(%) _ 347 gpg 0100682
F'(x,) 4,449 905

x5 —x,| =1 =0,022626 <10
C.A. f(x):xs—x—1; f'(x):3x2—1
f(1):13—1—1:—1; f'(1):3><12—1:2

3
(23] 202 os
2 2 2 8

2
f’(§J=3x(§) —1—§—5,75
2 2

f (1,347 826) ~ 0,100 682
f'(1,347 826) ~ 4,449 905

~ 1,325 200

X3 =X, —

fcontinuaem [-2,2], a=0

a
f(—2)=E ; f(2)=2a
Justificar que o grafico de finterseta a reta da
equacdo y =a & o mesmo que justificar que a
equacéo f(x)=a tem solugéo.
e a=0

f(-2)=—=0 e f(2)=2x0=0 e a equacéo

N o

f(x) =0 tem, pelo menos, duas solucdes, -2 e 2.

e a>0

Como fé continua em [-2,2] e

f(-2)<a <f(2)<:>i <a<2a, entdo, pelo
teorema de Bolzano-Cauchy, a equagéo f(x)=a
tem, pelo menos, uma solugéo em |-2, 2], isto &,

o grafico de fintersetaareta y =a.
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Tarefas complementares

11.

1.2

1.3.

21.

2.2,

23.
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a) x=2

b) y=-1
a) Iirpoo f(x)=-1

b) lim f(x)=—1

X—>+0

c) lim f(x)=+oo

x—>27

d) lim f(x)=—oo

x—2"
Areta de equacdo x =2 é assintota vertical ao
grafico de f. Entdo, 2 € um zero do denominador
de f.
x=2<x-2=0
Logo, b=-2.

ax1

f(1)=1<:>1 1o a=-1

Opgéo (D)

a) lim f(x)=lim 1= _0o
X—>+0 X—>+0 x +w

b) lim f(x)= lim = —0

X—>—0 X—>—0 X —00
. 11

c) limf(x)=Ilm—=—=+w
x—0" x-0" x 0+

d) lim F(x)=lim = =
x—0 x-0" x 0

e) lim g(x)= lim x* =(+0)® =+

f) lim g(x)= lim x* = (—o0) = —o0

h(x)=mx+b e b=2

Entdo, h(x)=mx+2e h(1)=0

h(=0mx1+2=0m=-2

Logo, h(x))=-2x+2.

a) Iim1(f+g)(x)=Iim1f(x)+lirqg(x)
1

=—+P=1+1=2
1
limg(x) 43
b) lim (g](x): S A
w1\ h I|n1] h(x) O
limg(x) 4
lim (gj(x): o Y
et U h lim h(x) ~ 0"
im| 9 im| 9
jm[h](x)ﬂm[h](x)-

Logo, nado existe Iirq[%j(x) .

c) Ixiin2(f xh)(x)= Lianf(x)X IXianh(x)

—lim ol (~2x + 2)
=2 x  xo2

1 1
=5 x(:2x2+2)= 2 x(-2)=1
d) lim ( +h) (x)=limf(x)+ lim h(x) =

—tim 1+ lim (~2x + 2)
x>0 x x>0

lim (f+h)(x)zoi+x(—2x0+2):+oox2=+oo

x—0"

x—0

lim (f+h)(x):04x(—2x0+2)=—ooxzz—oo
lim (f+h)(x)= lim (f+h)(x)
C;;o, nao existexliz\g (f+h)(x).
e) lim(g—-h)(x)=lim g(x)~ lim h(x)=
= lim x* — lim(-2x +2) =
=(-1° - (-2(-1)+2)=-1-4=-5
f) lim(g+h)(x)=limg(x) +limh(x)=

=Iirr(1)x3+lirr(1)(—2x+2) =0%+(-2x0+2)=2

3.1.

3.2.

3.3.
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se x<1
em x=1

f(x)={1+x

3-x se x=1
lim f(x)=lim (1+x):1+1:2
x—1 x—1
lim f(x)=lim (3—x):3—1:2
x—1" x—1"
lim f(x)=lim f(x)=2. Logo, 0 Iirqf(x): 2.
x—>1 x—>1" X
f(1)=3-1=2

Como Iim1f(x) =f(1), a fungdo f é continua em

x=1.
Vx se x>0
9(x)=14x+1 ,em x=0
se x<0
x+1
lim g(x) = lim Jx o _o_
x—0° =0t x+1 0+1 1

lim g(x)= lim (x+1):0+1=1

x>0~ x>0

lim g(x)= lim g(x) . Logo, o Iin}f(x):2
x—0" x—0" X

Entéo, ndo existe Iing g(x).

Logo, a fungéo g é descontinua para x=0.

x4 x se x<0
h(x)=1 x - ,em x=0
se x>0
Jx

lim h(x)= lim (x* +x)=0+0=0
x—0" x—0"



5.1.

5.2.

5.3.
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1
' —lim ! 2= tim | 2 | = lim %2
ot ()] % -
— limVx =4/0" =0

x—>0"

fim h(x)= lim h(x)=0 Entdo, limh(x)=0.
x—0" x—0" X—>

h(0)=0*>+0=0
Como o Iing h(x)=h(0), a fungdo h é continua em
x=0.
keR”
2
—+1 se x<k
fx)=1x

se x>k
x+2

fé continua em R . Entéo, fé continua parax =k .

x—k~ x—k~

lim f(x)= lim (EHJ:EH
X k

lim f(x)= lim (x+2)=k+2

x—k* x—k*

f(k)=k+2

fé continua para x =k < lim f(x) = lim f(x)=f(k)
x>k~ x>k

— 2_
@%+1=k+2©%—k—1=0 27k -k g

< —-k?—k+2=0Ak=0
11 (=17 — 4(-1)x 2 1+£+/9
ke
2(-1) -2

@k:—vk:ﬂc
-2 -2

k=
k=1vk=-2

Como keR™, k=-2.

f(x)=x+xsinx; D, =R

A funcéo f é definida pelo produto e soma de
fungbes continuas em R .

Logo, fé continuaem R.

_1-sinx |
- 2+cosx’
A fungéo g é definida pelo quociente entre duas
funcdes continuas em R (ambas definidas pela
soma de fungdes continuas em R ). Logo, f é
continuaem R.

D, =R

g

g(x)

1+ cosx e <0
X
h(x)=1< 42 , D =R
(x) x“+2 se x>0 h
x+1

Em ]—oo,O[, a fungado h é continua por ser definida
pela soma de fungbes continuas nesse intervalo.
Em ]O,+oo[, a fungao h é continua por ser definida

por uma fungao racional, cujo denominador ndo se
anula nesse intervalo.
No ponto x=0:

5.4.

6.1.

6.2.

lim h(x)= lim (1+cosx)=1+cos0=1+1=2
x—0 x—0

x2+2_02+2_g:2

lim h(x)= lim = =
x>0 0" x+1 0o+1 1
2
h(O):O +2:g:
0+1 1

lim h(x)= lim h(x)= h(0)
x—0 x—0"
Ent&o, h é continua para x=0
Logo, a fungéo h é continuaem R .
sin se >
i(x>={".' ! YT p =R
SINx—-CO0Sx Sse x<T7
Em ]Tc,+oo[ , a funcéo i é continua por ser definida
pelo produto de fungbes continuas nesse intervalo.
Em ]—oo,Tt[ , a funcdo i é continua por ser definida

pela diferenca de fungdes continuas nesse
intervalo.
No ponto x=nx:

lim i(x)= lim (sinx—cosx)=sinn—cost=0-(-1)=1
X—T X

lim i(x)= lim (xsinx) =nsint=nx0=0

x—n' x—n'

lim i(x)= lim i(x) . Entdo, ndo existe limi(x), pelo
X xon X1

que, i € descontinua para x=r.

Logo, a fungéo i é continua em R\ {n} .

lim A(x)= lim (f + g)(x) = lim f(x)+ lim g(x)

x—2" x—2"

=3+0=3

lim h(x)= lim (f + g)(x) = lim f(x)+ lim g(x)
xo2" x—o2t o2t

~3:10=3
h(2)=(f+9)(2)=f(2)+g(2)=2+1=3
lim h(x)= lim h(x)=h(2)

x—27 o2t

Logo, a fungdo h=f+g é continua para x=2.
Por exemplo,

i(x)={0

-1 se x=2

se x#2

Confirmacgao:

Iin; j(x)= Iin; (f—i)(x)z Iirr217 f(x)— Iin; i(x)
=3-0=3

Iin; j(x)= Iin; (f—i)(x): Iin; f(x)- Iin; i(x)
=3-0=3
j(2)=(f-i)(2)=f(2)-i(2)=2-(-1)=2+1=3
lim j(x) = lim j(x)=j(2)

Logo, a fungdo j=f-i é continua para x=2.

Pag. 158
x=f(p)=2000-100p

R(x)=30x —ix2 ; C(x)=10x+20000
100
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L(x)=(R=C)(x)=R(x)-C(x)

—30x - —— 2 —(10x + 20000)
100

—30x - 22 ~10x - 20000
100

—20x - 22 ~20000

100
L(p)=(L~f)(p)=L(f(p))=L(2000-100p)
—20(2000 — 100p)—%(2000 ~100p)? — 20000

=40000 - 2000p -

—%(4 000000 - 400000p +10000p* ) - 20000

=20000 — 2000p — 40 000 + 4000p — 100p>
=-100p° +2000p — 20 000
L(p)=-100p? +2000p — 20000

8.1.

8.2.
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a) b, ={xeR:xeDg/\g(x)eD,}
:{xeR:xeRAx2—1eR}=R

(fog)(x)=F(g(x))=f(x* -1)=2(x* -1)-1
=2x*-2-1=2x*-3
fog:R—>R
x —2x*-3
b) D, ={xeR:xeD, rf(x)eD,}

:{xeR:xeR/\2x—1eR}:R

(gof)(x)=g(f(x))=g(2x—1)=(2x~1)" -1
=4x? —4x+1-1=4x* - 4x
goef:R>R
x = 4x? —4x
c) D, :{xeR:xeDg/\g(x)eDg}

={xeR:xeRAx*-1ecR!=R
{ J

(9°9)(x)=9(g(x))=g (" ~1)=(x* ~1) -1
=x*—2x* +1-1=x* - 2x*
geg:R—>R

x b x*—2x%

d) D,,={xeR:xeD, rf(x)eD,}
:{xeR:xeR/\Zx—'leR}:R
(fOf)(x):f(f(x)):f(2x—1):2(2x—1)—1
=4x-2-1=4x-3

fof iR—>R

x —>4x-3

(Fog)—2)=2(-2)P%-3=2x4-3=5

(fof)(2)=4x2-3=5

[(fog)(—2)]2—2(f0f)(2)=52—2><5:25—1O=15

9.1.

9.2.

10.1.

_x
h(x)=1 2 +1 se x>0
k + cos(mx)

se x<0

Em ]—oo,O[, a fungao h é continua por ser, nesse
intervalo, definida por uma fungao racional e
x?*+1#0paratodo xeR.

Em ]O,+oo[, a fungado h é continua por ser, nesse
intervalo, definida pela soma de duas fungdes
continuas, uma fungao constante (k ) e a fungéo
cos(mx) que é a composta de duas fungdes
continuas (cos e nx )

No ponto x =0, h é continua se IJE?) h(x)=h(0).

. . 0
lim hA(x)= lim = =
x—0 (x) x>0 x2 +1 02 +1

ILnow h(x)= ILT (k +cos(nx)) = k + cos(m x 0) =
'=k+cosO'=k+1

h(0)=k +cosO0=k+1
Ixim)h(x):h(O)<:>k+1:0<:>k=—1

Logo, a fungéo h é continuaem R, se k=-1.

. ™
ksin| —
)= [4J se x<2

9(x 1 se x>2

x+2
Em ]—oo,2[ , a funcao g é continua por ser, nesse

intervalo, definida pelo produto de fungbes
continuas uma constante (k ) e uma composta de

~ , . X
fungdes continuas (sinx e 7 ).

Em ]2,+oo[ , a funcao g é continua por ser, nesse

intervalo, definida por uma fungao racional e
x+2#0,paratodo x> 2.

No ponto x =2, g é continua se Iing g(x)=9g(2)

lim g(x)= lim (ksin(Tn =ksin24—n=

X2 X2
—ksinZ=kx1=k
2

lim g(x)= lim L L
x—2"

1
o2 x+2 2+2 4

9(2)=ksin2Z — k

4
limg(x) = g(2) < k =
limg(x)=9(2) < =2

Logo, a fungéo g é continuaem R, se k= % .
a) (f+g)0)=f(0)+g(0)=0+4=4

b) (f-g)1)=f(1)-9g(1)=1-4=-3
CA. | Para x>0:
f(x)=mxe f(4)=4
f(4)=4omxd=4 om=1
f(x)=xe f(1)=1
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c) (fog)(-1)=f(g(-1)=f(3)=3
CA. | Para x<0:

g(x)=mx+be b=4

g(x)=mx+4e g(-2)=2
g(-2)=2&m(-2)+4=2 < -2m=-2
om=1

g(x)=x+4

g(-1)=-1+4=3

d) (gof)N=g(f(1)=9(1)=4
a) (fog)(x)=0ef(g(x) =0 g(x)=0
<ox+4=0x=-4; S:{—4}

b) (gof)(x)=2< g(f(x))=2 < f(x)=2

Equagéo impossivel. S={ }
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11. Afungédo fnao é continua nos pontos x=0e x=6.

12.1.

12.2.

Logo, fnao é diferenciavel nestes pontos.
No ponto x=1: f'(1")=f'(1")

Neste caso, f'(1")<0e f'(1")>0. Logo, ndo
existe '(17).

Resposta: 0, 1 e 6.

— 2_
F(x) = (x-17-2 se x<2
x-3 se x>2

Em ]-»,2[ e em ]2,+o[ , a fungéo f é continua por
ser, nesses intervalos, definida por fungées
polinomiais.

No ponto x =2, f € continua se Iim2 f(x)=1(2)

lim f(x) = lim ((x=17 -2)=(2-1) -2=1-2=-1
x—2" x—2"

lim f(x)= lim (x—3):2—3:—1

x—2" x—2!

f(2)=2-3=-1

Iin; f(x)=f(2)=-1

Entao, a fungéo fé continuaem x=2.
Logo, a fungéo f é continua.

f é diferenciavel em x =2 se f'(2*) = f'(2’).

Fr(2°) = lim 1) =F(2) _jyy x=3=(=1)
x—2" x—2 x—2" x—2
— lim 222
xa2*x—2
- 1) -2 (-1
Fi2 )= fim (=F@) _ o (=1 =221
x—2 X — x—2 x-2
2
PR ) N €2 B | C S B
x—2" x—2 x—2 x—2
) L
_x~>2’ }/ZZ _xa2’ -

f'(27)=f'(2")
Logo, a fungéo f ndo é derivavel no ponto x=2.

13.1.

13.2.

13.3.
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, ho ponto x=2
2x—-3 se x>2
Se fé continuaem x =a, entédo

lim ()= lim £(x)=£(2)

f(x):{ax+5 se x<2

lim f(x)= lim (ax+5)=2a+5

x—2 x—2

lim f(x) = lim (2x-3)=2x2-3=1=f(2)
x—>2* x—>2'

lim f(x)= lim f(x)=f(2) < 2a+5=1<
x—>2 x—>2"

o2a=-4 <a=-2

-2 se x<0
g(x)=qax+b se 0<x<1,
3x se x>1

nos pontos x=0 e x=1.
Se g é continua em x =0, entédo

I ol)=ne(x)=9(0)

lim g(x)= lim (—2) =-2

x—0" x—0"

lim g(x) = lim (ax+b)=ax0+b=b=g(0)
x—0" x—0"

Iin01 g(x)= Iing} g(x)=9g(0)=b=-2

Se g é continuaem x =1, entdo

lim g(x)=lim g(x)=g(1)

x—>1 x—>1

lim g(x)=lim (ax+b)=ax1-2=a-2=g(1)
x—1 x—1

lim g(x)=lim (3x)=3x1=3

x—1" x—1

Iin)g(x): Iirr1] gx)=g()oa-2=3<a=5

a=5e b=-2
x+a se x<-1
h(x)=<ax+b se -1<x<1,
bx+2 se x>1

nos pontos x=-1e x=1.
Se h é continua em x =-1, entdo

lim h(x)= lim h(x)=h(-1)

x—>—1 x—>-1"

lim h(x)= lim (x+a)=-1+a

x—>-1 x—>-1

lim h(x)= lim (ax + b) =ax(-1)+b=-a+b=h(-1)
x—>-1" x—>-1"

lim h(x)= lim h(x)=h(-1)< -a+b=-1+a
x—>-1 x—>-1"

<= b=2a-1
Se h é continua em x =1, entdo

lim h(x) = lim h(x)= h(1)

x> x—>1

lim h(x) = lim (ax+b)=ax1+b:a+b:h(1)
x->1T xo1T

lim h(x) = lim (bx+2)=bx1+2:b+2

x->1" x—>1

lim h(x)=limh(x)=h(1)<a+b=b+2 <a=2
x—>1 x—>1"

b=2a-1<b=2x2-1<b=3
a=2e b=3
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-X se x<0
14. f(x)= a(x) se 0<x<3

2x+9 se x>3

Se fé continuaem x=0, entdo

lim f(x)= lim f(x)=f(0)

x—0" x—0"

lim f(x)=lim(-x)=0

x—0" x—0"

lim f(x)=7(0)=a(0)

x—0"

Entao, f(0)=0<a(0)=0

Se fé continuaem x =3, entdo

lim f(x)= lim f(x)=f(3)

x—3 x—3"

Iing f(x)=f(3)=a(3)

lim f(x)= lim (-2x+9)=-2x3+9=3
x—3*

x—3"
Entdo, f(3)=3<a(3)=3.
No intervalo [O, 3] , 0 grafico apresentado sugere

que se trata de uma parabola de vértice (1,-1).
Entdo, a(x)=b(x—-1)?-1.
a0)=0 _[b(0-17-1=0 [b=1
{3(3)=3©{b(3—1)2—1=3 Q{b=1
Logo, a(x)=(x-1?-1=x"-2x+1-1=x? - 2x
a(x)=x*-2x
15.1. (fog)(1)=f(g(1)=f(0)=-2
15.2. (9 > h)(2)=g(h(2))=g(0)="1
15.3. a) fé uma fungéo afim. Entao,
f(x)=mx+b, b=-2¢e f(1)=0
f(x)=mx-2
f1)=0>mx1-2=0m=2
f(x)=2x-2
g € uma fungao afim. Entao,
g(x)=mx+b, b=1e g(1)=0
g(x)=mx+1
g)=0=mx1+1=0=m=-1
g(x)=—-x+1
(gof)(x)=g(f(x))=g(2x—2)=—(2x—2)+1=
=-2x+2+1=3-2x
(QOf)(x):3—2x
b) h(x)=a(x—b) +k; (b,k)=(1,-2)e h(2)=0
h(x)=a(x -1 -2
h(2)=0<a(2-12-2=0 <>a-2=0<a=2
h(x)=a(x-1)-2=
=2(x? —2x+1)-2=2x" —4x+2-2 =2x" —4x

(hog)(x)=h(g(x))=h(-x+1)=

=2(-x+12 —4(—x+1) =2(x* -2x+1)+4x -4
=2x" —4x+2+4x-4=2x*-2
(hog)(x)=2x" -2

16. f(x)=2; D, =R\{0}

g(x)=a(x-h?+k, (hk)=(0,1)e g(1)=0
g(x)=ax2+1
g)=0=axP+1=0=a=-1
g(x)=—x2+1
16.1.a) (fog)(0)=7(g(0))

(fog)(0)=2

I
g
Py
—
=
I
I
N

b) (f)(=3)=1(f(-3)) :f(_,j_%
3

C.A.

2 2
=33

16.2.a) D, ={xe]R:xeDg /\g(x)eDf}

={xeR:xeRA-x*+1eR\{0}}
={xeR:=x" +120} =R\ {-11}
CA. | 11-0&
ox¥=1ox=+1

(Fog)(x)=f(g(x))=f(-x* +1)=

(fog)(x): R\{-11} > R

2 -2

—x2+1:x2—1

¥ e
x2 -1

b) D —{xe]R:xeDf/\f(x)eDg}

gof =

={xeR:xeR\{0}/\geR}

X

:{xeR:x:tO}:]R\{O}

(9N =atrin=g( 2] =~[2] 41
4
X
(@-N(): B0} > R
4
X = 1-—
X

¢) D,,={xeR:xeD, rf(x)eD,}

X

:{xeR:xeR\{O}/\geR\{O}}

={xeR:x¢O/\g¢0}=R\{0}

X

(fof)(x):f(fm):f@ zéz
X
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(fof)(x): R\[O! - R
x B X
d) Dgog:{xeR:xeDg/\g(x)eDg}
:{xeR:xe]R/\—x2+1eR}:]R
(9°9)(x)=9(g(x)) =g (—x* +1) =—(-x + 1y +1
=—(x*-2x" +1)+1=2x" —x*
(9°9)(x): R > R
x - 2x—x*

17. f(x)=3x e g(x)=2x+b
(feg)(x)=(ge-f)(x)=f(g9(x))=g(f(x)) <
< f(2x+b)=g(3x) ©3(2x+b)=2(3x)+b =
& 6x+3b=6x+b <=<3b=b=2b=0<b=0

b=0
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18.1. @) h é uma fungéo quadratica e 1 e 2 s&o zeros de
h

E'ntéo, h(x)=a(x-1)(x—2)e h(0)=2
h(0)=2=a(0-1)(0-2)=2=
ca(-1)x(-2)=2e2a=2<a=1

Entao, h(x)z(x—1)(x—2)=x2—2x—x+2:
=x*-3x+2

b) g(1)=f(h(1))=£(0

(h(1)=0)

o2 1(12), 10

Logo, g(1)=9(2) .

18.2. g(x) =1 f(h(x)) =1 < h(x)=2
<x?-3x+2=2 <x*-3x=0
<x(x-3)=0x=0vx-3=0<x=0vx=3
S={0,3}

19.1. Em ]-,0[ e em ]0,+[, a fungéo f é continua por

ser, nesses intervalos, definidas por fungbes
polinomiais, continuas em R .
No ponto x=0:

lim f(x)= lim(kx)=kx0=0
x—0 x—0
Iirg f(x)= Iino"[(xz)z 0°> =0=7(0)
lim f(x)=lim f(x)=f(0)
x—0" x—0"
Entéo, a fungéo f é continua para x=0. Logo, fé
continua em R, qualquer que seja o valor de k.
19.2.f¢é derivavel noponto x=0<f'(0")=f"'(0")

. kx—0?
= lim —— =

x—0" X

. kx
lim —=

x>0 x

£1(07)=lim %2(0) k

x—0" X

20.1.

20.2.

_ 2_ 2
£1(0") = lim 1 =FO) _ =07
x—0" x-0 x—0" X
2
= lim == lim x=0
x-0" x x>0
Logo, k=0.
Fox) = kx+2 se x<1
2x —1

Se fé continuaem x=1<

,hoponto x=1.
se x>1
< lim f(x) = lim f(x)=f(1)
x—>1 x—1
lim f(x)=lim (kx + 2) =k+2="1(1)
x—1 x—1
lim f(x)=lim (2x—1):2><1—1:1
x—1" x—1"
limf(x)=Ilimf(x)=f() e k+2=1<k=-1
x—1 x—-1"
fso é derivavel no ponto * =1 se for continua
nesse ponto, isto &, se Kk =-1 e f & derivavel no

ponto x=1<f'(1)=f"'(1")

F(1) = lim f(x):m): lim —X 21

x-1 X 1 x->1 X —1
o=x+1 _M
= lim = lim =-1
T x—=1 a1 )f//']
Fr(1) = lim TR =Py 222121
x—>1 b x—>1" x -1
2
= lim M =2
x—>1 }‘//1

f'(1)=f'(1")

Entéo, fnao é derivavel para x=1.

Se k=-1, fé continua e ndo existe valor de k
para o qual f é derivavel para x=1.

4x-2 se x<1
g(x)=

00 1k se xx1'MOPOMO ¥=T

g é continua para x=1<
< lim g(x)=lim g(x)=g(1)

x> x->1"
lim g(x)=lim (4x-2)=4x1-2=2
x—1 x—1
lim g(x) = lim (22 +k)=2xP +k=2+k=g(1)
x->1" x—1"
limg(x)=Ilimg(x)=g(1)2+k=2< k=0
x—>1 x—1

g s6 é derivavel no ponto x =1 se for continua
nesse ponto, isto &, se k=0 e g é derivavel no
ponto x=1<g'(1)=g'(1")

g|(1—): lim g(x)_g(1) = lim 4x-2-2 —

x—1 X — x—1 X—1
4x -4 4
= lim = lim =4
,«L1 x-1 XL1 )?/1
[ 2 [
g'(1) = lim g(x)-g(1) 23" -2 _
x—1 x-1 1 x—1



20.3.

21.

211.

21.2.
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ooy 2Ax+N(xT)
= lim = lim

x—-1" x—-1 x—>1" )'//1
=lim2(x+1)=2(1+1)=2x2=4

x->1"
g'(")=g'(1")
Entéo, g é derivavel para x=1.
Se k=0, g é continua e derivavel para x=1.

242 se x<0
h(x)= v * ,hoponto x=0
kx*+x+k se x20

h é continua para x=0 <
< lim h(x) = lim h(x) = h(0)
x—0 x—0"

. _ . 2 _ 2 _
XILrE[h(x)—XILn;(x +2)=0"+2=2

lim h(x)= lim (kx* +x+k)=kx0>+0+k =k = h(0)
x—-1" x—0"

lim h(x)= lim h(x)=h(0)< k =2

x—0" x—0"

h sé é derivavel no ponto x =0 se for continua
nesse ponto, isto &, se k=2, e h é derivavel no

ponto x =0 h'(0")=h'(07).

p— 2 p—
h'(0") = lim h(x) h(O): im = +2-2
x—0" X—O x—0" X
2
= lim Z= lim x=0
x-0" x x>0
[ 2 [
h(0%) = fim h(x)=h(0) _ . 2x* +x+2-2
x—0' X — x—0" X
2
Cim 2 A2x+1) _
x—0" X x—0"

— lim(2x+1)=2x0+1=1
x>0

h'(07)=h'(0")

Entéo, h ndo é derivavel para x=0.

Se k =2, h é continua e ndo existe valor de k para
o qual h é derivavel para x=0.

Fx) = x+2 se x#2
k se x=-2

g(x)=f(x*)

fé continua em x=2<:>IXianf(x)=f(2)

Ixiin2f(x)=1‘iﬁng(x+2)=2+2=4

f(2)=k

Ixiinzf(x):f(2)<:k=4

k=4

Se x¢\/§,x2¢2

g(x)=Ff(x*)=x*+2

Se x=+2,x*=2.

g(x)=Ff(x*)=k=2

Entao,

g(x)—{x2+2 se x#+2
2 se x=42

g é continuaem x=+/2 < Iinkg(x)=g(\/§).

. . 2 2
lim g(x)leLnk(x +2)=\/§ +2=4

X2
o(12)-2
Iir% g(x)# g(\/i) , pelo que g néo é continua para

x=+2.

Como g ndo é continua para x = J2 , também néo
¢é derivavel nesse ponto.
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22.1. f(x)=x>-2x2+3x7
f'(x)= (x3 —2x243x7° )'
=33 4 4x 2 9y
=3x% +4x° —9x™*

X

22.2. f(x)=
() 1+ x7

M+ x")=x(1+x7 /
PSR
(1+x )
1+x’1—x(0—x’1’1) 1+ x "+ o2
- (1+x ) T (1+x)
CAxT x4 2xT
Co(1+xY (ex'y

22.3. f(x)=2x" (x’z + x’s) =2x°+2x*

f(x)= (2x73 +2x7* )/ =By 3 _8x ' =
B -8

.
22.4. f(x):x+\/—=x+x§

Y 1
f'(x)—(x-ﬂ—xz] =1+1x2 1 =']-4—i1 ='I+L
2

_x+\/;_x+xE

22.5. f(x)
PN SR
X—x
1 r
, X+ x2
f'(x)= 7
x—x2
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J(1-6x)  Y(6x-1y

TN S I = S S I S O \
o 2 [ 2 2 ] 23.5. f(x)=(x* —1)2
(X_X J f(x):{(x2—1)z} B () -
s o N s s ) : :
Z’{_’“ 2" 72752 /2(= :%(xz—‘l)E(Zx):3x(x2—1)5=3xm
) 1 1[ ] 936, f'(x)zl x’]z} =x’(x+1) —x[();-ﬂ)} _
:xz(—1+2+2—1j: _x% ) (x+1) [(x+1)}
(x_xéjz (x_x;jz A ) o 200 (0
\/; . (x+1)4
== 2 = 2 (x+1°% = x| 2(x+1)x1 (x+1° —2x(x+1
(v ) } (x-[i—1§4 . (x+1)4( -
. 12 :(x+1)(x+1—2x) :(x+1)(—x+1):
22.6. f(x)=$=;=x =X (x+1)4 ()H—1)4
, _(—x+1)_ 1-x
3.2 %‘1x gx'%x _2 2 (x4t (x+1)
f(x)z x j x 1 3x% 33/; ( 1) ( 1) ,
23.1. f(x)=[(2x-3)"] 23.7. 1/(x) = 2¢(1-2) ]
f’(x):[(Zx—3)3] =3(2x -3 (2x-3) = =(2x)(1-2) +(2x)[(1_2x) J
_3(2x-3) x2 = 6(2x - 3) =2(1-2x)° +(2x)[2(1—2x)2’1 (1—2x)’}
23.2. f(x)z(—3x+1)§ =2(1-2x)" +(2x)[2(1-2x) x (-2)]
L 27 2 2, . =2(1-2x)" +2x[-4(1-2x)]
f (x)—{(—3x+1) } —3(—3x+1) (—3x+1) = :2(1_2x)2+8x(1_2x)
:;(—3x+1)§1><(7/o()=—2(—3x+1);: =2(1-2x)(1-2x - 4x)
, :2(1—2x)(1—6x)
=2(3x-1)3 =2(2x-1)(6x-1)
23.3. f(x)=+x"+ :(x2+1)% , 2 V] 2x Y ( 2x Y
T » / 23.8. 1 (x):|:[1—2x] } :2(1—2)() X(1—2xj -
f'(x){(x ”)Z} AR o2 jx(zx)'(1-2x)—zx(1_2x>’
—i x2+ _%x x =x(x*+ 7%: ad 1-2x (1—2x)2
_Z( ) 2xZx =x(x 1) 2 +1 _4x 2(1-2x)-2xx(-2)
23.4. f(x)=1-6x = (1-6x) 1-2x (1-2x)°
. _ 4 X274§,+4§
f’(x):[(1—6x)5} 125" (1-2x)
1 1 1 2 _ 8x _ -8x
:5(1—6x)3 (1-6x) :5(1—6x) 3x(-6)= (1—2x)3 (2x—1)3
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24.2.

24.3.

24.4,

24.5.

24.6.

25.1.

25.2,
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f'(x)= (sinx+2003x)' =cosx—2sinx
f'(x)= (sinxcos;c)'

=(sinx)'cos x +sinx(cos x)'

=C0S xCOS x — Sinxsinx

=cos? x—sin? x

f'(x) =] cos’ (3x)]’ = 2cos (3x) x[ cos (3x) | =

:2003(3x)><[—(3x)'sin(3x)}=
=2c0s(3x)x(-3)sin(3x) =-6cos(3x)sin(3x)
=—6sin(3x)cos (3x)

f'(x)=[tan® (x)] =3tan’ (x) x[tan(x)] =
1 sin? x 1
=3tan® =3 =
an® (x)x cos? x cos? x ) cos? x
o2
-3 S|n4x
COS x

rto)=[see(3)] (3] w(5) 303

O declive da reta tangente ao grafico de f no ponto
de abcissa n é f'(n).

f'(n):—isin L2 I VP
2 2 2 2
O declive da reta tangente ao grafico de f no ponto

de abcissa T é f'(ﬁ).
3 3

\.,
7/ N\

]
Ne—

[

I

\

»

=}
N|wla

[

|
N[ =

@

=}

\
N——
I
I
N| =
X

[N

I

I
FNYIEN

f'(x) = [x + Sin(2x)], =1+ (2x)’ cos (2x) =
=1+2cos(2x)

O declive da reta tangente ao grafico de f no ponto
de abcissa 0é f'(0) .

f'(0)=1+2cos(2x0) =1+2cos(0)=1+2x1=3

O declive da reta tangente ao grafico de f no ponto

de abcissa kid éf X,
6 6

f'(E]:1+2COS[2xEj :1+2cos[ﬁj
6 6 3

_142x1 -2
2
=[2tan (Zx)]’ = 2[tan(2x)]’ =
:2><7(2x) ==2x 2 = 4
cos?(2x) cos?(2x) cos?(2x)

O declive da reta tangente ao grafico de f no ponto
de abcissa 0é f'(0).

4 4
f'(0)=———=—=4
(0) cos’(2x0) T
O declive da reta tangente ao grafico de f no ponto

de abcissa Eé Ll
8 8

ety

S S LN T DL
i
2
o[ osiny) T
- (x)_{1+cos(2x)} -
_ [sin(2x)]' [1+cos (2x)]-sin(2x)[1+ cos(2x)]
[1+cos(2x)]2
_ 2cos (2x)[ 1+ cos (2x) |- sin(2x)[ -2sin(2x) |
[1+cos(2x)[
_ 2cos (2x)+2cos’ (2x) + 2sin’ (2x)
[1+cos(2x)]

_ 2cos (2x) +2[ cos® (2x) +sin” (2x) | _
[1+cos(2x)]

_ 2c0s(2x)+2 ZW 2

[1+ cos(2x)F  [1+cos(2x)] 7 ~ 1+ cos(2x)
O declive da reta tangente ao grafico de f no ponto
de abcissa 0é f'(0).
/(0) _ 2 _ 2 _ i _
1+cos(2x0) 1+cos(0) 1+1
O declive da reta tangente ao grafico de f no ponto

de abcissa kid é L.
3 3
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Oty e
3 1+cos(2x£j 1+cos(ﬁj
3 3

2 2 2.2,
_n Ceos Tl o122 2
1+cos(n j 1+[ cossj 5 9
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26. f(x)=x+sin(4x)
f(2]=:+sin(,(x;/J=Z+sin(n)=2+0=z

f'(x =[x+sin(4x)]/ =1+4cos(4x)
m:f'(E]:1+cos(4xEj =1+ cos(m)

4 4
—144x(-1)=-3

y—Ef—S[x—ch)y—Ef—waL%@
4 4 4 4

<:>y=—3x+%+% Sy=-3x+m

27.1. f'(x)=(2x° ~3x? +5x+1) =62 ~6x+5
f'(x)=(6x% ~6x+5) =12x-6
1 2 ! 1 1 ’
27.2. f’(x)zl:(x+] :l =2(x+—]><(x+7} =
X X X
2 1 24 2 2
(oo dp(mn) S
2
=2x— L +Z/—x—3 :2x—?
' 2'x% —2x(x®
f”(x)—(Zx—%j =2- * ><2(x)
X (xs)
2
=2—_2X63x :2+E
X X
27.3. f/(x):(ﬂj _(20) (=x)=2x(1=x)
1-x (1—x)

_2(1-x) - 2xx(-1) :272{+2{ 2
(1-xy (1-x)? (1-xy

f”(x):( 9 ] 2/(1—x)2—2x[(1—x)2]

(1-x) [(1_)()2}2
_-2x2x(1-x)(1-x) _A4x(1-x)(-1)
(1-x)° (1-x)°

L .
(1-x  (x=1y

27.4.

27.7.

27.8.

o (1+2xY
f (x)_('l—Zx)
(14 2x)(1-2x) - (14 2x)(1- 2x)’
B (1-2x)?
_2(1-2x) - (1+2x)(-2)
B (1-2x)? B
245 +2+ 45 4
T (1-2x? (1-2x)
f”(x):( 4 ] _4(1-2vy —ax[(-2xF]
(1-2x) [(1_2x)2}2

_ 4x2x(1-2x)(1-2x)  -8x(1-2x)(-2)

16
(1-2x)°

. f'(x) =[cos(2x)+sin x]' =-2sin(2x)+cos x

f"(x)=[-2sin(2x)+ cos x]’ =—4cos(2x)-sinx

. ' (x) =[ sin® x]/ = 2sin(x)[sin(x)]

=2sin(x)cos x

f(x)=(2sin(x)cos x) =

=(2 sin(x))’ cos x + 2sin(x)(cos x)’ =

=2c0s xCosx —2sin(x)sinx =

=2c0s’ x—2sin’ x =2(1-sin’ x) - 2sin’ x =
=2-2sin’ x-2sinx =2-4sin’x

f(x)=x? +sin(2x)

f'(x)= [xz + sin(2x)J' =2x+2cos(2x)

f(x) = (2x +2c0s(2x)) =2+2x[-2sin(2x)] =

=2-4sin(2x)
f(x)=x-sinxcosx

f(x)= [x—sinxcos;c]'

=x'- [(sin x)' cos x + sin x(cos x)’}
=1-[cos x cos x + sin x(—sinx)]

=1-(cos® x—sin® x) =1-cos® x +sin’ x =
=sin x +sin’ x = 2sin’ x

F"(x)=(2sin? x) = 2[23inx(sinx)’} -

=2(2sinxcosx)=4sinxcosx

28.1.
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F'(x)=(x* +3x> +6x+6) =31 +6x+6



28.2.

28.3.
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f"(x)=(3x* +6x+6) =6x+6 28.4.
D, =D, =D, =R
Fr(x)=0 ¢ 6x+6=0x=—1

x 0 = o0

o - 0 +

f N 2 ~
CA- | F(=1)= (1) =3x (-1 +6x(-1)+6

=-1+3-6+6=2

O grafico de ftem a concavidade voltada para
baixo em |-, -1] e voltada para cima em |-1,+oo[ .

Ponto de inflexdo: (-1, 2)
f(x)=12x - x*

F(x)=(12x - x*) =12-4x°

28.5.

F(x)=(12-4x°) =127
D, =D, =D, =R
Fi(x)=0e 12x2 =0 x=0

x —0 0 +00
f" - 0 -
f SN 0 N

CA. | f(0)=12x0-0=0
O grafico de ftem a concavidade voltada para
baixoem R .
Ponto de inflexdo: N&o tem.

f(x)=x*+4x> —18x?
Fi(x) = (x* +4x° ~18x2) =4x° +122% ~ 36

F'(x) = (4x° +12x% —36x) =122 + 24x - 36
D, =D, =D, =R
f(x)=0>12x2 + 24x - 36 =0

<x2+2x-3=0

_—2J_r«/22—4><1><(—3)

<X

2x1
P -2+4
2 + +

< x=-3vx=1 -3 1

X - -3 1 +00

" + 0 - 0 +

f | 189 | 7~ | 3 |
C.A.

F(-3)=(-3)" +4(-3)° ~18(-3)* =189
f(l)=1 +4xP -18x 2 =13

O grafico de ftem a concavidade voltada para
cimaem ]-,-3[ e em [1,+ x| e voltada para
baixo em |-3,1][.

Ponto de inflexdo: (-3,-189)e (1,-13)

f(x):x+4+§
X
f'(x):(x+4+§J':1+O+3'x;23x':1—32
X X X
" 3), ., 3'x*-3(x%) —-6x 6
R R
f" nao tem zeros.
D, =D, =D,. :R\{O}
X —0 0 +00
fr - +
f N ~

O grafico de ftem a concavidade voltada para
baixo em |-x,0[ e voltada para cima em ]0, +o] .

Ponto de inflexao: ndo tem.
2

X

fx)= x> +3

F(x) = (X2Y(x* + :23)—x2(x2 +3) _
(x*+3)

B 2x(x? +3)— x* x 2x _?){+6x—>):{_

- (x? +3)? (AP +3¢

_ 6bx

C(x®+3)

6x /
fH —

) [(xz +3>2]
(6x)(x? + 3 —6x[ (x* +3) |
[ 31T
6(x” +3)° - 6x[ 2(x” +3) x 2x |

- (x* +3)*
(x* +3)[ 6(x* +3)—6xx 2x2x |
N (x? +3)*
_ 6x% +18 — 24x°
(x* +3)°
_ —18x% +18
(X2 +3)
D, =D, =D, =R
-18x” +18 _
(x2+3)°
& -18x? +18=0A(x? +3)° %0

o x?=1Ax*+3%0, onde x* +3=0 & condicdo
universal

F(x)=0

< x=+1 "y =
X —o0 -1 1 +00
f - 0 + 0 -
f —~ 1 - 1 —~
4 4
P.. P..
C.A. (=17 1 £
f(N=— =0 =g 2=
(-12+3 4 £+3 4



O grafico de ftem a concavidade voltada para

baixo em |-, —~1[ e em |1, + | e voltada para

cimaem |-1,1[.
. ~ 1 1
Ponto de inflexdo: | -1,— |e |1, —
4 4
_3x+2
(x+1)2

28.6. f(x)

’

(B +2) (x+1)° = (3r+2)[ (x +1)2]

f'(x)= >
[(xm)z]
3(x+1)° = (Bx+2)x2(x+ N(x+1)'
(x+1)° -
3(x+1) —(Bx+2)x2(x +N)x1
(x+1)* -
_(x+1)[3(x+1)—2(3x+2)]
- (x+1)*
3x+3-6x-4 -3x-1
T w) ()

. —3x—11'

) {(x+'])3

:(—3x—1)'(x+1)3—(—3x—1)[(x+1)3]
[+

B(x+1)° —(—3x—1)[3(x+1)2 (X+1)'}

) (1)

_B(x 1) - (Bx-1)x3(x+1)’
(x+1)6

()’ [B(r+1) —(-Bx-1)x3]
(x+1)6

_ -3x-3+9x+3

(x+1)4
_ 6x
(x+‘|)4

D, =D, =D, =R\{-1}

6x
(x+1)

=0

F'(x)=0

4

& 6x=0n(x+1)" 20

<Sx=0Ax+120 _
Sx=0Ax=-1
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CA. 3x0+2
f(0)= o+17

O grafico de ftem a concavidade voltada para
baixo em ]-«,-1[e em ]-1,0[ e voltada para

cimaem ]0,+o.

Ponto de inflexdo: (0, 2)
29. f'(x)=2+3x*-2x°

F'(x)=(2+3x2 ~2x°) =6x—6x?

F'(x)=0 6x—6x2 =0

< 6x(1-x)=0

< 6x=0v1-x=0 —/o N\ -

Sx=0vx=1

f'(x)>0xe]o

Opcéo (D)

2 ’

30.1. f'(x):[L]

x—1

Y (x=1)=x%(x=1)
R

2x(x—1)—x2 _2x2—2x—x2 _x2—2x
(x=17 (x=1)° (x=17"

D, =R\{1}

2
x —2:20
(x=1)

ox?-2x=0A(x-1?#20 ©x(x-2)=0Ax-120 <

f'(x):0<:>

@(x:va72:0)/\x¢1 @(x:O\/x:Z)/\x;t’I

x —0 0 1 2 +o0
f! + 0 - - 0 +
f / 0 N N 4 7
Max. Min.
C.A. 02 22

=4

f(0)=——=0; f(2)=
(©)=0 (@)=2
f é estritamente crescente em |-o,0]e em [2,+o[
e é estritamente decrescente em [0,1[ e em
11,2].
ftem um maximo relativo 0 para x=0 e um
minimo relativo 4 para x=2.

x2 = 2x

(x =1y
x2 = 2x '
f(x)=
) [(x—ﬂz}
(6 =20 (v =17 = (6 - 20) (v 1F ]
[T
_ (2x = 2)(x = 1)° = (x* = 2x) 2(x — ) (x = 1)’
(x=1

(2x-2)(x -1 - (%" -2x)2(x-1)
- (x=1)°

30.2. f'(x)=
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(x—1)[(2x—2)(x—1)—2(x2 —2x)]
(x=1*
(2x - 2)(x - 1)-2(x* - 2x)
(x=1°
267042 2 Mk 2
(x=1)° (x=1)°
f"(x)#0, paratodo x € R\{1}. Logo, o grafico de

fnao tem pontos de inflexdo.

31. Como ftem concavidade voltada para baixo, f"é

32.1.

32.2.

estritamente decrescente. Assim, f'(0)>f'(1), ou
seja, f'(0)>0.Aopgao (A) ¢ falsa.

Pela mesma razéo, f'(2)<f'(1), ou seja,

f'(2) <0 . Aopgao (B) é verdadeira.

Como f'(1)=0, f tem um maximo absoluto para
x =1 e é estritamente crescente em |-x,1] e

estritamente decrescente em [1,+o[ . A opgéo (C)
¢é falsa e a opgéo (D) é falsa.
Opcao (B)

Como ftem um extremo relativo para x =3,
f’(3) =0.

f'(x)=[x2 Jj'
X

:2x+k x—zkx
X
k
—2x——
X 7
f'(3)=0<:>2><3—;—2=0<:> 6—g=0®

=54-k=0 k=54

Como o ponto de abcissa 2 é ponto de inflex&o,
f(2)=0.
! 1.2 2\
f”(x):[Zx—izj =2—7k al k2(x )
. (+*)

2k _, 2k

x* x®

f"(2):0©2+2—l;:0 <:>2+§:0 <8+k=0<

—2-

< k=-8

34.

f(x)=x(x=1)°(x - 2y’ (x* - 2)
f'(x)=0 x(x -1 (x-2Y(x*-2)=0
Sx=0v(x-1°=0v(x-2P7=0v(x*-2)=0
&x=0vx-1=0vx-2=0vx*-2=0

<:>x=0vx:1vx=2\/x=i\/§

e N, A

Zeros de " : 0,1,2,—\/5,\/5

Como (x-2)*>0, paratodo o xeR\ {2}, f" nao

muda de sinal no ponto x =2 . Logo, o ponto x =2
nao é ponto de inflexao.
Opcéao (C)

35.

36.

37.

Pag. 167

ftem concavidade voltada para cima em ]-«,0[ e
em [5,+o0| .

f(-3)>0e f'(7)>0

ftem concavidade voltada para baixo em ]0,5[
£"(2)<0.

A reta tangente ao grafico de fno ponto de abcissa
1 tem declive positivo logo, f'(1)>0.

Opgéo (C)
f'"(x)=x(x+1)
f'(x)=0=x(x+1)=0< 4 +
<Sx=0vx+1=0< -1
< x=0vx=-1
X —00 =1 0 +00
f + 0 - 0 +
f N N ~—
Opcao (D)
Como o grafico de ftem um ponto de inflexdo em

x =0, o gréfico da segunda derivada de f muda de
sinal no ponto de abcissa 0.
Opcgao (A)

33.

Pag. 166

Como f'(O) =0e f'é estritamente crescente, f

tem concavidade voltada para cima e tem um
minimo absoluto para x=0.
Opcéo (D).

38.

Pag. 169
f(x)=3x*+bx+2; y=4x-1
f'(x)=(3x* +bx+2)' =6x+b
m=f'(x)<6x+b=4
Ponto de tangéncia: (x,y) < (x,4x-1)

3x*+bx+2=4x-1
6x+b=4



39.1.

39.2.
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A abcissa do ponto é 1.

Como f é continua no seu dominio, é continua no
ponto de abcissa 1. Assim,

lim £(x) = lim £(x) = f(1)

-1 [%) =1 1

lim f(x) = lim ~— = lim _

X1 x—>1 x2 -1 X1 M(x + 1) - 2

lim £(x) = lim 2 Kx _ 9+ K

x—-1 x—-1" x+1 2

Stk 1 skt k-4
2 2

a) Comecemos por determinar o declive da reta t,
ou seja, f'(0).
Por definigao,

F(0) =lim () =1O) _

x—0 X—O

x-1 x—1-x% -1

2 1_1 2 _4
=limX= =lim X = =
x—0 X x>0 X

Utilizando as regras de derivagéo:

R

= (x=1)(2x)  x*-1-2x7 +2x
(x® =1y (x2 =1
7—x2+2x—1
CE
()= 020t Ty
(0% -1) (-1) 1
m,=f'(0)=-1; f(0)=1; (0,1)

Y=Y :m(x_x1)
y-1=-1(x-0) ©y=-x+1

b) Para x>1:
5-4x)
f'(x)=
(%) (x-&—‘lj

(5—4x) (x+1)—(5-4x)(x +1)

’

(x +1)
C A(x+1)-(5-4x)x1 4% 45145
(x+1) (x+1y
-9
T (k1Y
f’(x):mt<:>_792:—1 S9=(x+1)’ <=
(x+1)

ox+12=9 ox+1=—/9vx+1=4/9
Sx=—4vx=2
Vamos provar que o ponto (2,f(2)) pertence a

reta t.

5-4x2 5-8
2+1 3

£(2)= -1

(2-1)
y=-x+1

-1=-2+1< -1=-1; Verdadeiro

Logo, a reta t é tangente ao grafico de f no
ponto de abcissa 2.

3y 2
40.1. f/(x):(’;j =3%

ra)-22
g'(x):(—x2 +7x—‘|1), =-2x+7
g'(a)=-2a+7

2
f’(a):g’(a)cs%z—ZaJr?

<33°=-8a+28 ©3a*+8a-28=0<

~8+.,/87 —4x3x(-28)
= =

< a
2x3
-8++/64 +336 -8+20
a= 6 <a= 6 =

<:>a=—1—4va=2
3

Como a>0, a=2.

40.2. h(x)=9g(x)+k; D, =R"

Pretendemos que os graficos de fe h tenham um
Unico ponto em comum e a mesma reta tangente
nesse ponto.

Isso significa que:

f(x)=h(x) e f'(x)=h'(x)

wols] 2
h'(x)= (g(x)+ k)’ =g'(x)+0 =(-x*+7x-11) =
=-2x+7

2

f'(x)=h'(x) = 3% = 2x+7

< 3x2=-8x+28



41.
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<3x*+8x-28=0

 —8+4/8% —4x3x(-28)

2x3
-8++/64 +336
e 6
-8+20
6

=X

<:>x=—va=2

Como D, =D, =R", x=2
3

f(2)=h(2) = 27 =g(2)+k

S2=-2°+7x2-11+k
< 2=-4+14-11+k
< 2=-1+k

k=3

Qutro processo:

Sabemos que a=2.

Para os gréficos de fe h se intersetarem num
unico ponto em que tém uma reta tangente
comum,

f(2)=h(2)
2° 8
==

h(2)=g(2)+k=-22+Tx2-11+k
=-4+14-11+k=-1+k
f(2)=h(2)=2=-1+k=k=3

f(x)=x*-5 D,=R D, =R;

g'(x)=x

(gef)'(3)=F"(3)xg"(f(3)

=6xg'(4)

=6x/4=12

CA. | £(3)=32-5-4
f'(x)=2x
f(3)=2x3=6

42.1.
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f'(x)z(x“)r =4 E J-’
f”(x) = (4x3 )” =122 0

f(x)=0=12x*=0 < x=0
f"(x)>0, paratodo x e R\{O} , OU seja, no ponto

de abcissa 0 ndo ha mudanca de sinal da segunda
derivada de f. Logo, o grafico de f ndo tem ponto
de inflexdo na origem.

43.

43.

45.

3
. 1 -2 1 2, 2 5
g (x)—(3x3] gx( ng3 xx' =—=x %=
-2 __2 __ 2
g 9 oy
Dg.,:R\{O}
X ) 0 +00
2 - , _
9x3/x? - 0 +
£ + -
f ~ 0 -

A origem do referencial € um ponto de inflexdo do
grafico de f.

g'' é constante ndo nula.

Como g" é constante ndo nula, o grafico de g tem
concavidade voltada para cima, se a constante for
positiva ou voltada para baixo, se a constante for
negativa.

Portanto, rejeitamos a opgao (A) e a opgao (D).
g'(1)<0.

Na opg&o (B), g'(1) <0 . Na opgéo (C), g'(1)>0.
Opcéo (B).

Sejam f(x)=mx+b, e g(x)=m,x+b,

fi(x)=m, e g'(x)=m,

f"(x)=0e g"(x)=0

Como os graficos das fungdes fe g sdo
perpendiculares, m, =—i.

m1
h(x)=1(x)xg(x)
h'(x) = [f(x)x g(x)]
=f'(x)xg(x)+f(x)xg'(x)
=m, x(m,x+b,)+(mx+b,)xm,

=m, x(—1x+sz+(m1x+b1) [—1]
m, m,

:7x+m1b27x7& :,2x+m1b2,ﬂ
m, m,
" b1 l
h"(x)=|-2x+mb,-—| =-2+0-0=-2
m

1

A segunda derivada da fungéo g tem dois zeros, o
zeroe 0 5.

Como apenas no zero muda de sinal, o ponto de
abcissa zero € o Unico ponto de inflexdo do grafico
da fungéo g.

Opgéo (A)



46.1.

46.2.

46.3.

46.4.

46.5.

46.6.

46.7.

46.8.

47.1. lim

47.2. lim

47.3.

47.4.

47.5.

47.6.
47.7.

47.8.

48.
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lim (-2x° +3x? +1) = lim (-2x°) =-2(-)’ =

=-2(-») =+ o

lim (3x° =25 + x) = lim (3x°) =3 (+0)" =
=3 (+oo) = 400

lim [x? (1-2x%) ] = (—=0)? [1 - (—00)3:| -

= +00 X (+00) = 400

1 _ 2
. 2 3 o _
xll»fw l:x (x X )i| - xll»—oc / -

x2)= Iirp (—x2
.ox+2 2
lim — =—
=0 x“—x 0
. ox+2 2
lim — —
0" x° —x O
ox+2 1+2 3
lim — =— —
ot x2-x 0 0
. ox+2 1+2 3
lim — = =
o x*—-x 0" 0
flx) £ _
x> g(x)_ 0 f(1»0
f(x) _f(5) _
x5 g(x) 0" f(5)<0
m fO) _ 4o
ng(x) -2
im 9&) _ =2 _
o f(x) 400
fx)_ O

l — -0
*mg(x) g(3)spo

3
lim [f(x)+g(x)]=+
(x

:| +oo><( 2)=+oo><2=—oo

= lim (x-

xX—>—0

= +00

0+ (=2) =+ — 2 = 400
I|m |:f x) xg(x
Lim[f x)xg(x ]:Oxg(3)=

Atendendo aos elementos sugeridos na figura,
XILTff(X):XILn;f(X):k' com keR

f(2)=0

Entdo, limf (x)>f(2)

Opgéo (B)

49.1.
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0 r
i 0 3sin
"”gwR?H”“?,( )f) :|ing
x> Ttx X (Ttx) x> TE

3cosx

_3cos0_3
T s
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0 ’
= 2 r
. tan®x © tan® x . 2tanxx(tanx
49.2. lm—— = Ilm( )=I|m ( )
x>0y RLHXAO A 4 x—>0 2x
(+*)
2tanx x 0
: 2 . tanx ©
—lim 08’ x _jim * 2
x—0 2x x>0 x cOS° x RL'H
1
2
:”ng COS™ x - =
x> ’
(x) cos® x+x(cos’ x)
1
—lim cos® x _
x>0 '
" cos® x + x x 2cos x (cos x)
1
cos® x

=lim
0 cos? x — 2xCOSxSInx

1 1
m cos® 0 S
. =1 __
=0008°0-2x0xcos0xsin0 1-0
2 . _ —(1-cos? x
49.3. 1imS =1 _jim ( : )=Iim

=0 xsinx =0 xsinx 0 xsinx

. —sinx 0 (—SiHX)’ .
:!Jm X RiH!(ID?] ( )/ :!(ILT(]) 1
X

—COSx

im (2x +tan x)’ _

(sinx)/

1 1
cos? x cos20:2+1:3
cosO 1

49.5. lim-2x-1 _2x0-1_ -1 _ 1
=014+ cosx 1+cosO0 1+1 2

I (5x sin x)' _

0
49.6. lim2Xsinx o
L'H
(COSx 1)

x>0 cosx — 1R

—lim (5x)' sinx + 5x(Sin x)' B
T 0 —sinx-0 -

. Bsinx+5xcosx
=lim——— =
x>0 —sinx

+lim - =-5+1lim

-0 —SINx x—=0

=lim

x%O_/sm

r
] (5x)’ cos x + 5x(cos x)
- 54| -
g —Ccosx

. Bbcosx—5xsinx
=-5+Iim———=
x>0 —COoS x

:_5+ScosO—5x0xsmO:_5+ ~_10
—cos0 -1

-sin’ x _

Funcdes



oo

’
. 1-cosx . (1—cosx

49.7. |lm—— = Ilm( ) =
x>0 gin? x RLHx-50 (sin2 x)'

:|imL:

0 2% (sinx)

1 1 1 1

=lim == =
=02cosx 2xcosO0 2x1 2

w0, [ SN3Y) 0 [sin(3)]
918N (22) R g ]

0
I

iim (3x) cos(3x) _im 3cos(3x) _

x—0 ’ X 2
JESI e
cos’ (2x)
_3xcos(3x0) 3x1 3
2 2 2
cos® (2x0) 1
o (x)
— 0 — 2
499, fim ¥ & (a1 L cos® x
ot 4x—m RUH x (4x-) of 4
1
= lim COSZx _ 1 _ 1 :1
=g 4 4cos? * 4x1 2
0 '
2 0 2 _
49.10. m>—* 2 |imu=
x>0 Sinx RLHx—>0 (Sinx)/
. 2x-1 2x0-1 1
=lim = =— =1
x>0 COS X cosO0 1
49.11. Iim1+,cgsx=1+.CSSO:1+1:£=+00
=0 sin® x sin“ 0 0 0
49.12. Iimxsin(ax—a) E . [xsin(ax—a)]’_
1 ¥2 —1 RL'H x—1 (x2—1)'

iim (x) sin(ax—-a)+ x[sin(ax - a)]’ _
a1 2x

sin(ax —a) + x x (ax - a) cos(ax-a)

=lim =
x—->1 2x

. _sin(ax—a)+xxacos(ax-a)

-0 2x -

_O+acos0 a
To2x1 2
(k+1)xcosx ce x<0

50. f(x)=1 x+tanx

T
se O<x<—
X 2

e fé continua em ]—oo,O[ por ser, nesse intervalo,

definida pelo produto de duas fungdes continuas

em R.

f(x)=4 x*+x-6
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. , T .
e f & continua em }OE{ , por ser, nesse intervalo,

definida pela soma e o quociente de fungbes
continuasem Re x=0
o fé continua para x=0se
lim f(x)=lim f(x)=1f(0)
x—0" x—0"
lim £(x) = lim [(k +1) xcos x | =

=(k+1)xcos0=k+1=f(0)

0 '
__x+tanx 0 (x+tanx)
fim S0 = jim A
x—0" X 'Hx-0" ( )
X
1
1+ 3 1
=lim —C98 X — 44— =14+1=2
x>0 1 cos- 0

lim f(x) = lim f(x)=f(0) > k+1=2 < k =1
x—0" x—0"

Opgao (C)
x+sinx
X se x<0
L f(x)=1<k se x=0

1-cosx se x>0

2
X

e fé continua para x=0se
lim f(x)= lim f(x)=f(0)
x—0" x—0"

0 . '
. . x+sinx °©  (x+sinx
lim f(x)= lim = lim g
x—0 x>0 X RL'H x>0 (x)’
. 1+cosx 1+cos0
= lim = =1+1=2
x—0" 1 1
0
. 1-cosx © . (1-cosx
lim f(x) = lim —5— = lim ( )
x>0 x—0* X RL'Hx—-0 (x2 )’
. 0 Loy
. sinx ©  (sinx)  cosx cosO 1
= I|m TR?H ||m , = I|m 2 = 2 :E
x>0 X x—0 (zx) x>0

lim f(x)= lim f(x)
x—0" x—0"
Logo, a fungéo f é descontinua em x =0, qualquer
que seja o valor de k.
24+6x-16
X rox se O<x<2

1+ cos(x-2) se x=2

fé continua em ]0,2[ por ser, nesse intervalo,

definida por uma fungéo racional e x? —x -6 #0
f é continua em ]2, +oo[ , por ser, nesse intervalo,
definida pela soma e a composta de fungbes

continuas em R (a fungéo constante (1) e a
composta das fungdes cosxe x—1).

fé continuaem x=2se lim f(x)= lim f(x)=f(2)
x—2" x—>2"



olo

2 By X +6x-16)
lim f(x)= |im)‘2+67"16 2 |img
X2 x>2 x°4+x—06 RLHx>52 (x2+x—6)’
2x+6 10
m =— =
o2 2x+1 5

lim £ (x) = lim [1+cos(x-2)]=

2

=1+c0s0=1+1=2=f(2)
lim £(x) = lim f(x)=f(2)
x—>2" x—>2"

Entdo, fé continuaem x=2.
Logo, fé uma fungéo continua.

53.1.

53.2.

53.3.
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f(x):ﬁ; D, ={xeR:x+3#0}=R\{-3}
f é continua. Logo, s6 podera existir assintota

vertical em —3.

lim £ (x) = lim —*— = > — o
x—>-3 >3 x+3 0
Iin}f(x):_—?:-i-oo
xﬂrjg*f(x):;)T:_w

Areta de equacdo x =-3 é a Unica assintota
vertical ao gréfico de f.

1
f =
(x) x4 x
CA | ¥+x=0 <:>x(x+1):0

< x=0vx+1=0
< x=0vx=-1

Df:{xeR:x2+x¢0}:R\{—1,0}

f é continua. Logo, s6 poderao existir assintotas
verticais em -1 e 0.

. . 1 1
J@1f(x):x|@1x2+x :6200
im f(x)zoé:m

y=xl+x
lim £ (x) = - = oo
X1 0 + +
. . 1 1 =
lem)f(x):le)x2+x:6:w

im £ (x) = o= =

x>0 B
fim £ () = = +o0
x—0" 0

As retas de equagdes x =-1e x =0 s&o as unicas
assintotas verticais ao grafico de f.

f(x)=——

x% +2x

CA | ¥+2x=0 < x(x+2)=0

<Sx=0vx+2=0<<x=0vx=-2

53.4. f(x)=

53.5. f(x)=
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Df={xeR:x2+2x¢0}=R\{—2,0}

f é continua. Logo, s6 poderao existir assintotas
verticais em -2 e 0.

. . -2
lim f(x) = Jim, 5= ==
lim f(x):_—Z:—oo y=x*+2x
x—>-2 OJr

9 - +
Xﬂrz‘f(x):F:+w -
lim f (x) = lim ———— = lim —lim -
¥—0 _x~>0x2+2x_x%0%(x+2) =0 x 4 2
1 1
S0+2 2

Areta de equagdo x =-2 é a Unica assintota
vertical ao grafico de f.
X

X2 +x

CA | .20 @x(x2+1)=0

< x=0v x* + 1= 0 (Equacdo impossivel)

Df:{xeR:xs-i—x;tO}:R\{O}

f é continua. Logo, s6 podera existir assintota
vertical em 0.

. . X . x . 1
lim f (x) = lim— =lim =lim—;
-0 x>0 x3 4 x x50 x(x2 +1) x>0 x2 11

1
= ———=1(limite finito
0% +1 ( )

Areta de equacdo x =0 ndo é assintota ao grafico
de f.

Logo, o grafico da fungéo f ndo tem assintotas
verticais.

¥’ -4
2x2-3x-2
CA. | 2x2-3x-2=0

:3i\/(—3)2—4><2><(—2)

<X

2x2
3+.J(-3)" - =
L 33 —4x2x(-2)
2x2
_3++/25 345
X = X =
4 4

<:>x:—1vx=2
2

D, :{xeR:sz —3x—2¢0}:R\{1,2}
2
f é continua. Logo, s6 poderao existir assintotas

verticais em —% e2.

ik} L12x%_3x-2 0
2 2
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X!ﬂ’f(X): 0+4 = —00 y=2x'—3x -2
' - +

_15 _1
lim 1 (x) Tt 2

2 : 2_4’

imf(x)=tm-—* % 2y (+-4)
x—2 x~>22x —-3x-2 RLHx42(2x2_3x_2)’

lim 2x 2x2 4

— (limite finito)
=24y -3 4x2-3

Areta de equagado x = —% € a Unica assintota

vertical ao grafico de f.
X

53.6. f(x)=—

Df:{xeR:x2+1¢0}:]Ronde x*+120 é uma

condigao universal.
fé continua em R . Logo, o grafico de fndo tem
assintotas verticais.
X
53.7. f(x) =<x+1
x+1

se x<-1
se x=>-1

D, =R e fé continua parax = —1.
i (x)= i (x+1)=0=7 (1)

lim £(x) = lim —— = ' = 4o
x>=1 -1 x+1 0
Areta de equagdo x =-1 é a Unica assintota
vertical ao gréfico de f.
2—x?
53.8. f(x)=1 x—

X —X

se x<1
se x>1

D, =Refécontinuaparax=1.
. T _ 2 _ 11—
lim £ (x) = lim (2-x*) =2-1=1=£(1)

-1 ox=1 11

=lim—-=-=1
1

. . X
lim f (x) = lim = = lim
x> 1 o1 xS —x  xof XM o1 x

XII? f(x)= !E? f(x)=f(1). Entdo, a fungéo fé

continua para x=1
Logo, a fungéo f é continua em R, pelo que, ndo
existem assintotas verticais ao seu grafico.

54. Se fé continua de dominio R*, y=x+1
contradominio R"ese x=0 é
assintota ao seu grafico, entéo,
JLT f(x) =—00.

f .
Logo, lim @ = iio = +o0
x-0" —x 0
Opgéo (D)

55.1. f(x) =
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2x +1
x+2

D, ={xeR:x’*+2#0}=R\{-2}

0 '
lim f(x)= lim x4 i lim (2541 lim 22
x>0 x>to x4 2 RLUHxo%o (x n 2)' |
Logo, a reta de equagédo y =2 é uma assintota
horizontal ao grafico da fungéo f, em +0e em —o.
1-2x —3x?
x2 +1

Df:{xeR:x2+1¢0}:]R,emque x2+120 é

55.2. f(x)=

uma condig¢ao universal.

2
lim £(x)= lim %
x>+ x>t X+
o (1-2v-3%) o gp o
R? H leTm 2 ! = leTm 2_x Rf H
(x +1)
o 2-6x)
% im (2289 B 5

R

"H x>t (2)6)/ xot0 2

Logo, a reta de equagdo y =-3 é uma assintota
horizontal ao grafico da fungéo f, em +we em —x.

XXX
‘x‘ 21 se x>0
55.3. f(x)=—5—=4 * " -
x% +1 XXX
- se x<0
x° +
2
2x se x>0
_)x +1
2
—;— se x<0
x°+1
D, =R

i lim (x2) =

'

“ll 818

.XILTmf(x)_lenij +1RLH v~>+x( 2+1)
X

—|Im£ 1

X340 2/

Areta de equagdo y =1 é assintota horizontal ao
grafico de fem +oo.

2

818

(=)

. —X .
o lim f(x)=lim — TR lim - =
X—>—0 X—>—0 x + X ’X)( 2
x +1)
. —£X
= lim =-1
X400 X

Areta de equagdo y =-1 é assintota horizontal ao
grafico de fem —oo.

As retas de equagdes y =1 e y=-1 sdo
assintotas horizontais ao grafico de f quando

x — 4+ e quando x —» -, respetivamente.



55.4.

56.1.

2+‘x‘

f(x):

D, ={xeR:x+1£0}=R\{-1}

2+x
1 se x>0
Flx)od X+
()=1,",
se x<0Ax=-1

x+1
o lim £ (x)= lim 255 2 jim (242) i 1
X400 X400 x+‘| RL'H x—+x (X+ 1)/ x4>+m1

Areta de equagcdo y =1¢é assintota horizontal ao
grafico de fem +oo.

o lim £(x) = lim 2=% 2
X0 x—>-0 y 4+ 1 RLH
(2)" 21

lim -
X—>—0 (x+1) X—>—0 1

Areta de equagdo y =-1¢é assintota horizontal ao

grafico de fem —owo.
As retas de equagdes y=1e y=-1 séo
assintotas horizontais ao grafico de f quando
x — +o0 e quando x — —x, respetivamente.
x% —3x+1
f(x)=—-22 70
(1) ==
D, ={xeR:x=0}=R\{0}

eSe x> +w:

f(x) _ lim x?—3x+1 z
L

m :xlirPoc X X400 x2 RL'H
2 -3 1 ! _ z _ '

i - ) _ gy 2273 = jm (2623 3/)

x40 (x2 ) X—>+0 2x RL'H x>+ (2x)
= lim==1

.7(4?1*712

2 _3x+1

=i _ - lim | X 22X
b xhﬁnjw [f(x) mx} Xlﬂl[ . x]
= lim M R%H lim (_3)H:1)

* ‘ (x)

= lim _—3=—3

X—>+00 1

Areta de equagdo y = x— 3 é assintota ao grafico
de fem +o.

eSe x> —o:

De forma idéntica se verifica que:

f(x)

m= lim —= =1

x>-—0  x

b= lim [f(x)-mx]=-3

x>0

E que areta de equagdo y = x— 3 é assintota ao
grafico de fem —owo.
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Areta de equagdo y = x—3 é assintota ao grafico
de fem x — +woe quando x — —o.
2 p—
56.2. f(x)= X+
x-1
D, ={xeR:x-1#0}=R\{1}

eSe x> +w:

Cf(x) . x2-3x+5 -
m= lim = lim ———~ =

x40y X+ X(X—1) RL'H

2_3¢+5) 3 _3)
jm (7375) = ) i 22 3R3H im (2X73). 3), _
X—>+00 (xz _x) X—>+0 2x _1 X—>+0 (2x _1)
= lim g:1
x>+ D

2 —
b= lim [f(x)-mx] = lim ("BTS—x]_
X—>+00 X+ X —

_ lim )(2/—3x+57/‘f/+x % lim (—2x+5)

X+ x-=1 RL'Hx—>+o (X _ 1)’

— lim 2= 2

x>t 1
Areta de equagdo y =x—2¢é assintota ao grafico
de fem +o.
eSe x> —w:
De forma idéntica se verifica que:
f(x
m=tim "1 im [F(x)-mx]=-2

xX—>—0 X X—>—0
E que areta de equagdo y =x—2 é assintota ao
grafico de fem —owo.
Areta de equagdo y =x—2 é assintota ao grafico
de fem x - +woe quando x — —o.
3 4.2
56.3. f(x)=> 4%
3-x
D, ={xeR:3—x¢0}:R\{3}
eSe x> +w:
f(x) x® —4x?

m= lim =lim ———— = |m
x40y X400 X(S—)C) RL'H x>+ (3x _xz)

(x3 —4x? )’

’

Il 818

) (3)62 —8x)'
.= lim-———
X—>+0 3_2x RL'H x—>+x0 (3—2)6)

w
=
N
|
(o]
=
Il 818

oo D )
Logo, o grafico de fndo tem assintota nZo vertical
em +o.
eSe x> —w:
De forma idéntica se verifica que

m= lim M -
i X -2
E que o grafico de f ndo tem assintota n&o vertical
em —o.
O grafico de f ndo tem assintotas ndo verticais.
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_ _ 2
=203 b= lim [f(x)-mx]= lim

xZ
56.4. f(x)=1 2 iim iim (M . x} _

C.A. /7%

. - X . —X
x+x’=0ox(1+x)=0< f{“ﬂlf :XILn_'LTZ_1
<x=0vl+x=0x=0vx=-1 Logo, a reta de equagdo y = x —1 é assintota ao

D, ={xeR:x+x*#0}=R\{-10} gréfico de fem —o.

eSe x - 4w Areta de equagdo y =x—1 é a Unica assintota

nao vertical ao grafico de f.
1

f(x) _ i 1-2x — 3x2

|l 88

m= lim — se x<0
x>t x X—>+0 2 RL'H
x(xe ) 56.6. f(x)={ *
’ @ >
) (1—2x—3x2) . 2_6x = i se x>0
lim —— = lim i
X—>+0 (xz +x3) x40 Dy + 3x Df -R
' eSe x> +w:
_(2-6x) 6 -6
|Im7=|lm2 5 =—2=0 F(x) ) (xz)'
X400 ! x—>+0 J 4 +00 X
(2x+3x%) * m= lim = lim = lim - =
; x4y X—>+00 X(ZX + ) X—>+0 (2x2 + x)
—2x-3x%2 =
b= lim [f(x)-mx] = lim 1=2x =32 - - :
X400 X400 X+ x RL'H . 2x © (2x) X 2 1
:I|m4 1R?H ImizhmzzE
© ' x>+ + X+ ! xX—>+00
. 2-6x » _ (-2-6x) . * (4x+1)
lim 12, ROW I|m7=I|m7=—3 )
X—>+0 +2x x>+ 4 x>+
(1+2x) b= lim [f(x)-mx]= lim (2x 1—2):
Logo, a reta de equagdo y =-3 é assintota ndo : 7 X
vertical ao grafico de fem +w. — iim 2x% —2x% —x _
eSe x> —wo: oo Ay +2
De forma idéntica se verifica que: B z (_x)' 1 1
f(x) :Iim4 5 REH lim ————= IimZ:——
=i = : =i _ - _ X400 + "H x—+0 ' Y00
m= lim . 0; b XILrl[f(x) mx|=-3 x (4x+2)
Logo, a reta de equagao y =-3 é assintota ndo Areta de equacio y = 1x _1 & assintota ao
vertical ao gréafico de fem —oo. o 2 4
Areta de equagdo y =-3 é assintota (horizontal) grafico de fem +oo.
g eSe x> —w:
ao grafico de fem x — +w e quando x — —o.
2 . f(x) . 1 1
X se x<Oax=-1 m:lerﬂo x :,JLnjmxT:E:O
56.5. f(x)=1x+1
2, . se x>0 b [f() ] i 1 1 0
X = lim -mx|=lim—-—=—=
X—>—0 * * X—>—0 X —00
b =R Areta de equagdo y =0 é assintota ao grafico de f
eSe x> +w: em —ow.
f 2 1
m= lim (x) = lim T lim /()H ) As retas de equacdes yzlx—le y =0 séo
X+ X X—>+00 X X—>+0 / 2 4
- lim (x + 1) = oo assintotas nao yeﬂlcals ao grafico de fem +« e
X400 em —oo, respetivamente.
Logo, o grafico de f ndo tem assintota n&o vertical
ém +oo. Pag. 174
eSe x> —w: 12 '
’ X
© ' 571. f = +=| =
_ f(x) x2 E (xz) (x) (x-k'l 3]
m= Ilrp = |II”[’I‘ 7 R Ilrp -
* X ) RS 2y (12) (x+1)=12(x+1) 1 121
o , 3 3
. o (2x) 9 (x+1) (x+1)
= lim CIint lim ——— = lim 5:1 19 1 36+ +1)2
X—>—0 X—>—0 4 X0 , _ — X
X+ (2x+1) f'(x)=0c s+-=0o——-—=0
(x+1)° 3 3(x+1)

& 36+ (x+1)° =0A3(x+1)° 20,



emque 3(x+ ‘I)2 =0 designa uma condigéo
universal em R\ {-1}.
<:>(x+1)2:36 y=—36+(x+ 1)

< x+1=1/36 + *
S x=-1-6vx=-1+6 -7<:;é
<x=-Tvx=5

X —0 -7 -1 5 +00
f' + 0 - N.D. - 0 +
13 11
/ - N .D. N — /
f 3 N.D 3
Max. Min.

3(x+1)°>0,VxeR\{-1}
-7
12 (-7) , 7_ 13

i e R
12 5 5 11
®)=5i73727373

f é estritamente crescente em ]—oo,—7] eem
[5,+o[ e estritamente decrescente em [-7,-1 e

em ]-15].

ftem um maximo relativo igual a —? para x=-7

- L 11
e um minimo relativo igual a 3 para x=5.

57.2.a)m, =1 (2)=—2 8 _ 12,1
(2+1)° 3 9 3
__ A 03
33 3
F(2)=—2 ;2_4,2.12
2413 '3 3
Y—E=—1(x 2)oy=-x+2+—
ey=—r+2
& 3

b) Seja a a abcissa do ponto de fem que a reta
tangente é paralela a retar.

f'(a)=-1< 12 +1:—
(a+1) 3

2 1,
(a+1)° 3

- -12 i70

(a+1) 3
—36+4(a+1)2_
3(a+1)’

<:>—36+4(a+1)2 :0A3(a+1)2 #0,
emque 3(a+ 1)2 # 0 é uma condigéo
universal em R\ {-1}.

<:>4(a+1)2 =36
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57.3.

57.4.

Funcdes

<:>(a+1)2:9 oa+1=13

<a=-1-3va=-1+3

Sa=-4va=2,

no entanto a=2 é a abcissa do ponto onde a
reta tangente divide a reta r.

A abcissa do ponto onde a reta tangente a fé
paralelaaretaré —4.

'

" -12 1
f (x)—[(x+1)2 +3] =

= > +0=
[(Hﬂ
C12x2(x+1)(x+1)  24x1 24
(x+1)4 (x+1)3 (x+1)3
y=x+1

X —0 =1 +00

£ - N.D. + +

f ~~ | ND. | o

O gréfico de ftem a concavidade voltada para
baixo em ]—oo,—1 [e voltada para cima em

]-1,+ [ . Nao tem pontos de inflexéo.

Assintotas verticais:
D, =R \{-1} e fé continua. Logo, s6 podera existir

assintota vertical em —1.
lim £ (x) = lim [172+fj:1£_1:w

o —ix+1 3)0 3
o lim f(x)= 2—1:4-00
xo—1" 0" 3
12 1
o Jm )=

Areta de equagdo x =-1 é a Unica assintota

vertical ao grafico de f.
Assintotas ndo verticais:
eSe x> +w:

12 «x

7_’_7
m=tim 1) _ i 2413

X400y X400 X

. (12 1) 1 1 1
=lm| —+-|=—+-==
e\ x“+x 3) 4o 3
12

3
mx]— Ilm( +——— ]
X400 X+1
. 12 12
= lim
41 1o

= lim [f(x)

X—>+0

=0

Areta de equagdo y = %x € assintota ao grafico

de fem +©
eSe x> —w:
De forma idéntica se verifica que:



57.5.

58.1.

58.2.

m = lim f(x):%; b= lim [f(x)-mx]=0

xo—o oy X—>—o0

e que a reta de equagédo y = %x € assintota do
grafico de fem —owo.
As retas de equacdes x=-1¢€e y= %x sao

assintotas ao grafico de f.

o

D = }—oo,—E:}u [E,+oo|:
3 3

e fécontinuaem x=0, se
lim f(x) = ILrE] f (x) = f(O)

x—0"

H N 2 —_ N2 —_N—
lim £ (x) = lim (x* +2x) =07 +2x0=0=f(0)

lim f (x) = lim (~x*)=-0% =0

x—0"
I f()= i 1(x)=1(0)
Logo, a fungéo f é continuaem x=0.

e fé derivavelem x=0,se f’ (0*)=f’ (O’)

f -f(0 2 —
f(07)= lim (x)=F(0) _ iy ¥ +2¢-0
x—0" X — x—0" x—o
. x(x+2) .
=lim ———= =lim (x+2)=0+2=2
x—0" X x>0
f _f 3 .3
# ()= tim T O _pp -0, =
x—0" X — =0t x — 0" x

= lim (7x2)= -0%=0

x—0"
f'(07)=f(0)
Logo, a fungéo f ndo é derivavel no ponto x=0.
Para x>0:

'

f'(x)=(-x") =-3+*

m, =f (1) =-3x T =-3

f(1)=—13 =-1
ry-(-1)=-3(x-1)<y+1=-3x+3
Sy=-3x+2

Para x<0, f/(x):(x2+2x),:2x+2.

Seja a< 0 a abcissa do ponto do grafico de fem
que a reta tangente é paralela a reta r,
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58.3.

58.4.

59.1.

f'(a)=m, ©2a+2=-3<2a=-5 Qa:—g

r:y=-3x+2 e, no ponto de abcissa —g ,areta

tangente ao grafico de fé paralela a retar.
Para x<0:

f/(x):2x+2
f'(x):O®2x+2:O<:>2x:72<:>x:71
Para x>0:

f'(x):73x2

f'(x)=0<:>—3x2=0<:>x2=0<:>x=0

X -0 -1 0 +00

f' - 0 + N.D. -

f N -1 / 0 N
Min. Max.

F(-1)=(-1)" +2(-1)=1-2=-1
f é estritamente decrescente em ]—oo,—1] eem
[0,+0[ e estritamente crescente em [-1,0] .

ftem um minimo relativo igual a —1 para x=-1 e
um maximo relativo iguala O para x=0.
Para x<0:

' (x)=(2x+2) =2

f" n&o tem zeros para x <0 .
Para x>0:

" (x) = (—3x2 )’ =—6x

f”(x):O@fo:O@x:O

X —0 0 +00
! + N.D. -
f N 0 N

O grafico de ftem a concavidade voltada para
cima em ]-,0[ e voltada para baixo em ]0,+o0[ .

A origem do referencial € um ponto de inflexdo do
grafico de f.

4x?
)= rs

Df={xeR:4x2+3¢O}=R,umavezque

4x* +3 #0 designa uma condig&o universal.
f é continua em R por ser uma fungao racional.

, B 4x? ' B

f (x)_[4x2 +3} -

(4x2) (422 +3) - 4x? (422 + 3)
(452 +3)

'

8x(4x® +3)—4x*(8x)
(42 +3)°




327 +24x 327 24x

(4x2 + 3)2 (4x2 + 3)
’ 24x
f =0e——— =0
(X) (4x2 + 3)2

©24x=0n(4x2 +3) 20,

em que (4x2 + 3)2 #06é

uma condig¢ao universal.
< x=0

X —o0 0 +00
f' - 0 +
f N 0

Min.

(4x2 + 3)2 >0,VxeR

( ):Lozzg:
4x0%2+3 3

f é estritamente decrescente em ]—oo,O] ,

estritamente crescente em [0, +oo[ e tem um

minimo absoluto 0 para x=0

£ (x)= _24x | _

4x% + 3)°
(4x*+3)

(24x) (42 +3)" ~24x((42+ 3)2) )

((4x2 +3 )2

24(4x% +3)° ~24xx2(4x* + 3)(4x + 3)

(4x2 + 3)4

24(4x2 + 3)(4x2 +3-2xx 8x)

(4)«:2 + 3)4

24(4x2 +3-16x%) B 24(3—12x2)

24(3—12x2)

=0 g

(4x2 + 3)3

©24(3—12x2)=0A(4x2+3)3 20,

_2_1_ j_i
2 2

em que (4x2 + 3)3 =0 é

uma condic¢ao universal.

(42 +3)  (4x2+3)

2 _
=3-12x2=0 y=24G3-12x)
<:>x2 = — C}Xzil
2
1 1
x —o -= 5 oo
2 2
f - 0 + 0 -
f N 1 1 2
4 ~— 4
PI. P.l.
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(4x2 + 3)3 >0VxeR

1 1
4x|—— 1
f[-1]= ( zJ A

2 2 1 .
4><(—%j +3 4XZ+3

4x 1 i 1
1 2 Ay
f 2= it = 3 =2
4% (1) +3 4x—+3
2 4
f tem concavidade voltada para baixo em

1 1 .
—oo,—E eem §,+oo ; voltada para cima em

}11[ e tem dois pontos de inflexdo de

coordenadas —11 e 11
2 4 2 4
¢ Assintotas:

Assintotas verticais:

D, =R e fé continua. Logo, ndo tem assintotas
verticais.

Assintotas ndo verticais:

Se x > tw:

Il 818

HIim ’:Ilm122 FRoH
"H x>+ x40 X+
(4x3 + 3x)

(4x2) . 8x %
U

R

s

o (8x) 8 8
RL'H lean r o x“ﬂlo 24 - 400 -
(12x* +3) *

o
w©

. . 4x? B
b = xILer [f(x) _mx:| = xILan 4x2 + 3 R?H
- 4x2)
= lim (x) =Iim§:1

RL'H x—+o0 4 x—>+0 8y
(4x2 + 3)

Areta de equagdo y =1¢é assintota horizontal
ao grafico de fem +w

Se x > —w:

De forma idéntica se verifica que:

m= lim ﬂzo; b=lim [f(x)-x]=1

x—>-o  x X—>—0

e que a reta de equagdo y =1 é assintota ao
grafico de fem —owo.



59.2.

D; [0

¥
e e L "

f
.
4] .
qo[ 1 %
2 2
2
f(x):x +2x+16
x+2

e D, ={reR:x+2#0}=R\{-2}

fé continua em R\ {-2} por ser uma fung&o

racional.
2 ’
f,(x):(x +2x+16] _
x+2
(x* +2x+16) (x+2)—(x* +2x+16)(x+2)
- (x+2) -
(2x+2)(x+2)—(x* +2x+16)x1
- (x+2) -
:2x2+4x+2x+4—x2—2x—16 :x2+4x—12
(x+2)2 (x+2)2
2
-f/(x)=0<:>w=0<:>
(x+2)

<:>xz-4—4x—12:0A(x+2)2 #0<

—4 + /4% —4><1><(—12)

X AX#E-2&
2x1
-4+8
x= AX#E-2E
2 y=x*+4x -12
p= x:—'l—z\/x:i AX#E-2E + +
2 2 ™
Sx=-b6vx=2
X —» -6 -2 2 +00
f' + 0 - N.D. - 0 +
f / -10 | N | ND. | N 6 /
Max. Min.

(x+2)">0,Vx e R\ {-2}

_(-6)°+2(-6)+16 _36-12+16 _

£(-6)= =5 - 10
224+2x2+16 4+4+16
fR)==—% =4 ¢

f é estritamente crescente em ]—oo,—6] eem
[2,0[ , é estritamente decrescente em [-6,-2[ e
em ]-2,2]. ftem um maximo relativo igual a =10

para x =-6 e um minimo relativo igual a 6 para
x=2.

Propostas de resolugdao do manual — Fungdes

Vo [ear—12)
<[ S|

(+ +4x=12) (x+2)" = (x + 42 -12)((x+2)")

’

2

i ((x+2)°)

(2x+4)(x+2)2—(x2+4x—12)><2(x+2)><(x+2)'

(x+ 2)4
(x+2)[ (20 +4)(x+2)-2x1(x* + 4x-12)]
- (x+2)"
B 2x2 +4x+4x+8-2x>-8x+24
(x+ 2)3
__ 32
(x +2)3
f'(x)=0< 32 ~=0 (Equag&o impossivel)
(x + 2)
X —0 -2 +o0
f' - N.D. +
f N N.D. ~

f tem concavidade voltada para baixo em ]—oo, —2[

e voltada para cima em ]2, +oo[ e nao tem pontos

de inflexao.
¢ Assintotas:
Assintotas verticais:

D, =R\{-2} e fé continua. Logo, s6 podera

existir assintota vertical em -2 .
x2+12x+16 _4-24+16 4

lim £ (x) = lim — =
x—>-2 x—-2 X+2 O 0

. -4
X!}q;+f(x)_07+__

. -4
XILrI; f(x) = 0—_ =40
Assintotas ndo verticais:
Se x > tw:

f(x) . x2+2x+16
m= lim = lim =
X—>+00 x X—>+00 x(x+ 2)

© (P +2x+16) 2512

R?H xILrPoo ! = xﬂrPoc 2 2 =1
(x2 + 2x) e

x>+ X400 x+2

2
b= lim [f(x)-mx]= lim ["”"*m—xj_
. xP42x+16—x% - 2x . 16 16
= lim = lim ==
X+ x+2 x40 x + 2 +00
Areta de equacado y = x é assintota horizontal ao

0

grafico de fem +oo
Se x > —o:
De forma idéntica se verifica que:



m= lim f(x) =1

x>-—0  x

; b=1lim [f(x)-x]=0

X—>—0

E que a reta de equacdo y = x é assintota ao

grafico de fem —owo.
D; = ]700,710]u [6,+oo[
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60.1.

60.2.

61.

Pag. 175
Se areta de equagdo y =2x+1é uma assintota

ao grafico de f, de dominio R", entédo

im ") 2 im [ (x)-2x]=1.

x40 x x>+

Dado que D, =R", a assintota horizontal ao

grafico de h apenas podera existir quando x — +oo

Seja y = b uma equagéo dessa assintota.

f(x)

b= lim h(x)= lim fz(x)

= lim
X—>+0 x40 x< 4 x X0 X(X+1)
- f(x)
= lim ( )>< lim
x40 x x~>+x>x+1
1
=2x—=2x0=0

+00
Logo, a reta de equagdo y =0 (eixo Ox) é uma
assintota ao grafico de h quando x — +w .

)
x| 1+— 1+ —
tim X+ jim ) _ fim X
X—>+00 f(x) X—>+00 f(x) X—>+00 f(x)
X
. 1 1
A T
lim f(x) 2 2 2
X—>+0 x
Opgéo (B)
f(x)-f
f'(O):—2<:>IimM:—2
x—0 x_O
= Iimmz—z
(f(0)=3) x—0 X

Se a reta de equacéo y =2x—1é assintota ao

grafico de f, de dominio R", ento,

62.1.

62.2.

63.1.
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fé continua em |-o0,1 € em |1+ , por ser,
nestes intervalos, definida pela composta de

fungdes continuas em R . Logo, s6 podera existir
assintota verticalem x=1.

1 5 (1+cos())

+ COS
Iirr1]f(x)=lin1]Lgnx)R%H im =)
x—> x> X — x> (x_ 1)

— PL?M — 1@ (—nsin(nx)) -

= -7 x 0 =0 (limite finito)

lim £ (x) = lim [Sin(x_ﬂ_k}

x—>1 x—-1 kx -k

0 ’

o in(x -1

e (sin(x ?) e
RERST (k- k)
i (x-1) cos(x-1) i cos(x—1)_k:
-1 k x—>1" k

= % —k (limite finito)

Logo, o grafico de fndo tem assintotas verticais,
qualquer que seja o valor de k.

fé continua para x =1 se
!I? f(x):xliﬂ;l f(x)zf('])

. 1

fim £ () =3k

lim f(x):O

x—1

lim ()= lim f(x) = (1) &~k =0

x-1

1- k? ) 2
P= =01-k"=0rAk#0 ok’ =1

S k=1vk=-1
fé continua em |-x,0[, por ser, nesse intervalo,

definida pelo quociente e a composta de fungdes
continuasem Re x=0.

f é continua em ]0,+oo[, por ser, nesse intervalo

definida por uma fungéo racionale x+1=0.



63.2.

64.

fé continuaem x=0 se
Iin(;l} f(x) = Iinél f(x) = f(O)

i 3005B3Y (3cos (3¥)) =

x>0 1 x>0
=3cos0=3
lim f(x) = JLnQ f(x) = f(O)

x—0"
Entao, fé continuaem x=0.
Logo, a fungéo f é continua.
e Assintotas verticais:
fé continua em |-m,+o| . Logo, s6 podera existir
assintota verticalem x=-=n
sin(3x

lim f(x)= lim in=0

xo>-n' x—>-n' X —T

O gréfico de f ndo tem assintotas verticais.

Assintotas ndo verticais:

2
x° +1
f(x +2
m= lim ()=I|m x+1
xo+0 X x>+ X
© 2 !
(X1 2) e (X1
=lm| —5—+—| = lim——+0=
x>0l x4 x X RL'H x—>+xo 2 !
(x* +x)

Il 818

S |im(27x),=|im3=1
X"*°°2X+1RLHX"“°(2.X+1) x>+ D

X—>+0

. . x2 +1
b= lim [f(x)—mx]_lerpw[ — +2—xj_

= lim +2=
X400 x+1

im0 2 om 05,
x40 x + 1 RL'H x>+ (X +1)'

im 2= 14221

xX—>+0

Areta de equagdo y =x+1 é assintota ao grafico

defem +o.
Areta de equacdo y =x+1 € a Unica assintota ao

grafico da fungéo f.

2x-3
1 se x<2
9(x)=1 [ 5 D, =]-=.5]
——— = se 2<x<5
sin(x—-2)

o Assintotas verticais:
g € continua em ]—oo,2[ , por ser, nesse intervalo,

definida por uma fungao racionale 4 -x=0.
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65.

66.

g € continua em [2,5[ , por ser, nesse intervalo,
definida pelo quociente e a composta de fungdes
continuas em R e sin(x-2)=0.

Entéo, o grafico de g s6 podera ter assintota
vertical para x=2.
2x-3 2x2-3 1

XILr?g(x):len; . 72 "2 (limite finito)
0 ’
- 0 -2
im g (x) = lim Tx( 22)R%H : (x-2) '
x—2" x—2" X — x—2" (sin(x—Z))
1 1

1 S
i = =—=1 (limite finit
bt cos(x-2) cos(0) 1 (limite finito)

Entéo, g ndo tem assintotas verticais.

e Assintotas ndo verticais:

m= lim g(x)

x>0 x

Il 818

(2x-3)
4x —x? )'

~ lim —2¥=3
_H**x(4—x)R

lim
'Hx——x (

-

2 _ r
(2x=3) .2 _,

x——0 —1

= lim ;
Areta de equagdo y =-2 é assintota ao grafico
degem —wo.

Logo, o grafico de g tem uma Unica assintota.
Seja r:y =mx+b a assintota aos graficos de fe

de g, ambas de dominio R".
Entéo, sabemos que:

im0 _ iy 900
X—>+0 X X400 X
) )
X X x40 X m
lim = lim = =—=1
X—>+00 g X x40 g x) |Im g(x) m
X xX—>+00 X

lim [f(x)+x]=0< lim [f(x)—-(-x)]=0

Entéo, a reta de equagao y =—x é assintota ao
grafico de f.

f
Logo, lim ﬁ =-1.
X—>+0 X
Supondo que o gréfico de g tem uma assintota
obliqua (y=mx+b).
f
m— tim 90 _ g T2

X—>+0 X X+ X

= lim (f(x)+&]= = lim M+ lim é:

X—>+0 X X x40y xot0 x



1

=—1+ lim x 2 =—1+ lim

1
X—>+0 X+ \/; -

e 440=1
+00

b= lim [g(x)—mx]:LiLno[f(x)+ x+xJ:

X—>+0

= lim (f(x)+x)+ lim Vx =0+ o0 =+o0

x>+

Logo, o grafico de g ndo tem assintotas obliquas.

67.

68.1.

68.2.
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Assintotas verticais:

Se f & continua em R*\ {1}, s6 poderia ter

assintotas verticaisem 0 e em 1.
lim f(x)=0 (limite finito)
x—0"

Entéo, o grafico de f ndo tem assintota vertical em
x=0.
lim f (x) =—©

x—-1"

Logo, a reta de equagao x =1¢é assintota vertical
ao grafico de f.

Assintotas néo verticais:

f
D, =R*; m=lim ﬂﬂ

x40y

b= lim [f(x)-mx]= lim [f(x)-x]=+wx

Logo, o grafico de f ndo tem assintotas ndo
verticais.

Areta de equacdo x =1 é a Unica assintota ao
grafico de f.

Se f é continua, entdo é continuaem x=0, ou
seja, JLT f(x)= XILT f(x)=£(0).
fim £ (x) = lim =2~
x0" =0 x+1 0+1
0
0
lim f(x) = lim L coS¥ -
x—0" x>0~ §jnx RLUH
1_ . .
Iim( COSX) _ lim sinx _ sin0 =9=0
-0 (sinx) x>0 cosx cosO 1
f(O) =k

lim f(x) = lim f(x)=f(0)=k=0
Assintotas verticais:
D, = ]—n, +oo[ e f é continua. Logo, s6 podera

existir assintota vertical para x=-n
1-cosx 1-(-1) 2

lim f(x)= lim — R
ront xo-n SiNX 0 0
Areta de equagdo x =—m € assintota vertical ao
grafico de f.
Assintotas horizontais:

. | ()

lim f(x) = lim = lim lim -=1

X—>+0 x—+0 x 4 1 RL'Hx—>+x0 (
X+
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68.3.

69.1.

69.2.

Areta de equagdo y =1 é assintota horizontal ao

grafico de f.

O grafico da fungao ftem duas assintotas
paralelas aos eixos coordenados: a reta de
equagdo x =—r (paralela a Oy) e a reta de

equacado y =1 (paralelaa Ox).
Seja t:y =mx+ b a reta tangente ao grafico de f

no ponto de abcissa —g .

Para -n<x<0:

f'(x):(mj':

sinx

(1-cos x) sinx —(1-cos x)x(sinx)’ ~
(sinx)’

sinx x sinx — (1-cos x) x cos x

sin® x

_sin® x—cosx+cos’x  1-cosx

sin® x sin? x

" x 1—cos(—£j _
m:f[_ij_ sinz[—gj (1_1;)21

Sy=x+ L

2
Se a reta de equagdo y =3x—1¢é assintota ao
grafico de g quando x — +wx, entdo, tem-se que:

lim M

X—>+0 X

=3. Logo, a opgao (A) é falsa.

lim [ g (x)-3x]=-1. Logo, as opgdes (B) e (C)

X+

sao falsas.
lim [g(x)~(3x~1)]=0< lim [g(x)-3x+1]=0

Logo, a opgao (D) é a correta.
Opgao (D)
Assintotas verticais:

D, =R e g é continua. Logo, o seu grafico ndo tem

assintotas verticais.
Assintotas n&o verticais (Qquando x — —x ):

2lig
m= lim g(x): im X1

x>0 X
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’

= lim [g mx]_vlew[;:—11+4): =2mev1—x? + i x1(1—x2)’%x(1—x2)

X—>—0

B —1) = 2me1— +— 2
S im Oy i s sy i (2
RLHxaw(x2+1) x—>—0 Dy —0
3
=2 1/1_ 2 ™
Areta de equacdo y =4 é assintota ao grafico de ™ 1- 52
g quando x — —o. ~ 2mx(1- x2) - mc®
) e S A
69.3. f(x)= X rax+h NI
X+1 2TDC—27L'X3—TEX3
g € continuaem R . Logo, é continuaem x=0, = m
ja, li =i =g(0).
ouseja, lim g (x)= lim g(x)=g(0) rr(2-327)
, - ((x—1 0-1 N
limg(x)=lm| 5—+4|=——+4=-1+4=3 x
x>0 x>0 x° +1 0+1 ,
. . V/(x)=0 mx(2-3x")=0A0<x<1
lim g (x) = lim f(x) = lim 2> 80 ,
>0 50" 0" x+1 <:>(nx:0v2—3x :0)/\0<x<1
0+0+b
- 0+1 =b=g(0) @(szvxzngAO<x<1
Iir(r)lg(x)zIirEl+g(x)=g(O)c>b:3 5
3 2;#3 +3 @(szvx:i\/;]A0<x<1
f(x): X X
x+1 5
Areta de equacdo y =3x -1 é assintota ao grafico S x= 3
de g quando x — +«, entdo também é assintota
ao grafico de fquando x — +w . x 0 % 1
Assim, lim [f(x)~(3x-1)]=0& v . 0 -
. (3x*+ax+3 2
< lim|———-3x+1|=0< z
*[ el j Y 4 V( 3] A

< lim ~0,82 u.c.

x+1

. ax—-2x+4
< lim————=0«< { /
X400 x+1 _ =

(3x2+ax+3—3x2—3x+x+1j
=0

é lim M =0« lim a-2_ 0 O cilindro de volume maximo tem 0,82 u.c. de raio
A 1) e da base e 0,58 u.c. de altura.
—oa-2=0<a=2 711. AP=5—x
a=2e b=3 CP*=PB’ +BC° < CP" =4% +x*
& CP =16+ x?
Pag. 179 CP>0
—2 —2 — 4k
701. OB’ =0A +AB" < oK L 5
sP=x*+h o = i, 8
sh=1-x*<
X
h<:>0 h=+1-x*
0 X 5km
Abase :Tl',.x ‘(%,P
ch/indro :Abasexh:nxzx V1_x2’0<x<1
70.2. V(x):Tl:x2 1-x°
- 4
' A

Vr(x)_(mz)’ﬂ+nx2((1—x2);] AP _5-x

Tempo gasto no trajetode AaP. —=
20 20




Tempo gasto no trajeto de P a C:

PC _\16+7
12 12

AP PC 5-x 16+’

(x)=F-+—7= +
20 12 20 12
5_x \/16+x2]l

71.2. T'(x):{ R

=i(5—x)' +%(\/m)'

20

1 1 Y
:zox(—‘|)+12><((16+x2)2J

:_i+ix1(16+x2)’%x(16+x2)'
20 122
1 1

TT20" 24 o 2

1 X

_7+7
20 12416+ %2

T'(x)=0e -t X _g

20 1216+

Havegar Cd

.61 /
L 2 3 4 L
-8.81
-8.8
€0.83

Zero x=3

x 0 3 5
T - 0 +
T N TR

x 2x

Eixos

Auto

Se x=3, AP=5-3=2 km.

Para que o tempo gasto na viagem seja minimo,
x =3, ou seja, o pescador deve mudar de direcéo
para o ponto C a 2 km do ponto A.

2x+5 ,
72. f(x)=772, Dj =24
A(x,f(x))
B(2x,0)
OBxAC
A{OAB] - 2
y/
c B .
0 2 v X
; | 7
: A

OB =2x
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E:_f(x):_Zx+5:2x+5
2—x x-2
2xx2x+5
_2  2x*+5x
A[OAB] = 2x = T2 :A(x)

/ 2x2+5x'
A(x)z( = J

(2)62 + 5x)’ (x - 2) - (2x2 + 5x)(x - 2)/

(x-2)
(4x+5)(x—2)—(2x2 +5x)><1
) (x-2)
=4x2—8x+5x—10—2x2 -5x
(x-2)°
_ 2x* -8x-10
(x-2)
2
A(x)=0e22 78210 4 oo
(x-2)

<2x*-8x-10=0Ax>2

o x2—4x-5=0Ax>2

:4i\/(—4)2—4x1><(—5)

<X AX>2
2x2
4+/36 4+6
= AX>2 &S x=——-AXx>2
4 4
<:>(x:—1vx:5)/\x>2 <x=5
X 2 5 400
A - 0 +
A N 25 Va

_2x5°+5x5 50+25 75
5-2 3 3
O valor minimo da area do tridngulo é 25 u.a.

A(5) 25u.a.
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734, T (N)+f(1)+f"(3) =0+2+2=4
CA-| #(2)=3; F(3)=2; F(0)=1; F(1) =0

73.2. (fog)(1)=f[g(1)] =f(-1) =0
73.3. (gof)()=9g[f(1)] =9(2) =-2

734. (fog)(-2)=f[g"(-2)] =f(2) =3
73.5. (fog)(-1)=F"[g(-1)] =F"(1) =0

736. (Fog")(0)=F"[g"(0)]



74.

75.1.

75.2,

76.

77.

f(x)=2x-4
(g 1)&) =257 [1(5)]-2

CA. o5 4=
g (6)-2 | g(5)=2x5-4=6

<g(2)=6
Opgao (A): g

Opgéo (B): g

( 3
2
(2)=3
Opgao (C): g(2)=6%x2=12F.
. 2
Opgao (D): g ( 5

Opgao (A)
f(x):2<:>\3/x— =2

oSx-1=2°
Sx=8+1

&x=9
f(9)=2<:>f’1(2)=9

f(3)+(fof")(5) =28+5=33
CA | f(x)=3

<3Yx-1=3

ox-1=3°
< x=27+1
< x=28
f(28):3

f'(3)=28

f(x)=3x-2
g(x)=mx+b
g()=1e1=m+b <b=1-m

(F+g)" (4)=3c(f+g)(3)=4
(f+9)(3)=43x3-2+mx3+b=4
<9-2+3m+b=4

=3m+b=4-9+2

<3m+b=-3

Como b=1-m, 3m+b=-3 ©3m+1-m=-3
2m=-4 < m=-2

Com b=1-m, b=1-(-2)<b=3
g(x)=-2x+3

f(x)=ax+4 ; g(x)=%x+b

Vamos determinar a expressao algébrica da fungao
inversade f, f'.
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f(x)=ycar+d=y
Sax=y-4

<:>x:y_4

Sabemos que a funcgado g é a inversa da fungéo f.

f'1(x):g(x)<:>x;4:%x+b
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78. As fungdes representadas em (A) e (D) ndo séo
fungbes exponenciais por ndo serem do tipo a*,

coma>0e a=1.

As fungdes representadas em (E) e (F) sédo
fungbes exponenciais crescentes, dado que

a=2>1.

Em (B), f(x)=€" = [1J e0 <1<1 . Entéo, € uma
e e

fungdo exponencial decrescente.
1

Em(C), f(x)=|=| e 0<1<1.Entéo,éuma
2 2

fungcéo exponencial decrescente.

(B) e (C).
79.1. f(x)=a"
f(-2)=10<a?=10 @izzm @iz—m:o@
a a
_ 2
12108" g o 1-10a7=0na? 20
a
ed - sa-t| - cazt
10 10 10

79.2. lim f(x)=10.

Logo, a afirmagéo (C) é falsa. Opgao (C)
79.3. h=fxg; (fxg)(Z)zg ; g(x):a*

a) (f X g)(2)

5 5
—<f(2 2)=—&
> 1(2)xg(2)=
2

of L)l g2 ale 5
J10 2 7107 "2
o a’=25 <a=15

Como a>0,a=5. g

)

(x=5x
v (Y ey
(e} o) )

b) - -

g(-2) 1
52
1 1
10 2 2
T T2
5 5

2
c) h(x)=(fxg)(x)=f(x)xg(x)
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80.

Como @ >1, h é uma fungdo exponencial

estritamente crescente.

d) lim h(x)= lim (\/ﬁ] Fgoo

X—>+0 X—+0 2 7>1]
2

lim h(x)= lim (\/ﬁ] -0

X—>- X—-0 2 (@ﬂ]

2
(A): lim x—k =0, uma vez que a fungéo

x>0 @

exponencial de base e cresce muito mais
rapidamente que a fungao polinomial quando
x — 4 . Verdadeira.

x
(B) lim — =+, uma vez que a fungéo

X—>+0 x3

exponencial de base 2 cresce muito mais
rapidamente que a fungao polinomial quando
x — +oo . Falsa.

(C) lim =—4 =5 Falsa.
x-00,5° 0,5

0 lim2-2" _ % ¢Fasa.
x>-o 3 3 213

(E) lim 3(1] =3><(1j = 3x0=0 Falsa.
ool |\ 2 2 (0<341)

(F) lim [%J = +oo porque 0<§<1 Verdadeira.

X—>—o0

(A)e (F)

81.1.

81.2.

81.3.
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g é uma fungdo do tipo y =bxa*° +d . Entéo, a
assintota horizontal ao seu grafico € y =d . Neste
caso, d=-9.
Outro processo:
lim g(x)= lim (3% -9) =37 -9=0-9=-9
(©)
O grafico da fungdo g obtém-se do grafico da
fungao f através de um deslocamento horizontal de
duas unidades para a direita, seguido de um

deslocamento vertical de nove unidades para
baixo.

Funcao f Funcao g
Contradominio R* -9, +o0]
Zeros (caso existam) Nao tem x=4
. Estritamente Estritamente
Monotonia
crescente crescente
Limite quando
X —> 400 +00 +00
Limite quando
X —> —00 0 -9




82,

83.1.

83.2.

83.3.

83.4.

83.5.

83.6.

84.1.

84.2.

CA | g(x)=032-9=0o

&3 2=3’ ox-2=2cx=4

g(x)=bxa", b=0, a>0
g(1)=6 bxa=6 {bxa:G
= =

g(2)—18 bxa’=18 bxaxa=18
bxa= 6 bx3=6 b=2
=N =N
6a=18 a=3 a=3

=2x3"

x-2
4 =27 o (2) =(2;] o

2r _ o 1
=29 =2 <:>2x—2x 1<

Sdx=x-2<3x=-2 <:>3x=—2<:>x=—§

(3
3
e’ e o’ =4 ox=tfb > x=12

S={-22

27202502 =+ o2 -t
4 "2

2= o -x=2cx=2

S={2}

21 -8x8' =002 =2"x(2) o

=23 x23x <:>2x—1 =23+3x

o -2x=4 x=-2

S={-2}

3"4+3 +3" =13 <

&3 x3"'+3 +3 x3=13 <

1+3+9

3

o 27! Sx-1=3+3x <

=13 <

@3‘(%+1+3j=13 < 3 x

<:>3"><E:13 <3 :w &3 =3 <x=
3 13
S={1}
2" - 8x2" =0 ©2"=2%x2" 2'=2" o
< x=x+5 < 0x =5 (Equagéo impossivel)
S={}
O capital acumulado C, que se obtém aplicando-se

juros compostos a taxa de r, na forma decimal, a um
capital C,, durante n anos é dado por:
C,=C,(1+r)

Entdo, C, =1200(1+0,021)" ~13040,20 €.

Ao fim de 4 anos, o capital acumulado é,
aproximadamente, 13040,20 €.

C, =12837 = 1200(1+r)" = 12837 =
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4+ 12837 4« 4279
S(+r) =——o(1+r) =—— o
12000 4000
4279 :44279—1z0,017
1+r>0 400 4000
r=17
Pag. 183
85.1. 3 +3™ :4<:>31x+3><3" =4
2
©1+3x(37) =4x3"
Fazendo 3" =y, resulta:
1+43y? =4y & 3y* -4y +1=0 =
4i1l(—4)2—4x3x1 4+16-12
Sy= Sy= =
2x3 6
412 L vt
y= 6 y= 3 y=
=3 =3"v3=32<=x=-1vx=0
S={-1,0}
Verificagdo com a calculadora grafica:
1 ephin ‘x--l Elxh=4
85.2. 2*+i1:5<:>2‘*+ 8 =52 +i 5
2% 2" x2 2*
o (2) +a=5x2
Fazendo 2* =y, resulta:
Y’ +5=5y oy’ -5y+4=0<
5+(-5) —4x1x4 5+/25-16
Sy= = =S
2x1 2
+3
<:>y—? oy=1lvy=42"=1v2' =4
&2=2v2"=22 o x=0vx=2
S$={0,2}
Verificagdo com a calculadora grafica:
| epresaies Te5s
Auto Eixos Havegar Célculo
Intersecio x=2 glx)=5
85.3. 7x9% ' +3% 11 2x9" =16 <
STx9 x99 +3*" x314+2x9" =16 =

x 92" +(32)2" x%+2x9x T
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Zx92’+%x92’+2x9xz16<:> W
Auta Etxes Ravegar Cilcule
4
<:>E><92‘+2><9’:16 w0
Fazendo 9" =y, resulta: 10
%yz +2y =16 <10y? +18y 144 =0 < e T
<5y 49y -72=0 Pag. 184
_ 3a
—91( 92_4X5X(_72)) 86.1. C(3a,f(3a))=(3a,e*)
cy= 2x5 < D(af(a))=(a,e’)
_ -9++/81+1440 - _—9139@ BC=¢e%; AD=¢e?; AB=3a—-a=2a
B 10 - 10 BC+AD — €% +¢é°
24 A[ABCD] :TX B = 2 x2a=
Sy=——vy=3
5 =a(e” +e*)
9" = 24 9" =3
<Y =T ’ 86.2. A 500 <1000 = a(e” +€°*) <1000
emque 9* = —2—: é uma equacao impossivel. f(x)= x(ex +es;)
i g(x)=1000
<:>(32)‘ =33 =3"=2x=1 <:>x=1
2 a(e” +6°)=1000 = a~2,06
1
S:{E}
Verificagdo com a calculadora grafica: s
Expressies Graf Tabel N
Aut Eixo Havegar Calculo 480
d
12 2, 4 6. 13
. u=2 . 956796 fx)=g(x)=1060
" Entéo, 3a~3x2,06=6,18 .
L imi el ) e O maior numero inteiro para a abcissa de B para o
ntersegio ¥=8. 5 w)=16
e s qual a area do trapézio é inferior a 1000 unidades
de area é 6.
x+1 x—2 x—1 X
854. 27 -2 +27-27=40 87.1. f(x)=mx+b e b=2
S 2" x2-2"x22 42" %21 -2 =40 (x):mx+2
. 1 1
<2 (2—27+§—1j:40 f(-2) 0<:>m><( 2)+2=0 & -2m=-2om=1
— — X X+
P 1:2 4_ 10 f(x)=
5 g(x)=a'
& 2°x—=40 P 1 1
4 g(-)=2ea'=2c-=2c--2=0c
a a
. 4x40
=20 = 1-2a
5 = =0 o1-2a=0ra#0 o -2a=-1<
a
< 2"=32 1
2 =28 ea=g
<:>x:5 1 x
S ={5} g(X):[EJ
Verificagdo com a calculadora grafica: g: R > R
f: R > R .
X b x+2 X B (1)
2
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1Y+ oo vy o1
87.3. (gof)(x):g(f(x)):g(x+2):[§] ©(32] =38 =32=3° ‘D%:% e3y=2c
O grafico de g o f obtém-se do grafico de g por um 2
deslocamento de duas unidades para a esquerda. <Y= 3
D/ — DY :R+
a) gof g |Og‘ﬁ ;\3/_ :E
b) gof é estritamente decrescente. 3
2 -3)? 2
172 (1og0,001)°  (log10®)" (-3 9 3
° = — = 89.5. = = 2.2
¢ (9°7)(x) 09[2) 0 2xlog10° 2x6 12 12 4
(Equacéo impossivel) 89.6 log, 1+10g 0,01 B 0+log1072 _
g o f ndo tem zeros. e 1 B
" log, (81] xlog, 48 Iog3 [3 jx log, 84
1Y
d) Ilim(gof =lim| = =0
) mfent)-mm(z) L L L,
B T 3 33
1) log, 3 xlog, (2°)*  -4xlog, 2* —4xy 3
e) lim(gof)(x)=lim (Ej ( = j+oo
X—>—0 X—>—0 0<§<1 %/E 5 \/g 3 y \/_ \/g 32
) y=0 89.7. log, 81 =log, 3 Iog3 Iog3 =
500 500 500 1 5
88.1. v(0)= = =——=10 _ 2% _ 2 _
( ) 1+4ge—0.4><0 1+4geO 50 —|Ogs 32 _IOQS 3 2 —_E
Quando foi detgtado o virus havia 10 0,001x 1000 10° XW
computadores infetados na empresa. 89.8. og———5— =log———5—=
. 500 500 (0.0%) (107)
88.2. lim v(t)=lim i = — =
t->40 t>+ 1+ 40e T 1+49e” 10 (103)1 3
X _
500 o —log— ) - 10 “log102 ¥
1+49x0 10
3
Jim v (t) = 500 _10g10°" ~log10? =g

Significa que, caso o virus néo fosse detetado,

3+logzx _ Q3 log; x __ _
este propagar-se-ia pela totalidade dos 500 90.1. 3 =3 X3 =27 xx =27

computadores ligados a rede infetada. 90.2. 3%Mgsx _ (3'093-*)2 -
88.3. v(t) =446 00.3. 3209 _ 37 x 3%
500
f(x)=———; =446 _ T .19
(x) 1+498_0‘4X g(x) _32X3|093x _QX;_;
f (X) = g (X) S X 15 90-4 24I0g2«f+2log2x _ 24I0g2 x 22Iogzx —
O numero de computadores infetados atinge 446 . , . 13
unidades ao fim de, aproximadamente, 15 minutos. :(2"’92&) ><(2'°92*) :(\/;) xx2 = [x ] X x° =
BT - BRI
= x2 X X2 = x4
In)c+lnl | Inl 1
. 90.5. e r=@™xe *=xx—=1
X

90.6. 2%°%~ = (23 )'°ng _go%r _

¥=15 98769 Elx)=F (1) =446 23 1 28 .
90.7. log, 6 log, - log, PO log, 3
Pag. 185 =log, o4 —(—x):4+x
1 -1
89.1. log, 0,25=log, — =log, 4" =log, (2?) = -
9, 9, 4 9, 9, ( ) 90.8. log, gz |n% ~ log, (32 )2 1 N Ini1 _
=log, 2% =-2 e 2
1 1) 4x+2 *% 1

89.2. log, 0,25=log, - =log, [7) =2 =log, 3" +Ine 2 = 4x + 2+(—§j =

2 24 22

1 _ 1403
89.3. Iog33/§:I09335:% mdxt2-o=dveg
89.4. Iogﬁi/gzyox/gy:%

91.1. Iogﬁb=2logab



91.2.

91.3.

91.4.

92.1.

1.° Processo (utilizando a definicdo de logaritmo):

1 y
log;b=y=~a =b @(32] =be

Y
saZ=b @%zlogab &y =2log, b

Logo, Iog\/5 b=2log,b.
2.° Processo (utilizando a regra de mudanga de
base):

log,b log,b log,b

log, va 1

2 =
log, a 5

b=

log - =2log, b

1
log, b=—log,. b
9, 2 d,

1.° Processo (utilizando a definicdo de logaritmo):

log, b=y« (a?) =b wa® =be
<2y =log, b= y:%Iogab

Logo, log_, b= %Ioga b.

2.° Processo (utilizando a regra de mudanga de
base):
_log,b log,b 1

log, b= =—log, b
% log, a° 2 9

2 a
log, b=-log, b
1.° Processo (utilizando a definicdo de logaritmo)
y
log, b=y©£1j =b @(éﬁ)y b
2 a

<a’=bo-y=log,b < y=-log,b

Logo, log, b=-log, b .
2.° Processo (utilizando a regra de mudanga de
base):

log,b log,b log, b

log, b= =
9 log,a”’ -1

a lo 1
9. a

=-log, b

log b:%logab, k=0

1.° Processo (utilizando a definicdo de logaritmo):

Iogakb:yc(a")y:b cad¥=bo
< ky =log, b Qy:%logab

Logo, log , b= %Ioga b.
2.° Processo (utilizando a regra de mudanga de
base)

log, b
log, b= Iogabk _log,
a log, a k

1
=—log. b
P 9,

Pretendemos determinar (29’1) . Como os

graficos de fe f'sdo simétricos em relagdo a
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92.2.

bissetriz dos quadrantes impares, pretendemos
determinar x tal que f(x)=2e".

f(x)=2e" e " =2¢" <:>x—1:In(2e’1)<:>
o x-1=In2+Ine” ©x=1+In2+(-1) < x=In2
f'(2¢")=In2

Pretendemos determinar o zero de f~'. Como os

graficos de fe f'sdo0 simétricos em relagéo a
bissetriz dos quadrantes impares, pretendemos
determinar a imagem do zero pela fungéo f.

1

f(0)=e""=e"'=—
(0) _

1
x=—
e

93.1.

93.2.

93.3.

94.1.
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D, ={xe]R:\/;>0/\x20/\16x2>0}

{xe]R:x>0/\x20/\x2>O}
{xeR:x>0/\x20/\x¢O} :]O,+oo[ =R"

f (x)=4log, \/x - log, (16x?)

.
=4log, x? —[Iog4 (16) +log, (xZ)J
=4><%><Iog2 x —log, 4* ~log, x*

=2log, x—2-2log, x
log, x
log, 4

log, x
log, 2?

=2log, x-2-2

=2log,x-2-2

log, x

=2log,x-2-2
Z

=2log, x—2-log, x

=log, x -2

f(x)=log, x—2,VxeD,

20 = x 1 2% = x 1
2% = x 1

& 299 %27 = x -1

Sxx—=x-1
2

log;x=2 D={xeR:x>0}=R"
log,x=2x=3"Ax>0 ©x=9Ax>0 &x=9
S={9}



94.2.

94.3.

94.4.

94.5.

log,81=4 D={xeR:x>0Ax=1=R"\{1}
log, 81=4 < x* =81Ax>0Ax=1
@(xz—(‘/avxz—(‘/a)/\x>0/\x¢1
S(x=-83vx=3)Ax>0Ax=1
S x=3
s={3)
log, [x[=—1 D={xeR:|x>0}

3

={xeR:x=0}=R\{0}
.
log, ‘x‘=—1©‘x‘=(fj Ax#0
3 3

<:>‘x‘=3/\x¢0
<:>(x:—3vx=3)/\x¢0
Sx=-3vx=3

S={-3,3}

log, (3x—2) =2+log, (x-2)
D={xeR:3x-2>0Ax-2>0}

={xeR:x>§/\x>2} ={xeR:x>2}

=]2,+oo[

log, (3x—2)=2+log, (x - 2)

< log, (3x-2) =log, 2* +log, (x - 2)
< log, (3x-2)=log, [4(x-2)]
< log, (3x-2) =log, (4x-8)
S 3x-2=4x-8Ax>2

&S —x=-6Arx>2
Sx=6Ax>2

& x=6

S =16}

2log(2x +1) =log(8x)
D:{xeR:2x+1>OA8x>0}

:{XERZX>—%/\X>O}
={xeR:x>0} =R’
2log(2x+1)=log(8x)
& log(2x+1)° =log(8x)
& (2x+1)" =(8x)Ax>0

S 4x2 +4x+1=8xArx>0

S 4x2—4x+1=0Ax>0

—(—4)+./(-4)* -4 x4x1
S x= ( ) ( ) e Ax>0

2x4

4+0

oS x= Ax>0
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94.6.

94.7.

94.8.

95.1.

1 1
Sx=—rx>0 S x=—
2 2

-f)
2

(logx)* —2logx +1=0
D={xe]R:x>0}=]0,+oo[:]R*

(logx)* ~2logx +1=0

Mudanga de variavel: logx =y

Sy -2y+1=0
2
@y:—(—Z)i (—2) -4 x1x1
2x1
oy 250
2
Sy=1
<logx=1

©x=10"Ax>0

< x=10

S={10}

log, x* —3log, x +1=0
D={xeR:x2>O/\x>0}
={xe]R:x¢0/\x>0}
={xe]R:x>O}

=]0,+0c[ =R"

log, x* - 3log, x +1=0 <

< 2log, x-3log, x+1=0 <
o -log, x+1=0 <log, x=1x=2"Ax>0&
Sx=2Ax>0<x=2
S={2}

log,> x-4=0
D={xe]R:x>0}=]0,+oo[=]R+
log,’x-4=0 < log,? x=4

& (log, x)* =4
@Iogzx:i\/z

<log, x=-2vlog, x=2

@(x=2’2vx:22)/\x>0

A
i

2—12vx=4]/\x>0

D, ={xeR:1-2x>0}



95.2.

95.3.

95.4.

95.5.

={xeR:—2x>—1}
eR: 2x<1}

x
S
-4

O ponto A é o ponto de interse¢do do grafico de f
com o eixo Oy. A abcissa do ponto A é zero. A

ordenada do ponto A é f(0).
f(0)=log(1-2x0)+1=log1+1=0+1=1

A(0,1)

O ponto B é o ponto de intersecdo do grafico de f
com o eixo Ox . A ordenada do ponto B é zero.

A abcissa é o zero de f.
f(x):0<:>log(1—2x)+1:0

< log(1-2x)=-1

<:>'I—2x=10’1/\x<1
2

1
S1-2x=—Ax<—
10 2
<:>10—20x:1/\x<%

<:>—20x=—9/\x<%

9 1
SX=—7AX<—
20 2
9
X =—
20

A(01) e B(%,Oj

Afuncéo f é invertivel porque o grafico de f“passa”

no teste da reta horizontal.
lim f(x) = lim [log(1-2x)+1]=
1 1

X X

2 2

:Iog£1—2x%j+1 =log0+1 =-0w+1=-

Como lim f(x)=—ox, areta de equagéo x =% é
n

X

2
uma assintota vertical ao grafico de f.

wTfeae]
2 2
f(x)=y <log(1-2x)+1=y
<log(1-2x)=y -1
<1-2x=10""

& —2x=10""-1

& 2x=1-10""
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Funcdes

1-10""
S x=
2
~1-10""
2
1-10"
' (x)=
(x)="
i 1
f7:R— |—o00,—
2
1-10*"
X
2
_ x-1
95.6. f’1(x):0<:>%:0
<1-10""=0 ©-10""=1<10""' =1
o x-1=log1l ©x-1=0 < x=1
Zerode f': 1
A(0,1). Ordenadade A ¢ 1.
O zero de f'é igual & ordenada de A.
96. f(x)=2+log,x; g(x)=log, x
D, =D, =R"
f(x)=9g(x) < 2+log, x =log, x
Iog log, x
<2+lo 2% 2 4log, x = —22
g, x . g, x og, 2°
<:>2+Iogzx=|09T2x <4+ 2log, x=log, x &
< 2log, x—log, x=—4 <log, x=-4 <

Sx=2%Ax>0 <:>x:i4
2

<X

(i
976

:i/\x>0 Sx=—
16

=lo i—Io i
=09 75 T 0% 2

1
16

=log, 47

Ax>0e

=-2

As coordenadas do ponto de intersegao dos

graficos de fe de g sédo (116 2) .
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97. Sabemos que: =log, b
9,4
Queremos mostrar que:
1 1 1 N T _ 1
log,n log,n log, n log,, n log,, n



98.1.

98.2.

1 1 1 1

+ + ot =
log,n log,n log,n log,, n

=log, 2+log, 3+log, 4 +...+log, 10
=log, (2x3x4x...x10)
=log, 10!

= , como pretendiamos mostrar.

|0910! n
In(18x-3)=In(6x -1)+In(4x* - 6)
D={xeR:18x-3>0A6x—1>0A4x"—6>0}
Calculos auxiliares:
1

18x—3>0<:>18x>3<:>x>3<:>x>7
18 6

6x—1>0<:>6x>1<:>x>%

4x*-6>0
2 2 6
4x°-6=0<x :Z +\ /+
BN = M.
@x:i? -7 T
4x2—6>0<::>x<—ﬁvx>ﬁ
2 2
D=2, ——3
}2 +°° B 1k
2 6 2

In(18x-3) =In(6x-1)+In(4x* - 6)

< In[3(6x—1)]=In(6x-1)+In(4x* - 6)
In3+ In(6x=7) = In(6x=1) +In(4x* - 6)
©In3=In(4x" - 6)

<:>3=4x2—6/\x>§

O
[

xeR:x>0Ax2#0!=]0,40 = R*
10, 4o
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98.3.

98.4.

8
x e—lnx — =

. 8
e|n4 Inx _ = = e|n4

X X

1 8
<:>4><e'"" ==
X

4 8
<:>4><x1=—2/\x>0
X

<:>4><1:£2/\x>0
X X

@i:%Ax>0

X X

4x 8
S—=—5nrx>0

X X

< 4x=8Ax>0

Sx=2Ax>0

S x=2

S={2}

(log, x)* —(log, (2x))2 =0
D:{xeR:x>O/\2x>0}
={x€]R:x>0}=]0,+oo[:]R+

(log, x)” - (log, (2x))2 =0

& (log, x)° = (log, (2x))’

< log, x =log, (2x) vlog, x = —log, (2x)
& log, x =log, (2x) vlog, x = log, (2x)"

<:>(x=2xvx=(2x)71)/\x>0

X

<:>(x—2x:0vx=2i]/\x>0
=

—x:0v2x2=1)/\x>0

NP x+Inx®=4
D={xeR:x>O/\x3>0}:

={xe]R:x>0}=]0,+c>o[:]R+
I x+Inx’ =4 < (Inx)’ +3Inx-4=0

Mudancga de variavel: Inx=y

—3i,l32—4><1><(—4)

Sy*+3y-4=0cy= =

2 x1
y_—3—5vy_—3+5
2 2

oy=-dvy=1o(hx=-4vinx=)rx>0s

—3++/25
Sy= 5 o



99.

99.1.

99.2,

99.3.

100.

Pag. 188
f(x)=log, x
O ponto de coordenadas (16,-2) pertence ao
grafico de f.
Sabemos que f(16)=-2.

f(16)=-2log,16= -2 =a?=16

2
@(1] =47 <:>1:4 <:>a:1
a a 4

f(x)=log, x
7

-3
f(64)=log, 64 =log, 43 =log, (%) =-3
4 4 4

D= {xeR:x>O}=]O,+oo[:R*

1
f(x)=—1<:>log1x=—1 @x:(%j Ax>0&s

4

Sx=4rx>0<x=4

Como os graficos de fe f'séo simétricos
relativamente a bissetriz dos quadrantes impares

(y =x), determinar f'(2) corresponde a
determinarmos o valor de x para o qual f(x)=-2.

-2
f(x):—2<3logix=—2 @x=[%) Ax>0s

4
Sx=4*Arx>0x=16Ax>0 < x=16
f(-2)=16

log;,9=x; log,, 4=y
Opcéo (A):
x+y log,9+log,4 log,(9x4)
2 2 2
_ log,, (36) _ log,, 6° _ Z|0912 6
2 2 V3
=log,, 6 ; verdadeira
Opgéo (B):
x+1_log, 9+1
2 2
_ log,, 9+log,, 12 _ log,, (9 X 12) _ log,, 98 - falsa
2 2 2
Opgao (C):
Jx+y 4llog,9+log, 4
2 2
_log,36 _flog,,6° _2log,6
2 2 2
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Opcéo (D):
y+1 log,4+1 log,4+log,12
22 2 -
= logy, (4x12) _log, 48 ; falsa
2 2
Opcéo (A)

Qutro processo:
;

log,, 6 =log,, (3x2) = log,, [(3 x2)’ }5 -

1 1
= 5'0912 (32 ><22) = §|Og12 (9x4)=

1 1 +

:§(|09129+Iog124) :§(x+y): :xzy

(A)
101.1. f(a)=Ina; D(alna)

f(3a)=In(3a); C(3alIn(3a))

B+b BC + AD
A[ABCD]: 2 xh= 2 xAB=
In(3 |

:yc;yD f(xp -5, = n( a)2+ n(a)x(3a—a):

:In(3;><a)XZa =In(3a2)xa =a|n(3a2)
101.2.

| Expreastes |

Fi
./
7

x=2 63463

fix)=glx)=8
A(a)=8< aln(3a’)=8 <a~263483
x5 =3a=3x2,63483 =7,90449

xg = 7,90
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102.1. Seja:
M: o montante final, ou seja, o capital acumulado.
C: Capital inicial
C=8000€

r. a taxa de juro anual
r=2,1%=0,021

n: niumero de periodos
n=>5

k: n.° de pagamentos de juro num ano
k=12

kn
M=C(1+£j
K

12x5
M = 8000 [‘I + %) ~8884,87 €

O capital acumulado ao fim de 5 anos é 8884,87 €,
aproximadamente.



102.2. r =1,9%=0,019; M=10000€

Capitalizagdes anuais
r="7?

M=Cx(1+r)’
10000 = 8000 x (1+0,019)" «

10000 10

< (1+0,019) =—— <1019"=— &
8000 8

a5 5
<1019 =2 <:>n=|og1l01gz<:>

In1,25
In1,019

< n=10g,y,125 <n=

102.3. M =8210€
Capitalizagdes trimestrais: k =4

kn
n=1; C=8000€; r="2: M:C(1+£j

41 4
8210-8000( 1+ 7| o [1+0] 28210 4
4 4) 8000

rY 821 rY
S| 1+—| =— <[ 1+— | =1,02625 <
(%) =g = (%)

o1+ % — 4102625 <1 +% ~1,006499 <>

<4 +r=4,025996 < r=0,025996 <
<r=~0,026=2,6%
103.1. f(x)=g(x)<1+log, x=log, x <

a

<1+log, x = log, x <:>1+Iogax=|097‘"'):<:>
log, - log, a
“a
[
< 1+log, x = Og?x < 1+log, x=-log, x &

< log, x+log, x =-1 < 2log, x =-1<

1 -2 1
<:>|Ogax:—§ Srx=a?ox=—x=

A
N

1
a2

Xp =

s1l-

1 1 -
103.2. f| — |=1+log, —— =1+log, (va) =
(x/aj > 9 (¥2)

Y > 1)1
=1+lo a2 =1+log. a2 =1+| - — |=—
g"’( } % (2j 2

Ve =% , h&o depende de a.

8 3
104.1. f(x)=log, [mj—m% [4(x+1)]
=log, 8 —log, Vx+1- [Iog4 4+log, (x+ 1)3}
1
=log, 2° -log, (x+1)2 —[1+3log, (x +1)]

:?,—%Iog2 (x+1)—1—3|094(x+1)

Propostas de resolugdao do manual — Fungdes

log, (x +1)

1
—2_ 1 1)-3
2 0% (x+1) log, 4

log, (x+1)
log, 2°

log, (x+1)
2

=2—%Iogz(x+1)—3
1

=2—§Iogz(x+1)—3

=2—1Iog (x+1)—§Iog (x+1)
2 7 2 7

4
:2—§Iog2 (x+1)

=2-2log, (x+1), como pretendiamos mostrar.

104.2. f(x)=0<2-2log, (x+1)=0<

< -2log, (x+1)=-2 <log, (x+1)=1<

Sx+1=2"Ax>1ox+1=2rx>-1
sSx=1rx>-1<x=1
Zerode f. 1

104.3. f (2x + 1) - f(x)

=2-2log, (2x+1+1)—2[2-2log, (x +1) ]
=7 -2log, (2x +2) 2 +2log, (x+1)
=-2log, [ 2(x+1)]+2log, (x+1)
=-2[log, 2+log, (x +1) |+ 2log, (x+1)
=-2[1+log, (x+1)]+2log, (x+1)

= -2 -2log; ¥ 1) + 2logAxT1) = -2

f(2x+1)—f(x)=-2 que é constante Vx € |-1,+x|

105. Pretendemos mostrar que:

log,,, x +log, , x=2xlog,,, x xlog, , x
Pelo teorema de Pitagoras, tem-se:
P=x?+y’ox®=F-y*
Por outro lado,

Inx Inx

:In(1+y)+ln(1—)/)
CInxin(1-y)+Inxin(1+y)
B In(1+y)In(1-y) B
_inx[in(1-y)+In(1+y)]
B In(1+y)In(1-y) -
CInx[In(1-y)(1+y)]
~In(1+y)in(1-y)

log,,, x+log, , x

InxIn(1 - y?) In xIn x2
“In(1+y)in(1-y) In(1+y)in(1-y)
Inx Inx? 2lnx

=log,,, x x ———

:In(1+y)xln(1—y) In(1-y)
=log,,, xx2xlog, , x =2xlog,, , xxlog, , x, como

pretendiamos mostrar.
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R

T+x
Pag. 190 106.6.  (x)=e""
106.1 f(x)z(xz—Zx)e f'(x):[e:rxxz],:(11+)‘2]’e$;
f (x):[(x2—2x)e J = o
: Tex) (1422) = (14 x) (1422) =
S R e H(?) 5>:x>< ) g
+Xx
_ _ x 2 v _
_(2x 2)6 +(X 2x)e _1+x2—(1+x)><2x 11::2 _1+x2_2x+2x2 1+xZ
=(%—2+x2—%)e = B (1+x2)2 - (1+x2)2
=(x*-2)e’ Xt -2x41 T X e2x-1
RS - 2
106.2. f(x)=e (1) (1+)
o 106.7.
1. (1Y ' ' '
f (x)—[;e ] =[;] e () = f (x)—(slj :(;J <313 =
W) e t(x)
e Tt Tt T =(1)xx+(x)><3%ln3:—xi2x3%|n3=
_(_i_,_i}e x—1e n3 !
RO S X :_TXS;
X
106.3. f(x)= 2 " 106.8.
26" +1 ' 2v ) 2x 2x 2v)
e' —1 fr(x): 52X :(5 )(1_5<)_5 (1_5<)
)=o) - 5 ooy
_(ex_1)’ (26 +1)~ (e _1)(29x+1)’ i _(2x)'x52* xln52(1—52“)_
B (26" +1) ) (1-5%)
e (2" +1)-(e" - 1)x2e* - 52 (—(2)()' x 52 ><In5)
) (26" +1)’ B - (5] =
o267 41-26742) 5o | 2x5% xIn5(1-5%) - 5% (-2In5x5%)
(2" +1)° (2" +1)° (1-5)
106.4.  (x) xe* _52XX'”5(2—W+W):2|n5x5“
2 2
W 1y (1-5") (1-5%)
f’(x)z[xe J —(x) e‘+x(e"j = 107. f(x):2"—2x—2
=el+x><(1 'elzei+xx(1)’x-3x(x)’ o f'(x)=(2"-2x-2) =2"In2-2=2(2""In2-1)
X X

'

=(cosx) e*™ +cos x (e )' =

. i . 4 i
=—sinxe®™ +cosx x(sinx) e =

=—sinxe®™ + cos x x cos xe*"™ =

= (cos2 x—sin x)eS‘"X

108.1. f(x)=6 3" (3" -1)=6 <
=(3) -3 -6=0
Fazendo 3* =y, obtém-se,

12 (-1 —4x1x(-6)

2x1

y’-y-6=0cy= SN

- _1J_r\/%® _1£5
Y= v
oy=-2vy=3c3=-2v3=3 <ox=1

equagao
impossivel

S=

i
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Ao fim de 10 dias existiam cerca de 105

108.2. f’(x)=[3‘ (3" —1” = microrganismos.
_(arY (2 A\ e ar (2 4\ - , 105 Y
(37) (3 =1)+3* (3 -1) M3, P “HW] _

:3*|n3(3*—1)+3-*x3*|n3: ,

(105)' (1+ 3414 ) —105 (1+ 34e™2")

=3"In3(3" -1+3")=3"In3(2x3" -1) = =
(1 + 34011284t )2

_ 2 -0,2x '
109. h(x)=100x* —100e _105(34%_1’12440 e’”z“‘“)

h'(x) = (100x2 ~100e %) = (13405}

=200x 100 x(-0,2x) &% = 105 x 34 (—1,1244) e 12
= 2

=200x —100 x (~0,2) e %" = 200x + 20e %" (1+34e1241)

_ 4014,108e "1

- (1 + 346—1,1244t )2

P'(t)=0,vt>0. Entéo, a fungao P é

h"(x) = (200x + 2062} =

=200+20x(-0,2x) e°% =

=200+20x(-0,2)e**" =200 - 4e** estritamente crescente.
h"(x)=0<200-4e°* =0 lim P (t) = lim 105 -
v v tosaon ( ) t~>+m1+34e’1'1244t
S4e =200 =50 105 _@_105
©-0,2x=1n50 > x =120 o~ 196 1+34x0 1
-0,2 Logo, a populagéo cresce ao longo do tempo, mas
Opgéo (C) n&o ultrapassa os 105 individuos.

10. g (x)=—e* 2 111.4. Ataxa de crescimento é dada por P’(t) .

Entéo, pretende-se saber o maximo da fungédo P'.

’

*g'(x)<0,VxeR.Entéo, afungdo g é

11244t
Pr(t) = 4014,108e _

(1 + 3411244t )2

estritamente decrescente.
Logo, a opgéo (A) nao esta correta.

g (x)=0e-e"-2=0ce"=-2

equagao
impossivel =

2

(4014,108e1124) (14 341244

2 2
e g’ ndotem zeros e a fungdo g é estritamente [(1 + 34e‘1'12“‘“) ]

decrescente de dominio R . Entdo, a fungdo g nao .
tem um minimo absoluto. 4014,108e " [(1 + 349’”2“‘”)1

Logo, a opgéo (B) nao esta correta. [(1 . 34e’“24‘“)2 T

4014,108x (~1,1244t) e V' (14 34e V1241’
= (1 n 24971.124“)4

eg"(x)= (—e” - 2)' =-e

g"(x)<0,vxeR.Entéo, a fungdo g tema

concavidade voltada para baixo e ndo tem pontos

de inflexdo. Logo, a opgéo (C) nao esta correta e 4014. 108612441 2(1 N 34971.124“) « (1 + 3411244t )’

aopgéo (D) ¢é verdadeira. - (1+24e4,1z44:)4 B

Opgao (D

pgao (D) 4014,108 x e ™12 (14 34e 71241
= X
Pag. 191 (1+34e 2440
105 105 ,

M11.P(0) = ——7 Swwws = 35 =3 x [—1,1244 (1+ 346 1240) _ 234 (~1,1244t) e’”z“‘”} -

No inicio da observagéo, foram contados 3 4014108 x o124t

microrganismos. = . a3

105 (1+34e )
1+ 34e x [—1, 1244 (1+ 34e7741) + 2% 34 x 1,1 244e-1~1244'} =
105 <105

" 1434 12



3 4014,108e7 1244 x1,1244 N
B (1 n 346—1.12441‘)3

x (—1 —34e7 V1244t 4 2« 34671’1244‘) _
4513,463035e 124 (_1 + 346'1'1244’)
) (1 + 34671,124“)3

4513,463035e "4 y
(1 + 34112441 )3

P(t)=0e

x (—1 + 34e’1’124‘“) =0
& —1+34e M - 0 = 34 — 1o

o e M 314 < -11244t=-In34 &

_ N34 <3136 dias
11244
t 0 ~3,136 | +oo
=3 + + 0 -
P’ /

Max.
1dia — 24horas
0,136dias— xhoras
0,136 x24
- 1
Ataxa de crescimento dos microrganismos &
maxima ao fim de, aproximadamente, 3 dias e 3
horas.

~3

112.1. f(x):—%+1+2|nx

f’(x)z[—%+1+2lhx} =—%+0+2x@:

X

2 1

x 2
112.2. f(x):xlnx—x

f’(x)z(x)’lnerx(lnx)’ —(x)’ =1|nx+x><@—1=

X
=Inx+1-1=Inx
112.3. f(x)=In*x +In(x

ol F) 2 _2inx 2
x  x-1 X x* -1

112.4. f(x)=In(e" +x)

(ex+x)’ e+

e" +x e +x

f’(x) = [In(e" + x)}r =

112.5. f(x):%lnz (x+1)

Propostas de resolugdo do manual —

f’(;:):Blnz (x+1)] =%x2|n(x+1)x[|n(x+1)]' -

1) | 1
=In(x+1)><(x+ ) =In(x+1)x L n(x+1)
x+1 x+1 x+1

112.6. f(x) = (x-1)log, (x* - x)
F(x)=[(x~1)log, (x* ~x)] =
= (x=1) log, (x* —x) + (x—1)[log, (x* - x)] =
(*-)

=ﬂogz<x2—x>+<x—1>xm=

2x-1
=10g; (+* =)+ (=T x(3~T)In2 n2

2x -1
=log, (xz— )+ x)ICn2
1-e"
112.7. f(x):m(ne*j
’ [1—e”J'
, B 1-e* || 1+e")
f(x)_{ln(ﬂexﬂ_ 1-e*
1+e"
(1—e ) (1+e*)—(1 e )(1+e )
B (1+e )2 B
1-e"
1+e*

-e —ﬁ){—e“rﬁ)/
1—(e")2
-2e” 2e”*

T1er  er 1
112.8. f(x) = xlog, Vx

’

f’(x) = (x)’ log, \/; + x(log5 \/;) =

.
=Iog‘,,\/;+xx(log5 xz] =

'

=Iog‘,,\/;+x><(%log5 x] =

|095\/;+/><2}((|)5|095\/;+2l:]5

Outro processo:

F(x) = (x) log, Vx + x(log, V) =

(] <]

=log Jx +x =log Jx +x =
° Jxins 7

Geometria analitica
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1 2 1
7)(?2 e
=lo \/;+x><27=|0 \/;+x>< 2\/; =
% JxIn5 % JxIn5
1 1
= - L
og“”\/;”“z/lns T
NA)

112.9. f(x)=(Inx)

’

F(x) :[(m)JE } =2 (Inx)® " x(inx) =
:\/E(mx)ﬁ*1 XLM

X X
1

112.10. f(x) = [fj

X

se x<0

113. f(x): X
In(e‘—1)—2x se x>0
D, =R\ {0}
Se x<0:

e 5 8 -2e"+2 2-¢

e -1 e -1 e -1
f’(x):0<:>2:61 —0o2-e=0nre' -120c
e —_

e =2re" 21 x=IN2Ax#0

In(-x)[2-In(-x)]

se x<0
f'(x)= X
(x) y o
se x>0
e" -1
D; =R\ {0}
Zeros de f': —-e?, -1 e In2
X | o | —e? =i 0 In2 +0o0
|- 0 + 0 - |IND. |+ 0 -

_2In(=x)-In* (=x) _In(-=x)[2-In(-x)]
In(-x)[2-In(-x)]

=0

& (In(-x)=0v2-In(-x)=0)Ax* 0 <
<:>(—x:e°vln(—x):2)/\x¢0<:>
@(x:—'lv—x:ez)/\x;tO@

2

Sx=-1vx=-e
Se x>0:

F(x)=[In(e’ —1)—2x]' - :*—1 _2-

Min. Max. Max
() 2 4
Al e
2
f(_1)=2=o

f(In2)=In(e" -1)-2In2=In(2-1)-2In2=
=In1-2In2=-2In2

Afungéo f é estritamente decrescente em
:|—oo,—ez], em [-1,0[ e em [In2,+o[e &

estritamente crescente em [ —e,~1] e em]0,In2] .

f tem um minimo relativo igual a —4e?para

x=-e’ e tem maximos relativos iguaisa 0 e a
-2In2 para x=-1epara x=In2,
respetivamente.

Pag. 192

114. f(x)=2In(e" +1)-x; D, ={xeR:e" +120; =R

condigao
universal

14.1. f'(x) =[2In(e’ +1)-x] -

_z(ex+1)’_1_2e"—e*—1_e"—1
T e+l et et +1
f’(x)=0<:>Zi_1:0<:>

+

e -1=0re"+120 <
e =1eox=In1ex=0
f(0)=2In(e®+1)-0=2In2

x -0 0 +00

f' - 0 +

f N 2In2 e
Min.
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Afungdo f é estritamente decrescente em ]-oo,0] M.V. | y=x-1

e estritamente crescente em [0, +oo . | x—>1y—>0

o . Outro processo:
f tem um minimo absoluto igual a 2In2 para

¥=0. 0 . (x)
, _Inx o (Inx) oy
A I e~ im = =lim =11
114.2. f (x): o 11 = (x—1)
' . ' ) In(1+2x)2 0
:(e —1) (e +1)—(e‘2—1)x(e +‘I) _ 115.6. lemjf:6
(e +1) _In(1+2x)°  2In(1+2x)
lim =lim x2=
e*(ex+1)—(e’—1)xe* e’ (;ef/+1—,e“/+1) x>0 x x>0 2x
- = = [ 1
(e +1)’ (e +1)’ :2Iirr(1)n();+ )v2-2x1x2-4
__2e i M.V. y=2x
(e +1) x—>0,y—>0
£ (x) = 2e" _50,VxeR. Outro procesio:
(e"+1) imMU+23)" L 2In(1+25)
Logo, o grafico da fungéo f tem a concavidade x>0 X x-0 X
voltada para cima em todo o dominio. (1+ 2x)'
0 ’
1154, im -8~ _ 0 o o [In(+20)] 4
Ao lim —=—=—2=0 = 2lim =2lim X
X400 X +00 —+00 RLUH  x—0 (x)r X0 1
152, lim 908% €080 _ 1 _ ,
x-0'e* -1 e -1 0° =2lim =2x——=4
x>0 14 2x 1+0

_V=E".—1

/ 115.7. fim nyx+1_0
= x—0 X 0

1 1
_3*-1_37-1_0-1 T (et an(x+1)
153, Jim == =~ =0 i MV MO 2 -
(—OO) +00 x—0 X x>0 X x—0 X
| 1
115.4. ||mM:9 :1||mM:1X1:1
x—0 X 0 2 x>0 X 2 2

L.N.

0
In(1+2x)i im In(2x+1)

2
I 2= im—< —* _0
A x or 2x 115.8. lxlmm(z_x)_o
Cim MO o) it x(1-x)
y-0' y im =lim =
[ A— H1|n(2—x) Xﬁ1|n(1+1—x)
limite notavel(L.N.)
1
M.V. = 2x —lim(=x) x Yy _ 4 -
Y im( x)xylmlln(yﬂ) - In(y +1)
x>0y >0 |y'ﬂg y
. =-1x1=-1
Qutro processo: ' MLV, y=1ox
0 ! (1+2x) x—>1y—>0
In(1+2x) ° In(1+2 ’
lim n( - x) i Iim[ ( x)] =lim 1+ 2x Qutro processo:
x—0 X RL'H x—0 (x)’ x—0 1 o ,
oxP-x 0 (xz_x) . 2x -1
“m 2 = 2 :2 Umm(z_x)R?Hl)!m U :lem ' =
0142x  1+2x0 [In(2-x)] (2-x)
. Inx 0 2-x
M8 Mo i (2 (2-x) (23121 11
nx oIn(x—1+1)  In(y+1) R - T
fim X 2 T lim YDy
x->1x —1 x-1 y—0 y

. —
L.N.
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115.9. “mwi —iim e —(3x) e _im (e‘ —3e3")><(2x+1) ~
x>0 X 0 _x~>0 4 _x~>0 2 B
2x+2 M
o In(2+29)-n2 '”[ 2 )_ 2u+1
] . =lm———= _(1-3)(0+1) 2
i In(x+1) ] 22 2
=1m = x x
0 x 115.13. lim & —%¢ *2_0
LN. X0 24 x 0
0 ’
115.10. ||m|n\/;:9 ) er_3ex+2 E . (e2X_3ex+2) B
>1x-1 0 lim 3 = lim =
x—0 x“+x RL'H x—>0 2 !
T (x2+x)
nyx k2 " 1 In(x-1+1) ,
lim =lim =lim =—lm———== 2r _gg¥ 2v _ qoax
x->1 x —1 x>1x =1 x>1 x -1 2 x->1 x-1 = lim (2x) e 3e —lim 2e 3e _
1 |n( 1) 1 1 x—0 2x +1 x>0 2x+1
+
2" ) Y —2x1=§ _2x1-3x1_
y—z—LNy 0+1
M V y=x—1 Outro processo:
. e”-3e"+2 . e -1-3e"+3
x—>1y—0 lim 3 =lim =
-0 x4+ x x>0 x(x+1)
Outro processo:
! | i i e -1-3(e" 1)
2 Sinx =lim xlim————— =
L E | E R L x50 x 41 X0 X
x->1 x —1 x->1 x —1 x->1 x —1
0 ' 1 e? -1 e’ —1
0 =——x| lim 2-3lim =
:1||m|n7x i 1||mM: O.|_‘]>< x->0 2x % x=0  x
2xa1x_1RL'H2xa1(x_1)' 0
1 -
—flimizllimlzlsz1 =1x Iin?)e —x2-3 =1><(1><2—3):—1
2x~>11 2 x->1x 2 1 2 y= y
L.N.
115.11. lim x = Je :\/g:-‘rOO M.V. y =2x
e Inx—-1 Ine* -1 0"
y=Inx -1 x—>0,y—>0
+ 2x X
= = 115.14. lim &3¢ +2_=»
X—>+o0 x2+x o0
) ex_efix O " ,
115.12. Im———=— 2x ¥ = 2x 3" +2
“oin(2v+1) 0 jm €232 2y (e 3eT 2]
X+ x“+x RL'H x—+o0 (x2+x),
_er_e —e'(e”-1)
lim =lim = /
X*°|n(2x+1) x>0 |n(2x+1) ~ Ilm (2x) er +3ex ~ llm 2e2x+3ex B
MV. y=2x; x—>0; y—>0 X0 2x +1 xos0 2x+1
2)(_ Yy — 2 x x ! ! X X
:Iim(—e*)xlimu:—e"xlimu: = (267 +3e)  2(2x) e +3e”
x>0 0 In(2x +1) y>0In(y +1) ey im = lim 5 =
(2x+1)
L.N.
e’ -1 e -1 . 4e”* +3e"
Ilng Y 1 lim ——— =
. y y— X—>+0
=-1xlim =- =——=-1
X y—0 In(y + 1) im In(y + 1) 1 Outro processo:
y &L im e’ +3e" +2~ i e’ +3e" +2
tN X—>+0 xz +x _XAH»oo 2 1
Outro processo: X 1+;
0 ’
X _ 3x 0 ex_e3<\‘ 2x x
lim > —%— = lim ( )': —lim & 32y T
e In(2X+1) X |:|n(2x+1):| X—>+0 X x~>+oo1+1



2 X
(&) L e 2| 4
lim ~——+3 lim — + lim — |x =
X+ y X+ X X+ x 1+ O
_ X
L.N. L.N.

= (+00+3(+0) +0) x1=+o0

2x+Inx oo

115.15. lim —
x> 1-Inx oo
© ’ 2+1
fim 250X 2 (2“'“? = lim —% =
x—>+0 1—|nx RLHx>+» (1—|nx) x4+300_7
_2+0__
0
1516, tim M2 _=
X—>+0 X 0
" x—2)
~-2) = | -2
i G=2) = fInG=2)]
X—>+0 X RL'H X—>+0 (x)' X—>+00 1
= lim ! :i:O
x>0 x —2 400
Qutro processo:
L.N.
In(x— ) In(x—2) IL”;LM
lim = lim =2 ! ;
* = lim 5
A(1-2
X
0 0
R
1-0
M.V. | y=x-2
| X — 40,y — +0
115.47. lim —n*__®
HmIn(x+‘1) o0
lim Inx 2 im (Inx) - =
X+ |n(x+1) RL'H X—>+0 [In(x+1)]
1

X—>+0 (X +1)' x—>+0 x RLHXx—>+0 (x)'
x+1
= lim 1:‘I
x—+0 1
15.18. fim 12 __*

oln(x+3) @

X425 (x+2)
im = lim ;
X—>+0 |n(x + 3) RL'H x—+0 [In (x + 3):|

. 1 . x+3
= lim ~= lim = 400
X—>+0 (x+3) X—>+0 1
x+3

115.19, fim Nxt1_=
X—>+0 |ng 0
| |nx+1_|. Inx+1
X—>+0 |ng X—>+0 |nx
In10
—in10x lim [0, 1
x>+ \Inx Inx
. 1 1
=In10x lim |1+ — |=In10x | 1+— |=
Xt Inx +00
=In10
Outro processo:
© , 1
B Inx+1 —+0
jm M1 2 (Inx ?:Iim -
X+ |ng RL'H x—+% (|ng) X+
xIn10
= |im/';1°:|n10
2x_ 3x
115.20. m & —-% -
X—>+0 X 0
2x _ A3x ez"( 1_e’(
lim £~ im (2 )
X—>+0 X X—>+00 X
_(ef)
= lim —x lim (1—e“)=+oo><(1—oo)=—oo
X—>+x0 x X—>+0
L.N.
Outro processo:
2)(_ 3y z er_e3x !
lim & ¢ = lim (o)
X—>+0 X X—>+0 (x2)r
2 ’62.’( _ 3 'eax 2x _ 3x
B G il G N
X—>+0 2x X—>+0 2x
c (2e2“—3e3x)’
o lim —=
X—>+x0 (zx)
2(2x) e -3x(3x) e
o 2(20) & -3x(30) &
X—>+0 2
. 4e*-9e* 1 e N
= Jim === =2 lim ¢ (4-9¢") |-
= (o) (o) = oo
2
X 5
115.21. lim S % _*
X—>+0 2X +x10 0
5
s e |1+
lim e = 7@ =
X—>+400 2X+x10 X—>400 . 2x x10
e' e
e tlmg
1+ lim — =
— X‘)+ooe‘ _ x _
x 10 (2 . 1
im (2] + g X7 (0 fm
X—>+o\ @ X+ @ e

10
X
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1+ X1
im S fLn)
_O+ X1 _0+—
Jim }(L-N )
115.22. lim e iﬂ”x =%

o tanx 0 . (e tanx)/

lim 3 = lim
x>0 x RL'H x>0 ( 3\
*)

=lim

(e’ )’ tanx+e" (tan x)’

x—0 3x2

e“tanx +e”

1x0+1x1 1

x>0 x cos x

—lim cos® x _
x—0 3X2
Qutro processo:
. sinx
. _e'tanx
lim —=1lim (;OSx —
x—0 X x—0 X
. sinx . e’
=lim x lim — =1x
x>0 x  x20 x° cosx
—_—
L.N.
2
. oNx 0
115.23. lim =— =0
x-0" Inx  —o0
. ex+‘| eo 1
115.24. |m —; 1:7:7:%0

115.25
Inx
— lim —
. . X—>+0
lim ——= lim 2= X
X—+0 @<F x40 @<F (e2 ))c +00
lim
X—>+x0

Qutro processo:

Inx

Il 818

lim lim ——~—

Inx—x

Il 818

lim
RL'H x—+x ( x
e)

lim

X—>+0 e

X

X—>+0 e2x RL'H x>+ ( oy )’ X—>+0

(lnx—x)

Propostas de resolugao do manual — Geometria analitica

Qutro processo:

L.N.
Inx—x /{[lnjx_Q IimM_1
lim ———= lim —e =" X o
€ A% lim 2
X X+ X
L.N.
_0-1
+0
115.27. lim& 1.9
x—0 ‘x‘ 0
CA. H x se x>0
x =
-x se x<0
tim & =1 jim &1
x—0" ‘x‘ x—0" X
im & 1 im & im &1
x—0 ‘x‘ x—0 —-X x—0 X
-1 e -1
lim # lim
x—0' ‘x‘ x—0 ‘x‘
~ . . e’ —
Logo, nao existe ImgT.
X— X
sin(3x)—
115.28. |im(7f)x=9
x—0 x 0
sin(3
| L[sin(3x)
. Sln(3x)—x . X
lim 3 =lim 3 =
x—0 X x—0 X
L.N.
. —
SIN3x) 5 4 him MY 31
= lim —3% SEA -
x>0 x? lim x?
x—0
1x3-1 2
= = — =400
0* 0*
M.V. | y=3x
| x>0,y—0

Outro processo:
0 ’
i -x 0 sin(3x) -
ngsm(Sysc) XR%H”“?)( in( x)’ x) _

X x X (x3)

x—0 3X2 x—0 3x2
3-1
= 0 = 400
2x _q_
115.20. m & —1=2x_0
x—0 X 0
e _q_pr o (e -1-2x)
lln?) 2 R?Hlln'(]) ( )’ =
X X X—> 5
X
’ 0
2x) ¥ —0-2 2_p 5 (2*-2
—im (2 ~ lim 22 Z;Iim( ,)
x>0 2x x—0 2x RL'H x—0 (2x)
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2(2x) e -0 2 0
jim 220 &0 de _dxe’
x—0 2 x->0 2 2

In(1+x)—
115.30. fim M X) =% 0
x—0 X 0

lim —————
X0 X RL'H x—0

(1+x) _ 1 1 1-1-x
=lim 1+ x |im1+x = lim 1+x  _
x—0 2x x—0 2x x—0 2x
O S B
024 (1+x) 2(140) 2
Pag. 193
e —1-2t
116. C(t)= o >0
e _1_2¢ g (eZ‘—1—2t)
lim C(t) = lim - = | _
t->0 [ t RL'H 0 2\
()
2t) e -0-2 2t _ 2t _
_im (2 im 282y e
t->0° 2t -0 2t >0 2t
vy _
—2im® o 2x1-2
y—0 y
L.N.
M.V. y =2t
t—>0,y—>0"
: . e2‘—1—2t§. e 1 2
Jmcm—mctz—,m[tz—tz—t]—
t
eZ
:Iim( 2) —Iimlz—lim g:+oo—0—0:+oo
to+o  f t>+o f t>+oo f

117.

L.N.
No instante inicial, a concentragéo de dioxido de
carbono tende para 2 ppm . A medida que o tempo

aumenta, C(t) tende para +o, indicando um
aumento ilimitado da concentragao de dioxido de
carbono no modelo considerado.

f (x) =xe* -1

’

f'(x)= (xez‘“ - 1)' = (x)' e® + xx (ezx) =

> =e® +xx2e* =

=1xe* +x><(2x)’e
=e* (1+2x)

Entéo, a opgao (A) ¢é verdadeira.
f'(x)=0<(2x+1)e* :0©2x+1:0ve:ﬂ©

equagao
impossivel

<:>2x:—1<:>x:—1
2

118.

X —00 —1 400
2
f' - 0 +
f N e
Min.

f é estritamente crescente em {—%ﬁo{ .

Entéo, a opgéo (B) ¢é verdadeira.
lim £ (x) = lim (xe** —1) = +o0x (+00) — 1= +a0

Logo, a opgao (C) ¢é verdadeira.

_f(x) . oxe¥ -1 xe® 1
m= lim = lim = lim — lim —=
X—>+o0 X X—>+0 X X—>+0 X X+ x
=+0—-0=+w

O gréfico de f nao tem assintota quando x — +w.
Logo, a opggo (D) ¢ falsa.

2
x(lnx)2
(A) D, :{xe]R:xZOA\/;>O/\In\/;¢O}:
~ 10+ \ {1}

C.A. |

fla)=5+

InVx=0=Vx=e’ @ x=1

Logo, a afirmacéo é falsa.
(B) Assintota nao vertical:

X 1
p s
S AC) '”*/Eznm[t : ]=
x>+ x X—>+0 x xo40| 2 Xln\/;
L B |
2 +oo 2
b= lim [ (x)—mx]= lim g_ 1 _% _
X—>+0 X—>+%0 |n\/;
L
+00

Areta de equagao y = %x ¢é assintota ao grafico

de f quando x - 4.
Logo, a afirmacgao é verdadeira.

1
C) limf(x)=lim| X~ -
( ) x—1 ( ) xa1(2 |n\/;j
1T 1 1
=———=—+40w=+m®
2 0 2
Logo, a afirmacéo é falsa.

©) =31 -

(1) In\/;—‘lx(lnx;j’

2 1)
(Inxzj
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1 1
1,27 1, 4 1, 2
2 %(Inx)z 2 2x(|nx)2 2 x(lnx)2

Logo, a afirmacgao é verdadeira.

% se x<0

P
g(x)=4 1 se x=1 :D =R

L se x>0nx#1

Inx
Assintotas verticais:
D,=R e g é continuaem R\{0,1}. Logo, s6
poderao existir assintotas verticais ao grafico de g
emx=0e x=1.

. . x 0
limg(x)=lim =~ =7=0=9(0)
. . X 0

lim g (x) = lim .= —-=0

g é continuaem x =0, pelo que, ndo existe
assintota vertical ao graficode g em x=0.
X 1
limg(x)=Ilim—=—=+w
x—1" g( ) x—1 |nx O+
Areta de equagdo x =1 é assintota vertical ao
graficode g .
Assintotas nao verticais:
Quando x — +w:
X
m= lim M: lim L: lim i:i
Xt X X—>+00 Inx x>+Ilnx 4o

b= lim [g(x)-mx]=lim = lim £ =

=0

X—>+50 x40 [N x  Xo+w Inx
X
1 1
= | = 07* = 400
. nx
lim —
X400 X

O grafico de g nao tem assintota nio vertical
quando x — 4.
Quando x — -

LG N S B B
xom x xoe L@t xow et 4oo

* i ()

b=lim [g(x)-mx]=lm = = lim ==

X—-® x—-0 @ % RL'H x—>-o (efx )'
. 1 . 1 1
= lim = lim —=—=0
X——0 (_x)’ e_x X>-0 —@ x —00

Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal ao
grafico de g quando x — —w.

O grafico de g tem uma assintota vertical de
equacdo x =1 e uma assintota horizontal de

equacgao y=0.

x+1
120.3. f”(x):[ 2 e“] =

Pag. 194

120.1. D, = {xeR:x—- 120} =R\ {1}

— el = e =

f'(x)<0,Vx e]R\{1}
Logo, f & estritamente decrescente em |-o,1 e

em ]1, +oo[ e ndo tem extremos.

(x=1)

:@éiﬂ?ﬂ*ﬂ;%JFﬂjz

X(x+1)’ (x—1)—(x+1)(x

:eiq[0+2x2(x—1)(x—1)'_ 2

(x=1)° (x=1) (x=1)°

a1
e =0vaxr=0a(x-1)" 20 x=0
e~ =0

equagao
impossivel

A .1
f(0)=e'=e"'=—
(0) .
X —0 0 1 +00
f" - 0 + N.D. +
1
f N ° ~ | ND. |
P.l.

O gréfico de f tem a concavidade voltada para
baixo em ]-,0[ e voltada para cimaem ]0,1 e

em |1+ .
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O ponto de coordenadas (Olj € um ponto de
e

inflexao.
120.4. ¢ Assintotas verticais (paralelas a Oy ):

D, =R\ {1} e f & continua. Logo, s6 podera existir

assintota vertical ao grafico de f para x=1.
2
limf (x)=lime~" =e® =e”
x—1

x—1

limf(x)=e™ =0

X1

lim f(x) =e"™ =+

x—>1"

Areta de equacdo x =1 é a Unica assintota vertical
ao grafico de f .

¢ Assintotas horizontais paralelas a Ox :

Quando x — too:

+1 ;l E
lim f(x)= lim e-%1 = lim e/[1 XJ o—g'=¢

Areta de equacdo y =e ¢é assintota horizontal ao
grafico de f quando x — +« e quando x — —.

O gréfico de f tem uma assintota paralela ao eixo
Oy de equacédo x =1 e uma assintota paralela ao
eixo Oy de equacgédo y=e.

121.1. f(x):log(x2 +1)

e Dominio:

D, = xeR:x*+1>0=R
Y r1>V

condigdo
universal

e Monotonia e extremos:

, , , (x2+1)' 2x
f (x):|:|09(x +1)J :(x2+1)|n10:(x2+1)|h10

f'(x)=0=2x=0A(x*+1)IN10% 0= x=0

f(0)=log1=0
X —0 0 400
f! - 0 +
f Ny 0 /
Min.

Afuncéo f é estritamente decrescente em ]—oo,O]

, estritamente crescente em [0,+oo[ e tem um

minimo absoluto iguala 0 para x=0.
e Concavidade e pontos de inflexao:

" 2x ’
() :[(x2 +1)In10] )
(2x) x(x* +1)In10 - 2x[ (x* +1)In10]

[(x+1)n10]

!

2(x2 +1)In10 - 2xIN10 x 2x -
(¥ +1)° In? 10 -

B 2|n10(x2 +1-2x%)
(241 10

2n10(1-4%)  2(1-x%)
_(x2+1)|n210_(x2+1)|n10
2
2(1-x%) 0w
(x2+1)ln10

F(x)=0e

©2(1-2*)=0A(x* +1)In10 20 =
condigaouniversal
o1-¥=0cx*=1cx=+1
f(-1)=log(1+1) =log2
f(1)=log(1+1)=log2

X —o0 —1 1 400

" - 0 + 0 -

f -~ |log2 || log2 | /—
P.I. P.I.

O gréfico de f tem a concavidade voltada para
baixo em |-0,—1 e em |1+ e voltada para

cimaem |-11.
Os pontos de coordenadas (-1,10og2) e (1,log2)

séo pontos de inflexao.

o Assintotas

Assintotas verticais:

D, =R e f ¢ continua, pelo que ndo existem
assintotas verticais ao seu grafico.

Assintotas nao verticais:

m= lim f(x) = lim |0g(x2 +1) E lim 7[|OQ(XZ +1)}
x>ty X—E0 x RL'H X—>+0 (x)'
(x2 + 1)'
lim = lim =
X 1 == (x* +1)In10
- (2x) 2 1

lim = ==
RL'H x—>0 |:(x2 N 1)In10] (2x)|n10 +o0

b= lim [ (x)—mx]= lim [log(x* +1)] =+

—>+o0 X—>to
O grafico de f nao tem assintotas ndo verticais.
o Gréfico:

—1 O‘ 1 X
121.2. f(x)=e" +4e"
e Dominio: D, =R

e Monotonia e extremos:
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o
f’(x)=(e*+4e’*) =e‘+4(—x)' e =e" —-4e™" ¢
fl(x)=0ce -4e"=0ce =4e" <

x 4._ .
e mtedsdozhis ;
of 2 X
In4 In2?
Sx=— =

= <:>x:g|n2=|n2
2 2 2

-2—-Inx
f(In2)=€"* +4e" = 2+4e"? = 121.3. f(x) = X

=24+4x21'=4 e Dominio:
L || =<9 In2 +00 Df={erR:x>0/\x;«f&0}:1[£+
F - 0 + e Monotonia e extremos:
f ’ r ’
N . / f,(x):[—Z—lnxj :(—2—|nx) ><x—2(—2—|nx)(x)
X X

Afuncéo f é estritamente decrescente em
]-0.In2], estritamente crescente em [In2,+x[ e < A - (-2-Inx)

L . . -1+2+Inx 1+Inx
tem um minimo absoluto, aproximadamente, igual = 3 = 3 = 5
a4 para x=In2.

X X X
e Concavidades e pontos de inflexao:

f"(x)=(e" —16e* )/ —e' —16x(-4x) e* =

Fx)=0e X _o o

2
X

<1+Inx=0Ax*#20rxeD, &

=e" +64e™

+ -1 1
oSlnx=-1ArxeR" o x=e" S x=—
f”(x)>0,Vxe]R e

Ent&o, f tem a concavidade voltada para cima em f(e’1) _2- |f11971 - —2 _(1_1) ——e
R. e e
o Assintotas: . 0 1 .
Assintotas verticais: e
D, =R e f & continua, pelo que ndo existem f’ N.D. - 0 +
f N.D. N —€ /

assintotas verticais ao seu grafico.
Assintotas néo verticais:
Quando x — +w:
. f(x) . e +4e”
m = lim = lim =

X—>+o oy X—>+00 X

Afuncéo f é estritamente decrescente em }0, 1]
e

. 1
estritamente crescente em [7,+oo e tem um
e

Il 818

i (e* +4e’*) _

RL'H x—>+% ! X—>+%0 1
(x)

- . 1
minimo absoluto igual a —e para x=—.
e

= lim (ex - 4e_x) =+0=0=+0 « Concavidades e pontos de inflex&o:

f”(x):[“_mxj' :(1+Inx)'><x2 —(1+|nx)><(x2)' _

2 (x2 )2

X

O gréfico de f nao tem assintota ndo vertical
quando x — 4.
Quando x — -

f(x) e +4e
m = lim = lim =
X>-o  x X——0 X
© /
o (e‘+4e’”)
= lim-—==

'

R

=

T ()

= lim (e“ —4e’*)=0—oo:—oo
O grafico de f nao tem assintota ndo vertical
quando x > —©.

Grafico:

1
—><x2—(1+|nx)><2x7x[1_(1+|nx)x2]7

_ X
- X4 X4
1-2-2Inx _—1-2Inx
X3 X3
Fr(x)=0e 2% o
X

& -1-2Inx=0Ax*20AxeD, &

1 1
@Inx:—EAxeR*sze 2o x=

Ve
e
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. 2+1
1 _9_ 2 Lt
f( 2]: 2 Ir:e _ 12:_3\/5
= - 2
e? e
X 0 £ +00
e
f" N.D + 0 -
f N.D N —% e N
P.l1.

O grafico de f tem a concavidade voltada para

Jo

cima em :lO, e{ e voltada para baixo em
e

5.4

O ponto de coordenadas (e,—zxfgj € um ponto
e

de inflexdo.

o Assintotas:

Assintotas verticais:

D, =R" e f é continua. Logo, s6 podera existir
assintota vertical para x=0.

-2-Inx +w©
=— =+

fy £ (0) = i R

Areta de equacdo x =0 é a Unica assintota

vertical ao gréfico de f .
Assintotas ndo verticais:

m— tim T _ iy =2 _2lan%H jm (Z2710)
X>t0 X X—>40 X X—>+0 (x2 )'
1
T 1
= lim —==lim [——ZJ:O
x>+ D x X—>+0 2x
b= lim [£(x)—mx]= lim ~2=0% _
X—>+0 X—>+0 X
= lim (ij— lim "X _0_0=0
X—>+00 X X—>+0 X

L.N.
Areta de equacdo y =0 é assintota ao grafico de
f.
o Grafico:
y/\

1.1
e Ve

e Dominio: D, =qxeR:1+e"#0; =R
~e 7o

condigédo
universal

e Monotonia e extremos:

f,(x):[ i ] i (1) (1+e7)-1x(1+e7)

1+e (1+e) )

0- (—x)' e e

(14—6")2 (‘I+e’*)2
f’(x)>O,Vxe]R

Logo, a fungéo f é estritamente crescente em R
€ nao tem extremos.
» Concavidade e pontos de inflex&o:

’

—x

)= | =
(1+ e"“)

(o) (1ve ) ~e[(1+e )]

i [(1 +e™ )2 T i

(-x) e~ (1+ e’”)2 —e " x2(1+e 7 )x(1+e7)

’

(1 +e’ " )4

—e (1+ e’*)2 -2 (1+e7)x(-x) e

) (1+e)’ )
(1 + e’*)e’* [—(1 + e’”)+ 2e’”}

(1+e" )4

e (-1-e+2e7) e'(e-1)

(1+ e‘*)3 (1+e"‘)3

e (e - 1)

=0
(1 +e" )3 “

F(x)=0e

3
oe' (e -1)=0a(1+e") #0e
- -
condigao
universal

e =0ve'-1=0e" =1<x=0
——

equagao
impossivel

1 1
F(0)= 1+e° 2
X —0 0 +00
f" + 0 -
1 A~
f ~ >
P.l.

O gréfico de f tem a concavidade voltada para
cima em |-,0[ e voltada para baixo em ]0,+o0| .

O ponto de coordenadas (0%) € um ponto de

inflexao.
e Assintotas:
Assintotas verticais:

D, =R e f é continua. Logo, ndo existem
assintotas verticais ao seu grafico.
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Assintotas ndo verticais:

Quando x — +w:

f

metim ) gy 1 T
Xxo+0 X+ (1 + e‘-") 400 x 1

b= lim [f(x)-mx]= lim 1 LI

X omlre” 140
Areta de equagdo y =1 é assintota ao grafico de
f quando x — +w.

Quando x — -

f(x) 1 1

= lim = =0
oo x X%-wx(’]-ﬁ-e’”) +00 X +00

b= lim [f(x)-mx]= lim

X—>—0

Areta de equacdo y =0 é assintota ao grafico de
f quando x —» —o.

e Grafico:

« Dominio: D, ={xeR:x>0Ax*#0}=R"
e Monotonia e extremos:
. 1+inxY (1+|nx)’><x2—(1+|nx)><(x2)'
f(x):[ 2 j = 2
(+*)

1
;xxz—(1+|nx)><2x x—2x(1+|nx)

X4 x4 -
x(1—2—2|nx) —1-2Inx
- x4 - x3
Fx)=0e 220X o

& -1-2Inx=0Ax*20AxeD, &

1 1
<:>|nx=—§/\xe]R+©x=e e

X 0 @ +00
e
f' N.D. + 0 -
f N.D. Vs % N
Max.

Afuncéo f é estritamente crescente em :lO,\/g:i e
e
Je {

estritamente decrescente em |:,+oo
e

- . e
f tem um maximo absoluto igual a 2 para

Je
x=—".
e
» Concavidades e pontos de inflex&o:
~1-2Inx)
f” - =" —
()= F=2m)

’

(-1-2Inx) xx* - (-1-2Inx) x(x°)
()

—gxx3 —(—'I—2|nx)><3x2

X —2x% - 3x? (—1—2|nx)
= = = = =
xz(—2+3+6|nx) 1+6Inx

x8 - x*
f’(x):0<:>w=0<:>
X

<1+6Inx=0Ax*20AxeD, &

1

1 - 1
<lnx=—— Rieox=eblox=—7
X 6/\)66 X X %
2]
f(1]_1+lne6 "6 5%
N AT
\/g (e_;j 63 6
X 0 i +00
ge
f N.D. - 0 +
3
f N.D. a 5\6/5 ~
P.I.

O grafico de f tem a concavidade voltada para

1
baixo em |0,—=| e voltada para cima em

|

3
O ponto de coordenadas i 5ye é um ponto
8fe’ 6
de inflexao.
o Assintotas:
Verticais:

D, =R" e f é continua. Logo, s6 podera existir
assintota verticalem x=0.

1+Inx 1-o00

XILT f(x)=lim = -0

x—0" X 0
Areta de equacdo x =0 é a Unica assintota
vertical ao gréfico de f .
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Assintotas ndo verticais:

_f(x) . M+Inx .1  Inx
m=lim —= = lim ——=lim —+ lim — =
X—>+0 X X—>+0 X X400 x X400 x
L.N.
=0+0=0
. . 1+Inx
b= lim [f(x)-mx]= lim ——=
X—>+0 X—>+0 X
. 1 . Inx
=lm —+1lim —=0+0=0
X~>+30x X—>+0 x
X

L.N.

Areta de equacdo y =0 é assintota ao grafico de

f.
¢ Grafico:
y/\
1-23
2 /"\
olf1 1 x
€l ve Y
121.6. f(x):ln( 4 ]
x+2
- 4x
e Dominio: D, ={xeR: >0
x+2
X —0 -2 0 +00
4x - - - 0 +
xX+2 - 0 + + +
4x
+ N.D. - 0 +
xX+2

D, = ]—oo,—Z[U]O,+oo[

e Monotonia e extremos:

4x \
)]

x+2
(4x)’(x+2)—4x(x+2)'
(x+2)° 4(x+2)-4xx1
- 4x - 4x(x+2) B
x+2
_4x+8-4x 8 2

- 4x(x+2) - 4x(x+2) x(x+2)

f'(x) >0,Vxe ]—oo, —2[ U ]0,+oo[

Logo, a fungéo f é estritamente crescente em
]-0,—2[ e em ]0,+o[ e néo tem extremos.

e Concavidades e pontos de inflexao:

o[ 2 1@ Txs2)]-2x(r+2)]
& )_{x(x"'z)} [x(x+2)]2

0—2[(x)'(x+2)+x(x+2),}_—2(x+2+x)_
xz(x+2)2 ) xz(x+2)2 )
:—2(2x+2)_ —4(x+1)

x2 (96-0—2)2 - x2 (x+2)2

!

-4 1
f”(x):O@MzO@

xz(x+2)
<3—4(x+1):O/\x2(x+2)2;tO/\xeD,r &

<:>x=—1/\xe]—oo,—2[u]0,+oo[<:>xe@

X —o0 -2 0 +00
f" + N.D. | N.D. | N.D. -
f ~ | ND. | ND. | ND. | ™

O grafico de f tem a concavidade voltada para
cima em |—»,-2[ e voltada para baixo em ]0,+oo[

e nao tem pontos de inflexao.
e Assintotas:
Assintotas verticais:

D, =]-,-2[ U ]0,+[ e f é continua. Logo, s6
poderao existir assintotas verticaisem-2 eem 0.

. . 4x -8
Jim. f(x)= Jim {In(x N 2)} = Inof =In(+o0) =+

Areta de equacdo x =-2 é assintota vertical ao

graficode f.

lim £ (x) = lim {m[ Ax ﬂ:mo* =0
x—0" x—0" x+2

Areta de equacdo x =0 é assintota vertical ao

graficode f.
Assintotas ndo verticais:

) _ iy |n[x4+"2j_

m = lim

X—t0 x X—t0 x X—>t0 x
In4
=7_0
+o0

b= lim [f(x)-mx]= Xlingm{|n(x4+x2j}:

—im | In—2 | Zin—%_ _in4

x>0 ( 2) 1+0
x| 1+—=
X

Areta de equacdo y =In4 é assintota ao grafico
de f quando x —» +w e quando x — —w.
Gréafico:

122.1. kK =10000

10000 10000

= 2_2—0,5x4 - 2_2—2 z5714

a) P(4)
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Ao fim de quatro semanas apds a detegéo da
doenga, existiam cerca de 5714 patos.

10000
2 _ 270,5t

< 10000 =6000(2-2°% ) =
(t=0)

=6000 <

b) P(t)=6000 <

10000 _ om0 5,

6000 3

©2-2%"=

o 2705t _ 1 < 0,5t =log, (1j <
3 3

lo 1
J, 3
St=—-2

-0,5
3,170x 7 ~ 22 dias
Ao fim de cerca de 22 dias existiam 6000
patos na regido.

<t ~3,170 semanas

c) Pretende-se resolver graficamente a equagao:

10000
P(O::QQP(L—UC»EiEFﬁ7=
10000
=09 o
10000
f(X) = 2_270.5x
10000

g(x)=0,9xW
f(x):g(x)exz2,72.

T o

Auto Eixos Havegar Cilculo

4008

Intersegho  x=2 724735 £ (x)=6207. 167
Ao fim de aproximadamente 2,72 semanas o
namero de patos era 90% do existente uma

semana antes.

. . 10000
) fim P(0)= jim 1200 -
10000 5000
2-0

A populagéo tende a estabilizar em 5000
patos.

o pi- (]
(10000)' (2-2-°°')~10000 (2-2-°°")
(2 _270,5r)2 =

o—1oooox(—(—Q5Q'x245anj

(2 _ g0t )2

5000 In2x 2%
B (2 _ 270,5t )2

P'(t)<0,vt>0

Logo, a fungdo P é estritamente decrescente.

k k
122.2. P(0)=————=——-=k
( ) 2_2*0.5><0 2_1
k
@sz—500<:>£=k—500C>k:§k—750c>
s 1 3 2
2 2

< 2k -3k =-1500 < k =1500

123.

124,
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1

f(x)=%[|nx—;j,D,:[1,3]
o)
e

”(ﬂ=(x+1j (1) (262) - (x +1)(20%)

2x2 (2x2)2
B 1x 2x* —(x+1)x4x B 2x(x—2x-2) —x-2
- 4x* - 4x* IS

f"(x)<0,vxe[1,3]. Pelo que, f' é estritamente
decrescente em [1,3] e, portanto, tem maximo

absoluto para x=1.
Seja m o declive da reta tangente de declive
maximo e & a sua inclinagao.
1+1
PTTa
m=tand < tanf =1
Entdo, 8 =45°.
Opgéo (B)

m=F(1)

f@j:eh+ax+;%TDf:R\&ﬂ

Se y=5x-2 é aequacgao da reta tangente ao
grafico de f no ponto de abcissa x =0, sabemos
que f'(0)=5 e f(0)=5x0-2=-2.

’

f’(x)=[e2" +ax+ij =

x+1

_ x,eh+a+(byx(x+0—b(x+n':
(2 ) (x+1)2

=2e"" +a-———
(x+1)



Propostas de resolugao do manual — Geometria analitica

b r
28’ +a-—— =5 " _(1=x) _
{f,(o)_S s 1254, f (x)—( - j -
o o
f(O):—Z 0 O b B 2 " . '
e’ +ax +m—— :(1—x) e —(1—x)(e) :_ex_(1—x)ex _
x 2 x 2
{2+a—b=5 {a:b+3 {a:O (e) (e)
o o o
1+b=-2 b=-3 7 |b=-3 e (-1-1+x) x-2

f”(x):0<:>x_2 =0 x-2=0re"20=
- e’ T~

Pag. 196 Sores
125.1. ¢ Assintotas verticais (paralelas ao eixo Oy ):

oSx=2
D, =R e f é continua. Logo, ndo existem F(2 1-2 1
assintotas verticais ao seu grafico. ( ) T er e
¢ Assintotas horizontais (paralelas ao eixo Ox ): X -0 2 +00
Quando x — +w: f" - 0 +
1
x N 1 1 F ™ e 4
lim f(x)= lim —= lim "X: —=—2=0 -
X—>+0 X+ @ X—>+0 i lim i +00 Min.
X  xowo x O declive da reta tangente ao grafico de f com
LN. 1
Areta de equagdo y =0 é assintota ao grafico de menor declive & Te?
f. 126.1. Assintotas verticais:
Quando x — - D, =R e f € continua. Logo, ndo existem
lim f(x) - lim 2= o _ +o0 assintotas verticais ao grafico de f .
X et 0 Assintotas nao verticais:
N&o existe assintota horizontal ao gréafico de f Quando x — +o: (y=mx+b,)
quando x —» —o. B
O grafico de ftem uma assintota paralela ao eixo m. = lim f(x) - lim In(e te ) _
Ox de equagdo y =0 (quando x — +o0 ) € ndo tem T x Xt X
assintotas paralelas ao eixo Oy. i ' (efx n e*)'
, ) _(x) e -x(e) Z lim [in(e )] = lim & *& _
125.2. f'(x)=| = | =——F5 "= RLH Xpioo , X0 1
“) 7 ) (x
X _ x e«‘ 1_X _ _ 'e—x_’_ex _ax x
g o) e iy LSy e
(e;) (ex) e X—>+00 e +e x>+ @' @
_ e (e +1) _g41
f’(x):0<:>1—x:O<:>1—x:OAe"¢0<3x:1 = lim X( P )= =
ex condigao e (e ST 1) O + 1
universal
r(1)=1 by = Jim [£(x) =myx]= Jim [In{e" +e7) ~x] =
e —X X
x —o0 1 +00 = lim [In(e"‘+e*)—lne'q: lim (Ine :re J:
X—>+0 X—>+0 e
f' + 0 -
1 = lim (In(e® +1))=In(e™ +1)=In1=0
2 I B RN fim (e +1))=n(e™ +1)
Me' Areta de equagdo y = x € assintota ao grafico de
ax.

~ . . f quando x — +w.
Afuncéo f é estritamente crescente em ]—oo,1] e

Quando x ——oo: (y =m,x+b,)
estritamente decrescente em [1, +oo[ .

1 i f(x) i In(e™ +e‘*)_
f tem um maximo absoluto igual a S para x=1. Mo = T, x A0, X B
125.3. m=1'(0)= 12 :%:1; F(0)=2 -0 E [infe+e)] e
© € RL'H x—-x (x)’ x>0 @F fe*

y-0=1(x-0)ey=x
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i B C1re) av0

o g (14+e%) 140

b, = lim [ (x)—mx]= XILnjm[ln(e‘* +e)+x]=

= lim [In(e’* +e*)+|ne*}:

X—>—0

= lim (In((e" +e*)xe‘*)) =

= lim (In(1+¢*))=In(1+0) =In1=0

Areta de equacdo y = —x € assintota ao grafico
de f quando x —» —w.

Temos, entdo, duas assintotas ao grafico de f de
declives m,=1e m,=-1.

1 .
Como m, =—-—, conclui-se que as duas
m
2

assintotas sdo perpendiculares.

r
' (e" + e”)

126.2. f’(x):[ln(e" +e”)} S S S

e’ +e'

(—x)’ e’ +e’ B —_e Y +e*

e’ +e’ e’ +e’
-e " +e’
f’(x):0<:>ﬁ=0<:>
e’ +e

o-e'+e'=0re"+te'20ce =" &
< T
condigédo
universal

Sx=-x2x=0=x=0
f(0)=In(e® +&°)=In2

X —0 0 +00

f' - 0 +

f N In2 /
Min.

Afungéo f & estritamente decrescente em ]-,0]
e estritamente crescente em [0, +oo[ .

f tem um minimo absoluto igual a In2 parax=0.

126.3. Atendendo aos resultados das alineas anteriores,

podemos concluir que D; = [In 2, +oo[ .
Ent&o, para que f(x)=k seja uma equagéo

impossivel em R, k € ]-,In2][.

127.1. Df:{xeR:2—1>0}; 2_1>0®£>0
X X x
) e 0 1 +o0
2
2x -1 - — _ 0 "
2 - 0 + + +
21 . Np - 0+
X

D, =]_oo,o[uE,+w[

127.2. Assintotas verticais:

D, :]—oo,O[ui|%,+oo|: e f & continua. Logo, s6

poderao existir assintotas verticais em 0 e 2

. . 1 . 1
lenQ f(x)= XILnow {xln(Z—xﬂ —yILnl{—yln(Zer)}_
M.V. 1 1
y=—-x=——
X y

x>0,y >+

z In(2+y)]|
im In(2+y)R?H_ im [In(2+y)] _
y—>+0 y Y+ (y)'
(2+y)
—im 2 im =0
Y—>+o0 1 y4+oc2+y

Nao existe assintotaem x=0.

lim f(x)= lim {xln[2—1ﬂ_1xln0+ =—®
1 1 2

X X—> x
2 2

Areta de equacdo x =— é a Unica assintota

N[ =

vertical ao grafico de f .
Assintotas ndo verticais:

ZE I )

m = lim = lim =

X—>to0 X X—>to0

- JL”;{'“(%;H ~In2

. . 1
b= lim [ (x)~mx]= lim xIn(Z—x]—xan}—

1 1 2=
= lim {x(ln[Z—]—an] = lim | xIn—X |=
X—>to0 X ] X—>to0 2

|

TR D NPT
2,50y 2 2
oYy

Areta de equagdo y =(In2)x —% ¢ assintota ao

grafico de f quando x — +o e quando x — —o.
O gréfico de ftem uma assintota vertical de

equacao x = % e uma assintota obliqua de

equagao y:(ln2)x—% (quando x — o).
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128. f(x)=" peN\{0}; D, =R\ {0}
X

3n =«

g(x)=x+sin(2x); D, :[_7,5}

128.1. g'(0) - fim 90+ =9(0) _

h
_ _mh+sm(2h)—(0+sm0) =I,m(msm(zh)]:
h—0 h h—0 h
0 ’
i 0 in(2h
gy S L gy ERCE)
— — — (h)
2h) cos(2h
1 tim 2L 0SR) i (2008 (21)) -
h—0 1 h—0
=1+2x1=3
ex ! p_ex P !
128.2. f'(x):M:
(+")
exP —e*xpxx’" ex’(x-p) e (x-p)
= x2p = x2p = xp+1
f’(x):O@M=O©eX(x—p)zOAx””¢O<3

xp+1

<|e"=0vx-p=0|Axz0x=p

equagao
impossivel

X —00 0 P +00
f' N.D. - 0 +
ep
f ND. | N — /
p
Min.
Logo, a fungédo f tem um minimo relativo para
x=p.

129.1. f é continuaem x=0, se
XILT f(x) = XILT f(x) = f(O) .

Inx —oo

i ()= i 5 - G =
f(0)=0xe’ =0

Iir’g f(x)#f(0).Logo, f n&o é continua nem

derivavel para x=0.
Se x<0:

f'(x) =(xe”)' —(x) e’ +x(e“')/ =e' +xe' =
=e" (1+x)

F(x)=[e"(1+x)] =(e) (1+x)+e" (1+x) =
=e'(1+x)+e =e"(1+x+1)=e"(x+2)
f'(x)=0ese (x+2)=0<
@i:va+2:0c>x:—2

equagao
impossivel

Se x>0:

X

2
X

f,(x)_[lnxj' (Inx) x-Inx(x)

—x/—lnx

1
—;xxz—(1—|nx)><2x_ —x—2x(1—|nx)_

x x
x(-1-2+42Inx) 2Inx-3
- x* TP
f'(x)=0 2Inx3—3 =0
x

<2Inx-3=0Ax*#20
3
<::>|nx=%/\x>0<::>x:62<:>x=\/e_3

X —© -2 0 \/8_3 +00

f" - 0 + ND. | — 0 +

f i f(—2) N N f(\/e—s) N
P.1. P.1.

O gréfico de f tem a concavidade voltada para

baixo em |-0,~2[ e em }0, e3[ e voltada para

cimaem ]-2,0[ e em }/e3,+oo[ .
As abcissas dos pontos de inflexdo sdo x=-2 e

x=+e® .
129.2. Assintotas verticais:
D, =R e f écontinuaem R\{0}. Logo, s6

podera existir assintota vertical para x=0.
lim f(x) =—00

x—0"

Areta de equacdo x =0 € a unica assintota
vertical ao grafico de f .

Assintotas nao verticais:

Quando x — +w:

f
m= lim ) _ lim '”—j‘:o
X—>+0 oy X400 x
L.N.
: . Inx
szLer[f(x)—mx]:)(anijZO
—

L.N.
Areta de equagdo y =0 é assintota ao grafico de

f quando x — +w.
Quando x — —o:
f(x) Ae

m=Ilm —~=I|m*~—-=e"=0

X>-o  x X——0

b= lim [f(x)~mx]= lim (xe)=

X—>—n



Propostas de resolugao do manual — Geometria analitica

M.V. y=—xox=-y z o id P
X —> —0, ) —> +0 —Ze3xsin§—3 1-ed COSE
J - T -
£ sin® —
2
= lim (—ye’y)z—llmly——lim )/y/_ ! y:izo ) j
a e 67 lime7 e —Ze3x1—3[1—e3j><0
Y400 n
LN. = 7 =-2e’

Areta de equagdo y =0 € assintota ao grafico de O declive da reta tangente no ponto de abcissa

f quando x — —oo. - n
O grafico de ftem uma assintota vertical de =% é —2e.

equacao x =0 e uma assintota horizontal de —
131.1. OQ=x

equagdo y =0 (quando x —» +we x — —®). _
PQ=0—f(x):0—(—e’2”)=e’2X

Pag. 197 _0QxPQ  xe™
130.1. D, ={x e R:sin(3x) =0} Ao =5 =73
xe "
sin(3x)=o©3x=kn,ke2©x=%,kez Logo, A(x) ==
kn , 1 72)(’
D, =R\{="keZ 131.2. A'(x)=| Sre™ | =

—_
!

N

=

1-e? 2
130.2. Iingg(x) =lim Sn(3 = ]
in(3x) A'(x)_OQe*ZX(E—xj_OQ
0 ’
o (1-e¥)  (2x)e*
R?H!(ID?) ) r:!(lm ' = <:>e_zx:0V1—x20<:>x=1
(sm(3x)) (3x) cos(3x) ool 2
impossivel
lim 28 2¢° 2 1
~x03cos(3x) 3cos0 3 * v 2 e
N A N.D. + 0 -
1-e™
130.3. g'(x)= = A N.D. / Ny
7 (Si”(3x)] Méx.
_ (1 - ezx) sin(3x) - (1 - ez;) x (Si”(‘?’x)) _ A medida da area do tridngulo ¢ maxima quando a
sin’ (3x) . L 1
abcissa de P é igual a R
~(2x) e sin(3x) - (1-€* ) x(3x) cos(3x)
- sin’ (3x) - 132. g(x)=€e"-e " —x-2
~ —2e™sin(3x) - 3(1-¢")cos (3x) g'(x)=(e" e —x- 2)/ —e" —(-x) e -1-0=
- )
sin? (3x) et re 1
o T 4 '
m=g [gj = g"(x)= (e* +e - 1) =e"+(-x) e -0=e"-¢e"

) (oo , () +9 (1) 9" (1) = ~x-1>
_—29 [ejs|n(3x6j—3(1—e 6]003(3x6j_ ie~*_z~*_/§i2+e~*+9f:_/{+ex_9/:74_/{©

) iy
. [3X€J <:>3e"—e"‘—2=0<:>36’—ix—2:0©
e

=3(e) ~1-2¢" =0

Fazendo y=e", vem:
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2+ J(=2) —4x3x(-1
3y’ -2y-1=0cy= \/( )2 sx X( )©
X

2+:16 2+4
y= oy=

1
———vy=1

1
oet :—gve‘ =1loe =e"=x=0
—_—
equagéo
impossivel
S={0}

f(x):'”Tx; D, =R*

Seja a a abcissa do pontode f onde areta r é
tangente.

F(x) = ['nxj () xr—inx x(x)

X x2

1><x—|nx><‘l
2

1-Inx
- x2 - X2
1-Ina
f'(a)=
(a)="—
[1—Inaj
r:y= - |x
a
Ina
f(a)=—
(a) ="
( InaJ
a,— |er
a
Entao,
Ina 1-Ina Ina 1-Ina
—=— —= < lna=1-lnas
a a a a (ae]R*)

1
<:>2Ina=1<:>|na=%c>a=e2

1

_ 2
Logo, m,:f’(a):1 ne* __ 2 _1

G
(=[] - (1-Inx) xx;x:)(;_mx)(ﬁ)'

X
—1><x2—(1—|nx)><2x
X 7—x—2x(1—|nx)7

X4 X4
x(-1-2+42Inx) 2Inx-3
- X4 - Xs
Fr(x) =025 3 oo
X

<2Inx-3=0AxeR" <:>|nx22<::>

3
Sx=e2 o x=4€°

X 0 \/6_3 +00
f" N.D. - 0 +
f' N.D N 3 /
2e*
Min.
~ 1
Entédo, m, =-—.
2e

Sejam r e s dois vetores diretores das retas r e
s, respetivamente.

r=(2e1) e §:(Ze3,—1)

‘r.s _ ‘(2e,1).(2e3,—1)‘
x| J(2e) + 1 x\[(2¢°) + (1)’
B |46 -1
 Jae? +1xae® +1

r,s ~cos™ (0,9787)~ 12°

cos(rjs) =

r

~0,9787
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134. Para que se possa aplicar o teorema de Bolzano-

135.

-Cauchy a equagdo f(x)=0 nointervalo |-11[, a
fungdo f tem de ser continua em [-1,1], logo tem
de ser continuaem x=0.

Assim, lenQ f(x)= XILT f(x)=£(0).

lim f (x)=lim (x+k)=0+k =k

x—0 x—0

lim £ (x) = lim [k (k-3)+/x | =

o
=k(k-3)+0=k* -3k =7(0)

K2 -3k=k ek —4k=0ck(k-4)=0 <
Sk=0vk=4

Se k=0:

f(~1)=-1+0=-1<0

f(1)=0(0-3)+/1=1>0

f(-1)<0<f(1) e é possivel aplicar o teorema de
Bolzano-Cauchy a equagao f(x) =0 no intervalo
-1

Se k=4

f(-1)=-1+4=3>0
f(1)=4(4-3)+V4=4+2=6>0

f(-1)>0 e f(1)>0 pelo que no é possivel
aplicar o teorema de Bolzano-Cauchy.

k=0

f(-1)=2

f(3):—e°:—1

Opgao (A)

g(x)=In(x+2)+f(x)
g(-1)=In(=1+2)+f(-1)=In1+2=0+2=2>0
g(3)=In(3+2)+f(3)=In5-120,61>0

Como g(-1)xg(3)>0, o teorema de Bolzano-

Cauchy nao garante a existéncia de, pelo menos,
um zero de g no intervalo |-1,3[ .

Opgao (B)

g(x)=sin(x)+f(x)
g(-1)=sin(-1)+f(-1)=sin(-1)+2~116>0
g(3)=sin(3)+f(-3)=sin(3)-1~-0,86<0
g(-1)xg(3)<0

Como a fungdo g é continua em [-1,3], por ser

definida pela soma de duas fungdes continuas
nesse intervalo, e g(-1)xg(3)<0, entdo o
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136.

teorema de Bolzano-Cauchy garante a existéncia
de, pelo menos, um zero de g no intervalo |-1,3][ .

Opcéo (C)
g(x)=e"+f(x)

g(—1):e‘1+f(—1):é+2>0

g(3)=e’+f(3)=€"-1%19,09>0
Como g(-1)xg(3)>0, o teorema de Bolzano-

-Cauchy nao garante a existéncia de, pelo menos,
um zero de g no intervalo |-1,3[ .

Opcéo (D)

g(x)=cos(x)+f*(x)
g(-1)=cos(-1)+f*(-1)=cos(-1)+2% =
=cos(-1)+4~4,54>0

g(3)=cos(3)+f? (3)=cos(3)+(—‘1)2 =
=cos(3)+1~0,01>0

Como g(-1)xg(3)>0, o teorema de Bolzano-

-Cauchy nao garante a existéncia de, pelo menos,
um zero de g no intervalo |-1,3[ .

Opgao (B)

F(x)=sin(x) - S‘“Z(Z) .

A(2.1(2))

P(a.f(a))

Q(a+1,f(a+1))

ae ]0,1[

f(a)=sin(a)- sin2(2) a
f(a+1)=sin(a+1)- sin2(2)(a+1):
:sin(a+1)—SinT(2) _sinT(Z)

:mxyp 7a><f(a) fo(a)

A (a) 5= 5 = 7 =f(a)

A (a):ﬁ;yo :OAfo(a+1) _

2xf(a+1)
-
A (a)=A, (a)=f(a)=f(a+1) =

=f(a+1)

< sin(a) - s =sin(a+1)-
_sin(2)” sin(2) -

2 2
< sin(a)=sin(a+1)- sin(2) =



< sin(a)-sin(a+1)+ >

9(a)
Queremos mostrar que existe, pelo menos, um
ce 0,1 tal que: A (c)= A (). ou seja,
pretendemos mostrar que existe, pelo menos, um
ce]0,1 talque g(c)=0.
e Afungéo g é continua em [0,1] porque resulta
de operacgdes entre fungdes continuas nesse
intervalo.

e g(0)=sin(0)-sin(0+1)+ sin(2) ~-0,39

2
sin(2)

e g(1)=sin(1)-sin(1+1)+ ~0,39

» Como g ¢é continuaem [0,1] e g(0)<0<g(1),
entdo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a
equagéo g(c)=0,ouseja, A; (c)=A; (c) tem,
pelo menos, uma solugéo em ]0,1[ , pelo que

existe um valor nesse intervalo para o qual as
areas dos dois tridngulos sao iguais.
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137.1. f(x):0<:>x3+4x—1:0,em [0,1]

f & continua em [0,1] por ser uma fungéo
polinomial.

£(0)=0°+4x0-1=-1<0

F()=F +4x1-1=4>0

Como f & continua em [0,1] e f(0)<0<f(1),

entdo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a
equagdo f(x)=0 tem, pelo menos, uma raizem

10,1 logo, tem, pelo menos, uma raiz em [0,1].

137.2. ¢ (0,2500) = 0,2500° + 4 x 0,2500 — 1~ 0,0156

a) 0,0156

0+0,2500
2
b) 0,1250

Como f(m,)<0,isto ¢, f(0,1250)<0 e
f(m,)>0,isto &, f(0,2500)>0,

I, =[0,1250; 0,2500]

Logo, c) 0,1250.

f(0,1875) =0,1875° +4x0,1875-1~-0,2434 <0
Como f(m,)<0,isto ¢, f(0,1875)<0 e
f(m,)>0,isto &, f(0,2500)>0,

1, =[0,1875;,0,2500]

Logo, e) 0,2500 .

0,1875+ 0,2500
2

=0,1250

~0,2188
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f) 0,2188

137.3. x,=0,25

f(x)=x3+4x—1
f'(x):3x2+4

f
X =Xy — (%) _ g ys00 00156
F(x) 4,1875

a) 0,2463

b) 0,2463

f(0,2463) = 0,2463° + 4 x 0,2463 — 1~ 0,0001
c) 0,0001

f'(0,2463) = 3x0,24637 + 4 ~ 4,1820

~0,2463

d) 4,1820

e) 0,0001

) 4,1820
f

X, =X, — (1) _ 5 246320001 4 5463
F(x,) 4,1820

g) 0,2463

137.4. Método da bissegado: x ~0,2188

Método de Raphson: x ~ 0,2463

O método de Newton-Raphson converge muito
mais depressa (ao fim de uma iteragdo ja estabiliza
as quatro casas decimais), enquanto que a
bisse¢ao reduz o intervalo a um ritmo mais lento
(metade do intervalo em cada iteragao).

138. x, =0,75
f(x4):—1
t,iy=mx-3
O ponto de coordenadas (0,75;-1) pertence a
reta t, .
-1=0,75m-3<0,75m=2 < 75m =200 <
200 8
eSm=—om=—
75 3
8
=2y-3
y 3x
f'(x,)=-3
f _
X, =%, () _g75- =1 07543~
fl(x4) 8 8
3
_™ 3.9
100 8 8

139. |x, —x,|=0,0004=4x10"* <107

Sim, é aceitavel.
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140. f continuaem [a,b]; f(a)=-2; f(b)=4

g(x)=f(x+c)



141.

Pretendemos mostrar que a equagéo g(x)=0
tem, pelo menos, uma solugao no intervalo
la—c.b—¢[.

e Como f € uma fung&o continua em [a,b],
f(x+c) é uma fungéo continua em [a—c,b-¢]
logo, g € uma fungéo continuaem [a-c¢,b-c].
e g(a-c)=f(a-c+c)=f(a)=-2
eg(b-c)=f(b-c+c)=f(b)=4

e Como g é continuaem [a—c,b-c]e
g(a-c)<0<g(b-c), entdo, pelo teorema de
Bolzano-Cauchy, a equagéo g (x)=0 tem, pelo
menos, uma solugéo em Ja—c,b—c[, isto é, a
fungdo g tem, pelo menos, um zero em
la—c.b-c[.

h continuaem R ; h(a)=3; h(b)=-1

9(x)=h(x)+3

e Como g é continuaem R, porque resulta de
operagdes entre fungdes continuasem R,
também é continua no intervalo [a,b] c R.

o Para que o teorema de Bolzano-Cauchy garanta
que a fungdo g tenha pelo menos um zero no
intervalo |a,b[ é necessario que g(a) e g(b)

tenham sinais contrarios.

g(a):h(a)+g:3+g
g(b):h(b)+g=—1+g

(9(a)>0rg(b)<0)v(g(a)<0nrg(b)>0)«=

<:>(3+5>0/\—1+5<0jv
2 2

v 3+5<0/\—1+5>0 =
2 2

<(6+k>0A-2+k<0)v(6+k<0A-2+k>0)

o (k>6rk<2)v|k<-brk>2 |
K<BArK>2Z

condigado
impossivel

o -6<k<2
ke]—6,2[

142.
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x®—2x+1
f(x)=——"—
(x) x+1
O declive da reta perpendicularareta y=2x-3 é
1

5"
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143.

Recordar:
Declives de retas perpendiculares sejam m e m’
os declives de duas retas perpendiculares

m=—-—.
m
Pretendemos provar que existe um ponto cuja

abcissa pertence ao intervalo 10,1 tal que

1
f' =——
()=
f,(x):(x3—2x+1),(x+1)—();3—2x+1)(x+1)’ _
(x+1)
(3x* —2) (x+1) = (x* = 2x + 1) 1
- (x+1)2 -
:3x3+3x2—2x—2—x3+2x—1: 2x*+3x2-3
(x+‘l)2 (x+‘l)2
3 2
f’(x):—1<:>2x +3x2—3:_1
2 (x+1) 2

« f'& continua em [0,1] por ser o quociente de

duas fungdes continuas nesse intervalo.
_2x0°+3x0°-3

e f'(0 =-3<0
(0) (0+‘I)2
3 2
. f,(1):2><1 +3><21 —3:1>0
(1+1) 2

» Como f' & continuaem [0,1] e

f'(0)< —% <f'(1), entdo, pelo teorema de

Bolzano-Cauchy, a equagao f'(x) = —% tem, pelo

menos, uma solugdo em 0,1, isto &, existe pelo

menos um ponto cuja abcissa pertence ao
intervalo ]0,1[ tal que a reta tangente ao grafico de

f nesse ponto é perpendicular a reta de equagéo
y=2x-3.

f(x):2—|n(%}; D, =R’

P(x,f(x)); Q(O,Zx)
m = f(x)—2x :f(x)—2x _ f(x)_2
‘ x-0 X x

#




Pretendemos resolver a equagao f'(x) =

no intervalo [1,5].

X
2
1
__2_ 1
X X
2
f’(x):f(xx) 2 % f(xx) 2
<:>f(x)+1—2=0
X X
ITI

Pretendemos resolver a equagéo g(x) =0 no
intervalo [1,5] . Erro maximo absoluto inferior a

10"=0,1.
5-1 ., ., 4
<

o <0,1< 2™ >4 o

2n+1 071

ex2st sos b Lonsg
0.1 0.2

2'=2,..,2*=16,2° =32
Logo, sdo necessarias, pelo menos, 5 iteragdes.

o1, )

1 1 1

:2_|n(%j+1—2:—In(%)+1z1,69>0

5
2-In| =
f(5) 1 (2) 1
g(5)=—p +p-2=—— L4y -2%-158<0
It. Intervalo m Erro inferior a g(m)
Iy =[15] 45 4 51 55107 9(3)~
1 2 2
~-1135<0
I =[13] =3, 371 15107 9(2)=
2 2 2
=-0,5<0
3 l,=[12] %:15 271 os55107 9(18)=
~0,192>0
Iy :[1,5;2] 15+2 =175 ﬂ= g(1,75)z
4 2 2 ~-0,209<0
=0,25>10"
I, = 154175 _ 175-15 _ g(1625)~
5 . 2 2
=[15175] ~-0,026<0
=1625 =0,125>10"
I = 1541625 | 1625-15
6 | _[151625] 2 2
=15625 =0,0625

A solugdo aproximada, com erro inferiora 107", é
1,6.

144.1. Pretendemos mostrar que a equagéo f(x)=0

tem uma solugéo no intervalo [2,3].
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144.2,

o f & continua em [2,3] por ser uma fung&o
polinomial.

. £(2)=2°-25=-17<0

«F(3)=3-25-2>0

e Como f & continuaem [2,3] e f(2)<0<f(3),

entdo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a
equagdo f(x)=0 tem, pelo menos, uma solugéo

em ]2,3[, isto &, f tem pelo menos um zero no

intervalo ]2,3[ logo, tem pelo menos um zero em

[2,3].
3-2

2n+1

<10’2<32,7712<10’2 =N
X

! o
2x1072

S1<2"x2x102 2" >

100

<:>2">7<:>2">50

2'=2,..,2°=322°=64
Logo, sdo necessarias, pelo menos, 6 iteragdes.
f(2)<0; f(3)>0

It. Intervalo m Erro inferior a f(m)
2. F(2,5)~
1 Iy = [2’3] 25 -0,5 ~-9,38
51072 <0
% = f(2,75)~
2 l,=[253] 2,75 0,25 ~-4,20
>10°2 <0
- 3-275_ f(2,875)~
2 b 2,875 2
=[275:3] ' -0,125 ~-124
>10°2 <0
_ 3-28715_ | f(2,9375)~
4 b 2,9375 2
=[2,8753] : =0,0625 ~0.35
5102 <0
- 2,9375-2,875 | £(2,9063)~
5 y ~2,9063 2 ~-0,45
=[2,875;2,9375] ~0,0313510°2 0
L= 2,9375-2,9063 | £(2,9219)~
A 2,9375-2,9063 _
6 . 2,9219 2 ~—0,05
=[2,9063;2,9375] 001565107 | g
- 2,9375-2,9219 _
7 . 2,9297 2
=[2,9219;2,9375] e

145.

A solucéo aproximada, com erro inferiora 1072 é
2,93.

B(x)=e"""sin(0,8x)+
+0,02(1-€ %), x>0

B'(x)=(e*" )V sin(0,8x) + %' (sin(0,8x)) +

+0,02'(1- %) +0,02(1-e°*") =

=e°""[-0,15sin(0,8x) +0,8cos (0,8x) |+ 0,008e ****



B"(x)=(e°"*) [-0,15sin(0,8x) +0,8cos (0,8x) ]+
+e 2" [-0,15sin(0,8x) + 0,8cos (0,8x) ] +

+0,008'e %" +0,008 x (64" =
=e°""[-0,6175sin(0,8x) - 0,24 cos (0,8x) | -

-0,0032¢ 7"
Pretendemos um valor aproximado da solugao da
equagéo B'(x)=0.

Xy =2
B(x) , B(2)

X, =X, = =2

B(w) 0 B2

~-0,12479
~0,45351

~1,72484

|x, —x,| =|2-172484/=0,27516 > 10™*

B'(x,) B'(1,72484)
- — 172484 - — "/ _
B"(x,) B'"(1,72484)

X, =X

0,00752
-0,50484
|x, —x,| =[1,73974 - 1,72484| = 0,0149
B'(1,73974)

B’
vy =1y —232) 4 73g74 BULT7T4)
B"(x,) B"(1,73974)

=1,72484 - ~1,73974

0,00001
-0,50258

‘xS—x2‘=O<1O4

x=1,7398

=1,73974 - =1,7398
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Avaliagao global 1

1 f(x)="5 0 =R\ o)

[ , e |
i“m(cosx—1) im =Sinx 0 L (-sinx) _

x—0 (3x2 )' x->0  Bx x—0 (Gx)’

. —COSx 1
=lim =——

x—0 6 6
Opgao (B)

_ f(x)  2x%—x+1
m = lim = lim 3 =
X—>to X X—>to X+ x

w©

© (2x2—x+1)'

. 4x-1

co A, 7= Jim o=

h (x2+x) X
o (4x-1)
© i (8 ) imd -2
RL'H x—>+x (2x 4 1) x—0 2

. . 2x% —x+1
b—JLnjm[f(x)—Zx]—JLrgw(M—2xj—
im 267 —x+1- 247 —2x _ im —3% 1 _
x>0 x+1 xoke x4+
Z lim (AR N T
RL'H x—#0 ()C+1) S |
y=2x-3
Opgao (C)
f(x)zxe y

=e"+x(-1)e"=e " -xe " =e"(1-x)

()= (") (1-x)+e (1-x) =

=(-x) e (1-x)+e" (-1)=-e" (1-x)-e~
= (1-x+l)=-e"(-x+2)=e"(x-2)
Opgéo (D)

f'(x)+f(x)=2

Opgéo (A):

f(x)=3e~; f'(x)=3(-x) e =-3e”"
f'(x)+f(x)=-3e"+3e" =0

Opcao (B):

f(x)=26"+1; f'(x)=2(-x) e *+0=—2¢"*
f'l(x)+f(x)=-2e"+2e" +1=1

Opcéo (C):

f(x) =1-e™; f'(x) = 0—(_x)' ef—g"
fi(x)+f(x)=e"+1-e" =1

Opcéo (D):

fx)=2+e; F(x) =0+ (-x) e ="
f'(x)+f(x)=-e"+2+e " =2

Opcéao (D)

6. A7V =2; A =8; AcR",x,ycR

A"y:2<:>A‘xA'y:2<:>A‘:L_<:>
Ay

oA =24 (1)

AY =8 (A7) =20 o AV =2 (2)
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De (1) e (2) vem A" =2A” & A" =2x2=4
Opgao (A)
2 3 3 2
7. a =b"=2=log,b <:>2:3Iogab<3logab:§
Por outro lado,
aZ:bS<:>3:Iogbaz<:>3:2Iogba<:>logba:g
2 3 4 9 5
Logo, log. b-log, a=———=———=——.
g ga gb 3 2 6 6 6
Opcéo (A)
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8. Como a taxa de crescimento é proporcional ao
numero de bactérias, o modelo é de crescimento
exponencial:
f(t)=r(0)e"
f(O):104
f(3)=8x10"
f(3 4
f(3)=f(0)e* <e* = Qae“ 8X140 =N
f(O) 10
c>e3k:8<3(e“)3:8©(e“)3:23<:>ek:2
f(t):104><2’<:>f(t):10000x2’
30 minutos = 0,5 horas
f(0,5)=10000x 2°° ~ 14142 bactérias
Opgéo (C)
2"+ 27 2 -2
9. f = e -
(=232 e g(x) =25
200 42190 342 343"
f(log, 3 = =
(log, 3) = 2 2 2
1
Ptz 105
2 6 3
1
4 —
22 272 4 15
2) = >
g( ) 2 2 8
5 15 40 45 5
f(log,3)-qg(2)="-"=-~—_"“"__~
(log; 3)-9(2) 3 8 24 24 24
Opcéo (A)
10. 2¥ -8x2*+12=0<
M.V. | 2 _y
oy?-8y+12=0
—(-8)£+/(-8)" —4x1x12 8+16
oy= Sy=—"-—<
2x1 2
Qy—¥<:>y 6vy=2&
©2"=6v2' =2 x=log,6vx=1
<:>x:1+@vx=1
og2

1.
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C.A. log6

log 2

log(2x3) _

log, 6 =
92 log2

_log2+log3
log 2

. log3
log2

Opgéo (B)

(x+ 2)2

f(x):

( 2)2

M[z(ﬁz)_(ﬁzﬂ
(ex+2)z

_2x+,4/—x2—4x—,4/_

x+2 - x+2

e e

f’(x)=0<:>—x2—2x=0/\e”2¢0<3
e _7v

condigao
universal

—x%—2x

@—x(x+2)=0<3x20vx:—2

4e

Min. Max.
Maximo relativo 4e™
|5 b):

para x=0.
Il— a)

() (—x2 - 2x)' e’ - (—x2 - 2x) (eer2 ),
(x) o
_ (-2x-2)e"? - (—xz - 2x) e'? _
o]
95*{( 2/—2+x +2/) X2 -2

- (ex+2 )1 e+?

2
X

.« F(x)=0e
e'

x+2

0

condigéo
universal

2—0<:>x -2=0n¢€

oxl=2cx=— 2vx:\/§



Como em —\/5 e \/5 ha mudancga de sinal de ",

os pontos de inflexdo tém abcissas 2 e2.
- b)

(x+2)° =

x+2

Il
5
Il

e |im f(x)z lim

X—>+0 X—>+o0 e

RL'H x—>+® (eerz )r

= lim M: lim 2(x:22) =
T (x+2) e o
S 22 (?x ;) I g0
eX+
IV —c)
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Avaliagao global 2

1.

y f

AN/,

—yOG‘I 3 X

O<a<1

Da analise do grafico de f' podemos concluir que:
e f & decrescente em ]—oo,—1] e é crescente em

[—1,+oo[ .

e f'(~1)=0; f tem um minimo absoluto para
x=-1;

e f'(3)=0, mas como n&o ha mudanga de sinal
em x=3, f ndotem extremoem x=3.

e f"(a)=0e f'(3)=0

f tem dois pontos de inflexdo de abcissas a e 3.
Exemplo de um possivel grafico:
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3.1.

3.2.

_e'(3-x)-e'(-1) e (38-x+1)

(3-x) (3-x) (3-x)
, e’(4-0) 4
ro)-21-0)
(3-0) 9
f(0)= e LN ordenada na origem
3-0 3

O ponto de coordenadas (O%) pertence ao

grafico de f e areta tangente ao gréafico de f no
ponto de abcissa O .

y=mx+b
m:f'(O):i; 0.
9 3
)
b
4.1
Y=9" 73

=E/—ﬁ/—xex =—xe"

g(x)=0e-xe'=0c-x=0ve' =0
——
equagéao
impossivel

<x=0

y=-x

x — 0 +00

g’ + 0 -

g9 / 0 N
Max.

g ¢ estritamente crescente em |-»,0] e
estritamente decrescente em [0, +oc| .
Como g(0)=0, g(x)<0, VxeR\{0}.
f’(x) _ x’(ex - 1)— x(ze" - 1) _

(e -1)
_ e’ —1-xe* _ e’ —xe" -1 _ g(x)

(e - 1)2 (e - 1)2 (e - 1)2

Como (e" - 1)2 >0,vxeR\{0}, como vimos na

alinea anterior, g(x)<0,VxeR\{0}.

O sinal de f'(x) € osinalde g(x).

Como g(x)<0,vxeR\{0}, f & estritamente
decrescente em |- ,0[ eem ]0,+x[ endo

tem extremos.
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3.3. Assintotas verticais: D/ =R \{1=]0,1[U]1,+ o[
f & continua em R\ {0} por ser definida pelo
i 8 i In(x?)+2x?
quocm.;nFe de fungoes c.ontlnuaé. 41, f(x): ( ) . D, =]R\{0}
Se existir assintota vertical seraem x=0. X
% , 1 Assintotas verticais:
lim £ (x) = lim —"— = lim—>—— = lim — =1 f & continua em R\ {0} por ser definida pelo
x—0 x->0 @" —1RLH x>0 1 ' x-0 @*
(e - ) quociente de fungdes continuas.
O grafico de f n&o tem assintotas verticais. Se existir assintota vertical seraem x=0.
Assintotas néo verticais: _ |n(x2)+2x2 In(O*)+2><0* -
Quando x — +w: lim = =—=
x-0" X 0* 0*
f N In(x?)+2x* In(07)-2x0" _
= tim 20 _ i & =1 iy - lim (%) _Inf )7 -2
Xo+0 X X—>+o0 X X—>+0 /(ex _ 1) x—0" X O 0
1 1 1 x =0 é assintota vertical.
= lim ey b i 0 Assintotas n&o verticais:
Quando x — +ow:
w 4 2 2
b= fim - = lim ——— fim -~ e i ) _ gy N0) 2
x—+0 @% —1 X+ (ex _ 1) X—+0 @ e xooto Koo x2
_ 1 ) 2 '
) S InG)e2e] (xz)“‘x
y =0 é assintota horizontal para x — +. RLH XILer ( 2), - X"HL 2x -
X
Quando x —» —w©:
2
f 2x 2, 47
metim ) g 11 e N 244y
x>—o  x x>0 @% —1 e -1 0-1 = lim = lim | > =
X—>+0 X X+ x xo+0  Qx
X
b=lim|f(x)—(—x)|= lim +x|= ®
Hm[ (x)=( )] Hw,[ex_‘l ) . (2+4x2) 8/
= lim ———=lim a:2
X x X—>+0 2 U X—>+0
i A A e (2x*)
X——0 e’ -1 x—>-0 @¥ —1 | ( 2) ) )
n(x°)+2x
—oox0 — h — I —
= lim (xe" ! j: fim (xe*) x lim —— = b‘X'L”Dm[f(x)‘zx]‘x'LTm[ . ‘2’“1‘
X—>—0 e’ -1 X—>—o0 x>0 @% —1
i x T o_ In(x?)+ 247 — 247 In(x2
= lim (xe")x——— = =i ) _im "0
X—>+0 X X—>+0 X
MV. | -x=y<ox=-y >
X —> =00,y —> +00 = —f 5
y = lim <~ = lim = = lm S =—=0
- lim (_ye—y)>< —— lim 7)((_1): RLH x—>+0  x X400 x X400y 400
o 0-1 e y =2x é assintota obliqua para x — +w.
=—lim ix(—1):— L x(-1)= Quando x — —:
Yo+ ey . ey
- lim — _ f(x)
y Xy m=lim —==2
T X—>—0 X
b=1lim|f(x)-2x|=0
=~ (1) =0x(-1)=0 Jim [#(x) - 2x]
+00

y =2x é assintota obliqua para x - —x.

[In(x2)+2x2] x—[ln(x2)+2x1x’ _

y =—x & assintota obliqua para x - —x.

3.4. « f ¢ estritamente decrescente em R\ {0}.

42. f(x)= _
e y =0 é assintota horizontal para x — +w. X
. . X . 1 2\
= = = X
¢ !(Iir(])f(x) Llﬂ?)e-*_1 !m?)e-*_1 (xz) +4x x—ln(xz)—sz
x p— j—
1 - x? -
. e' -1 1 24
!(Im) . (xz+4x]x—|n(x2) 2x?
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2 2 2 2 Aplicando o teorema de Pitagoras vem:
Ex A +4x —In(x)—Zx 2+2x2—|n(x2) ., - _
_£ _ AB" =52 +5° = AB" =50 & AB=1/50 &
x2 x2 >
, 2+2X12—|n(12) @AB=5\/§U.C.
f(1):1—2:2+2_0:4 C.A. 50| 2
In(?)+2x 1 212
n(1?)+2x
f(1)=————=0+2=2 “13 5
O ponto de coordenadas (1,2) pertence ao 50 = 2 x 52
grafico de f e a reta tangente ao gréafico de f no J50 =/2x52 =5./2
ponto de abcissa 1.
y=mx+b Pag. 205

m=f(1)=4
6. f(x):e’ax, aeR"’

Seja x a abcissade P .

P(x, f (x)) = (x, e’”)

y=4x+b; (1,2) ponto da reta
2=4x1+b<b=-2

y=4x-2
A(x,0
2x-1 ( )— —
f(x): 1 OAxAP xxe™
A[OAP]: 2 = 2

o (201 (=) - (20 =) (x-1) o
(x)= (x-1) - A(x)=

2(x-1)-(2x-1) _2x-2-2x41_ 1 (ve ™) x2—xe* x2'
(x=1) (= () Alx)= 7 -

-

floy_2x2-1_ 4 2
( )_ 2-1 e —axe®™ e” (1-ax)
O ponto de coordenadas (2, 3) pertence ao 2 2
L . L Zeros de A':
grafico de f e areta tangente ao gréafico de f no .
. e (1-ax)
ponto de abcissa 2. A(x)=0e——=0
y=mx+b 2
m=f(2) =1 ce*(l-ax)=0o e =0vi-ax=0<

equagéao
impossivel

y=-x+b; (2, 3) ponto da reta tangente

1
3=—2+bob=5 ear=lex=—

y=-x+35 y=-ax +1,ac R
x=0csy=5
+
A(0,5) ponto de intersegdo da reta tangente com S
o eixo Oy . a
= — — — —ax0
y=0< -x+5=0<x=5 A(O):Oxe _0
B(5,0) ponto de intersegdo da reta tangente com 2
1
o eixo Ox. X —00 — +00
A a
i" A’ + 0 -
A / 0
Max.
A abcissade P é 1 .
5 a
1
71. V.= gAbase x altura
S 1,
0 5 B X V. =—nR"xx

cone 3



7.2,

8.1.

Aplicando o teorema de Pitagoras vem:
102 =x*+R* © R* =100 - x?

.3
V(x):;rc(100—x2)><x<:>V(x)=n(100;x)
v'(x)zg(mox—x?')' =3 (100-3x)

V'(x)=0 ~(100-32%)=0100-3x* =0 &
3

< 3x2 =100 < x? :@©x:,/@<:>
3 x>0 3

< x=577cm

0 \5,?7
x 0 5,77 +oo
V& + 0 -
v v Max. Ny

A altura do cone de volume maximo é,
aproximadamente, 5,77 cm.

f(x):ax+(bx+c)><|nx
Sabe-se que:

o f()=1e f'(1)=0

o f(2)=2-3In2
f()=1=a+(b+c)xin1=1<
ca+(b+c)x0=1<a=1

f(x)=x+(bx+c)><|nx

f’(x):1+b><|nx+(bx+c)><1=
X

—1+bxInx+b+S
X

f’(1)=0<:>1+bx|n1+b+%:0<:>
<1+bx0+b+c=0=b+c=-1
f(2)=2-3In2< Z+(2b+c)xIn2=Z-3In2 =
< (2b+c)xIn2=-3In2<2b+c=-3

b+c=-1 c=-1-b
= <
2b+c=-3 2b-1-b=-3

c=-1-b c=1
o R
b=-2 b=-2

a=c=1e b=-2
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8.2.

8.3.

8.4.

a)JLr?+f(x)=—w
f(x) = '
b) lim ™) = i f(fc)
x—=>+0  x  RLHx—>+0
, 1 1
f'(x)=1-2Inx-2+—=-1-2lnx+—
x x
im ) i (—1—2|nx+1):—1—2x(+oo)+i:
X—>+0 1 X—>+0 X 400
=—1-0+0=-
f”(x):[—1—2|nx+1)’:
x
1) 1
—(-1) = (2 2 co-foxt]-2 -
(- ~(zms) (1] <0 [22]-
2 1 -2
T ox x? x?

Como D, =R*, -2x-1<0 e x* >0 logo,
—2x-1

2
X

<0 e f"(x)<0.

A concavidade de f é voltada para baixo em todo
0 seu dominio.

y=x; f(x)=x+(-2x+1)Inx

a) f(x)=x
f(x)=xo £+(2x+)nx=4 &
< (2x+1)Ihx=0<
< -2x+1=0vinx=0&

<:>(2x:1vx:e°)/\x>0<3

= levx:'l /\x>0<3x:1vx:1
2 2

{2

Os graficos da fungéo f e da reta de equacao
y = x intersetam-se em dois pontos de

abcissas 1 e 1.
2

b) f(x)<xo £ +(-2x+1)inx < £ &

<:>(—2x+1)|nx<0

CA. —2x+1:0<:>x:1
2
INnx=0ox=e’=x=1
+
+
-N
X 0 l 1 +00
2
—2x+1 + 0 - - -
Inx - - - 0
(-2x+1)Inx - 0 + 0 _




9. f(x)= _ =——ge0%
0= "7
1 a
fr x)= e—OSx _
()= ==
1 ’ _0,5x2 1 _0,5x2
=|l—1e€ +—xle
( 27 \/ﬁ ( )
1 ! 2 —-X 2
— —O,SXZ efOS’r — efO.Sx
2n( ) \/E
—X 2
f” x)= e—O,Sx _
=)
—X —0,5x2 —X -0,5x2
=|l—1e€ + e =
( 2n] J2n ()
1 —0,5x% X 2\ 052
=-— xe " ———(-0,5x7) e =
N 2= 0%)
1 —0,5x? x2 _0,5x2 05)(2[ 1 x2 ]
=———e 7" +—e"7" =e —_——t
2n J2n V2r 2
2 1 X2
f"(x)=0=e%" =0v-—+-——=0&
( ) equagéo m \/ﬁ
impossivel
<:>_1+x2—0<:>—1+x2—0<:>x2—1<:>
NP
Sx=-1vx=1
+§ f+
X —0 -1 1 +00
f' + 0 - 0 +
f ~ P.l1. - P.l1. ~
As abcissas dos pontos de inflexdo sdo -1 e 1.
Maximo On
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41.

4.2.

4.3.

5.1.

2,5+5

c, = =3,75

f(3,75)=3,753 -5x3,752 +2x3,75-3~
~-13,078<0

Como f(0) e f(3,5) tém o mesmo sinal,
[a,.b,]=[3,75;5] .

Esta condigao verifica se f(a) e f(b) témo
mesmo sinal, isto &, se o produto f(a)xf(b) é
positivo. Se f(a) e f(b) tiverem o mesmo sinal,

pelo método da bissec¢éo, ndo ha garantia de
existir raiz no intervalo [a,b] € 0 programa avisa e

interrompe a execugao.

Pag. 206

Tarefa — O método da bissegao

1.

3.1.

3.2.
3.3.

£(0)=0°—5x0%+2x0-3=-3
f(5)=5°-5x5°+2x5-3=7

Como f é uma fungéo polinomial, é continua em
R e em [0,5] de forma particular. Como
f(0)<0<f(5), pelo Teorema de Bolzano-Cauchy,

f tem pelo menos uma raiz no intervalo [0,5].

f(2,5)=2,5°-5x2,5°+2x25-3=-13,625<0
Como f(0) e f(2,5) tém o mesmo sinal,

[aw b1]:[2’5; 5]'

5.2.

6.1.

6.2.

6.3.

Pag. 207
A quantidade b—a é o comprimento do intervalo
em que sabemos que esta a raiz.
O programa continua a repetir o processo
enquanto o comprimento do intervalo for maior que
2xero .
Quando a condigao deixa de ser verdadeira, tem-
se b—a<2xerro e, nesse momento, qualquer
ponto do intervalo (em particular o ponto médio
que o programa devolve) estd a uma distancia no
maximo igual ao erro da raiz verdadeira, o que faz
parar a execugdo do programa uma vez que a
aproximagao ja tem a precisdo pretendida.
Em cada iteragdo do Programa 1, a fungao é
avaliada, no minimo, duas vezes em a e duas
vezes em C.
Em cada iteracdo do Programa 2, a fungao é
avaliada apenas uma vez em c e, por isso,
tornando o Programa 2 mais eficiente.
Com estes comandos, quando o novo intervalo
passa a ser [a,c| ou [c,b], atualiza-se ao mesmo

tempo o extremo do intervalo (a ou b ) e o valor
da fungéo nesse extremo (fa ou fb).

Se se atualizasse apenas a ou b, sem atualizar fa
e fb, entdo a variavel a ja teria o novo valor, mas
fa continuaria a guardar o valor antigo de f(a) .
Nas iteragdes seguintes, a condigao “if fa*fc < 0”
estaria a usar um valor de fa que nao corresponde
ao de a, o que podia levar o programa a escolher
o subintervalo errado e deixar de funcionar
corretamente. Por isso é essencial atualizar a, b,
fa e fb em simultaneo.

O programa devolve x ~4,710623 025894165 .
Como o erro € 0,000001, a raiz encontra-se no
intervalo aproximado:

[a, b] = [x —0,000001; x + 0,000 001] =

=[4,710622026;4,710624026]



Questoes para preparar o exame

1.1.

1.2

Pag. 208

Para fser continuaem x=0,
lim f(x)= lim f(x)=f(0)
x—0" x—0"

(3] /
_ 0 _
I|m f(x)=lim 1-cosx = lim m
x>0~ X RL'Hx-0" x’
—1im S"* _6in0=0 fim (6" -2x)=e"~2x0
x>0~ x—0'
-1-0=1=1(0)

Como lim f(x)# lim f(x), a fungédo fnao é
x—0" x—0"

continuaem x=0.

f'(x)=(e"-2x) =" -2

f(x)=0ce"-2=0 e =2 <x=In2

2 0 In2 T
f' - 0 + e" -2
f N Min. 7 Max.
y,\
y=e -2
0 +
_ /nz x”
el |

f é estritamente decrescente em ]0,In2] e
estritamente crescente em [In2,n] . Existe um

minimo relativo em x =In2 e um maximo relativo
em x=m.

1.3. Concordo com o Igor quando afirma que a fungéo f

1.4.

1.5.

nao tem assintotas horizontais nem obliquas ao
seu grafico para x — +o, mas ndo concordo com

f()

o célculo do Ilm porque o D, ]—oo, n]. Logo,

nao faz sentido calcular limites para x — +©.

f' (x) =e" -2

" (x)=(e" —2)' =e">0

Como f"(x)>0, paratodo o x e |0,n], o grafico

de f tem concavidade voltada para cima em |0, x| .

N&o existem pontos de inflex&o.

f'(c)=n"<=f(c)=1, ce]0n]

Seja f'(x)=1.
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Afung&o f' & continua em [0, ] porque resulta de

operagdes entre fungdes continuas nesse
intervalo.

f'(0)=e° -2=1-2=-1
f'(r:):e" -2~211

Como f" é continua em [0,n]e ' (0)<1<f'(n),
entdo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, a
equacgdo f'(x)=1.

Tem, pelo menos, uma solugéo em [0, x[ , isto &,

existe, pelo menos, um ¢ € |0,n| tal que f'(c)=1.

f(x)=cosx D,=R

[

Caleu

M qma IntarsegBo com o aixo Oy x=0
fix)=1

Dgz{xe]R:f(x)ZO} ={xe]R:COSxZO}
:[—54—21(75 +2kn} keR #R

A proposicéao I. é falsa.
1

Il h(x)=———
(X) f(x)
Dh={xe]R:f(x);tO}:{xe]R:COSx;tO}:
n
:R\{—+kn,keZ}
2
C.A. | cosx=0

=E+kn,keZ
2

lim h(x)= lim co1s —Oi_:—oo
n X

3
x>

2
= g é assintota vertical ao gréafico de h. A

proposicéo Il. é falsa.

f(x):ln(x—a)

(23 o) o

D, = ]a, +oo[

(so(-3) ofor-3) ctancan

A e B tém a mesma ordenada.
O segmento de reta [AB] é horizontal.



B e Ctém a mesma abcissa.
O segmento de reta [BC] é vertical.
Portanto o triangulo é retadngulo em B.

Base: AB

AB-|-a-2_ |38 __3,
2 2 2
Como a<0.
73—2a>0
Altura: BC
BC= In(—2a)—ln(—aj —lin| 28] - In(@j
2 _a a
2
=[in4|=In4
“B_oBA —Sa In4
h ABxBC ~ 29~ ~3axIn4
Area = = =
[4EC] 2 2 4
_—8axIn2® -3ax2In2 -3aln2
4 B 4 2
Area :6In2<:>_3a|n2:6ln2<:>

[ABC]

< -3aln2=12In2 < -3a=12 <a=-4

4.1.
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f(x)=8ce +2e"=3c
Qe“+%—3=0© (e‘“)2—3e‘+2=0<:>
e
Mudanga de variavel e* =y :
-3y+2=0<

—(=3) £ 4/(-3)" =4 x1x2
2x1

<>y=

31
2

oSy=2vy=1oce =2ve =1

ox=h2ve =’ ©x=N2vx=0

Em R", S={In2}.

f(x)= (e" +2e"‘)’ = (e’ )’ + (2e“)’ =
—e"+2(-x) e =e" -2

f(x)=1ce -2 =1 <:>e*—e—2X—1:O<:>

<3(e*)2 —e'-2=0

Mudanca de variavel e* =y

oyl-y-2=0<

(1) £(-1)" —4x1x(-2) -

2x1

:1i2\/§ <:>yf% oy=2vy=-l1o

oe'=2ve'=-1,emque € =-1éuma
equacao impossivel
=In2

<>y=
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4.2,

4.3.

S={in2}
Como as equagdes f(x)=3 e f'(x)=1témo

mesmo conjunto solugdo em R*, sdo equivalentes
em R".

m" aratiee

Havegar Célculo

’\/

! -1
x=0 6931472 flx)=a

Interseqio
f(x):3<3x=|n2vx=3
A(In2,3); B(0,3)

ABxBO In2x3 3
Aoss) = 2 EInZ u.a.

f(x)= x+2,5 Intervalo [0,1], 2 iteragdes
f(x)=x+2,5<:>f(x)—x—2,5=0<:>

e +2e " -x-25=0
9(x)
Como g ¢ continua em [0,1] porque resulta de

operagoes entre fungdes continuas nesse
intervalo, e
9(0)=e"+2e°-0-25=1+2-25=0,5>0
g(1)=e1 +2e'-1-2,5~-0,0046 <0,

Pelo teorema de Bolzano-Cauchy, existe uma
solugéo da equagéo g (x)=0, isto &, existe uma

solugcéo da equacéo f(x) =x+25.

1.2 iteragao:
0+1 1
x1 ==
2 2

1 N
g|l=|=e?+2e2---25~-0,14<0
2 2

Novo intervalo: /, = [0, %}

2.2 jteragao:
0+ 1 1
X,=—2=-20,25
2 4
x=0,25
D, =R’
y = —x assintota n&o vertical ao grafico de f
m=-1
f
m— tim 1) g
xo>t0  x
Iim‘f(1 = lim s =S _L?:%fo
B A SV A
X X—>+0 X

Funcdes
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y =0 ¢é assintota horizontal ao grafico de ; 72. g'(x)=(e"-2x+ 1)/ =(e* )' —(2x) +1 =e" -2
A proposicao |. é falsa. g'(x)=0ce -2=0e" =2 x=In2
f"(x)>[%j ,VxeR"e f écrescente em R*. x 0 In2 2
A proposicao |I. é falsa. 9" - 0 +
N
%e" In(3-x)" = (4-¢")In(5-2x) +4In(3-x) I Pl |~
D={xe]R:3—x¢0/\5—2x>0/\3—x>0}= yT
:{xeR:x¢3Ax<§/\x<3}: —ao,E y=e"-2
2 2
CA. | 3—-x#0x#3 0 +
I x”
5—2x>0c>—2x>—5<:>x<§ B /"2
2 i
1 3-x>0e-x>-3cx<3 O grafico de g tem a concavidade voltada para
X 2 X
28 In(3-x) =(4—e )In(5—2x)+4|n(3—x) baixo em ]0,In2[ e voltada para cima em ]in2,2[ .

Tem um ponto de inflexdo em x=1In2.

1 x _ x
<o 2€"In(3-x) ~4In(3-x) = (4 -° )In(5 ~2z) 7.3. Como a reta r é tangente ao gréfico da fungéo g no

=e'In(3-x)-4In(3-x)=-(e" -4)In(5-2x) ponto de abcissa 0, o declive daretaré g’ (0):
e (e"=4)In(3-x)+(e" -4)In(5-2x)=0 g'(0)=e"-2x0+1=2; m, =2
PN (e” —4)[In(3— x)+In(5- 2x)] -0 Como a reta s é perpendicular a reta r, o seu
©e -4=0vin(3-x)+In(5-2x)=0 declive, m, ==~ isto &, m,=-7.
e =4vin(3-x)=-In(5-2x) Por outro lado, os pontos A(x,0)e B(0,y),
e =4vin(3-x) :In(5—2x)71 pertencem a reta s.
5 Assim, ms:y—Oz_X_
<:>(eX:4v3—x: j/\x<f 0-x X
5-2x 2 1
7 5 Como m;=-—e mS:—X,
<:>(x=|n4vx=—vx=2j/\x<— 2 X
? ? 2 D DR
Sx=lndvx=2 x 2<:>x—2<:>y—2x.
C.A. 3o 1 Sabe-se que:
5-2x
1 XXEX 1,
<:>3—x—5_2x= A{OAB]=12<:> 5 =12 <:>§x =24
©15-6x—-5x+2x2-1=0 o x? =48 (Qo)x:m x=43
& 2x° -11x+14=0 A
y
—(~11)£(-11)" —4x2x14 _
' 2x2 Nl 3+
11£+/9 7
S X = Sx=—vx=2
4 2 4
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-2 -2 >
Iirrgg(x)x - |in3[g(x) x1] 0 L TE
e ” * € A abcissa do ponto A é 43 .
_jim 9 ) xlim—:limg(x)_g(o)xio g ) ,

x—0 x x—0 @* x—0 x e . e' —1-—x 0 . (e -1- X) i e _1
81. Im ——p— = I|n01 — = hrE! 5"

= '(0)><7:2><‘|:2 =0 X x> (xz) x> X
C.A. 1 e -1 1 1




8.2.

8.3.

8.4.

x—0" 2 x—0" x—0" x2

lim (H"_'”(”")J ~im xt fim 22 U)
X

xoin(tex) 5 feoin(re ]

=0+ “n; ron M -
x> X x> (x2)
(1+x) 1

; - 1+x ; 1_1+x A+x-A
= lim ———— = lim = lim

x—0° 2x x—0° 2x x—0* 2x(1+x)
Cim—2 jim— 1

x>0 2/(1+x) x50 2(1+x) 2

. . 1 . .
Como lim (x)= lim f(x)= 5 » existe lim f(x)=
f é continua em ]—oo,O[ porque resulta de

operagdes continuas nesse intervalo.
fé continua em ]O,+oo[ porque resulta de

operagdes continuas nesse intervalo.
fé continua em x =0 se limf(x)=7(0).

. 1
lemaf(x):? f(0)=2
Como limf (x)#f(0), fé descontinuaem x=0.

Assim, f & continua em R\ {0}.
Como y =x é assintota ao grafico de f quando
x>+, lim[f(x)-x]|=0.

Vamos mostrar que lim [f(x)-x]=0 .

X—>+00

lim [f(x)-x]= lim (/ﬂ_mx(;”)_,{]:

X—>+00 X400

w

roin(ten) L feon(ien]

X—>+0 X RL'H x>+ (x2 )/
, , (1+x)/
= lim M = lim 1&:
x—>+® X X—>+00 2x
L1
lim gy A £___

i
i 2x (14 x) L 24 (1 + x)

y=mx+b
e —1-x
f T _q_

metim ) i i @ 1ox

X—»—00 x X—>—0 x X—>—0 x
(oc) ) (e’(—'l—x)' e -1 e™ -1
b T

(+")
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'

o 1x 1) (e-1-x)

b= lim f(x) = lim =—5— 5, im =
_lim e"—1:e’”—1 :07—1:—71:0

oo 2x —o0 —0 -

y =0 é assintota horizontal ao grafico de .

N|—
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f'(x)xf”(x)SO, xeR
Opgéo (A)
Para x>0, a fungao f é crescente, isto &,

f'(x) > 0 e tem a concavidade voltada para cima,
istoé, f'(x)>0.

Logo, f'(x)xf"(x)>0

Na opgao (A), o grafico ndo corresponde ao grafico
da tal fungao f.

Opgao (B)

O grafico de f é uma reta horizontal logo, a fungao f
é constante.

f'(x)=0 e f"(x)=0,paratodoo xeR
f'(x)xf"(x)=0, ouseja, f'(x)xf"(x)<0, para

todoo xeR.

O grafico pode corresponder ao grafico da fungéo
f.
Opcéao (C)

Afungao fé crescente, f'(x)>0, para todo o
xeR.

A concavidade de f ¢ voltada para baixo, f* (x) <0,
paratodoo xeR.

Assim, f'(x)xf"(x)<0, paratodoo xeR.

O grafico pode corresponder ao grafico da fungéo
f.
Opgao (D)

Afungao f ¢ decrescente, f'(x) <0, para todo o
xeR.

A concavidade de f ¢ voltada para cima, f" (x) >0,
paratodoo xeR.

Assim, f'(x)xf"(x)<0, paratodoo xeR

O grafico pode corresponder ao grafico da fungéo
f.
Opgao (A)

. xe |1+

g (x) = (x2 —2x+In x)’ = (xz), —(Zx)’ +(In x)’

2_
oyt 2 —2x41

X X
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2x2 —2x +1 Pretendemos determinar x tal que:
S =

g’(x)zo 0

¥ u(x+2)=tu(x)
<:>2x2—2x+1=0/\x¢0/\xe]1,+oo[ 2
equagao impossivel Seja f(x)=u(x+2)=12e"""? (x+3)" e
CA | 222 -2x+1=0

(_2) ( 2) 4X2X1 g(x) 7X|’26 (X 1) —0 660 (x+1)
X = 2

2% 2 Coordenadas do ponto de intersecdo das fungdes f
2404 e g: (11,06;0,35)
X =
4 ZANOEE—
Equagéo impOSSiVGI Auta Eixos Ua\re;ul:' c;lcuLo —
|

g’(x)>O,Vxe]1,+oo[ }

. [
+ + 4 8
x-G.EBSIJITlEBE fix)=4 257681376
e
i . . x ~ 11,06 semanas
g é estritamente crescente em [1,+o0[ e ndo tem
11,06 x7 ~ 77,42

Resposta: 77 dias

’ - [

g néao tem zeros. \ ST
I
L
i

extremos relativos.
10.2. Se g é continuaem x =1, isto &,
limg(x)=1limg(x)=g(1).
x-1 x—-1"
g('])=12 -2x1+In1=1-2+0=-1

13. Zerosdef. x=-3 e x=1
f(x)za(x+3)(x—1)
Como o grafico de ftem a concavidade voltada
(Sin(x_1)—e“kj=—1 paracima, a>0.
g(x)=In(f (x))

f(x):a(x2—x+3x—3)=a(x2+2x—3)

limg(x)=-1< lim

x—1 x—1 X —1

o tim SO g
x—1 X — x—1
, =ax® +2ax-3a
< lim M - =1 f'(x)=2ax+2a
x—1 _1 ’
(== £ (x)=2a>0
: (X_1)' cos(x=1) ., =In(f
o lim L TP T ko g g(x)=In(f(x))

x—1 1
< limcos(x-1)-e"™ =-1< D, :{XER:f()‘)>O} = ]-o0, =3[ L 1,400

x—1
ocosl-eF=1eo1-eF=1seF =2
<1-k=In2 ©k=1-In2

1. f(x)=0; /,=[a4a],a>0

Recordar: Iy = [a,b]
Amplitude do intervalo inicial:
b-a

ApOs a realizagao de n iteragdes,
a amplitude do intervalo obtido é:

b-a
2" _
Apos a realizacéo de n iteragdes, a amplitude do [f(x)}z
intervalo obtido é:
4a—a 3a Como f(x)>0, o sinal de g" depende do sinal de
2" 2" " , 2
Opco ) £ (x)F () -(F () -

2
Pag. 212 f (x)f(x)_(f (x)) -
2
12. u(x) —12670% (x 4 1)2 x>0 =2a (ax2 +2ax — 3a) - (Zax + Za)
=2a°x* + 4a°x - 6a* - (4.512x2 +8a%x + 4a2)



14.1.

14.2.

=2a’x? +4a°x — 6a® — 4a°x* — 8a*x — 4a°
=-2a%x*> - 4a’x -10a°

=-2a° (x2 +2x+ 5)

2

Como -2a*> <0, o sinal de " (x)f(x)—(f' (x))

depende apenas do sinal de x* +2x+5.

—2++22 —4x1x5

2x1

X +2x+5=0x=

X_—21H/—16
- 2

Equacéo impossivel

U

— 5> x*+2x+5>0
Assim,
2

£ (x)F (x) = (F (x)] =-2a*(x* +2x+5)<0
O grafico de g tem a concavidade voltada para
baixo em todo o seu dominio, ]—o0,-3[ U J1,+o[ .
Como f é continua no seu dominio, porque é o
quociente de duas fungbes continuas, uma
logaritmica e outra exponencial, a existirem
assintotas verticais sdoem 1 e em 2.

In(x-1 A
fim £ (x) = lim =Y _ 0" o
Pt = (x-2)" () 1
x =1 é assintota vertical ao grafico de f.

" In(x—1) [%j i (In(x—1))' B

x—2 (x _ 2)2 RL'Hx—2 |:(x ~ 2)2 :|r
(x-1) 1

—lim—2=1 —jim =1
Pio(x-2)(x-2) *2(x-2)
~ lim 1 S R
S o22(x-2)(x-1) 2x0x1 0
lim L = ! = 400
=2 2(x=2)(x-1) 2x0"x1

lim L = L =—
=2 2(x=2)(x-1) 2x0 x1

y=x-2

x =2 é assintota vertical ao grafico de f.
x=0e x=2

e

Havegar Cilculo

1 2 3 4
xs3 £(x) =0. 6931471885
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_In2 _In(x-1) In2
Aol =5 “o2) 2 © x-2

|n(x—1)

— © g(x)=In2.

O valor de x é a abcissa do ponto de intersegéo
dos graficos das fungdes fe g.

Seja f(x)=

- crinice | REE
Auta  Edxos 0 Mavegar Céleula
:i=3 f{x)=0_ 6931471866 ]
x=3
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15. N(p):5000e’°'2”—200p+1500 , 2<p<12

16.1.

O valor total obtido com a venda dos bilhetes é
dado por pxN(p).

1000 centenas = 10 000 dezenas

Pretende-se descobrir o menor valor de p para o
qual pxN(p)=10000 .

Recorrendo a calculadora grafica:

Sipressde ritics g(x)=xxN(x)
Aut Eixos Navegar Célcule _
s h (x) =10000
8o g(x):h(x)<:>
s < x~2,46
A . o + A(2,46;10000)

x=2, 468834 glx)=LE868

2,46 dezenas de euros sdo, aproximadamente,
25 €.

O menor prego que permite obter 1000 centenas
de euros de receita €, aproximadamente 25 €.

2 im P20 < im 2L 200
11 .
=39 (0):5( 07 +4-2)=

1 1
“T2-2=1xo0-0
3(2-2)=3~

! [ 2
b) IimM:Iim LH:
X

X—>+0 X X—>+0

|:(x2 + 4)% - 2}

I Il ] ————— =
RL'H x—>+0
(x)

!



T a2 x( 1 4)
= lim —

x>+ 1

lim xef
gl e

. . x2
= lim = lim ,|———=

X
X400 /x2 +4 x>0 x—>+0 X2 +4

e 2/
lim = 1=1
\/x~>+ao X +4 RLU H\/ramoz/ \/_
16.2. m =g’ (1):\/12+4_2:,/5_2

818

Com 52
Seja @ ainclinagdo da rera s.
1

J5-2

tand=m; < tanfd=-

Entéo, como m, <0,

9:tan1[— J+180°<:>0z103°

1
J5-2

Ainclinacado da reta s é, aproximadamente, 103°.
' 1 /
16.3. g//(x):(\/x2+4_2) _|:(x2+4)2} -0

1

(x +4)

:%(xm)

X
20x2+4 \/x2+4

g”(x):0<:>x=0/\\/x +4#0<x=0
JrTTFE

condigdo universal

X —0 0 +00
g!l _ 0 +
g9 S P.I. ~_

O grafico de g tem a concavidade voltada para
baixo em |-, 0[ e voltada para cima em ]0,+o[ .

Tem um ponto de inflexdoem x=0.
16.4. (fog) (0)=g' (0)xf (g(0))=0xf (g(0))=

CA 1 g'(0)=vo+a-0

f'(x):(xz)’ =2x
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17. hé continua; D, =[0,a]
Pretende-se provar que a equagao h(x) =xtem
pelo menos uma solug&o no intervalo [0,a] .
h(x)=x<h(x)-x=0.
Seja f(x)=h(x)-x.

Propostas de resolugdao do manual -

18.1.

18.2.

Funcdes

fé continuaem R . Logo, é continua em [0,a] .
f(0)=h(0)-0=h(0)=0
f(a)=h(a)-a<0

Se h(0)=0<f(0)=0
Se h(a)=0<f(a)=0
Nos dois casos, existe pelo menos uma solugéo de
f(x)=0 em [0,a].

Se h(0)=0Ah(a)=0, entao f(a)<0<f(0).

CA- | h(0)<a
<h(a)-a<0

Ent&o, como f é continua em [0,a] e
f(a)<0<f(0), o teorema de Bolzano-Cauchy,
permite-nos concluir que a equagéo f(x) =0 tem
pelo menos uma solugéo em 0,a] .

Provamos, entéo, que existe pelo menos uma
solugéo da equagéo f(x)=xem [0,a], ou seja,

que existe pelo menos um ¢ €[0,a]tal que
h(c)=c.

Logo, h tem, pelo menos, um ponto fixo
pertencente ao intervalo [0,a] .

f(x)=e"-x-2 D, =R

f(x
o()=" b, -my
f'(x)=(e"—x-2) =e" 1
f'(x)=0ce"-1=0 e =" <x=0

f(0)=€"-0-2=1-2=—1

X —00 0 400
f - 0 +
f N -1 /

A funcéo f é estritamente decrescente em ]—oo, 0] e
estritamente crescente em [0, +oo .

ftem um minimo absoluto igual a -1 para x=0.
Assintotas verticais (paralelas a Oy ):

D, =R\{1} e g é continua. Logo, s6 podera existir

assintota verticalem x =1.

. _f(x) e -x-2 e-3
Imo()=Im =M o "
. e-3

lim g (x) === =~

Iimg(x):eo%:a:mo

x—1

Areta de equacdo x =1 é a Unica assintota vertical
ao grafico de f.

Assintotas horizontais (paralelas a Ox ):

Quando x — +w:



18.3.

19.1.

. f(x) . e -x-2
Jim g(x)= lim == = lim =

B e —x-2) x_

. Iim( x-2) :XILrpwe11:e’“=0

RL'H x—>+x (.X _ 1)’
Areta de equacdo y =0 é assintota horizontal ao
grafico de g.

O gréfico de g tem duas assintotas paralelas aos
eixos coordenados: a reta de equagédo x =1
(paralela ao eixo Oy) e a reta de equagéo y =0

(paralela ao eixo Ox).

f(x)=e" -x-2; f' (x)=e" -1
Iteragéo 1:
f L _
o ,(x‘)) 2.8 71724 273 416395
' (x,) e -1 e-1
Iteragéo 2:
f 116395 .
Xy =X — ,(x1) :1’16395_6 11:3,:56395 2
f () e
116395
_116395- 2 310395 445

e

Uma solug&o aproximada da equagéo f(x)=0 é
x,=#115.

f(x)=In’x; D, =R"

g(x)=3In*x-2Inx; D, =R*
f(x)zg(x)<:>|n3x:3|n2x—2|nx
<In*x-3In x+2Inx=0

e Inx(In*x-3Inx+2)=0

<lnx=0vIin?x-3Inx+2=0
<Inx=0vinx=1vinx=2

ox=evx=evx=¢e?

C.A. | Fazendo y =Inx
y?-3y+2=0
3£4/37 -4x1x2

Y 2

, 31

2
oSy=1vy=2

<Inx=1vinx=2

f(1)=In°1=0*=0
f(e)=Ine=1 =1
f(e’)=In"e’ =2°=8

Os pontos de intersegdo dos graficos das fungbes f
e g s&o os pontos de coordenadas (1,0), (e, 1)e

(e2 , 8).
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19.2.2) 7' (x)=(In° x) =3I xx (Inx) =3In xx =

b)

X

_3|n2x

3 3Inx 3 3In*x-3
f= = & =

X X X X

(IR=N

<3INx-3=0Ax#20AxeD, &

olnfx=1rxeR" <
olnx=-1vinx=1ArxeR* ©x=e'vx=e
Logo, existem exatamente dois numeros reais

x>0 (e'e e)tais que f'(x):ﬁ.
X

g (x)=(3|n2x—2|nx)' =6|nx(|nx)' —2><1
x

:6Inx><1—g _6inx-2
X X X
gr(x):OC>6|nX_2:

X

0

<6Inx-2=0Ax#20AxeR"
1 1
olnx=—ArxeR" ox=¢3 <:>x=§/g

2 0 e +o0
f' N.D - 0 +
1
f | ND. | N\ —— Ve
3
1 132 1 12 1
gled|=3|Ine? —2Ine3:3><(7] _2x—
3 3
1.2 1
"3 3 3

Logo, g admite um minimo relativo igual a —%

para x =3e .

20.

C(t)=120(e** -e™) ,
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t>0

Pretende-se resolver graficamente a equagéo
C(t) = 0,9C(t—1) .
C(t) = 0,9C(t—1) =

©120(e** -e")=0,9x120 (efove»(t—o _ e’(’”))

f(x)=120(e"* -e™)

g (x) =0,9%x120 (670'3(‘“’1) _ e—(xq))



211.

21.2.

21.3.

f(x):g(x)<:>xz2,72

Auto Eixos

T

Havegar Cilculo
7]
58
40

38

e

10 )
Intersegio

A(2,74;45,126)

Ao fim de 2,72 h, apds a administragdo do

¥=2.724833  F(x)=45.12631

medicamento, a concentragdo desse medicamento
no sangue é 90% da concentragéo existente uma

hora antes.
fé continua; D, =[0,+c[ ; f(0)=2
f(x)
se x=0
9(x)=1e" -1 se x<0 D, =R

e -1

Se a reta de equacdo y =3x -4 é assintota ao

grafico de g quando x — +w, sabe-se que:

lim M =3 < lim @ =3 ((D) é verdadeira)

X—>+0 X Xty

lim [g(x)-3x]=—4< lim (f(x)-3x=-4) (C)é

X—>+40 X400

falsa)
lim [g(x)-(3x-4)]=0

X—>+0

< lim (f(x)-3x+4)=0 ((B) é verdadeira)

X—>+0

lim g(x): lim f(x)z lim (3x—4)=+oo ((A) é

verdadeira)
Opgao (C)
g é continuaem x=0, se

lim g (x) = lim g (x)=g/(0)
lim g (x) = lim f (x) =f(0)=2=g(0)

0 ’
. 1o (eM-1)
lim g (x) = lim = lim~—ZL
x—0" x—0" @ —1 RL'Hx»0" x !
(e
r
(kx) e~ ke kxe°
= lim = lim =———=k
x>0 e -0 @ e

Iirglg(x): Iirgg(x):g(O)c»k:Z

Logo, g é descontinuaem x=0 se k=2.

k=-1
f(x) se x=>0
9(x)=1e -1 se x<0
e -1
-In2<0
Se x<0,

(~x) e (e"=1)-(e™ -1)xe

(e -1
:—1+e’”—1+e* :e"‘+e‘—2

e

e ye M2 _9o ~ Z+eln2" _Z -
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m=g'(-In2)= (e-mz _1)2
1

|
|
N |
|
Il
N

2-1 1

o

L

-1 :elnz’1 -1 :2*1_1:

Equacéao da reta tangente em x=-In2:
y=2x+2In2-2

1
2

y—(-2)=2(x+In2) & y+2=2x+2In2
o y=2x+2In2-2

~ 1

22.

23.

D={xeR:x—1>0/\x>0}:]1,+oo[
log, (x—1)-1=log, (x)

2 2
< log, (x—1)=log, (%)Hog1 (x)
2 2 2

2 2

< log, (x—1)=log, (1xj<3
- 2 2

2
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<:>x—1:%x/\xeD <2x-2=xrxeD<

oS2x-2=xArx>1x=2
s={2}

100

Pretende-se resolver graficamente a equagéo

C(3a)-C(a)=40 e 0<a<5
100 B 100
1+4e—0,25x33 1+4e—0,25><a

oo 100 100
1+4efO,25><3x 1+4efO,25;

= 40




24.1. lim f(x) = lim

i 2 3 4
Interssclo x=3. 493791 gix)=a8

f(x)zg(x)c>xz3,494

a~ 3,494

Amplitude do intervalo =3a—a=2a~2x 3,494 =
= 6,988 minutos

ifmn _ 60s

0,988 _  «xs

Logo, a amplitude do intervalo é,

aproximadamente, 6 minutos e 59 segundos.
3x+1 7

x=0,988x60~59s

27 x—2" e'hz -1 h 0 -
Sim. Areta de equagdo x =2 é assintota ao
grafico de f.

24.2. g(x):f(x); D, :[2,+oo[

a) g'(x)=(5x2"%-4) =
=5x(x-2) x272xIN2-0=5x2"%In2

g/ (x) >0,Vx e [2, +oo[

Logo, a fungéo g é estritamente crescente.
Entéo, passa no teste da reta horizontal, pelo
que é invertivel.

b) Como a fungéo g é estritamente crescente e

D, = [2,+[ , @ equagéo g (x)=k n&o pode ter

mais do que uma solugdo. Logo, tem, no
maximo, uma solugéo em [2,+oo[ , para

qualquer keR.

c) g (x+4)=83cx+4=9(3)
Sx+4=5x2? -4 ox=5x2-4-4 &
©x=10-8ox=2; S={2}

25.
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A(2, 3) pertence ao grafico de f. Entéo, f(2)=3.

B(3,1) pertence ao grafico de g. Entéo, g(3)="1
1-3

m,=——=-2.Entéo, ' (2)=-2.
3-2
Seja r a reta tangente ao grafico de g no ponto B.
1 1 1 , 1
m =——=——=— . Entao, 3)=—.
! m, -2 2 93 2

251. (gof) (2)=f"(2)xg'(f(2)) =—2xg'(3) =
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252. g(3)=1<9"'(1)=3;

26. log, (ab®)=5, a>1, b>0

<log,a+log, b* =5 <1+2log, b=5 <

< 2log, b=4 <log,b=2

26.1. log, (%] =log, b-log,a* =2-2=0
a

log, (a%j =0
26.2. log, (x/a3b5 ) =log, (a°b® )% = %Ioga (a°b®)

(log, a" +log, b5) =—(3+5log, b)

N =

13
2)=—
(3+5>< )

log, (W):E

2

N|= N~

27. f(x) = |n(x+ 1) +0,02x

' (x) = (In(x+1)+0,02x) = (1,022

x+1

-1 o002

x+1

Pretende-se determinar uma solugéo aproximada

da equagéo f(x)=f"(x) nointervalo ]0,1 .

() =1 (x) = n(x+1)+0,02x=—1-+0,02 &5
X+

1

<In(x+1)+0,02x -
x+1

-0,02=0

1
i ~In(x+1)+0,02x - —— 0,02,
Seja g (x)=In(x+1)+0,02x 70

1) 1 (x+1)-1(x+1)
g’(x):(x+ A Cha) (2x+ ) o
x+1 (x+1)
SELEYY.” S
x+1 (x+1)

Iteragéo 1:

! -0,02
8

9(%)=9(08)=In18+0,02x0,8

)

~0,0282

g (xo):%+0,02+%z0,8842

9(x) g 9(08)

Xy =Xy ——;
9 (%) 9'(0.8)
~0,8- 20282 7681
0,8842
|x, — x,| =|0,7681-0,8/=0,0319 < 10"

Entédo, x=x,=0,77.



